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2 heures
aucun document, appareil électronique ou aide extérieure
donner tout détail et justifier rigoureusement
échelle sur 20 points
les 4 exercices sont indépendants

Soit © C R%, d > 1, un polytope (intervalle pour d = 1, polygone pour d = 2, polyedre
pour d = 3) avec la frontiere OS2 Lipschitzienne. Dans les 3 premiers exercices, on considere
le probleme de Poisson avec les conditions de Dirichlet homogenes : pour f € L*(1),

trouver u : 2 — R telle que
—Au=f dans , (1a)
u=20 sur 0f2. (1b)

Ci-dessous, T, est un maillage de €2 composé de simplexes (intervalles pour d = 1, triangles
pour d = 2, tétraedres pour d = 3).

Exercice 1. (Formulation faible) (1 point)

1) (0.25 pt) Rappeler la formulation faible du probléme (1), en se servant de 'espace de
Sobolev HJ ().

2) (0.75 pt) Donner une preuve d’existence et d’unicité de la solution faible, en se basant
sur le théoreme de représentation de Riesz. On admet 'inégalité de Poincaré-Friedrichs

lvll < CophollVoll Vv € Hy(Q),

ou Cpr est une constante générique et hq le diametre du domaine (2.

Exercice 2. (Eléments finis non conformes) (8 points)

1) (0.25 pt) Rappeler 'espace V' de la méthode des éléments finis non conforme, utilisant
les polynomes par morceaux de degré p > 1 et une continuité faible a travers les faces du
maillage Tp,.

2) (0.25 pt) Rappeler la méthode des éléments finis non conforme pour le probleme (1).

3) (0.5 pt) Donner une preuve d’existence et d’unicité de la solution éléments finis non
conformes. On admet que I'espace V7 est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(Vop, Vuwy,) Up, Wy € Vi,
ou Vuy, est le gradient faible brisé,
(Vup) |k == V(on| k) VK €Ty (2)
4) (1.5 pt) Soit [V;2¢| la dimension de P'espace V2. Pour une base v, 1 < i < [V, de

lespace V7, considérer la matrice de rigidité

KPS = (Vo) Vi) 1<i,j <[V,

Prouver qu’elle est symétrique, définie positive et inversible. On admet 1'inégalité de Poin-
caré—Friedrichs brisée

|vnll < Coprhal||Vou| Yo, € Vi,

ou Cppr est une constante générique et hg le diametre du domaine €.



5) (3.5 pt) Soit u € Hy(€2) la solution faible du probleme (1) et uj, € V¢ son approxima-
tion par éléments finis non conformes. Donner une preuve du second lemme de Strang :

V(u—vp)||* + < max (f,wn) = (Ve th)) : (3)

whEVys [V ||

2 .
IV =)l = min,

6) (1 pt) Discuter la signification et portée de la formule (3).
7) (1 pt) Estimations d’erreur a priori permettent d’obtenir une formule de type

IV (u—w)| < ChP. (4)
Sous quelles conditions sur la solution faible u? Avec quelle puissance 57 Quelle est la
signification de ce résultat ? (Réponses sans preuves.)
Exercice 3. (Estimations d’erreur a posteriori) (7 points)
Rappelons I’espace de Sobolev brisé

H'(Tp) = {v € L*(Q); v|x € H'(K) VK €T} = [[ H'(K).
KeTy,

1) (5 pt) Soit u € H(Q) la solution faible du probleme (1) et u, € H'(T;) arbitraire.
Rappelant la notation Vuy, pour le gradient faible brisé de (2), démontrer que

V(u—uy)|l?= min Vu, +v||> + min [|[V(u, — 0)||%. 5
190l = i I 1+ sy 90— )

2) (1 pt) Discuter la signification et la portée de la formule (5).
3) (1 pt) Estimations d’erreur a posteriori permettent d’obtenir une formule de type

IV (u =)l <. (6)

Sous quelles conditions sur la solution faible u? Qu’est-ce que c’est n7 Quelle forme
générale prend 1?7 Quelle est la signification de ce résultat 7 (Réponses sans preuves.)

Exercice 4. (Eléments finis conformes pour équation elliptique non linéaire) (4 points)

On considere le probleme non linéaire avec les conditions de Dirichlet homogenes suivant :
pour f € L?(Q), trouver u: Q — R telle que
—V-A(Vu) = f dans (2, (Ta)
u=0 sur 0. (7b)
Ici, Vopérateur différentiel v — A(Vwv) est non linéaire mais fortement monotone et
continu-Lipschitz, c’est-a-dire, ils existent deux constantes positives a et L telles que
o[V —w)|? < (A(V0) — A(V), V(o —w))  Vo,we H(Q),  (Sa)
[A(Vv) — A(Vw)|| < L[[V(v — w)]] Vo,w € Hy(Q). (8b)
1) (0.25 pt) Rappeler la formulation faible du probleme (7) (I’existence et l'unicité ne
sont pas a démontrer).

2) (0.25 pt) Rappeler I'espace V},, de la méthode des éléments finis conforme, utilisant les
polynomes par morceaux de degré p > 1.

3) (0.25 pt) Rappeler la méthode des éléments finis conforme pour le probleme (7) (I’exis-
tence et 'unicité ne sont pas a démontrer).

4) (2.25 pt) Soit u € Hy(2) la solution faible du probleme (7) et w;, € V}, son approxi-
mation par éléments finis conformes. Démontrer que

IV(u = up)]| < “ min IV (u = wn)]- (9)

Qv €V

5) (1 pt) Discuter la signification et la portée de la formule (9).
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