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Page web du cours : https://who.rocq.inria.fr/Martin.Vohralik/Pages/FEM.html
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Travaux dirigés N◦2
Les reconstructions conformes

Soit Ω ⊂ Rd, d ≥ 1, un polytope (intervalle pour d = 1, polygone pour d = 2, polyèdre
pour d = 3). Soit f ∈ L2(Ω). La solution faible d’un problème de Poisson est une fonction
u ∈ H1

0 (Ω) telle que
(∇u,∇v) = (f, v) ∀v ∈ H1

0 (Ω). (1)

Soit Th un maillage de Ω composé de simplexes (intervalles pour d = 1, triangles pour
d = 2, tétraèdres pour d = 3). La méthode des éléments finis non conforme approche u
par uh ∈ V nc

hp telle que

(∇huh,∇hvh) = (f, vh) ∀vh ∈ V nc
hp . (2)

Exercice 1. (Propriétés de u et uh)

1) Aux quels espaces fonctionnels (C, L, H, brisés) appartiennent les fonctions u et uh ?
Faire des illustrations.

2) Aux quels espaces fonctionnels appartiennent les fonctions ∇u (gradient faible de u)
et ∇huh (gradient faible brisé de uh) ? Faire des illustrations.

3) Y-at-il des différences entre d = 1 et d > 1 ?

Corrigé 1. (Propriétés de u et uh)

1) C’est

u ∈ H1
0 (Ω) ⊂ H1(Th) ⊂ L2(Ω),

uh ∈ V nc
hp ⊂ H1

[[ ]](Th) ⊂ H1(Th) ⊂ L2(Ω).

2) C’est

∇u ∈ H(div,Ω) ⊂ [L2(Ω)]d, (3)

∇huh ∈ [Pp−1(Th)]
d ⊂ [L2(Ω)]d. (4)

3) En dimension une d’espace,
H1

0 (Ω) ⊂ C0(Ω),

alors ici en plus
u ∈ C0(Ω).

Pour d = 1, aussi V nc
hp = Vhp, alors

uh ∈ Vhp ⊂ H1
0 (Ω) ⊂ H1(Th) ⊂ L2(Ω), uh ∈ C0(Ω).

En plus, H(div,Ω) = H1(Ω), alors

∇u ∈ H1(Ω) ⊂ C0(Ω)

en plus.
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Exercice 2. (Reconstruction du potentiel)

1) Proposer une façon pour rendre uh conforme : à partir de uh, construire un polynôme
par morceaux sur Th qui est proche de uh et inclus dans H1

0 (Ω), sh ∈ H1
0 (Ω). La procédure

peut être globale. Faire des illustrations.

2) Proposer une façon pratique pour rendre uh conforme : à partir de uh, localement (dans
chaque maille ou en voisinage de chaque maille), construire un polynôme par morceaux
sh ∈ H1

0 (Ω). Faire des illustrations.

Corrigé 2. (Reconstruction du potentiel)

1) Une possibilité est de construire sh ∈ Vhp ⊂ H1
0 (Ω) telle que

(∇sh,∇vh) = (∇huh,∇vh) ∀vh ∈ Vhp. (5)

Comme
∥∇h(uh − sh)∥ = min

vh∈Vhp

∥∇h(uh − vh)∥,

c’est en fait la meilleure possibilité si on mesure la distance de uh et sh dans la norme
[L2(Ω)]d du gradient faible brisé. Un défaut d’une telle approche est que pour construire sh
ainsi, il faut résoudre le problème global (5) (système d’équations linéaires possiblement
d’une grande taille), dont le coût et comparable à celui de (2).

2) Une procédure beaucoup moins onéreuse prescrit sh ∈ Vhp simplement par ses valeurs
ponctuelles dans les points de Lagrange de l’espace Vhp par

sh(x) :=
1

|Tx|
∑
K∈Tx

uh|K(x) x est un point de Lagrange de Vhp inclus dans Ω,

sh(x) := 0 x est un point de Lagrange de Vhp inclus dans ∂Ω,

(6)

où Tx désigne l’ensemble des éléments du maillage Th qui contiennent le point x et |Tx|
est leur nombre. Des illustrations sont données dans le polycopié du cours.

Exercice 3. (Reconstruction du flux équilibré pour p = 1 et d = 1)

Soit la dimension d’espace d = 1. Dans ce cas, l’espace H(div,Ω) cöıncide avec l’espace
de Sobolev H1(Ω) habituel, H(div,Ω) = H1(Ω) = {v ∈ L2(Ω); ∇v ∈ L2(Ω)}.

1) Est-ce que ∇huh appartient à H(div,Ω) ?

2) Pour p = 1, proposer une façon pratique pour rendre ∇huh conforme : à partir de
∇huh, localement (dans chaque maille ou en voisinage de chaque maille), construire σh,
un polynôme par morceaux sur Th qui est inclus dans H(div,Ω). Faire des illustrations.

3) Soit le terme source f constant par maille, f ∈ P0(Th). Améliorer possiblement la
construction précédente de sorte que non seulement σh ∈ H(div,Ω), mais aussi∇·σh = f .

Corrigé 3. (Reconstruction du flux équilibré pour p = 1 et d = 1)

1) Non, en général pas. Par exemple pour p = 1, ∇huh ∈ [P0(Th)]
d est un vecteur constant

dans chaque élément K ∈ Th qui n’a pas de raison d’avoir la trace (normale) continue,
comme c’est le cas des fonctions dans H(div,Ω), voir la Section 0.4 du polycopié. Pour
d = 1, plus simplement, ∇huh est une constante par maille qui pourrait appartenir à
H(div,Ω) = H1(Ω) seulement si elle était constante dans tout Ω.
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2) En mimant (6), on pourra faire de sorte que

σh·nF =
∇huh|K1·nF +∇huh|K2·nF

2
∀F ∈ F int

h ,

où K1, K2 sont les deux simplexes du maillage Th qui partagent la face intérieure F .
Ceci donnerait σh ∈ Vh0, cf. la preuve du Théorème 1.9.2 du polycopié du cours pour
la définition de l’espace de Raviart–Thomas Vh0. Dans ce cas-là, malheureusement, en
général ∇·σh ̸= f ni même pour f ∈ P0(Th).

3) C’est le contenu du Chapitre 3 du polycopié du cours ; en fait, le raisonnement pour
d = 1 est plus simple. Il suffit donc poser

σh|K := −∇huh|K + f |K(x− xK)|K ∀x ∈ K, ∀K ∈ Th,

où xK est le barycentre du simplexeK. C’est une magie des éléments finis non conformes (2)
que par une procédure tellement simple et peux onéreuse, on peut rectifier (4) et obtenir
un équivalent discret de (3).
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