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Sémantique dénotationnelle

Rappel du TD précédent

— Une chaine est une partie totalement ordonnée.
— Un w-cpo est un ensemble partiellement ordonné dont toutes les chalnes admettent une borne

supérieure.

— Les w-cpos ont tous un élément minimal qu’on note L.
— Une fonction continue est une fonction f qui commute avec les sups :

pour toute chaine X, f(sup X) = sup f(X).
On note [D; — Ds] 'ensemble des fonctions continues entre deux w-cpos.

— Les fonctions continues sont croissantes.
— Toutes les fonctions continues admettent un plus petit point fixe.
— Etant donné deux w-cpos Dy et Dy, Dy x Dy muni de l'ordre produit et [D; — Ds] muni de I'ordre

«point-a-point» sont des w-cpos.

Echauffement :

1. La définition vue en TD est-elle équivalente a celle vue en cours?

2. Prouvez que f € [A x B — (] est continue si et seulement si pour toute chaine X; C A, X5 C B
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on ait :
f(sup X1, sup Xz) = sup f(X; x X5).

Soit A un w-cpo et Y la fonction qui a une fonction continue de [A — A] associe son plus petit
point fixe. Prouvez que Y € [[A — A] — A].

Soit A, B, C' trois w-cpos. Construisez deux fonctions Eva g € [[A - B x A — Bl et Aupc €
[[Ax B— C] — [A— [B — C]] qui correspondent & 1'évaluation d’une fonction et a la curryfica-
tion. Il faut montrer qu’elles sont continues!

Vos fonctions devront étre suffisamment naturelles pour satisfaire les axiomes suivants.

Aapc(f)og
Evpco < Aa pc(f)om,m >

AaBo(fo<gom,m >)
f

Aa—pjap(BEvap) = ida_p

ot f:Ax B — Cetg:A — Aetou pour toutes fonctions hy : X — Y7, ho : X — Y5 on définit
< hi,he >: X = Y1 x Y par 2 — (hy(x), ha(z)).

On vérifiera au passage que, dans chaque égalité, le membre droit et le membre gauche appar-
tiennent au méme ensemble de fonctions continues.

Les CCC méme au petit déjeuner!

Sémantique dénotationnelle de IMP

. Donnez un w-cpo sur lequel les programmes de Imp peuvent étre interprétés.
. Construisez l'interprétation de skip, de la séquence ( ; ), de I'affectation, de la conditionnelle.
. Donnez le code du swap de variable, construire son interprétation.

. Donnez l'interprétation du while.
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5. Construisez 'interprétation de while true do skip.

6. Construisez I'interprétation de la fonction factorielle (programmée dans IMP).

3 Sémantique dénotationnelle de PCF

On étudie 'extension suivante du A-calcul :

t,s == Xt | (st) | = | m | m | (s;t) | fix | succ | pred | n | if
Ainsi que la cloture par contexte des regles de réduction habituelles :

(Azt)s >pg tls/z]

m (s,t) > s

o (s,t) >p t

fixf >y f(fixf)

if0st >3 s
ifn+lst >3 t

pred0 >3 0

predn+1 >p n
succn >3 n+1l

Question 1. Concevez un systéme de type pour ce langage de programmation basé sur les types décrits
ci-dessous.

o,7 = mat | o—7 | oXT

Dans la suite on admettra tous les lemmes de A-calcul (substitutions, préservation du typage par
réduction).

Question 2. Programmez la fonction d’addition de deux entiers.
Question 3. Proposez une interprétation [] des types.
Question 4. Supposons que 1 : Tq,...,Tn : Tn E t: 7. Proposez une interprétation
[x1: 71, @ T bt 7] €[ X o X Ty — 7).
Question 5. Calculez lVinterprétation de l’addition.
Question 6. Prouvez que sit >gt', alors [ =t 7] =['+t:7].
On en déduite que si I' - ¢ : nat. Alors
tf*'n=['Ft:nat] =n

On peut également montrer la réciproque mais ¢’est plus compliqué (c’est compliqué comme une preuve
de normalisation).

En déduire le résultat de confluence suivant (on pourrait bien stir le démontrer directement dans la
syntaxe) :

Question 7. Supposons I' -t : nat et que t3*n et t5*m alors n = m.
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