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Résumé
Ce papier a pour but de présenter l’étude du comportement asymptotique de

la taille de la plus longue sous-suite croissante d’une permutation aléatoire de loi
uniforme. Pour σ ∈ SN une permutation des entiers 1, 2, . . . , N , une sous-suite
croissante (i1 < i2 < . . . < ik) de σ est une sous-suite satisfaisant σ(i1) < σ(i2) <
. . . < σ(ik). On définie alors la quantité `(σ) comme la taille de la plus longue
sous-suite croissante de la permutation σ. Soit maintenant πN une permutation
aléatoire de loi uniforme et `N := `(πN ). Le premier résultat consistera à donner
une expression exacte de la loi dFN de `(πN ), selon les travaux de Rains [Rai98].
Nous en viendrons à la solution du problème, à savoir

`N√
N

proba−→ 2 (>)

et en présenterons trois démonstrations totalement différentes, à savoir la méthode
des nuages poissonniens de Hammersley [AD95], celle des matrices de Toeplitz de
Johansson [Joh98] et enfin une méthode élaborée en partie par Logan et Shepp
[LS77] utilisant les mesures de Plancherel.
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Introduction

Commençons par l’application physique qui a motivé la résolution de ce problème,
raison pour laquelle il porte le nom d’Ulam-Hammersley. Soient N ∈ N particules
d’un gaz de Coulomb 1 réparties uniformément sur le pavé [0, 1]2. Nous souhaitons
mesurer combien de particules au maximum rencontre un chemin croissant - selon
un certain ordre - de (0, 0) à (1, 1) ?
Soient X1, Y1, X2, Y2, . . . , XN , YN des variables aléatoires indépendantes de loi uni-
forme sur [0, 1] sur l’espace de probabilité (Ω,F ,P). On obtient le nuage de points
(X1, Y1), . . . , (XN , YN) modélisant ces particules. Il existe presque sûrement des
permutations σ, θ ∈ SN telles que Xσ−1(1) ≤ . . . ≤ Xσ−1(N) et Yθ−1(1) ≤ . . . ≤
Yθ−1(N).

On munie maintenant le pavé [0, 1]2 d’un ordre partiel ≺ tel que pour x, y ∈
[0, 1]2,

x ≺ y ⇐⇒ x1 = y1, x2 < y2 ou x1 < y1, x2 ≤ y2

On peut alors associer ce nuage de point au graphe {(σ(j), θ(j)) : j = 1, . . . , N},
et on peut montrer que ce dernier est exactement {(j, πN(j)) : j = 1, . . . , N},
où πN = θ ◦ σ−1 (voir Figure 1 et Annexe A). On peut se convaincre rapi-
dement que l’ordre partiel ≺ est préservé par cette représentation du nuage de
points par le graphe de πN . On peut montrer qu’elle est aléatoire de loi uniforme,
σ(X1, Y1, . . . , XN , YN) −mesurable, et telle que chacune de ses sous-suites crois-
santes (i1, . . . , ik) vérifie

(Xσ−1(i1), Yθ−1(i1)) ≺ . . . ≺ (Xσ−1(ik), Yθ−1(ik))
par construction. Notre problème consiste donc à exhiber dFN , la loi de la taille

de la plus longue sous-suite croissante (i1, i2, . . . , ik) de πN , c’est à dire `(πN).
Ce processus a été étudié par Hammersley, qui a donc montré que l’étude d’un
tel processus revient donc à résoudre le problème de la plus longue sous-suite
croissante d’une permutation aléatoire énoncé par Ulam.

1 La loi de la plus longue sous-suite
croissante d’une permutation aléatoire

Avant d’étudier le comportement de `(πN) - qui est aléatoire -, familiarisons
nous avec l’application `, et trouvons une méthode pour simuler ses différentes

1. Nous verrons plus tard pourquoi.
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Figure 1 – À gauche le nuages dans [0, 1]2, à droite le graphe {j, π(j)) : j =
1, . . . , N}

valeurs, c’est à dire calculer `(π) pour une permutation π - déterministe - donnée.

1.1 Patience sorting
On commence par un algorithme simple, le patience sorting, qui joue à un célèbre
jeu de cartes : le solitaire 2. Soit donc un paquet de N cartes étiquetées par les
entiers 1 . . . N , mélangé dans un ordre représenté par une permutation π. Nous
construisons des piles de cartes selon la règle suivante : un entier peut être placé
sous la pile d’entiers plus grands la plus à gauche, ou placé dans une nouvelle
pile à droite, le but étant de finir avec le moins de piles possible.

6 → 6 9 → 6
3 9 →

6 9
3 7 → 6 9

3 7 8 →
6
3 9
2 7 8

↓

6 9
3 7
2 5
1 4 8 10

←−

6 9
3 7
2 5
1 4 8

←−

9
6 7
3 5
2 4 8

←−
6 9
3 7
2 5 8

Figure 2 – Patience sorting pour la permutation (6 9 3 7 8 2 5 4 1 10)

2. Patience en anglais
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Lemme 1.1 Soit π l’ordre d’un paquet de cartes étiquetées par les entiers {1, . . . , N}.
La stratégie du patience sorting proposée précédemment appliquée à π donne
exactement `(π) piles de cartes.

Preuve. Tout d’abord, si i1 < . . . < ik est une sous-suite croissante, alors ij
est forcément placé dans une pile à droite de ij−1, car le contraire impliquerait
ij < ij−1, et donc le nombre de piles est forcément plus grand ou égal à k. Le pa-
tience sorting fourni en plus une manière de trouver une des plus grandes sous-
suites croissantes. En effet, en partant de la pile de droite, il suffit de prendre
l’élément i le plus grand, puis de prendre le plus grand élément inférieur à i dans
la pile suivante et ainsi de suite (voir les éléments soulignés de la Figure 2).

�

Un inconvénient de cette construction, et on le voit dans l’exemple de la Figure
2 , c’est qu’à chaque étape du patience sorting, les piles ne sont pas forcément
ordonnées par tailles décroissantes, ce qui sera commode pour établir des classes
d’équivalences ensuite. Une légère modification qui consiste à appliquer le pa-
tience sorting de manière récursive nous permet de résoudre cela, c’est l’algo-
rithme de Robinson-Schensted.

1.2 Diagrammes de Young et permutations
D’abord on appelle partition de N un vecteur d’entiers non négatifs λ = (λ1 ≥
. . . ≥ λ|λ|), tels que N = λ1 + . . . + λ|λ|. On notera λ a N . Une façon de
représenter graphiquement une partition, disons (2, 2, 1), est le diagramme

qu’on appelle diagramme de Young de forme λ = (2, 2, 1) et d’ordre N = 5.
Revenons aux permutations. On peut écrire toute permutation dans sa décomposition
en cycles disjoints. C’est cette écriture que nous utiliserons dans cette partie.
Elle n’est pas unique, en effet pour N = 6 la permutation π = (23)(451)(6)
peut être écrite (514)(6)(32). On fera donc une première équivalence pour rendre
unique cette décomposition, en écrivant les cycles disjoints de π du plus long
au plus court, en faisant commencer chaque cycle par son plus petit élément,
par exemple π = (145)(23)(6). Le type de cycles de π est la liste λ(π) =
(λ1(π) ≥ . . . ≥ λk(π)) des tailles des différents cycles de σ. On peut par exemple
représenter π de manière unique par

5
4 3
1 2 6
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et donc ici λ(π) = (3, 2, 1). On retombe sur nos pattes puisqu’on reconnait
que pour tout σ ∈ SN , λ(σ) est une partition de N . On peut donc construire
des classes d’équivalences selon les types de cycles des permutations du groupe
symétrique, et on verra plus tard que c’est la bonne façon de le représenter :
Théorème 1.1 Les classes de type de cycles sont les classes de conjugaison
de SN , c’est à dire que pour toute partition λ, et pour toute permutation τ de
type de cycles λ, σ ◦ τ ◦ σ−1 est de type de cycles λ pour tout σ ∈ SN .

Enfin, on appelle tableau de Young d’ordre N un diagramme de Young dans
lequel les cases du tableau contiennent des entiers distincts de {1, . . . , N} et
dont les colonnes et les lignes sont triées dans un ordre croissant.
On notera Tλ l’ensemble des tableaux de Young de forme λ et dλ le nombre de
tels tableaux.

2 4
1 3 5

3 4
1 2 5

3 5
1 2 4

2 5
1 3 4

4 5
1 2 3

Figure 3 – T(2,2,1) - Tableaux de Young de forme (2,2,1)

Lemme 1.2 (La formule des équerres [Sch61]) Soit λ a N ,

dλ = N !∏
�∈λ h(�)

où � désigne chaque case du diagramme de Young associé à λ, et h(�) 3 la lon-
gueur de l’équerre de �, c’est à dire le nombre de cases à droite et au dessus de
�, en comptant � une seule fois.

Ce qui nous intéresse pour la suite est le diagramme de Young associé à une
permutation π par l’algorithme de Robinson-Schensted que nous noterons aussi
λ(π) 4.

1.3 La correspondance de Schensted
Dans la suite, nous modifions légèrement le patience sorting pour qu’une per-
mutation π nous fournisse un unique tableau de Young P = P (π) ∈ Tλ(π), qu’on
appellera tableau d’insertion, construit grâce à l’algorithme de Robinson-
Schensted : On considère maintenant qu’à l’insertion d’un entier i,on fait sor-
tir du tableau l’entier k qu’il fait ”sauter”. On réinsère ensuite k via le patience
sorting en considérant le tableau sans les lignes dans lesquelles il était précédemment.
On peut donc reformuler le Lemme 1.1 de la manière suivante :

3. Pour hook, équerre en anglais
4. Un diagramme n’étant qu’une façon de représenter une partition et inversement.
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Théorème 1.2 Pour tout σ ∈ SN , `(σ) = |λ(σ)|.

Par ailleurs, en constatant simplement que la plus longue sous-suite croissante
de σ = (σ1 . . . σN) est exactement la plus longue sous-suite décroissante de
σ′ = (σN . . . σ1), on obtient alors immédiatement que |λ(σ′)| = λ1(σ). On no-
tera λ′(σ) := λ(σ′) et on a le corollaire suivant :

Corollaire 1.1 Pour tout σ ∈ SN , `(σ) = λ′1(σ).

Plus généralement on notera λ′ le diagramme transposé de λ 5, s’obtenant en
échangeant lignes et colonnes.
Cela dit, il est impossible de retrouver π à partir de P car pour une partition
λ il existe dλ tableaux de Young différents. Pour palier à cela, reprenons l’algo-
rithme de Robinson-Schensted, et construisons en parallèle un deuxième tableau
Q = Q(π), qu’on appellera tableau d’enregistrement construit de la manière
suivante : à la i-ème itération de l’algorithme de Robinson-Schensted, on ajoute
la carte étiqueté π(i) dans une certaine pile que l’on note Pi0 . On ajoute simul-
tanément à la pile Qi0 la carte étiqueté i. Une façon imagée de voir la construc-
tion de Q serait de reconstituer la forme de P sur un plateau de puissance 4
avec des jetons numérotés de 1 à N .

(P,Q) : ( 6 , 1 ) → ( 6 8 , 1 2 ) −→ (
6
3 8 ,

3
1 2 ) → (

6 8
3 7 ,

3 4
1 2 )

→ (
6 8
3 7 9 ,

3 4
1 2 5 ) → (

6
3 8
2 7 9 ,

6
3 4
1 2 5 ) → (

6 8
3 7
2 5 9 ,

6 7
3 4
1 2 5 )

→ (

6 7
3 5 9
2 4 8 ,

6 7
3 4 8
1 2 5 ) −→ (

6
3 7
2 5 9
1 4 8 ,

9
6 7
3 4 8
1 2 5 ) −→ (

6
3 7
2 5 9
1 4 8 10 ,

9
6 7
3 4 8
1 2 5 10 )

Figure 4 – Algorithme de Robinson-Schensted pour la permutation
(6 8 3 7 9 2 5 4 1 10)

Lemme 1.3 Si l’algorithme de Robinson-Schensted construit (P (π), Q(π)) à
partir de π, alors il construit (Q(π), P (π)) à partir de π−1, i.e.

(P (π), Q(π)) = (Q(π−1), P (π−1))

et P (π), Q(π) ∈ Tλ si et seulement si P (π′), Q(π′) ∈ Tλ′.

5. Cela nous servira pour faciliter les calculs des simulations et dans la section suivante.
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Il se trouve que cette construction fourni deux tableaux de Young qui ne servent
en réalité qu’à rendre la construction unique pour chaque permutation. Le Lemme
1.3 nous permet de construire l’inverse de l’algorithme de Robinson-Schensted,
c’est-à-dire de retrouver π à partir de (P (π), Q(π)) et donc d’établir une bijec-
tion qui nous sera fort utile.

Théorème 1.3 À chaque permutation on peut associer un unique couple de ta-
bleaux de Young et réciproquement, i.e.

SN '
⊔
λaN

Tλ × Tλ (1.1)

Corollaire 1.2 Pour tout N ≥ 0, N ! = ∑
λaN d

2
λ

Cela étant fait, nous n’aurons plus aucune utilité de ce couple de tableaux de
Young, mais uniquement de leur forme. La bijection ne servant qu’à dénombrer
le groupe symétrique d’une façon adéquate à notre problème.

1.4 Mesures de Plancherel
Prenons maintenant un point de vue probabiliste. D’abord voyons `N : π → `(π)
comme une variable aléatoire sur SN muni de sa mesure uniforme P (qui n’est
autre que la loi de πN). Il est clair que `N a-même loi sous P que `(πN) sous P
i.e. P(σ : `N(σ) ≤ n) = P(ω : `(πN(ω)) ≤ n) pour tout entier n.
Ensuite considérons la châıne de Markov à valeur dans l’espace des diagrammes
de Young, {Λ(k), k = 1, . . . , N}, que nous verrons comme la construction de l’al-
gorithme de Robinson-Schensted sous la probabilité P, c’est à dire le processus
discret qui à un diagramme de Young de forme µ a k, mène avec une certaine
loi de transition à un diagramme de forme ν a k + 1. On appellera mesure de
Plancherel d’ordre k la loi de Λ(k) qu’on notera Pk.
D’autre part, on peut voir les couples de tableaux de Young comme l’enregistrement
de chaque étape de ce processus, indiquant d’une part l’endroit où la nouvelle
case est insérée et de l’autre le temps k auquel a été ajouté cette même case. Il
nous permet donc de dénombrer, pour un diagramme de Young λ d’ordre N ,
le nombre de façons que l’algorithme de Robinson-Schensted peut utiliser pour
construire λ, ce qui nous permet en fait d’exhiber la loi de notre processus de
Markov grâce à (1.1), c’est à dire

PN(λ) = P(σ : Λ(N)(σ) = λ)

= P(σ : (P (σ), Q(σ)) ∈ T2
λ) = d2

λ

N ! (1.2)
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D’après le Théorème 1.2, `N est de même loi que |Λ(N)| sous P et donc en re-
marquant que

PN(λ : |λ| = n) = P(
⊔
λaN
|λ|=n

{Λ(N) = λ})

on obtient
P(`N = n) =

∑
λaN
|λ|=n

PN(λ) = 1
N !

∑
λaN
|λ|=n

d2
λ (1.3)

est bien la mesure que nous cherchions, et le Corollaire 1.2 montre que c’est bien
une mesure de probabilité. C’est cette façon de poser le problème qui servira à
construire un estimateur de Monte-Carlo pour simuler des réalisations de `(πN).

1.5 `N et les matrices aléatoires
On va maintenant identifier les dλ dans la théorie des représentations, c’est cela
qui nous permettra d’utiliser U(n), le groupe unitaire des matrices n× n, notam-
ment grâce à la dualité de Schur-Weyl que nous expliquerons ensuite. On doit
ces résultats à Rains [Rai98].

1.5.1 Représentations de SN

Soit G un groupe fini et V un C-espace vectoriel. Une représentation de G est
un couple (V, ρ), où ρ : G → GL(V ) est un homéomorphisme, GL(V ) étant le
groupe linéaire de V , c’est à dire l’espace des fonctions continues linéaires et in-
versibles de V dans lui même. On a en fait une action du groupe G sur l’espace
V 6. Le degré de ρ est la quantité dρ = dimV .
La représentation qui envoie tous les éléments de G vers l’identité de V est la
représentation triviale et est de degré 1. Si W est sous-espace vectoriel de V
et pour tout σ ∈ SN , ρ(σ)(W ) ⊂ W , on dit que W est stable par l’action
de G. On dit alors que (W, ρ|W ) est une sous-représentation de (V, ρ). Une
représentation (V, ρ) est dite irréductible si elle ne possède aucune sous-représentation
exceptées la représentation triviale et elle même. C’est l’étude de ces représentations
qui nous interessera.
Si G = SN et V = CN , alors on peut considérer la représentation matricielle
(V, ρ) qui associe à une permutation σ sa matrice de permutation de GL(CN) '
GLN(C) ' MN(C). On serait donc tenté de continuer en écrivant pour un
vecteur v ∈ V , {ei}i=1,...,N la base canonique de V et σ ∈ SN , ρ(σ)(v) =∑N
i=1 eσ(i)vi = ∑N

i=1 eivσ−1(i)
7. Il se trouve que ce n’est pas la bonne représentation,

tout simplement parce qu’elle n’est pas irréductible.
6. Dans la littérature on note Gy V .
7. Écriture qui ne dépend en fait pas de la base choisie.
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D’après le Théorème 1.1, les classes de permutations de même type de cycles
sont les classes de conjugaisons de SN , et on a le lemme suivant :

Lemme 1.4 Le nombre de classes d’équivalence de représentations irréductibles
d’un groupe fini est égal au nombre de ses classes de conjugaison.

Autrement dit, on peut associer chaque classe de représentations irréductibles
de SN à un type de cycle, et donc à une partition. Soient (Vλ, ρλ), λ a N ces
représentations irréductibles qu’on indexe par les partitions de N par commo-
dité.
Enfin on appelle caractère d’une représentation (V, ρ) la fonction définie par
χ(g) = Tr(ρ(g)). Le caractère d’une représentation hérite de l’invariance par
conjugaison de la forme linéaire Tr, c’est à dire qu’il est constant sur chaque
classe de conjugaison de G. Dans notre cas, on notera χλ le caractères de la
représentation (Vλ, ρλ), qui, comme son nom l’indique, caractérise nos représentations
irréductibles, c’est-à-dire qu’on peut montrer que deux représentations irréductibles
sont isomorphes si et seulement si elles ont le même caractère. On notera χλ(µ)
le représentant du caractère de chaque classe associée à la partition µ. C’est une
autre façon de dire que les classes de représentations irréductibles dénombrent
les classes de conjugaisons d’un groupe. Cela permet de montrer - ce que nous
n’allons pas faire - un théorème fondamentale pour la suite.

Théorème 1.4 Soient λ une partition de N et e l’ élément neutre de SN . Alors,

dλ = dimVλ = χλ(e) (1.4)

où dλ est le nombre de tableaux de Young de forme λ.

(1.4) et (1.3) donnent finalement,

P(`N ≤ n) = 1
N !

∑
λaN
|λ|≤n

χλ(e)2 (1.5)

1.5.2 Dualité de Schur-Weyl

Il existe une relation entre les caractères du groupe symétrique et ceux du groupe
unitaire, c’est la dualité de Schur-Weyl. Sans expliciter son énoncé, nous utilise-
rons les résultats de Frobenius qui passent par les polynômes symétriques. Grâce
à cette relation, on peut voir (1.5) comme le produit scalaire de deux polynômes
symétriques sur les valeurs propres d’une matrice unitaire k × k, c’est à dire les
fonctions sur U(k) définies par

Pj(U) :=
n∑
i=1

xji où x1, . . . , xk sont les valeurs propres de U
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Pλ(U) :=
k∏
j=1

Pλj
pour λ a N telle que |λ| = k

Lemme 1.5 Il existe une base orthonormée de l’espace des polynômes symétriques
qu’on appelle fonctions de Schur 8, qui se trouvent être aussi les caractères
{sµ, µ a k} 9 du groupe unitaire U(k).

On peut alors écrire pour tout λ a N telle que |λ| = k

Pλ =
∑
µak

χµ(λ)sµ

C’est là que s’exprime la fameuse dualité de Schur-Weyl. Diaconis et Shahsha-
hani [DS91] donnent une expression de ce produit scalaire pour tout n ≤ k :∫

U(n)
Pκ(U)Pλ(U)dU = 1

k!
∑
µ,νak
|µ|,|ν|≤n

χµ(κ)χν(λ)
∫
U(n)

sµ(U)sν(U)dU

où dU est la mesure de Haar normalisée sur U(n), et κ, λ a N tels que |κ| =
|λ| = k.
On remarque d’abord que P1(U) = Tr(U) et en prenant κ = λ = (1, 1, . . . , 1),
on obtient k = N et Pκ(U)Pλ(U) = |Tr(U)|2N . Les fonctions de Schur étant
orthogonales et de norme égale à 1, on obtient enfin∫

U(n)
|Tr(U)|2NdU =

∑
µaN
|µ|≤n

χµ((1, . . . , 1))2

La partition (1, 1, . . . ,1) est associée à l’identité du groupe symétrique, et donc
finalement,

FN(n) = P(`N ≤ n) = 1
N !

∫
U(n)
|Tr(U)|2NdU (1.6)

2 Comportement asymptotique de `N

Plusieurs démonstrations, utilisant les divers outils définies en section 1, sont
possibles. Nous en présentons ici 3. Les deux premières sont des approches phy-
siques du problème, la troisième utilise des arguments combinatoires introduits
en section 1.4.

8. Qu’on ne définira pas ici. Voir [ER88] pour une preuve et une définition correctes
9. Les partitions sont indéniablement l’élément central de notre étude !
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2.1 Processus de Hammersley
Nous revenons sur le problème physique qui faisait guise d’introduction pour
montrer le théorème central de cette deuxième section.

Théorème 2.1 (Hammersley [AD95])

La limite Λ = lim
n→∞

E[`N ]√
N

existe et `N√
N

proba−→ Λ

Avant de prouver ce théorème nous aurons besoin de quelques outils, commençons
par une majoration de Λ simple à obtenir 10 qui nous servira dans la suite :

Lemme 2.1 Pour N →∞,

lim sup E[`N ]√
N
≤ e

Preuve. Pour 1 ≤ k ≤ N , soit uN(k) le nombre (aléatoire) de sous-suites crois-
santes de longueur k de la permutation aléatoire πN . Sa valeur moyenne a 1

k!

chance d’être croissante parmi les
(
N
k

)
sous-suite de longueur k. On a donc

E[uN(k)] = 1
k!

(
N
k

)

On peut donc majorer la probabilité

P(`N ≥ k) = P(uN(k) ≥ 1) ≤ E[uN(k)] = N(N − 1) . . . (N − k + 1)
(k!)2 ≤ Nk

(k/e)2k .

Soit maintenant δ > 0 et prenons k = b(1 + δ)e
√
Nc. On obtient

P(`N ≥ k) ≤ Nk

(k/e)2k ≤
( 1

1 + δ

)2k
≤
( 1

1 + δ

)2(1+δ)e
√
N

→ 0 quand N →∞

ce qui donne pour N assez grand

E[`N ] ≤ (1 + δ)e
√
N (2.1)

δ étant quelconque on a le résultat.

�

10. Quand on connait la formule de Stirling
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On considère Π un nuage poissonnien d’intensité 1 sur R2
+, et donc #(Π ∩ [0, 1]2)

est une variable aléatoire de loi de Poisson de moyenne 1. On peut donc voir ce
nuage de points (Xk, Yk)Nk=1 comme le nuage poissonien Π ∩ [0, 1]2 conditionné à
l’évènement {#(Π ∩ [0, 1]2) = N}. Tout se passe donc comme précédemment, et
cette façon de poser le problème va nous permettre de généraliser nos résultats.
En effet, on va mesurer ce qu’on va appeler les châınes d’un nuage de points,
c’est à dire les chemins croissants selon l’ordre partiel ≺, appelons A la 11 plus
longue châıne, et L(A) sa longueur, c’est à dire le nombre de points par lesquels
passe A. On a montré en introduction que sachant {#(Π ∩ [0, 1]2) = N}, L(Π ∩
[0, 1]2) (d)= `(πN), où πN est la permutation de loi uniforme sur SN . On choisira
donc ce point de vue dans cette partie.
Posons la variable aléatoire Ls,t = L(Π ∩ [s, t[2) pour tous s, t ∈ R+. Il est facile
de voir que

L0,m + Lm,n ≤ L0,n, pour 0 ≤ m < n

Théorème 2.2 (Théorème ergodique sous-additif de Kingman) Si une
suite de variable aléatoires (Xm,n)0≤m<n, vérifie :

(1) X0,n ≥ X0,m +Xm,n, pour tous m < n,
(2) Pour tout k ≥ 1, la suite (Xnk,(n+1)k)∞n=1 est i.i.d,
(3) Pour tout m ≥ 1, les processus (X0,k)∞k=1 et (Xm,m+k)∞k=1 sont de même

loi,
(4) E[|X0,1|] < ∞ et il existe une constante M > 0 telle que pour tout n ≥ 1,

E[X0,n] ≥ −Mn.
Alors, limn→∞

E[X0,n]
n

existe et est égale à infn E[X0,n]
n

. De plus X0,n

n
converge presque-

sûrement vers cette limite.

Preuve du théorème 2.1. On applique donc le Théorème 2.2 à la suite sous-suite
(−Lm,n)m<n, ce qui nous donne la convergence en probabilité que nous atten-
dions : Nous avons déjà constaté que (1) est vérifiée, (2) provient du fait que
#(Π ∩ [0, t[2), t ≥ 0 est un processus à accroissement indépendants et que Ls,t a
même loi que Lq,r si t− s = r − q, (3) du fait de la stationnarité de ses accroisse-
ments et (4) provient de (2.1). Ce qui nous donne

L0,n

n
→ Λ = sup

n

E[L0,n]
n

Comme L0,n est croissante en n, on obtient la convergence non seulement pour
des temps discrets mais pour des temps continue. On considère donc le processus
L0,t, t ≥ 0, mais pour retrouver la loi de `N , nous allons construisons la suite des
temps de sauts du processus

Sn = inf{s > 0 : #(Π ∩ [0, s[×[0, s[) = n}, pour tout n ≥ 0
11. Ou un représentant, les châınes maximale n’étant pas uniques
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On obtient alors que l’ensemble 1
Sn+1

(Π ∩ [0, Sn+1[×[0, Sn+1[) est un nuage de
n points aléatoire sur le pavé [0, 1]2, et grâce à la propriété de conditionnement
d’un processus de Poisson, on sait que ces points sont distribués uniformément,
et par conséquent L0,SN+1 a même loi que `N .
On pose N(t) = #(Π ∩ [0,

√
t[×[0,

√
t[), t ≥ 0 qui est un processus de Poisson de

paramètre 1, d’instants de sauts qu’on notera Tn, n ≥ 0. On remarque que pour
tout n, Tn = S2

n. Par définition, les variables Wn = Tn − Tn=1 sont i.i.d. de loi
exponentielle de paramètre 1. On a donc

1
n
Sn = 1

n

n∑
k=1

Wk → 1 p.s., ou de façon équivalente Tn√
n
→ 1

D’après les résultats précédents L0,Tn+1
Tn+1

→ Λ, on peut donc conclure avec le
lemme de Slutsky que

L0,Tn+1√
n

= Tn+1√
n

L0,Tn+1

Tn+1
→ Λ.

`N étant de même loi que L0,TN+1 , on a `N√
N

proba−→ Λ.
�

Figure 5 – En noir, les valeurs de l’estimateur de Monte-Carlo en fonction de
N = 1, . . . , 100, en bleu la fonction x→ 2

√
x sur l’intervalle [0, 100]

Théorème 2.3 Λ = 2.
Preuve. On cherche maintenant la valeur numérique de Λ. Des simulations par
estimateurs de Monte-Carlo nous donnent Λ ∼ 2 (voir Figure 5 et le code en
Annexe B - de complexité 2N). 12 On cherche en fait à montrer que Λ = 2. Ham-
mersley [AD95] le montre grâce à l’argument suivant : On considère L̃(x, t) =
L(Π ∩ [0, x[×[0, t[).

d

dt
E[L̃(x, t)] = E[D(x, t)]

12. Il se trouve que l’algorithme de Robinson-Schensted nous donne un temps NlogN .
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où D(x, t) la distance de la particule la plus proche du point (x, t) selon l’ordre
≺ sur le pavé [0, x[×[0, t[. D’autre part, pour un processus de Poisson, E[D(x, t)] ∼(
d
dx
E[L̃(x, t)]

)−1
. Ce qui nous assure que w(x, t) = E[L̃(x, t)] satisfait l’équation

aux dérivées partielles

dw

dt
=
(
dw

dx

)−1

; w(0, t) = w(x, 0) = 0

qui a pour unique solution w(x, t) = 2
√
xt. On a E[L̃(1, N)] ∼ E[`N ], donc

E[`N ] ∼ 2
√
N , et on a (>).

�

2.2 Matrices aléatoires et déterminants de Toeplitz
Cette méthode consistera à réécrire la loi de `N comme le déterminant d’une ma-
trice de Toeplitz et donc utiliser des résultats de convergence connus. Le résultat
que nous allons montrer ici est developpé par Johansson [Joh98] en 1998, et
équivalent à (>).
Théorème 2.4 Si FN est la fonction de répartition de `N , alors quand N →∞

FN(bx
√
Nc)→

{
0 si 0 ≤ x < 2
1 si x > 2

Soit N(t), t ≥ 0 le processus de Poisson de paramètre 1 définie dans la section
précédente. Sachant {N(t0) = N}, tout se passe comme précédemment avec N
particules sur le pavé [0,

√
t0]2 et `N indépendant de N(t0). On pose φn(t) :=

P(`N(t) ≤ n) et on considère ensuite le polynôme

Bn(x) =
∑
N

(x/2)2N

N ! P(`k ≤ n) tel que φn(t) = e−tBn(2
√
t) (2.2)

Lemme 2.2 (Gessel [Ges90]) Pour tout z ∈ C tel que <(z) > 0,

Bn(z) = det
1≤i,j≤n

(b|i−j|(z))

où bj est la j-ème fonction de Bessel hyperbolique, et on a le résultat suivant :

bj(z) = 1
π

∫ π

0
ez cos θ cos(jθ)dθ − sin(jπ)

π

∫ ∞
0

e−z cosh t−jtdt 13

Ce lemme nous fournit un autre objet intéressant : le déterminant d’une matrice
hermitienne de Toeplitz. C’est donc la méthode que propose Johansson [Joh98]
avec une matrice de Toeplitz plus... commode.

13. Un simple coup d’oeil sur Wikipedia suffit.
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2.2.1 Matrices de Toeplitz

Essayons de réécrire FN d’une manière un peu plus exploitable. D’abord remar-
quons que

pour tout entier m impair,
∫
U(n)

Tr(U + U∗)mdU = 0. (2.3)

En effet
∫
U(n) Tr(U)pTr(U)qdU = 0 si p 6= q 14, et le binôme de Newton donne

donc∫
U(n)

Tr(U + U∗)mdU =
m∑
k=1

(
m
k

)∫
U(n)

Tr(U)kTr(U)m−kdU = 0, si 2k 6= m

= (2N)!
N !2

∫
U(n)
|Tr(U)|2NdU, si m = 2N

ce qui donne avec (1.6)

FN(n) = N !
(2N)!

∫
U(n)

Tr(U + U∗)2NdU (2.4)

Revenons en à notre processus de Poisson, (2.4) puis (2.3) nous donnent

φn(t) =
∑
N

e−t
tN

N !P(`N ≤ n) = e−t
∑
N

tN

(2N)!

∫
U(n)

Tr(U + U∗)2NdU

= e−t
∫
U(n)

∑
N

(
√
tTr(U + U∗))N

N ! dU

= e−t
∫
U(n)

e
√
tTr(U+U∗)dU

D’autre part la formule d’intégration de Weyl pour le groupe unitaire des ma-
trices n×n nous donne, pour U le cercle unité de C, et ∏n

j=1 dzj mesure uniforme
sur Un,∫

U(n)
e
√
tTr(U+U∗)dU = 1

n!

∫
Un
e
√
tTr(diag(z1,...,zn)+diag(z1,...,zn)) ∏

j<k

|zk − zj|2
n∏
j=1

dzj

= 1
n!

∫
[−π,π]n

exp(
√
t
n∑
j=1

eiθj + e−iθj )
∏
j<k

|eiθj − eiθk |2
n∏
j=1

dθj
2π

= 1
(2π)nn!

∫
[−π,π]n

n∏
j=1

e2
√
t cos θj

∏
j<k

|eiθj − eiθk |2
n∏
j=1

dθj
15 (2.5)

Un dernier théorème nous permettra d’exprimer φn(t) comme le déterminant
d’une matrice de Toeplitz particulièrement ”simple” :

14. C’est un fait structurel profond qui fait intervenir les produits tensoriels dont nous ne
ferons qu’évoquer le nom.

∫
U(n) U

⊗p ⊗ (U∗)⊗qdU = 0 si p 6= q très exactement
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Théorème 2.5 (Identité d’Andréief généralisée) Pour tout intervalle J , et
toutes fonctions intégrables φk et φk, k = 1, . . . , n et f , on a l’identité∫
Jn

n∏
j=1

f(θj) det
1≤j,k≤n

(φk(θj)) det
1≤j,k≤n

(ψk(θj))
n∏
j=1

dθj = n! det
1≤j,k≤n

(
∫
J
φj(θ)ψk(θ)f(θ)dθ )

Preuve. C’est une conséquence de la formule de Leibniz detA = ∑
σ sgn(σ)∏i ai,σ(i).

On pourra consulter [Mil09] pour plus de détails et d’applications.

�

Soit gt(θ) = e2
√
t cos θ. On appelle déterminant de Toeplitz de générateur gt, le

déterminant Dn(gt) de la matrice de Toeplitz

Tn(gt) = (g(k−j)
t )n−1

j,k=0

où g
(k)
t = 1

2π
∫

[−π,π] e
−ikθgt(θ)dθ est le k-ième coefficient de Fourier de gt, k ∈ Z.

Lemme 2.3 Pour tout entier n et tout t > 0,

φn(t) = e−tDn(gt)

Preuve. Nous rappellons que ∆(z1, . . . , zn) := detV (z1, . . . , zn) = ∏
j<k |zj − zk|,

où V (z) = (zk−1
j , k, j = 1, . . . , n) est la matrice de Vandermonde d’ordre n− 1 de

z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn.
En remarquant que pour tout θ1, . . . , θn ∈ [−π, π], ∆(e−iθ1 , . . . , e−iθn) = ∆(eiθ1 , . . . , eiθn)
et pour tout k, j = 1, . . . , n

g
(k−j)
t = 1

2π

∫
[−π,π]

eijθe−ikθgt(θ)dθ

une application de l’identité d’Andréief à (2.5) donne immédiatement

Dn(gt) = 1
(2π)nn!

∫
[−π,π]n

n∏
j=1

gt(θj)|∆(eiθ1 , . . . , eiθn)|2
n∏
j=1

dθj (2.6)

et donc on a le résultat.

�

Ce qui nous permet d’utiliser un résultat de Szegö (1958) sur le comportement
asymptotique des déterminant de Toeplitz.

Théorème 2.6 (Théorème de Szegö) Pour toute fonction f continue et intégrable
sur U

lim
n→∞

1
n

logDn(f) = 1
2π

∫
[−π,π]

log(f(eiθ))dθ +
∑
k≥1

k|(log gt)(k)|2
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gt étant intégrable et continue sur [−π, π], on applique le Théorème 2.6 qui donne
pour n assez grand, Dn(gt) ∼ et et donc φn(t) → 1 quand n → ∞ pour
tout t fixé. Cela nous a donc permis d’étudier - ou plutôt de confirmer que nous
sommes sur la bonne voie - le comportement asymptotique de φn(t) quand n →
∞. Pour autant, ce qui nous intéresse est son comportement lorsque t → ∞ et
quand n est grand, en fait de l’ordre de

√
t. C’est grâce à cela que nous pourrons

exhiber le comportement de FN quand N →∞.

2.2.2 Un point de vue de physique statistique

Il suffit de chercher un peu dans la littérature pour trouver des résultats sur les
matrices de Toeplitz en physique statistique. Par exemple, dans [JKVM06] et
[JJKV08], Dn(gt) est vu comme la fonction de partition d’un gaz de Coulomb
à n particules sur le cercle unité de potentiel extérieur Vext(θ) =

√
t cos θ avec

répulsion V (θj, θk) = log(|eiθj − eiθk |−1), c’est à dire une fonction de la forme

Zn = 1
n!

∫
e−βH

n∏
j=1

dθj
2π

où dans notre cas, β = 2 et H(θ1, . . . , θn) = ∑
j<k V (θj, θk)−

∑
j Vext(θj).

Soit maintenant Gn(γ) := Dn(exp(nγ cos)) = Bn(nγ) (grâce à (2.2) et au Lemme
(2.3)), de sorte que

φn(t) = e−tGn(2
√
t

n
) (2.7)

Lemme 2.4 (Gross et Witten [GW80]) Pour tout λ ≥ 0, z(λ, n) := Bn(2λ−1)
on a

lim
n→∞

n−2 log z(λ/n, n) =
{ 1

λ2 , λ ≥ 2
2
λ

+ 1
2 log λ

2 −
3
4 , λ < 2

Comme Gn(γ) = z( 2
nγ
, n) du lemme précédent, on conclus que, ce qu’on appelle

l’énergie libre du système de particules,

G(γ) := lim
n→∞

n−2 logGn(γ) =
{

γ2

4 , γ ≤ 1
γ − 1

2 log γ − 3
4 , γ > 1 (2.8)

et on constate que lorsque n ∼ 2
√
t on a une transition importante de φn qu’il

faut étudier. d3G/dγ3 n’étant pas différentiable en 1, Gross et Witten appellent
cela une transition de phase du troisième ordre. On reprend maintenant (2.7) et
(2.8) en tenant compte de cette transition, d’abord pour x < 2

lim
t→∞

1
t

log φbx√tc(t) = −1 + x2G(2/x) = −1 + 2x− 3
4x

2 + x2

2 log x2 (2.9)
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puis pour x > 2, φbx√tc(t) ∼ 1 quand t → ∞, mais un résultat de Seppäläinen
plus précis donne pour x ≥ 2,

lim
t→∞

1√
t
(1− φbx√tc(t)) = −2x cosh−1(x2 ) + 2

√
x2 − 4 (2.10)

De (2.9) et (2.10), Johansson [Joh98] montre que pour tout ε strictement positif,
existent C et δ strictement positifs tels que

0 ≤ φn(t) ≤ Ce−δt si n < 2
√
t/(1 + ε),

0 ≤ 1− φn(t) ≤ C
n

si n > 2
√
t/(1− ε) (2.11)

Il suffit alors de remarquer que pour tous n,N entiers,

FN+1(n) ≤ FN(n)

et le lemme suivant, dont la démonstration est particulièrement longue, montré
avec rigueur dans [Joh98], donne immédiatement le résultat attendu.
Lemme 2.5 (Johansson [Joh98]) Pour tout N suffisamment grand et n ≤ N ,

φn(µN)− C

N2 ≤ FN(n) ≤ φn(νN) + C

N2

pour µN = N + 4
√
N logN et νN = N − 4

√
N logN

qui permet de conclure.
Preuve du théorème 2.4.Nous avons tous pour montrer le Théorème 2.4. En ef-
fet, soit x < 2. Le Lemme 2.5 nous donne

FN(bx
√
Nc) ≤ φbx

√
Nc(µN) + C

N2

Comme (1 + ε)bx
√
Nc ≤ √νN , (2.11) nous dit que pour N suffisamment grand,

0 ≤ FN(bx
√
Nc) ≤ Ce−δνN + C

N2

Soit maintenant x > 2, la première inégalité du Lemme 2.5 nous dit que

φbx
√
Nc(µN)− C

N2 ≤ FN(bx
√
Nc) ≤ 1

et comme (1 − ε)bx
√
Nc ≥ √µN pour N suffisamment grand, dans (2.11) la

deuxième inégalité nous donne

1− C

bx
√
Nc
− C

N2 ≤ FN(bx
√
Nc) ≤ 1

et donc (>)
�
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2.3 Comportement asymptotique des mesures de
Plancherel

Pour cette troisième et dernière partie nous introduisons une nouvelle façon de
représenter les diagrammes de Young lorsque N → ∞. On évitera les notions
de topologie et de métrique, néanmoins ces résultats existent et l’analyse et les
convergences dont nous parlerons fonctionnent dans un espace métrique tout à
fait définissable.
On appellera diagramme de Young continu toute fonction φ décroissante, à
support compact et telle que

∫∞
0 φ(x)dx = 1. Soit maintenant pour une partition

λ = (λ1 ≥ . . . ≥ λ|λ|) a N , on pose pour tout x ≥ 0,

φλ(x) = N−1/2λ′bx
√
Nc+1

dont la définition est motivée par le Corollaire 1.1 et qui est bien un diagramme
de Young continu.
Théorème 2.7 Pour tout λ a N ,

log
∏
�∈λ

h(�) ∼ N logN
2 +NH(φλ) (2.12)

où
H(f) =

∫ ∞
0

dx
∫ f(x)

0
dy log(f(x)− x+ f−1(y)− y)

Soit Λ(k), k ≥ 0 la châıne de Markov décrite en Section 1.4. Le Lemme 1.2 et
(2.12) nous donnent

PN(λ) ∼ exp(−N(1 + 2H(φλ)) + o(
√
N logN))

quand N est grand, ce qui suggère que la limite de Λ(N) quand N → ∞ est
déterministe, c’est à dire que pour tout x ≥ 0, la variable aléatoire

ZN(x) = φΛ(N)(x)

converge en probabilité vers f ∗(x), où f ∗ est solution de

H(f ∗) = inf {H(f) : f diagramme de Young continu}

Théorème 2.8 Pour tout ε > 0, quand N →∞

PN(λ : |φλ(x)− f ∗(x)| > ε)→ 0

Il se trouve que pour x > 2, f ∗(x) = 0, f ∗(0) = 2, et pour
{
ωx(t) = (2t

π
+ 1) sin t+ 2

π
cos t

ωy(t) = (2t
π
− 1) sin t+ 2

π
cos t

on a
{(x, f ∗(x)) : 0 ≤ x ≤ 2} = {(ωx(t), ωy(t)) : −π/2 ≤ t ≤ π/2}
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Figure 6 – Quelques diagrammes de Young continus

Une application du Théorème 2.8 et du Corollaire 1.1 donne directement

N−1/2`N
(d)= ZN(0)→ 2

Cependant cet argument n’est pas suffisant pour montrer (>). Il est développé
par Logan et Shepp [LS77] avec lequel ils montrent

E[`N ] ≥ (2 + o(1))N1/2

Pour conclure il nous suffit donc de montrer que

E[Λ(N)]− E[Λ(N−1)] ≤ 1√
N

qui donne par induction
E[`N ] ≤ 2

√
N (2.13)

Nous voulons maintenant d’exhiber la loi de transition de notre châıne de Mar-
kov. Lorsque Λ(n−1) = µ devient Λ(n) = ν, nous avons deux partitions µ a n − 1
et ν a n, qui ne diffèrent que d’une case. C’est à dire qu’il existe un i tel que
νi = µi + 1, autrement dit une case � du diagramme ν qui n’est pas dans µ, ce
que nous noterons � := ν−µ. Nous appellerons � un coin de ν et notons µ↗ ν
cette relation.

Lemme 2.6 Pour tout µ a n− 1 et ν a n tels que µ↗ ν,

P(Λ(n) = ν|Λ(n−1) = µ) = dµ
ndν

(2.14)
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Preuve. Par définition et grâce à (1.2), nous avons

P(Λ(n) = ν|Λ(n−1) = µ) = P({Λ(n) = ν} ∩ {Λ(n−1) = µ})
P(Λ(n−1) = µ)

= P({Λ(n) = ν} ∩ {Λ(n−1) = µ})
d2
µ/(n− 1)!

Dans cette expression, le numérateur est donné par 1
n! fois le nombre de permu-

tations σ = (σ1 . . . σn) telles que l’algorithme de Robinson-Schensted construise
des tableaux de Young de forme λ((σ1 . . . σn−1)) = µ pour qu’à l’insertion du
dernier coin, nous retombions sur un tableau de Young de forme λ((σ1 . . . σn)) =
ν. Si on se souvient de la définition du tableau d’enregistrement Q, alors on sait
que ce dernier coin � = ν − µ contient l’entier σn. Finalement, le nombre de
tableaux de Young de forme ν a n dont le coin � contient σn est dµ et on a

P(Λ(n) = ν|Λ(n−1) = µ) = dµdν/n!
d2
µ/(n− 1)!

et donc (2.14).

�

Preuve de (2.13). On remarque que Λ(n) − Λ(n−1) est la fonction indicatrice de
l’ensemble

En = {Λ(n) = Λ(n−1)
↗ } := {Λ(n−1) ↗ Λ(n)}

Pour pouvoir trouver une majoration, on utilise la relation (2.14) pour avoir

P(En) =
∑

µan−1
Pn−1(µ)P(En|Λ(n−1) = µ)

=
∑

µan−1
Pn−1(µ)P(Λ(n) = µ↗|Λ(n−1) = µ)

C’est la moyenne sous la mesure Pn−1 de la quantité dµ↗/ndµ , on peut donc
appliquer l’inégalité de Cauchy-Schwarz et déduire que

E[Λ(n) − Λ(n−1)] = P(En) ≤
 ∑
µan−1

Pn−1(µ)
(
dµ↗
ndµ

)2
1/2

= 1√
n

 ∑
µan−1

d2
µ↗

n!

1/2

la quantité à droite, étant la somme des probabilités que Λ(n) soit de forme µ↗,
est majorée par 1. On a donc (2.13) et finalement (>).

�
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Conclusion
Ce sujet implique énormément d’outils très différents les uns des autres, ce mémoire
a donc exigé une certaine polyvalence qui a, en contre-partie, forcément pris le
pas sur une rigueur absolue. Toutefois, les résultats les plus importants et les
plus intuitifs ont été montrés, et de sorte à ce qu’un lecteur ou une lectrice de
dernière année de licence puisse comprendre l’intégralité du papier. On pour-
rait doubler, voir tripler le nombre de pages de ce mémoire, ne serait-ce qu’en
s’intéressant à la vitesse de convergence de la variable `N . En effet, Baik, Deft
et Johansson [BDJ99] montrent que FN(2N1/2 + tN1/6) converge vers F (t) la
fonction de répartition de la plus grande valeur propre d’une matrice aléatoire
gaussienne, connue sous le nom de loi de Tracy-Widom et une généralisation de
la section 2.3 montre que (Λ(N)

1 , . . . ,Λ(N)
n ) est de même loi jointe que les valeurs

propres d’une matrice du GUE(n), ensemble des matrices n × n de loi gaus-
sienne. Encore un très beau lien avec les matrices aléatoires...
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Annexes

A. Nuage de 20 particules et graphe des permutations
associées

function s = permInv ( x )
s = zeros ( length ( x ) , 1 ) ;
X0 = gsort (x , ’ g ’ , ’ i ’ ) ;
for i = 1 :N

s ( i ) = find (X0( i ) == x )
end

endfunction

N = 20 ;
X = grand (N, 1 , ’ unf ’ , 0 , 1 ) ;
Y = grand (N, 1 , ’ unf ’ , 0 , 1 ) ;
sigmaInv = permInv (X) ;
thetaInv = permInv (Y) ;
theta = permInv ( thetaInv ) ;

p i = theta ( sigmaInv ) ;

c l f ( ) ; subplot ( 1 , 2 , 1 ) ; set ( gca ( ) , ” t i g h t l i m i t s ” , ”on” ) ;
set ( gca ( ) , ” i s ov i ew ” , ”on” ) ;
plot (X,Y, ’ Marker ’ , ’ . ’ , ’ MarkerSize ’ , 9 , ’ L ineSty l e ’ , ’ none ’ )
subplot ( 1 , 2 , 2 ) ;
set ( gca ( ) , ” t i g h t l i m i t s ” , ”on” ) ;
set ( gca ( ) , ” i s ov i ew ” , ”on” ) ;
plot ( ( 1 :N) ’ , pi , ’ Marker ’ , ’+ ’ , ’ MarkerSize ’ ,17 , ’ L ineSty l e ’ , ’ none ’ )
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B. Simulation de Monte-Carlo pour estimer Λ

function l en = LLIS ( sigma )
N = length ( sigma ) ; T = ones (1 ,N) ;
for i = 1 :N

for j = 1 : ( i −1)
i f ( sigma ( j ) < sigma ( i ) )

T( i ) = max(T( i ) ,T( j )+1)
end

end
end
l en = max(T)

endfunction

function v = n LLIS (N)
n=1e3 ; v = zeros (1 , n ) ;
for i = 1 : n

v ( i ) = LLIS (grand (1 , ’prm ’ , ( 1 :N) ’ ) ) ;
end

endfunction

function l = ALLIS(n)
l = zeros (1 , n ) ;
for i = 1 : n

l ( i ) = mean( n LLIS ( i ) ) ;
end

endfunction

N = 100 ; l = ALLIS(N) ;

c l f ( ) ;
set ( gca ( ) , ” t i g h t l i m i t s ” , ”on” ) ;
set ( gca ( ) , ” i s ov i ew ” , ”on” ) ;
plot2d ( 1 :N, l , s t y l e =1);
plot2d ( 1 :N,2∗ sqrt ( 1 :N) , s t y l e =2);
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