Méthodes numériques pour les EDP.
Projet 2: bases réduites et inégalités variationnelles.

Ce projet consiste a implémenter une méthode de base réduite pour une inégalité variationnelle.

On considére le probléme paramétré :

Définition 1 Etant donné p € P, trouver (u(p), M(p)) € V x M tel que

a(u(p),v; p) +b(v, A(p)) = flosp), veV
blu(p),n —AMp) < gn—Mp)p), neM,

ou :

1

— P est un ensemble de paramétres,

— wu,v € V, V un espace de Hilbert,

— A€ M, M C W un cone d’'un espace de Hilert W,

— a est une forme bilinéaire continue coercive, c’est-a-dire qu’il existe a(u) et y(u) telles que :

|au, v; )| < () l[ull-[[o]],

a(w)lull® < la(u, u; )],
— b est une forme bilinéaire continuer vérifiant une condition "de stabilité inf-sup", i.e. 5 >0 :

nf sup b(v,n)/([lvlly [[nlly) = B
neW yev

— f,g sont des formes linéaires continues sur V' et W respectivement : || f(:;p)|ly, < v¢(p) et
lgC; )l < vg(10)-

Discrétisation par base réduite

Pour résoudre efficacement ce probléme, on souhaite construire une méthode de base réduite.

Pour ce faire, on considére S = {p1,...,un} C P, un ensemble de jeu de parameétres et les espaces
réduits suivants :

— Wy = span{A()}, C W,
— My = span ()Y = {2 aid(ui)las = 0} € M,
— Vi = span{u(p;)}, C V.

On introduit alors le probléme réduit :

Définition 2 Etant donné p € P, trouwver (un (), A\w (1)) € Vv x Mytel que

a(un (), vn; p) +o(un, An(p)) = flonsp), vy € Vy
blun(pm),nn — An(n) < gnn —An(p)ip), nn € Mn.



2 Travail théorique

On souhaite obtenir une estimation a posteriori. On introduit pour cela les résidus :

r(osp) = flosp) —alun(p),v;ip) —b(v, An(p)), veV.
s(myp) = blun(p),n) —glmp), new.

Notons que le résidu s n’est pas censé s’annuler, mais seulement etre négatif. On introduit également
leur représentants de Riesz v, (u) € V,ns(pn) € W, définis par

(v,o.(p))y = rlvp), vev,
sy = slyyp), neWw.

Prouver les inégalités suivantes :

1. Pour toutve Vet ueP
r(v;p) = a(u(p) — un (), v; 1) + (v, M) — An(w)-

2. Pour tout p € P

IAG) = An ()l < ; (G wlly +va(p) lup) = un(@)lly) -

3. On pose
or(p) = IrCs v = llor(w)llv
ds1(p) = |lm(ns () llw
0s2(p) = (An(), m(0s (1)) yy -

Expliquer chacune des étapes du calcul suivant :

allu— UNH%/ < a(u—uy,u—uny)=r(u—uyny)—blu—un,A— An)
< O |lu—un|ly +0(u, AN — A) + b(un, A — An)
< O flu—unlly +9(An = A) +5(A = An) + 9(A = Ax)
= O flu—unlly + A7)y + (A ns = m(0s))
< Orllu—unlly + A= An, 7(0s))y + ds2
< O llu—unlly + 1A = Anllwds: + ds2,

ou 7 la partie positive : une composante de 7(v) est soit 0 si la composante de v est négative,
soit la composante elle-méme si elle est positive.

4. En déduire :

A

lu(p) —un(Wlly < Au(p) = c(p) + Ve (p)? + ca(p),
M) = Av ()l < Ax(p) =

avec les constantes :

Cl(u) — 1 (5,«(”) + 551(:“’%7@(:“’)) , C2(M) — a(llu) <551(/%5r(ﬂ) + 582(/"‘)) )

5. Montrer que les estimateurs a posteriori trouvés s’annulent si (un (p), An (1)) = (u(p), AM(w)).



3 Travail pratique

On considére les données suivantes, correspondant & un fil élastique suspendu entre les deux
points (0,0) et (1,0). Le domaine €2 = (0,1) est discrétisé a I’aide d’un maillage uniforme de pas
Az :=1/K for K € N. L’espace V est celui correspondant a une discrétisation en élément fini P :

Vi={ve H} ()|, € P E=0,...,K—1}

de dimension Hy = Hy = H := K — 1 = 201 avec z := kAx. On choisit la base standard v; € V
de noeuds z; € Q, ie., ¥;(x;) = 0i5,4,5 = 1,..., H. Le cone est défini par M := span+{xi}fi1, ol

la famille (y;)Z, est choisie telle que B = (b(1;, Xj))f?f correspondant a b(-, -) soit 'opposée de la

7]_1
matrice identité.
Les formes bilinéaires a et b sont données par :

a(u,v;p) = /Qy(u)(a:)Vu(a;) -Vou(x)dz , uw,veV
bu,n) = —-nlu), veVineW

avec v(p)(z) = prIndjg 9 (x) + volndp o) (x), o = 0.15, qui caractérise I'élasticité du fil. La
fonction obstacle est

h(z;p) = —0.2 (sin(mzx) — sin(37z)) — 0.5 + po(x — 0.5).

On fixe P := [0.05,0.25] x [—0.05,0.5] C R?. Les formes linéaires f et g sont données par :

Flosp) = f(o) = /Q v()dr, veEV.

H H
Z (xi;p)  for n= ZZ‘X" eWw

i=1
1. Faire un code pour le probléme élément fini (de dimension H).
2. Expliquer pourquoi aprés discrétisation, le systéme se met sous la forme :

An(p)un(p) + BNAn(p) = fn(p)
An(p) > 0
gn(w) — Byan(u) = 0
() (Gn (1) = Byan (i) = 0.

On donnera la définition des matrices et vecteurs impliqués dans cette formule.
3. A T’aide de la fonction octave ’qp’, faire un code qui résoud ce probléme.

4. Coder deux générateurs de bases réduites ! pour ce probléme : I'un basé sur la véritable erreur,
le dernier avec les estimateurs a posteriori (on pourra prendre la somme de A, (1) et Ax(p)).

5. Tester les deux bases : on prendra comme critére I’erreur maximum observée sur un ensemble
random dans P.

1. Le terme de "base" est abusif pour ce qui concerne I'espace My, car c’est un cone...



