
Traitement numérique du signalJulien Salomon23 juillet 2010



2



IntrodutionObjetifs du oursLe but prinipal de e ours est de mieux omprendre les tehniques, méthodes et outils mathématiquesutilisés dans e qu'on appelle habituellement le traitement numérique du signal.Ce faisant, il doit permettre de mieux omprendre les di�érents problèmes sienti�ques renontrés et plusgénéralement de familiariser le leteur à un domaine qui oupe de nos jours une plae importante dans laplupart des objets tehniques de la vie ourante.Mise à part le ours d'intégration de L1 et l'analyse de Fourier, peu de pré-requis sont néessaires pour l'aborder.Dans haque hapitre, sauf quelques rares exeptions, on reste entré autour d'une étape de la transmission d'unsignal numérique. Pour autant, les outils qui y sont présentés ont souvent une portée qui dépasse le simple adredu traitement numérique du signal, si bien que le ours a aussi voation à ouverture sienti�que et ulturelle.Chaîne de transmission numériquePrenons l'exemple de la transmission d'une onversation téléphonique, et voyons quelles sont les di�érentesproédures que subit le signal entre son émission et sa réeption.Conversion analogique-numériqueLorsque l'on parle dans le mirophone d'un téléphone, les vibrations aoustiques sont transformées enune tension osillante par l'intermédiaire d'une membrane et d'un életro-aimant qui onvertit ainsi le signalméanique en signal életrique. C'est à e moment qu'intervient la onversion analogique-numérique, 'est-à-dire le passage du ontinu au disret, de l'analogique au numérique, de R → R à Z → Z en quelque sorte. Leontinu -R- se trouve dans deux aratéristiques du signal életrique : le temps d'une part et les valeurs prisespar la tension. Pour obtenir un signal omplètement numérique, la tension est don disrétisée en temps et envaleur. Conrètement, ela revient à prendre une série de photos instantanées des valeurs de la tension, puis deprojeter les valeurs obtenus sur une grille �xe. Dans le voabulaire du traitement numérique du signal, es deuxétapes sont respetivement appelées éhantillonnage et quanti�ation. L'ensemble de es deux étapes onstituela onversion analogique-numérique, souvent notée C.A.N.Codage et ompressionRevenons à notre exemple de onversation téléphonique. Les normes suivies dans les téléommuniationssont �xées au niveau international par l'I.U.T, l'union internationale de téléommuniations, 'est-à-dire unimportant (en taille et en in�uene) groupement d'ingénieurs et d'experts des téléommuniation. Dans notreexemple, le signal analogique (la tension issue de la onversion signal méanique/ signal életrique) est éhan-tillonné à 8kHz et quanti�é sur 8 bits. Cela signi�e que l'on relève la valeur de la tension 8000 fois par seonde,et que la valeur obtenue est remplaée par une valeur hoisie sur une grille en omportant 256 = 28. Si l'onvoulait transmettre telle quelle la liste de 0 et de 1 obtenue après es deux étapes, il faudrait don disposerd'un anal de transmission de débit 64kBits par seonde.Au début des années 50, on pensait que e débit était très peu ompressible et qu'il fallait onevoir des dispo-sitifs de transmission supportant de tels débits. A l'heure atuelle, on transmet orretement une onversation3



4téléphonique à l'aide d'un anal de débit de 4kBits par seonde. Comment a-t-on fait pour réduire autant (plusde 10 fois !) le volume d'informations à transmettre ? On a fait appel à des tehniques de ompression. L'en-semble de es méthodes, appelées odage soure développées à partir des années 50, peut être divisé en deuxgrandes atégories : la ompression ave et la ompression sans perte. Un représentant élèbre de la premièreatégorie est le format mp3, et un représentant élèbre de la seonde atégorie est le logiiel zip. Toujours dansl'exemple de la onversation téléphonique, es deux tehniques sont utilisées pour obtenir le débit de 4kBitspar seonde. Ce débit prend en ompte un autre traitement qu'a subi le signal à transmettre, le odage analqui, au ontraire de la ompression, ajoute des redondanes pour permettre de orriger les erreurs éventuellesqui vont intervenir lors de la transmission. Signalons que 'est également e type de tehniques qui permet delire orretement des CD ou des DVD rayés.Modulation et transmission dans le analLe signal � odé � peut alors être envoyé dans le anal de transmission qui peut être selon le téléphoneutilisé, un âble en uivre (as ourant du téléphone �xe), une �bre optique, l'atmosphère (as du téléphoneportable), l'espae (as des ommuniations par satellite)... Le but est alors d'adapter les symboles numériques,i.e. la séquene de 0 et de 1, au anal de transmission hoisi. Conrètement, si l'on souhaite transmettre 1 biten ∆t seonde, il s'agit de onstruire un signal analogique qui garde une aratéristique onstante pendant ∆tseonde. Toute ette étape est généralement désignée sous le terme de modulation. Dans le anal, le signal odésubit des altérations de nature très variées, que le odage anal va pouvoir orriger.Réeption et déodageA la réeption en sortie de anal, interviennent séquentiellement les opérations inverses de elles présen-tées i-dessus. On e�etue don une démodulation, un déodage anal, un déodage soure et �nalement uneonversion numérique-analogique.L'ensemble de ette haîne de transmission est reproduite dans la �gure 1.
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5Plan du oursLe plan du ours est basé sur les di�érentes étapes de la haîne de transmission qui vient d'être dérite. Leshapitres 1 et 2 portent sur les onditions d'éhantillonage et les tehniques de quanti�ation. Des tehniquesde odage soure sans perte de odage anal sont présentées au hapitre 3. Les hapitres suivant permettentd'introduire la ompression ave perte. Celle-i repose presque systématiquement sur la déomposition du si-gnal. Dans le adre de e ours, ette déomposition s'e�etue suivant les omposantes de Fourier du signal àtransmettre. On ommene don par introduire la transformation de Fourier disrète ainsi qu'un algorithmetrès e�ae permettant son alul, la transformée de Fourier rapide, enore appelée FFT au hapitre 4. Onaborde ensuite la notion de �ltre numérique, outil indispensable à la déomposition d'un signal numérique auhapitre 5. La oneption d'un �ltre numérique est traitée au hapitre 6. En�n, on présente le adre généralainsi que les onditions d'une ompression ave perte e�ae au hapitre 7.On parlera indi�éremment de fontion ou de signal.Le signe := signi�e que l'égalité indiquée onstitue une dé�nition.
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Chapitre 1Formule de Shannon-Nyquist etéhantillonnageDans e hapitre, nous établissons un théorème qui permet, à partir de relevés disrets d'un signal, de lereonstruire entièrement. Cei se fait bien entendu au prix de quelques hypothèses de régularité sur le signal.Avant d'énoner et de démontrer le théorème en question, nous faisons quelques rappels sur la théorie de laTransformation de Fourier1.1.1 Transformées de Fourier des fontions L
1La transformée de Fourier désigne généralement une appliation qui agit sur des fontions dé�nies sur Rn,ave n ≥ 0. Pour autant, on peut dé�nir les transformations dans des adres beauoup plus larges2. Nousverrons dans la suite de nombreux exemples de généralisation. Nous ommençons par les fontions de L1(R).1.1.1 Dé�nitions et notationsIntroduisons tout d'abord quelques notations. On note :

L1 :=

{
f : R→ C,

∫

R

|f | < +∞
}

.Pour e qui nous onerne, nous désignerons par signal stable une fontion de L1.Étant donnée une partie A de R, on note 1lA sa fontion indiatrie, 'est-à-dire la fontion de R dans R quivaut 1 sur la partie A et 0 ailleurs.Une fontion est dite à support borné si elle est nulle en dehors d'une partie bornée de R.Venons-en à la dé�nition qui nous intéresse.Dé�nition 1. Soit s ∈ L1. La transformée de Fourier de s, notée ŝ est dé�nie sur R par la formule :
ŝ(ν) :=

∫

R

s(t)e−2iπνtdt.Voii quelques exemples, dont les aluls peuvent être refaits à titre d'exerie et qui seront très utiles pourla suite.1. Pour T > 0, la transformée de Fourier d'une fontion fenêtre, enore appelée signal retangulaire, estdonnée par :
rectT (t) := 1l[−T/2,T/2](t) −→ r̂ectT (ν) := T sinc(πνT ) = T

sin(πνT )

πνT
.1Joseph Fourier (21 mars 1768, Auxerre - 16 mai 1830, Paris) est un mathématiien et physiien français, onnu pour ses travauxsur la déomposition de fontions périodiques en séries trigonométriques onvergentes appelées séries de Fourier.2En fait, les opérations algébriques néessaires à sa dé�nition sont elles d'un groupe.11



12 CHAPITRE 1. FORMULE DE SHANNON-NYQUIST ET ÉCHANTILLONNAGE2. Transformées de Fourier de Gaussiennes :
e−πt2 −→ e−πν2

,et par hangement de variable :
e−αt2 −→

√
π

α
e−

π2

α
ν2

.1.1.2 ConvolutionUne loi de omposition est généralement assoiée à la transformée de Fourier, 'est le produit de onvolution3.Dé�nition 2. Soit a, b deux fontions de L1. On dé�nit le produit de onvolution ou onvolée 4 de a et b parla formule :
a ⋆ b :=

∫

R

a(t− u)b(u)du.Cette dé�nition a bien un sens, en e�et, d'après le théorème de Tonelli, on a :
∫

R

∫

R

|a(t− u)||b(u)|dudt =

(∫

R

|a|
)

.

(∫

R

|b|
)

,et don : ∫

R

|a(t− u)||b(u)|du < +∞ pp.,par onséquent t 7→
∫

R
a(t− u)b(u)du est dé�nie presque partout.On véri�e aisément que ette loi de omposition est ommutative et assoiative. Le lien ave la transformée deFourier est donné par le lemme suivant.Lemme 1. Soit a, b deux fontions de L1. On a :

â ⋆ b = âb̂.Autrement dit, la transformée de Fourier hange le produit de onvolution en simple produit.Démonstration. La fontion a ⋆ b étant intégrable, d'après le théorème de Fubini nous avons :
∫

R

∫

R

a(t− u)b(u)due−2iπνtdt =

∫

R

b(u)

∫

R

a(t− u)e−2iπν(t−u)dt e−2iπudu

= âb̂.1.1.3 Le lemme de Riemann-LebesgueDans les démonstrations que nous verrons dans la suite, nous ferons souvent appel à des passages à la limitesous le signe intégral. Nous aurons en partiulier besoin du résultat suivant, généralement appelé Lemme deRiemann-Lebesgue.Lemme 2. (Lemme de Riemann-Lebesgue) La transformée de Fourier d'un signal stable véri�e :
lim

|ν|→+∞
|ŝ(ν)| = 0.Démonstration. On proéde en trois étapes.3qui elle aussi peut être généralisée à des adres plus larges que elui des fontions de L1(R).4Attention, ii le voabulaire diverge entre physiiens et mathématiiens. En mathématiques, on parle de onvolée de deuxfontions, alors que les physiiens emploient le terme onvoluée.



1.1. TRANSFORMÉES DE FOURIER DES FONCTIONS L1 131. Pour un signal retangulaire, nous avons vu à la setion 1.1.1 qu'il existe un K > 0 tel que :
|ŝ(ν)| ≤ K

|ν| .Le résultat est don vrai dans e as.2. Ce résultat s'étend aux ombinaisons linéaires �nies de signaux retangulaires, 'est-à-dire aux fontionsétagées.3. Soit maintenant un signal stable s et un réel ν. Par densité des fontions étagées dans L1, nous savonsqu'il existe une suite de fontions étagées (sn)n∈N véri�ant :
lim
n

∫

R

|sn − s| = 0.D'autre part, nous avons :
|ŝ(ν) − ŝn(ν)| ≤

∫

R

|s(t)− sn(t)|dt.Puisque d'après les étapes préédentes :
|ŝn(ν)| ≤ Kn

|ν| ,nous obtenons :
|ŝ(ν)| ≤ |ŝn(ν)| +

∫

R

|s(t)− sn(t)|dt

≤ Kn

|ν| +

∫

R

|s(t)− sn(t)|dt,qui peut être rendu arbitrairement petit, sous réserve que |ν| soit su�samment grand.1.1.4 La formule d'inversionLes résultats préédents nous indiquent que la transformée de Fourier d'un signal stable tend vers 0. Onpeut également montrer qu'elle est uniformément ontinue et bornée. Par ontre, elle ne onstitue pas un signalstable. En e�et, pour T > 0, nous avons :
∫ T

1

| sin(t)|
t

dt ≥
∫ T

1

sin2(t)

t
dt =

∫ T

1

1

t
dt−

∫ T

1

cos(2t)

2t
.D'autre part : ∫ T

1

cos(2t) + 1

2t
dt =

∫ T

1

cos2(t)

t
dt,et don ∫ T

1

| sin(t)|
t

dt ≥
∫ T

1

1

2t
−
∫ T

1

cos(2t)

2t
dt,e dernier terme intégral étant onvergent, la transformée de Fourier des signaux retangulaires n'est pas dans

L1. Il faut don le supposer, 'est-à-dire l'ajouter en hypothèse pour obtenir le résultat suivant.Théorème 1. (Formule d'inversion de la transformée de Fourier) Soit s un signal stable, tel que sa transforméede Fourier ŝ soit également stable. Alors, pour presque tout t :
s(t) =

∫

R

ŝ(ν)e2iπνtdν.Démonstration. On proède de nouveau en trois étapes.



14 CHAPITRE 1. FORMULE DE SHANNON-NYQUIST ET ÉCHANTILLONNAGE1. Par un alul simple, sans problème de onvergene, on montre le résultat pour les fontions fα,a dé�niespar :
fα,a(t) = e−αt2+at.2. On onsidère ensuite la fontion hσ dé�nie par :

hσ(t) =
1

σ
√

2π
e−

t2

2σ2 ,dont la transformée de Fourier est :
ĥσ(ν) = e−2π2σ2ν2

.Étant donné un signal stable s, la formule d'inversion est vraie pour s ⋆ hσ. En e�et :� on a suessivement :
s ⋆ hσ(t) =

∫

R

s(u)hσ(t− u)du

=

∫

R

s(u)
1

σ
√

2π
e−

(t−u)2

2σ2 du

=

∫

R

s(u)hσ(u)f 1
σ
√

2
, u

σ2
(t)e−2πiνtdu,� de plus :

ŝ(ν)ĥσ(ν) =

∫

R

∫

R

s(u)hσ(u)f 1
σ
√

2
, u

σ2
(t)e−2πiνtdtdu

=

∫

R

s(u)hσ(u)

∫

R

f 1
σ
√

2
, u

σ2
(t)e−2πiνtdt

︸ ︷︷ ︸
bf 1

σ
√

2
, u

σ2
(ν)

du,� don :
∫

R

ŝ(ν)ĥσ(ν)e2iπνtdν =

∫

R

∫

R

s(u)hσ(u)f̂ 1
σ
√

2
, u

σ2
(ν)e2iπνtdudν

=

∫

R

s(u)hσ(u)f 1
σ
√

2
, u

σ2
(t)du

= s ⋆ hσ(t),e qui onstitue la onlusion reherhée.3. En�n, nous avons :
lim
σ→0

ĥσ(ν) = lim
σ→0

e2π2σ2ν2

= 1.Par onvergene dominée, ei donne :
lim
σ→0

∫

R

ŝ(ν)ĥσ(ν)e2iπνtdν =

∫

R

ŝ(ν)e2iπνtdν.Il reste don à montrer :
lim
σ→0

s ⋆ hσ = s,dans L1. Pour e faire, notons que :
∫

R

|s ⋆ hσ − s| =
∫

R

|
∫

R

(
s(t− u)− s(t)

)
hσ(u)du|dt.Don, en posant φ(u) =

∫
R
|s(t− u)− s(t)|dt, nous obtenons :

∫

R

|s ⋆ hσ − s| ≤
∫

R

φ(u)hσ(u)du =

∫

R

φ(σu)h1(u)du = Iσ.On onlut ave le raisonnement par densité suivant :



1.2. SÉRIES DE FOURIER DES SIGNAUX L1
LOC 15� Si s est à support ompat et ontinue, alors par uniforme-ontinuité, pour toute suite un tendant vers

0
lim

n→+∞
|s(t− un)− s(t)| = 0.Don, puisque φ est intégrable, on obtient par onvergene dominée :

lim
σ→0

Iσ = 0.� Si s est seulement supposé stable, alors il existe une suite de fontions sn à support ompat onvergentvers s dans L1. On obtient alors le résultat herhé par l'intermédiaire de ette approximation.1.2 Séries de Fourier des signaux L
1
locOn s'intéresse maintenant aux séries de Fourier. Celles-i peuvent être vues omme des transformées deFourier partiulières : il s'agit en e�et de transformées de Fourier de fontions périodiques, qui par onséquentne sont pas L1. Dans la suite, L1

loc désigne l'espae des signaux loalement stable, i.e. :
L1

loc :=
{
s/∀A compact ⊂ R, 1lA.s ∈ L1

}
.1.2.1 Dé�nitions, oe�ients de FourierOn rappelle le adre fontionnel onsidéré.Dé�nition 3. Soit T > 0. Un signal s est dit T -périodique si :

∀t ∈ R, s(t + T ) = s(t).Un signal s T -périodique est dit de plus loalement stable si s ∈ L1
loc.Et dans le as des fontions périodiques, la transformée de Fourier est dé�nie sur un ensemble disret, 'estla suite des oe�ients de Fourier.Dé�nition 4. La transformée de Fourier (ŝn)n∈Z

d'un signal loalement stable T -périodique s est dé�nie parla formule :
ŝn :=

1

T

∫ T

0

s(t)e−2πi n
T

tdt.Étant donné n ∈ Z, ŝn est appelé n-ième oe�ient de Fourier du signal s.1.2.2 ConvolutionPuisque le produit de onvolution est une opération essentiellement algébrique, elle s'applique au adrepréédemment dé�ni. On peut même onvoler des fontions périodiques et des fontions L1, omme l'expliquele résultat suivant.Lemme 3. Soit s un signal loalement stable T -périodique et h un signal stable. Alors la fontion g dé�nie parla formule :
g(t) :=

∫

R

h(t− u)s(u)duest T -périodique, dé�nie presque partout et loalement stable.De plus son n-ième oe�ient de Fourier est donné par la formule :
ĝn = ĥ(

n

T
)ŝn.Cette dernière formule est à mettre en relation ave le fait que la transformée de Fourier hange un produitde onvolution en produit.



16 CHAPITRE 1. FORMULE DE SHANNON-NYQUIST ET ÉCHANTILLONNAGEDémonstration. Par hangement de variable, on a :
∫

R

h(t− u)s(u)du =

∫ T

0

h̃T (t− u)s(u)du,où l'on a noté h̃T (u) =
∑

n∈Z
h(u + nT ). Comme :

∫ T

0

|h̃T (u)|du ≤
∫

R

|h(u)|du < +∞,on a ∫
R
|h̃T (t− u)||s(u)|du < +∞ presque partout, et g est dé�nie presque partout. De plus :

g(t + T ) =

∫

R

h(t + T − u)s(u)du =

∫

R

h(t− u)s(u)du,et don g est T -périodique. On véri�e aisément que g est loalement stable. En�n :
ĝn =

1

T

∫ T

0

g(t)e2iπ n
T

tdt

=
1

T

∫ T

0

∫ T

0

h̃T (t− u)s(u)e2iπ n
T

tdudt

=
1

T

∫ T

0

∫ T

0

(
h̃T (t− u)e2iπ n

T
(t−u)

)
s(u)e−2iπ n

T
ududt

= ĥ(
n

T
)ŝn.La formule que nous venons d'obtenir sur les oe�ients peut sembler sophistiquée, mais elle nous sera utilepar la suite.1.2.3 Le Noyau de Poisson et son appliation à la formule d'inversionDans ette setion nous établissons la formule de Poisson, qui est une des briques élémentaires de la preuvedu Théorème de Shannon5-Nyquist6 qui onstitue notre but ultime pour ette partie.Noyau de PoissonOn introduit tout d'abord le noyau de Poisson et quelques-unes de ses propriétés.Dé�nition 5. Étant donné un réel r appartenant à ]− 1, 1[ et T > 0, on appelle noyau de Poisson la fontiondé�nie sur R et à valeur dans C dé�nie par la formule :

Pr(t) :=
∑

n∈Z

r|n|e2iπ n
T

t.Certaines propriétés de e noyau sont indiquées dans la proposition suivante.Proposition 1. La fontion Pr véri�e :1. Pr(t) =
∑

n∈Z
r|n|e2iπ n

T
t +
∑

n∈Z
r|n|e−2iπ n

T
t − 1 = 1−r2

|1−re2iπ t
T |2

.5Claude Elwood Shannon (30 avril 1916 Gaylord, Mihigan - 24 février 2001) est un ingénieur életriien et mathématiienamériain. Il est l'un des pères, si e n'est le père fondateur, de la théorie de l'information.6Harry Nyquist (7 février 1889 Nilsby, Suède- 4 avril 1976, Harlingen, Texas) a été un important ontributeur à la théorie del'information et à l'automatique. Ses travaux théoriques sur la détermination de la bande passante néessaire à la transmissiond'information, publiés dans l'artile "Certain fators a�eting telegraph speed" posent les bases des reherhes de Claude Shannon.



1.2. SÉRIES DE FOURIER DES SIGNAUX L1
LOC 172. Pour tout réel t, on a :

Pr(t) ≥ 0.3. 1
T

∫ T
2

−T
2

Pr(t)dt = 1.4. Pour tout ε > 0, on a :
1

T

∫

[−T/2,T/2]−[−ε,ε]

Pr(t)dt ≤ 1− r2

|1− re2iπ ε
T |2 −−−→r→1

0.Les propriétés 2, 3, 4 orrespondent à e que l'on appelle une identité approhée. On a déjà renontré ettenotion, sans le signaler, ave la fontion hσ de la preuve du théorème 1. Les identités approhées permettentde régulariser les fontions par onvolution et d'utiliser ensuite des formules du type :
lim
r→1

1

T

∫ T

0

ϕ(t)Pr(t)dt = ϕ(0), (1.1)lorsque l'on souhaite revenir à la fontion initiale. C'est e raisonnement que nous allons maintenant e�etuerave le noyau de Poisson pour obtenir une formule d'inversion.Théorème 2. Soit s un signal T -périodique loalement stable, tel que
∑

n∈Z

|ŝn| < +∞.Alors, pour presque tout t ∈ R,
s(t) =

∑

n∈Z

ŝne2iπ n
T

t.Autrement dit, si ∑n∈Z
|ŝn| < +∞, la fontion s est onnue dès lors que ses oe�ients de Fourier sontonnus.Remarque 1. Si on suppose en outre que s est ontinue, alors la formule d'inversion devient vraie pour tout

t ∈ R.Démonstration. On ommene par appliquer le résultat du Lemme 3 :
∑

n∈Z

ŝnr−|n|e2iπ n
T

t =
1

T

∫ T

0

s(u)Pr(t− u)du,puisque toutes les intégrales onsidérées sont onvergentes. De plus :
lim
r→1

∫ T

0

| 1
T

∫ T

0

s(u)Pr(t− u)du− s(t)|dt = 0,d'après (1.1) et le théorème de onvergene dominée. Par onséquent la suite de fontions ϕr(t) :=
∑

n∈Z
ŝnr−|n|e2iπ n

T
t(indexée par r) onverge dans L1

loc vers s. D'autre part, puisque ∑n∈Z
|ŝn| < +∞, la fontion ϕr(t) tend vers∑

n∈Z
ŝne2iπ n

T
t pontuellement. On utilise alors le résultat du ours d'intégration suivant :"Si une suite de fontion fn onverge vers f dans Lp et vers g presque partout, alors f = g presque par-tout"pour onlure que pour presque tout t ∈ R :

s(t) =
∑

n∈Z

ŝne2iπ n
T

t.Au passage, on en déduit le résultat suivant.Corollaire 1. 2 signaux T -périodiques stable ayant les mêmes oe�ients de Fourier sont égaux presque partout.



18 CHAPITRE 1. FORMULE DE SHANNON-NYQUIST ET ÉCHANTILLONNAGEFormule de Poisson faibleLa formule que nous allons établir est une version faible du résultat suivant :Pour tout s ∈ L1,
T
∑

n∈Z

s(nT ) =
∑

n∈Z

ŝ(
n

T
).Théorème 3. Soit s un signal stable et T > 0. La série ∑n∈Z
s(t + nT ) onverge presque partout vers unefontion φ T -périodique, loalement intégrable et dont le n-ième oe�ient de Fourier est donné par la formule :

φ̂n =
1

T
ŝ(

n

T
).Ce théorème établit don un lien entre séries de Fourier et transformée de Fourier. Formellement, il nousdit que φ est T -périodique et que sa série de Fourier formelle sf est :

sf (t) =
1

T

∑

n∈Z

ŝ(
n

T
)e2i π

T
t.Remarque 2. Si on arrive à montrer φ(0) = sf (0), alors on aura la formule de Poisson.Ce résultat faible nous su�ra pour établir le théorème de Shannon-Nyquist dans la setion suivante.Démonstration. Notons tout d'abord que φ est bien dé�nie, puisque :

∫ T

0

∑

n∈Z

|s(t + nT )|dt =
∑

n∈Z

∫ T

0

|s(t + nT )|dt

=
∑

n∈Z

∫ (n+1)T

nT

|s(t)|dt

=

∫

R

|s(t)|dt < +∞, (1.2)et que don ∑n∈Z
|s(t + nT )| < +∞ presque partout.On montre aisément que φ est T -périodique. La formule (1.2) montre en outre que φ est loalement intégrable.On peut don aluler son oe�ient de Fourier. On obtient :

φ̂n =
1

T

∫ T

0

φ(t)e−2iπ n
T

tdt

=
1

T

∫ T

0

(∑

n∈Z

s(t + nT )

)
e−2iπ n

T
tdt

=
1

T

∫ T

0

(∑

n∈Z

s(t + nT )e−2iπ n
T

(t+nT )

)
dt

=
1

T

∫ T

0

s(t)e−2iπ n
T

(t)dt

=
1

T
ŝ(

n

T
).Pour aller un peu plus loin vers la version forte, on peut énoner le résultat suivant.Proposition 2. Soit s un signal stable tel que ∑n∈Z

|ŝ( n
T )| < +∞. Alors :

∑

n∈Z

s(t + nT ) =
1

T

∑

n∈Z

ŝ(
n

T
)e−2iπ n

T
t.Ce résultat est en fait une simple appliation de la formule d'inversion obtenue au théorème 2.



1.3. RECONSTRUCTION DES SIGNAUX PÉRIODIQUES 191.3 Reonstrution des signaux périodiquesDans ette dernière setion nous allons répondre aux deux questions suivantes :1. Étant donné un signal ontinu, quels ritères doivent-être appliqués pour en extraire une suite disrètereprésentative ?2. Comment reonstruire un signal ontinu à partir d'un éhantillon disret de valeurs ?Les réponses à es deux questions sont en partie données par le théorème de Shannon-Nyquist, lui-même obtenuà partir de la formule de Poisson vue à la setion préédente.1.3.1 Le théorème de Shannon-NyquistAvant d'énoner le théorème, on montre deux résultats préliminaires.Lemme 4. Soit s, un signal stable et ontinu, de transformée de Fourier ŝ stable et un réel B > 0. Supposonsque : ∑

n∈Z

|s( n

2B
)| < +∞. (1.3)Alors : ∑

j∈Z

ŝ(ν + 2jB) =
1

2B

∑

n∈Z

s(
n

2B
)e−2iπν n

2B ,pour presque tout ν ∈ R.Démonstration. D'après la formule de Poisson faible, la fontion φ(ν) =
∑

j∈Z
ŝ(ν + 2jB) est loalementintégrable et son n-ième oe�ient de Fourier vaut :

φ̂n =
1

2B

∫

R

ŝ(ν)e−2iπ nν
2B dν.Mais puisque ŝ est stable, on peut appliquer la formule d'inversion du théorème 1. Dans notre as, elle-is'érit :

1

2B

∫

R

ŝ(
n

2B
)e−2iπ nν

2B dν = s(− n

2B
).En ombinant les deux formules, nous obtenons don formellement :

φ(ν) =
1

2B

∑

n∈Z

s(
n

2B
)e−2iπ nν

2B .Mais l'hypothèse (1.3), permet l'utilisation du théorème d'inversion 2 et don justi�e rigoureusement ettedernière formule.Le lemme suivant donne un résultat tehnique.Lemme 5. Soit s un signal véri�ant les hypothèses du lemme 4 et h un signal de la forme :
h(t) =

∫

R

T (ν)e2iπνtdν, (1.4)où T est stable. Alors, le signal :
s̃(t) =

1

2B

∑

n∈Z

s(
n

2B
)h(t− n

2B
) (1.5)admet la représentation :

s̃(t) =

∫

R

(∑

n∈Z

ŝ(ν + 2jB)

)
T (ν)e2iπνtdν.



20 CHAPITRE 1. FORMULE DE SHANNON-NYQUIST ET ÉCHANTILLONNAGEDémonstration. Notons tout d'abord que s̃ est borné et ontinu, en tant que somme d'une série normalementonvergente.En remplaçant h par sa valeur dans (1.5), on obtient :
s̃(t) =

1

2B

∑

n∈Z

s(
n

2B
)

∫

R

T (ν)e2iπν(t− n
2B

)dν

=

∫

R

∑

n∈Z

1

2B
s(

n

2B
)e−

2iπνn
2B T (ν)e2iπνtdν.On utilisé la théorème de Fubini, e qui est justi�é, ar :

∫

R

∑

n∈Z

|s( n

2B
)|.|T (ν)|dν =

(∑

n∈Z

|s( n

2B
)|
)

.

(∫

R

|T (ν)|dν

)
< +∞.Don :

s̃(t) =

∫

R

g(ν)e2iπνtdν,ave :
g(ν) =

∑

n∈Z

1

2B
s(

n

2B
)e−

2iπνn
2B T (ν),ou enore, d'après le théorème préédent :

g(ν) =
∑

j∈Z

ŝ(ν + 2jB),e qui onduit au résultat annoné.On peut alors énoner le fameux théorème de Shannon-Nyquist.Théorème 4. (de Shannon-Nyquist) Soit s, un signal stable et ontinu dont la transformée de Fourier ŝs'annule en dehors d'un intervalle [−B, B]. Supposons également que (1.3) soit véri�ée. Alors,
s(t) =

∑

n∈Z

s(
n

2B
)sinc

(
(2Bt− n)π

)
. (1.6)Question : quel est l'intérêt immédiat de ette formule ?Démonstration. Dans le théorème préédent, spéi�ons T par la formule :

T := 1l[−B,B],de telle sorte que :
h(t) = 2Bsinc(2Bπν) = 2B

sin(πν2B)

πν2B
.Alors : 

∑

j∈Z

ŝ(ν + 2jB)


T (ν) = ŝ(ν)T (ν) = ŝ(ν),d'après le hoix de T et l'hypothèse faite sur le support de ŝ. On applique alors le théorème préédent, e quidonne :

s̃(t) =

∫

R

ŝ(ν)e2iπνtdν =
1

2B

∑

n∈Z

s(
n

2B
)h(t− n

2B
),puis, par le théorème d'inversion 1, on obtient :

∫

R

ŝ(ν)e2iπνtdν = s(t),e qui ahève la démonstration.



1.3. RECONSTRUCTION DES SIGNAUX PÉRIODIQUES 21La fontion T joue don �nalement le r�le d'une tronature, puisqu'elle tronque arti�iellement le supportde la fontion onsidérée.1.3.2 Phénomène de reouvrement de spetreLe théorème de Shannon-Nyquist nous indique omment hoisir une fréquene d'éhantillonnage lorsqu'ona des informations sur le support de la transformée de Fourier du signal7 onsidérée. Si le support en questionest inlus dans l'intervalle [−B, B], alors, une fréquene d'éhantillonnage orrete est fe = 1
2B , parfois appeléefréquene de Nyquist. Mais que se passe-t-il lorsqu'on sous-éhantillonne, 'est-à-dire, lorsque l'hypothèse faitesur le support n'est plus valide ?Supposons don que l'a�rmation supp(ŝ) ⊂ [−B, B] soit fausse. Après multipliation de ŝ par 1l[−B,B], 'est-à-dire onvolution par h(t) = 2Bsinc(2πBt), on se ramène au adre préédent et on a :

s̃(t) =
∑

n∈Z

s(
n

2B
)sinc

(
(2Bt− n)π

)
.Quelle est la transformée de Fourier de e signal ?Proposition 3. Soit s un signal stable et ontinu tel que la ondition (1.3) soit satisfaite. Alors le signal :

s̃(t) =
∑

n∈Z

s(
n

2B
)sinc

(
(2BT − n)π

)
,admet la représentation :

s̃(t) =

∫

R

̂̃s(ν)e2iπνtdν,ave :
̂̃s(ν) =


∑

j∈Z

ŝ(ν + 2jB)


 1l[−B,B](ν). (1.7)La démonstration de e résultat s'obtient en reprenant ligne à ligne elle du théorème 4.En onséquene, on voit que les supports des fontions dans la somme (1.7) vont se reouvrir sur les bords del'intervalle [−B, B], e qui altérera le spetre du signal reonstruit et par onséquent, le signal lui-même. Cephénomène est appelé reouvrement du spetre ou enore, en anglais, aliasing.La onlusion pratique que l'on peut tirer de ette proposition est que, lorsque l'on souhaite disrétiser8 unsignal, il faut tout d'abord en tronquer le spetre- à l'aide d'un �ltre, voir les hapitres 5 et 6 - puis l'éhan-tillonner à une fréquene au moins égale à elle de Nyquist.Un exemple simple est elui de la numérisation de signaux sonores. Les fréquenes audibles pour un nourrissonvont de 20Hz à 20kHz. Pour onevoir le format de odage des CD audio, les ingénieurs ont hoisi une fréquened'éhantillonnage de 44kHz, 'est-à-dire à peu près le double de la fréquene maximale audible, e qui orres-pond bien à la fréquene de Nyquist. Les 4kHz supplémentaires orrespondent à des orretions d'erreurs quiseront présentées au hapitre 3. De même, l'éhantillonnage des onversations téléphoniques se fait à la adenede 8kHz, qui est plus faible que elle des CD audio, ar les spetres onsidérés sont beauoup plus étroits et laqualité du rendu n'est plus un ritère prédominant.1.3.3 Sur-éhantillonnageOn peut maintenant se poser la question inverse. Quelles sont les onséquenes d'un éhantillonnage àune fréquene trop élevée ? Avant de répondre à ette question, remarquons que dans la formule (1.6) la sérieobtenu onverge très lentement, grosso-modo en 1

n . Elle n'est don pas satisfaisante d'un point de vue pratique.Supposons que l'on sur-éhantillonne un signal s, 'est-à-dire que son spetre véri�e supp(ŝ) ⊂ [−W, W ], ave
B = (1 + α)W , pour un ertain α > 0. Choisissons notre fontion de tronature T de telle sorte que :

∀ν ∈ [−W, W ], T (ν) = 1,7Les ingénieurs parlent plut�t de spetre d'un signal.8En utilisant un voabulaire plus prohe de elui des ingénieurs, on dirait �numériser�.



22 CHAPITRE 1. FORMULE DE SHANNON-NYQUIST ET ÉCHANTILLONNAGEet
∀ν ∈ R− [−B, B], T (ν) = 0,alors le théorème de Shannon-Nyquist s'applique et en en reproduisant la preuve, on obtient :
s(t) =

1

2B

∑

n∈Z

s(
n

2B
)h(t− n

2B
),où la fontion h est la transformée inverse de T donnée par la formule (1.4). On met ainsi en évidene unnouveau degré de liberté : par un hoix judiieux de h, i.e. de T , on peut aélérer la vitesse de onvergene.Cei se fait en partiulier en augmentant la régularité de la fontion T . Une première amélioration est parexemple obtenue dans notre as en hoisissant :

T (ν) =
B + ν

B −W
1l[−B,−W ](ν) + 1l]−W,W [(ν) +

B − ν

B −W
1l[W,B](ν).1.4 Note bibliographiquePour plus détails sur e hapitre, on onsultera les parties A et B de la référene [1℄.



Chapitre 2Quanti�ation salaire des signauxdisrets2.1 IntrodutionAprès avoir éhantillonné un signal analogique, on dispose d'un signal disret, 'est-à-dire une suite denombres réels. A e stade, la onversion analogique-numérique (souvent désignée par CAN) n'est pas enoreahevée. Il faut expliquer omment on transforme une suite de nombres réels en une suite de �0� et de �1�. C'estl'objet de e hapitre.On onsidère don une soure1 émettant un signal disret en temps. La transformation des nombres émis ensuite de nombres binaires onsiste en fait en deux opérations : l'enodage et le déodage.Enoder un signal, 'est appliquer à haun des termes de la suite qu'il onstitue une fontion de la forme :
Q : [−M, M ] → {In}0≤n≤N

s(t) → In,où :� l'ensemble {In}0≤n≤N est une famille d'intervalles disjoints formant une partition de l'intervalle [−M, M ](N est un entier naturel),� s(t) est un réel, représentant la valeur du signal à l'instant t, supposé appartenir à l'intervalle [−M, M ](M est un réel).L'enodage est don une opération irréversible ar faisant intervenir une fontion non-injetive, qui entraîneune perte d'information.Un exemple ourant est la quanti�ation sur 3 bits. Dans e as, l'intervalle [−M, M ] est partitionné en N =
23 = 8 intervalles.Déoder un signal, 'est réaliser l'opération inverse, 'est-à-dire appliquer à haun des termes d'une suited'intervalles une fontion de la forme :

In → yn,où yn est un réel représentant l'intervalle In, par exemple la valeur de son milieu.Remarque 3. Les valeurs yn sont ensuite elles-même odées par des entiers binaires.La �gure 2.1 représente un signal avant et après quanti�ation.2.2 Formulation du problèmeDans ette setion on formalise mathématiquement le problème de la quanti�ation.1Ce terme sera très largement employé dans la suite et désigne un dispositif émettant des signaux à partir de maintenantsupposés disrets en temps. 23



24 CHAPITRE 2. QUANTIFICATION SCALAIRE DES SIGNAUX DISCRETS
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Fig. 2.1 � Exemple de quanti�ation d'un signal.2.2.1 CadreOn onsidère don une soure émettant un signal aléatoire S de densité de probabilité fS(x). Pour onstruireune quanti�ation, il faut don dé�nir une famille d'intervalles (i.e. la famille {In}0≤n≤N de l'introdution), donde frontières, et de valeurs d'assignation (i.e. les valeurs yn de l'introdution). Pour �xer les idées onservons lesnotations de l'introdution et désignons par N le nombre d'intervalles onstituant la partition et don égalementle nombre de valeurs d'assignations. Le nombre de valeurs frontières, aussi appelées valeurs de déision, quel'on note bi est alors N + 1. On pose a priori b0 = −∞ et bN = +∞ et on signalera dans la suite les as où l'onadopte une autre onvention. La fontion de quanti�ation s'érit :
Q(x) = yn,pour x ∈]bn−1, bn].2.2.2 Erreur de distorsion de quanti�ationOn dé�nit alors l'erreur quadratique moyenne de quanti�ation par :

σ2
q(B, Y ) =

∫ +∞

−∞

(x −Q(x))2fS(x)dx

=
N∑

n=1

∫ bn

bn−1

(x − yn)2fS(x)dx,



2.3. QUANTIFICATION UNIFORME 25où l'on a noté B = {bn}0≤n≤N et Y = {yn}1≤n≤N . La quantité σq est aussi appelée erreur de distorsion dequanti�ation. Une formalisation possible de l'erreur de quanti�ation onsiste à onsidérer son e�et ommeelui d'un bruit externe a�etant le signal S.Le problème est alors le suivant :Étant donné fS et N le nombre d'intervalles de quanti�ation, trouver les valeurs bn et yn solution du problème
min
B,Y

σq(B, Y ).En onlusion, l'erreur de distorsion de quanti�ation dépend à la fois de la partition hoisie et du hoix dureprésentant.2.2.3 Codage en taille variableSi on onsidère un odage des yn en entiers binaires de taille variable ℓn, la taille moyenne des symbolesaprès odage est :
R =

N∑

n=1

ℓnp(yn), (2.1)où l'on a noté p(yn) la probabilité d'apparition après odage du symbole orrespondant à yn. Attention, lavaleur R dépend des frontières ar :
p(yn) =

∫ bn

bn−1

fS(x)dx,et don :
R =

N∑

n=1

ℓn

∫ bn

bn−1

fS(x)dx.On onsidère don selon les as l'une ou l'autre des reformulations du problème suivantes.1. Si l'on se donne une ontrainte de distorsion de quanti�ation
σq ≤ σ⋆, (2.2)où σ⋆ est un réel �xé, trouver le nombre N , les frontières B et les représentants Y minimisant le taux R,dé�ni par (2.1) et satisfaisant (2.2).2. Si l'on se donne une ontrainte sur le taux
R ≤ R⋆, (2.3)où R⋆ est un réel �xé, trouver le nombre N , les frontières B et les représentants Y minimisant la distorsionquanti�ation et satisfaisant (2.3).L'une où l'autre de es formulations onstitue un problème plus général que elui que nous allons onsidérerdans e hapitre. On se restreint en e�et dans la suite à de odage de tailles �xes, si bien que R est onstantpar rapport à B et Y . Le problème du odage en taille variable sera quant à lui traité au hapitre 3.2.3 Quanti�ation uniformeLa solution de quanti�ation la plus simple est la quanti�ation uniforme. Dans e adre, tout les intervallesont la même longueur, que l'on note dans la suite ∆. On parle dans e as de quanti�ation uniforme. Onsuppose que l'on adopte une stratégie de odage où N le nombre d'intervalles est pair, 'est-à-dire que 0 ∈ B.



26 CHAPITRE 2. QUANTIFICATION SCALAIRE DES SIGNAUX DISCRETS2.3.1 Quanti�ation uniforme des soures uniformesSupposons que pour tout t, s(t) ∈ [−Smax, Smax] ave une probabilité uniforme. Dans e as, on �xe ettefois-i b0 = −Smax et bN = Smax. Alors ∆ = 2Smax

N et
σ2

q(B, Y ) = 2

N/2∑

n=1

∫ n∆

(n−1)∆

(x − 2n− 1

2
∆)2

1

2Smax
dx

=
∆2

12
.A�n d'évaluer l'e�et de l'augmentation du nombre d'intervalle sur la qualité du odage, on onsidère alors lerapport signal/bruit dé�ni par :

SNR = 10 log10

(
σ2

x

σ2
q

)
,où σx désigne l'éart type du signal S.Puisque S est une variable aléatoire de loi uniforme à valeurs dans [−Smax, Smax], on a alors :

σ2
x =

1

2Smax

∫ Smax

−Smax

x2dx =
2S3

max

12
=

S2
max

3
.Par onséquent, le rapport signal/bruit vaut :

SNR = 10 log10

(
σ2

x

σ2
q

)

= 10 log10

(
(2Smax)2

12
.

12

(2Smax

N )2

)

= 10 log10(N
2)

= 20 log10(2
k)

= 6, 02kdB,où k représente le nombre de bits utilisés pour le odage binaire des représentants yn.La onlusion du alul préédent est que l'ajout d'un bit de quanti�ation augmente le rapport signal/bruitd'approximativement 6dB.2.3.2 Quanti�ation uniforme des soures non-uniformesPour introduire e qui va suivre, onsidérons l'exemple d'une soure émettant dans [−100, 100] dont 95%des valeurs sont dans [−1, 1]. Supposons que l'on ait adopté la stratégie de quanti�ation uniforme de la setionpréédente et que le odage soit e�etué sur k = 3bits, e qui revient à onsidérer 8 intervalles de longueur 25.On a don, dans 95% des as une erreur minimum de 11,5. Cet exemple est représentatif des soures gaussienneset montre le défaut de la quanti�ation uniforme telle que présentée dans la setion préédente.Si l'on souhaite rester dans le adre de la quanti�ation uniforme, une solution onsiste à utiliser la fontion derépartition pour optimiser la taille des intervalles onsidérés. Conrètement ela revient à onsidérer σ2
q ommeune fontion de ∆ et à résoudre :

min
∆

σ2
q (∆).Expliitons le début du alul menant à la résolution de e problème. On a :

σ2
q (∆) = 2

N
2 −1∑

n=1

∫ n∆

(n−1)∆

(
x− 2n− 1

2
∆

)2

fS(x)dx

+ 2

∫ +∞

( N
2 −1)∆

(
x− 2n− 1

2
∆

)2

fS(x)dx.



2.4. QUANTIFICATION ADAPTATIVE 27On peut alors aluler la dérivée de ette fontion :
∂σ2

q(∆)

∂∆
= −

N
2 −1∑

n=1

(2n− 1)

∫ n∆

(n−1)∆

(
x− 2n− 1

2
∆

)
fS(x)dx

+ (N − 1)

∫ +∞

( N
2 −1)∆

(
x− 2n− 1

2
∆

)
fS(x)dx.Pour trouver un extremum de σq, il faut don annuler ette dernière valeur. L'équation en déoulant n'estpas résoluble algébriquement dans le as général. On la résout don approximativement par des méthodesnumériques. Il existe aussi des tableaux indiquant les solutions dans les as de densités de probabilités lassiques.Remarque 4. Dans e as, on peut en fait distinguer deux types d'erreurs de quanti�ation :1. L'erreur de surharge, qui orrespond aux erreurs se produisant dans les deux intervalles extrêmes. Onparle également de bruit de saturation.2. L'erreur granulaire, qui orrespond à l'erreur de quanti�ation dans les autres intervalles. On parle alorsde bruit granulaire.Il arrive que l'on ne dispose que d'information partielles sur la soure et sa densité de probabilité fS. Cettearene onduit à des erreurs de modélisation. La fontion fapprox

S onsidérée ne oïnide pas ave la vraiefontion fS . Il faut don en fait prévoir une série de tests sur la soure pour estimer ses paramètres.2.4 Quanti�ation adaptativeUne solution simple aux problèmes évoqués dans la setion préédente onsiste à fonder la stratégie deodage sur des intervalles de longueurs variables. On parle dans e as de quanti�ation adaptative. Le but estbien sûr d'adapter les paramètres de quanti�ation à la soure onsidérée.2.4.1 Approhes �online� et �o�ine�Deux approhes sont généralement onsidérées, l'approhe online onduisant à une adaptation de la quan-ti�ation �rétrograde�, 'est-à-dire e�etuée en même temps que la quanti�ation elle-même et une adaptationo�ine, où les paramètres de la quanti�ation sont alulés de manière �direte�, 'est-à-dire en �xant a prioriles paramètres de la quanti�ation.2.4.2 Quanti�ation adaptative direteDans ette approhe le signal émis est divisé en blos temporels et haque blo est analysé avant la quanti�-ation. Les paramètres de la quanti�ation sont alulés en fontion de l'analyse. On a don, dans e as, besoind'adjoindre à haque blo odé un blo d'information supplémentaire permettant d'indiquer au déodeur lesparamètres de quanti�ation qui ont �nalement été retenus.Deux problèmes apparaissent dans ette approhe.1. Un problème de synhronisation, ar deux types de données sont transmis : le ode du signal et les blosd'informations.2. Un problème de hoix de la taille des blo de odage onsidérés. Il faut alors trouver un ompromis entredes blo grands, qui seront alors plus grossièrement dérits par les paramètres de quanti�ations retenus,et des blos petits, qui onduiront à de nombreux blos d'information.Donnons maintenant un exemple de proédure d'estimation des paramètres d'un blo à quanti�er.Étant donné un blo de taille M , un estime sa variane2 au voisinage du temps n par
σ̂2

q =
1

M

M−1∑

i=0

xi+n.2Il s'agit en fait de e qu'on appelle en probabilité la variane empirique.



28 CHAPITRE 2. QUANTIFICATION SCALAIRE DES SIGNAUX DISCRETSRemarque 5. Attention, il faudra aussi quanti�er ette valeur dans le blo d'information, ar tout doit êtrein �ne sous forme binaire !On peut alors adopter un modèle gaussien et utiliser, pour la quanti�ation du blo, la stratégie uniformeindiquée à la setion 2.3.2.2.4.3 Quanti�ation adaptative rétrogradeDans ette seond approhe, l'adaptation se fait à la sortie du quanti�ateur. Elle ne néessite pas de blod'information supplémentaire.La méthode onsiste à �xer le modèle, par exemple gaussien, et a adapter au ours du temps la valeur de ∆ enobservant les histogrammes issus de la quanti�ation.2.5 Quanti�ation non-uniformeLa dernière solution envisagée habituellement onsiste à postuler une densité de probabilité, à onsidérerensuite σq omme une fontion des 2N + 1 variables réelles ontenues dans les variables Y et B et �nalementà optimiser σq globalement. Un alul de di�érentielle onduit alors aux équations d'optimalité :
yn =

∫ bn

bn−1
xfS(x)dx

∫ bn

bn−1
fS(x)dx

, n = 1, ..., N

bn =
yn+1 + yn

2
, n = 1, ..., N − 1ave b0 = −∞ et bN = +∞.De même que e qu'à la setion 2.3.2, e système n'est, dans le as général, par résoluble algébriquement. Ilfaut don mettre en oeuvre une méthode numérique pour le résoudre approximativement.2.6 Note bibliographiquePour plus de détails sur les di�érentes tehniques de quanti�ation des signaux, on onsultera le hapitre 9de la référene [2℄.



Chapitre 3Codage sans perte de l'informationNous ontinuons de suivre le heminement du signal. Après avoir été éhantillonné puis quanti�é, il estmaintenant représenté par une suite de 0 et de 1. Nous allons voir omment on peut préparer sa transmissiondans de bonnes onditions. Plus préisément, deux ra�nements très utiles vont être présentés dans e hapitre :tout d'abord e qui est parfois appelé le odage soure, i.e. une méthode de ompression du signal, omme lefait par exemple le programme zip, ensuite, e qui est parfois appelé le odage anal, i.e. l'ajout judiieux debits de orretion qui vont permettre de orriger les erreurs éventuelles qui vont a�eter le signal au ours desa transmission.3.1 Codage soure et ompression sans perteOn appelle don odage soure l'ensemble des tehniques permettant de ompresser ave ou sans perted'information un signal numérique. Cei revient en fait à oder de manière astuieuse les symboles émis parune soure de manière à réduire le nombre total de bits utilisés.Dans ette setion on démontre le théorème fondamental du odage soure, qui indique une limite théorique deompression sans perte et on présente un algorithme, dû à Hu�man1, permettant d'approher arbitrairementette limite.3.1.1 Dé�nitionsOn ommene par poser deux dé�nitions.Dé�nition 6. On appelle soure de symboles m-aire tout dispositif émettant des mots onstruits par onaté-nations de symboles pris dans un alphabet de taille m.Par exemple en informatique, l'alphabet est onstitué de deux symboles 0 et 1. Le français utilise quant àlui un peu plus de 26 symboles (ar on peut ajouter aux 26 lettres de l'alphabet latin les aratères aentués etles signes de pontuation). On appelle soure sans mémoire une soure pour laquelle la probabilité d'émissiond'un symbole ne dépend pas des symboles préédemment émis.Dé�nition 7. On appelle extension d'ordre k d'une soure S la soure Sk dont l'alphabet est obtenu paronaténation de k symboles onséutif de la soure S.Évidemment, le débit de la soure Sk est k fois moins élevé que elui de la soure initiale S. De plus, si S estune soure de symboles m-aire, l'alphabet de la soure Sk sera de taille au plus mk, ette valeur étant atteintesi S est sans mémoire.1David Albert Hu�man (9 août 1925 - 7 otobre 1999, Ohio),herheur amériain pionnier dans le domaine de l'informatique.29



30 CHAPITRE 3. CODAGE SANS PERTE DE L'INFORMATION3.1.2 Entropie et mesure de la quantité d'informationPour pouvoir ompresser e�aement les symboles émis par une soure, il est utile de savoir mesurerla quantité d'information apportée par les symboles qu'elle produit. Intuitivement, un symbole qui apparaîtrarement, par exemple le �w� dans les textes en français, apporte plus d'information qu'un symbole très fréquent,par exemple le �e� toujours dans les textes en français2.Quantité d'information par symboleÉtant donné une soure S émettant des symboles d'un alphabet A, on ommene par aluler la probabilitéd'apparition des symboles de A. Ce alul peut-être fait o�ine, 'est-à-dire a posteriori, en alulant la fréquened'apparition de haque symbole si l'on dispose de l'ensemble du signal émis, ou bien inline, 'est-à-dire a priori,si l'on onnaît ertaines propriétés de la soure, par exemple si l'on sait que la soure émet des mots dans uneertaine langue érite.Notons h la quantité d'information -que nous n'avons pas enore dé�nie- apportée par un symbole x ∈ A.Faisons une liste des propriétés de h attendues.1. Tout d'abord, on souhaite que la quantité d'information apportée par l'émission d'un symbole x augmentelorsque la probabilité d'émission de x, notée p(x) dans la suite, diminue. Soit :
h(x) = f(

1

p(x)
),où f est un fontion roissante.2. Si la probabilité d'émission d'un symbole est 1, alors elui-i n'apporte auune information. Soit :

f(1) = 0.3. On souhaite en�n que la quantité d'information apportée par deux messages indépendants soit la sommedes quantités d'information apportées par haun des messages. Soit :
f

(
1

p(x et y)

)
= f

(
1

p(x).p(y)

)
= f

(
1

p(x)

)
+ f

(
1

p(y)

)
.Ces di�érentes propriétés impliquent que la fontion h doit être hoisie de la forme :

h(x) = − log2(p(x)).Le hoix de la base 2 du logarithme sera expliqué plus loin.Entropie d'une soureOn souhaite maintenant dé�nir la quantité moyenne d'information apportée par la soure S. Cette quantitéest appelée entropie et est naturellement dé�nie par la formule :
H(S) :=

∑

x∈A

p(x)h(x) = −
m∑

i=1

pi log2(pi),où l'on a noté pi la probabilité d'émission du i-ème symbole de l'alphabet.Maximisation de l'entropieNotre but est maintenant de reoder les symboles de S de telle sorte que son entropie soit maximisée. Poure faire, on introduit le résultat préliminaire suivant.2à l'exeption de La disparition de G. Pere, un livre ne ontenant pas -dans un but bien préis- la lettre �e�.



3.1. CODAGE SOURCE ET COMPRESSION SANS PERTE 31Lemme 6. (Inégalité de Gibbs) Soit n nombres pi et qi tels que :
0 < pi < 1, 0 < qi < 1,et

n∑

i=1

pi = 1,

n∑

i=1

qi ≤ 1.Alors :
n∑

i=1

pi log2

(
qi

pi

)
≤ 0,ave égalité si et seulement si

∀i, 0 ≤ i ≤ n, pi = qi.Cette inégalité est également appelée inégalité de Jensen3 dans d'autres ontextes.En appliquant e lemme à l'entropie H , on déduit le résultat suivant :
H(S) ≤ log2(m),ave égalité dans le as où tous les symboles de S sont équiprobables.3.1.3 Propriétés d'un odage soureComme préédemment annoné, on va herher à onstruire un nouvel alphabet de odage maximisantl'entropie, ou, du point de vue de la ompression, minimisant la taille moyenne des nouveaux symboles obtenus :

ℓ̄ =

m∑

i=1

nipi,où ni est la taille du nouveau ode du i-ème symbole de A.On ajoute une autre ontrainte sur le nouvel alphabet. On souhaite que elui-i soit auto-pontué4, 'est-à-direque les nouveaux symboles soient émis par simple onaténation. Cei est formalisé par la dé�nition suivante.Dé�nition 8. On appelle ode irrédutible, ou ode pré�xe, ou ode auto-pontué, un ensemble de mots telqu'auun mot ne soit le début d'un autre.De la sorte, le réepteur d'un message sait toujours omment déouper la suite de symboles qu'il reçoit, aril sait identi�er les moments où l'on passe d'un symbole à un autre.Tous les odes utilisés dans la vie ourante ne sont pas irrédutibles. Les langues érites ne le sont pas engénéral, le ode morse non plus par exemple.Arbre q−aireLes odes auto-pontués sont de manière naturelle assoiés à la notion d'arbre q-aire, que l'on introduitmaintenant.Dé�nition 9. On appelle arbre q-aire un arbre dont haque noeud est soit une feuille, soit possède q desen-dants.Par exemple un arbre binaire est obtenu en onsidérant l'arbre généalogique des asendants d'une personne(et en se �xant une limite dans le temps). La notion d'arbre q-aire est le bon onept pour représenter les odesauto-pontués. Le nombre q représente le nombre de aratères utilisés pour le nouveau odage des symbolesde la soure A et les mots sont donnés par l'ensemble des feuilles. Le déoupage du message reçu se fait donpar parours suessifs de l'arbre, ave retour à la raine à haque fois que l'on obtient une feuille. La �gure3.1 montre l'arbre de odage assoié au ode de 5 symboles présenté dans le tableau i-dessous.Les arbres q-aires véri�ent en outre une ertaine propriété, expliquée dans le lemme suivant.3Johan Ludwig William Valdemar Jensen, surtout onnu omme Johan Jensen, (8 mai 1859, Nakskov, Danemark - 5 mars 1925,Copenhague, Danemark) était un mathématiien et ingénieur danois. Il est surtout onnu pour sa fameuse inégalité de Jensen. En1915, il démontra également la formule de Jensen en analyse omplexe.4On parle aussi de ode pré�xe.
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1 0

1 0

1 0

1 0

PSfrag replaements
S5

S4

S3 S2

S1

Fig. 3.1 � Arbre assoié à un odeauto-pontué.
S1 00
S2 0100
S3 0101
S4 011
S4 1

Lemme 7. (Inégalité de Kraft5 et réiproque) Les longueurs (ni)1≤i≤m des m hemins allant vers les m feuillesd'un arbre q-aire véri�ent :
m∑

i=1

q−ni ≤ 1. ( inégalité de Kraft)Réiproquement, si l'on se donne un entier q et m entiers (ni)1≤i≤m véri�ant l'inégalité de Kraft, alors on peutonstruire un arbre q-aire ayant m feuilles situées à des profondeurs (ni)1≤i≤m.Théorème fondamental du odage soureOn dispose maintenant de tous les outils pour énoner et démontrer le théorème fondamental du odagesoure, qui est également un théorème de Shannon.Théorème 5. Dans le odage d'une soure S sans mémoire à l'aide d'un alphabet de taille q, la longueurmoyenne ℓ̄ des mots du ode utilisé pour oder un symbole de S véri�e :
H(S)

log2 q
≤ ℓ̄,et l'on peut approher ette limite aussi près que l'on veut, quitte à oder les extensions de S au lieu de Selle-même.Démonstration. On onsidère m symboles odés par des mots de longueurs (ni)1≤i≤m. Si es mots sont obtenusomme les feuilles d'un arbre q-aire, alors leurs longueurs véri�ent :

Q :=

m∑

i=1

q−ni ≤ 1.5Cette inégalité fut publiée par Leon Kraft en 1949. Dans l'artile orrespondant Kraft ne onsidère que les odes auto-pontués et attribue l'analyse qu'il présente pour obtenir son résultat à Raymond M. Redhe�er. Cette inégalité est aussi parfoisappelée "Théorème de Kraft-MMillan" après que Brokway MMillan l'ait déouverte indépendament en 1956. MMillan prouvele résultat pour une lasse plus large de odes et attribue quant à lui la version orrespondant aux odes auto-pontués de Kraftà des observations de Joseph Leo Doob en 1955.



3.1. CODAGE SOURCE ET COMPRESSION SANS PERTE 33D'après l'inégalité de Gibbs, on a également :
m∑

i=1

pi log2

(
q−ni

pi

)
≤ 0,où pi est la probabilité d'émission du i-ème symbole de S et qi = q−ni

Q , ave ni la longueur du nouveau odedu i-ème symbole. On en déduit :
−

m∑

i=1

pi log2 pi ≤ log2 Q×
m∑

i=1

pi + log2 q ×
m∑

i=1

pini.Or :� −∑m
i=1 pi log2 pi = H(S),� ∑m

i=1 pi = 1,� ∑m
i=1 pini = ℓ̄, la longueur moyenne d'un mot du nouveau ode.Finalement, on trouve :

H(S) ≤ ℓ̄ log2 q,soit H(S) ≤ ℓ̄ dans le as d'un odage binaire. Nous avons don obtenu la borne théorique de ompressionannonée dans l'introdution de ette setion.Montrons maintenant qu'on peut s'approher aussi près que l'on veut de ette borne.On herhe à minimiser ℓ̄. Pour se faire, on peut essayer d'approher le as d'égalité dans les inégalités de Kraftet de Gibbs utilisées, 'est-à-dire à avoir :
Q = 1,

q−ni

Q
= pi,qui se traduit pour ni par :

ni = − log2 pi

log2 q
.Mais ette dernière fration n'est pas forément égale à un entier, on hoisit don de dé�nir ni par :

− log2 pi

log2 q
≤ ni ≤ −

log2 pi

log2 q
+ 1.En onséquene, on a :

m∑

i=1

q−ni ≤
m∑

i=1

pi = 1,et l'inégalité de Kraft est véri�ée. Il existe don un arbre q-aire orrespondant aux longueurs ni, dont on peutdéduire les mots (de longueurs ni) du nouveau odage. De plus on a :
−pi

log2 pi

log2 q
≤ ni ≤ −pi

log2 pi

log2 q
+ pi,d'où l'on déduit par sommation :

H(S)

log2 q
≤ ℓ̄ ≤ H(S)

log2 q
+ 1.Pour approher arbitrairement la limite théorique, une stratégie judiieuse est de onsidérer non plus la soure

S omme soure initiale, mais son extension d'ordre k, Sk. En répétant le raisonnement préédent, on obtient :
H(Sk)

log2 q
≤ ℓ̄k ≤

H(Sk)

log2 q
+ 1,où ℓ̄k représente la longueur moyenne des mots du nouveau odage de Sk. Or :

H(Sk) = k.H(S),
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ℓ̄k = kℓ̄.On en déduit :

H(S)

log2 q
≤ ℓ̄ ≤ H(S)

log2 q
+

1

kRemarque 6. Évidemment, approher ette limite a un ertain oût ! En e�et, la tehnique de odage onsidéréeimplique à un moment ou à un autre la transmission d'un ditionnaire permettant le déodage pour retrouverles symboles émis initialement. Si l'on ode les extensions de S au lieu de S elle-même, la taille du ditionnaireva augmenter et e exponentiellement par rapport à l'extension onsidérée.3.1.4 Algorithme de Hu�manIl nous reste à donner une méthode permettant la mise en pratique du résultat théorème 5 (qui n'est pasonstrutif). C'est l'algorithme de Hu�man qui fournit e résultat à partir d'une soure de m symboles, donton onnaît les probabilités (pi)1≤i≤m d'émission. En pratique et algorithme explique omment onstruire unarbre de odage.Algorithme 1. On e�etue suessivement les opérations suivantes :1. Calul ou évaluation de l'entropie de la soure S et presription d'un objetif de taille moyenne ℓ̄.2. Classement des symboles d'une extension par probabilité d'apparition.3. Regroupement dans la liste de q symboles de probabilités les plus faibles, et réation d'un noeud. Laprobabilité de e noeud est dé�nie omme la somme des probabilités de ses q desendants.4. A�etation des q symboles de l'alphabet de odage à haune des branhes du noeud obtenu à l'étape 3.5. Itération des étapes 2 et 3, jusqu'à e que la liste ne ontienne qu'un élément.6. Calul des longueurs moyennes ℓ̄k et ℓ̄. Si l'objetif de longueur moyenne n'est pas atteint, on reommeneà l'étape 2 ave une extension d'ordre plus élevé.Remarque 7. Si m n'est pas multiple de q − 1, on regroupe à la première itération de l'étape 3 non pas qsymboles, mais q̃, où q̃ est hoisi de telle sorte que : m− q̃ + 1 soit un multiple de q − 1.3.2 Codage anal et orretion d'erreurOn onsidère maintenant uniquement des signaux binaires.Une fois le signal � 'est-à-dire une suite de 0 et de 1 � ompressé, il va maintenant s'agir de le transmettre.Le medium utilisé pour la transmission est appelé anal. Évidemment, les anaux peuvent-être de nature trèsvariées. Il peut s'agir d'une onde életro-magnétique envoyée dans une �bre optique, dans l'atmosphère ou dansdans l'espae dans le as de la ommuniation par satellite, d'impulsions életriques envoyées dans un réseau,ou enore d'une lef USB, d'un disque dur ou d'un disque optique odé sous le format .wav pour les CD ousous des formats plus évolués pour les DVD.Chaun de es anaux rend intrinsèquement possible l'introdution d'erreurs. Il y a onrètement toujours unrisque que le médium transforme un 0 en 1 et réiproquement. Cela peut ne pas avoir d'e�et grave si le odesupporte une image ou un son, mais peut être beauoup plus lourd de onséquene s'il s'agît du texte d'unprogramme exéutable par exemple. Dans e as, la transmission éhouera si le moindre symbole du programmeest modi�é.Il apparaît don néessaire de mettre en plae une stratégie permettant au moins de déteter, lors de la réeption,les erreurs de transmission, voir de les orriger. De nombreuses méthodes atteignant et objetif ont été onçuesdepuis une quarantaine d'années. Elles reposent toutes sur l'ajout de bits de orretion, ou bits de ontr�le, 'est-à-dire qu'elles ont toujours pour e�et négatif de grossir la taille du signal à envoyer. Un ompromis doit donêtre trouvé entre qualité de orretion et alourdissement du signal.Dans ette setion, on présente des outils permettant de quanti�er le fateurs intervenant dans e ompromis



3.2. CODAGE CANAL ET CORRECTION D'ERREUR 35et une stratégie générale de odage anal ainsi qu'une de ses réalisations onrètes.Dans la suite on désignera indi�éremment de ode orreteur, odage anal ou enore ode la stratégie deorretion onsidérée.3.2.1 Une approhe naïveUne idée simple que l'on peut avoir est de répéter un ertain nombre de fois haque symbole à transmettre.Si on hoisit par exemple de doubler le symbole, 'est-à-dire d'appliquer la fontion :
0→ 00

1→ 11,on pourra failement déteter une erreur (si les symboles reçus ne oïnident pas deux à deux). Par ontre,on ne pourra orriger l'erreur orretement qu'une fois sur deux en moyenne - en hoisissant arbitrairement deremplaer la séquene erronée détetée par un 0, par exemple.Dans ette démarhe, on a ajouté un bit de orretion par bit transmis. Si on hoisit maintenant d'en ajouterdeux, en adoptant une stratégie de triplement, on onstate que la orretion sera plus e�ae : on remplaeraune séquene erronée, par exemple '001', par le signe apparaissant majoritairement6 dans le triplet, 0 dansnotre exemple. Cette méthode permet de déteter deux erreurs par blo de trois bits et d'en orriger une : ene�et, si deux erreurs a�etent, lors de la transmission la séquene de trois bits, alors la stratégie hoisie donneralieu, lors du déodage, à une erreur. Pour aller plus loin, on peut regarder l'exemple d'une anal introduisant5% d'erreurs, ave lequel on applique la stratégie du triplement. Puisqu'une erreur est orrigée, la probabilitéqu'une séquene de trois bits soit transmise orretement ou ave une seule erreur est de :
p = 0, 953 + 3× 0, 952 × 0, 005 = 0, 99275.Ainsi le taux de suès est passé de 95% à un taux supérieur 99%. Évidemment, ei a un oût ! Il a en e�etfallu tripler la taille du signal à transmettre.On va voir dans la suite omment optimiser l'usage des bits de orretion.3.2.2 Codes linéaires par blosDéoupage en blo et struture algébrique des blosUn préalable souvent néessaire à la orretion d'erreur est le déoupage du signal à transmettre en blosde taille �xe, disons k. L'ensemble sur lequel on va travailler est don Bk où B = {0, 1}. En munissant elui-i de l'addition omposante par omposante dans le groupe (Z/2Z, +), ainsi que du orps des salaires (�ni)

(Z/2Z, +,×), on voit que l'on peut doter Bk d'une struture d'espae vetoriel (�ni).Prinipe du odage linéaire et notationsDans le adre que l'on vient d'introduire, l'ajout de r bits de orretion peut être vu omme l'appliationd'une ertaine fontion injetive :
g : Bk → Bn,où n = k + r. La stratégie de orretion est dite linéaire, lorsque g est une appliation linéaire (entre les espaes

Bk et Bn). Si on note m un mot de taille k et m′ son image par le odage, on a don :
m′ = Gm,où G est la matrie de g de dimensions (m, k) et à oe�ients dans Z/2Z.Puisque n > k, l'image de g est un sous-espae vetoriel de Bn. On le note dans la suite C(k, n). En tant quesous-espae de dimension k, il est aratérisé par n−k = r équations linéaires traduisant les dépendanes entreles bits des blos odés. Ces relations peuvent s'érire sous la forme matriielle :

m′ ∈ C(k, n)⇔ Hm′ = 0,où H est une matrie de dimensions (r, n).6On parle parfois de stratégie du vote majoritaire.



36 CHAPITRE 3. CODAGE SANS PERTE DE L'INFORMATIONNotion de syndromeComme stipulé préédemment, la transmission à travers le anal peut donner lieu à une erreur a�etantertains bits du mot. Dans le formalisme préédent, le mot m∗ reueilli en sortie de anal sera don de la forme :
m∗ = m′ + e,où e est un veteur de Bn omportant des 1 sur les omposantes orrespondant à elles a�etées et des 0 ailleurs.On a alors la relation :
Hm∗ = He,puisque m ∈ KerH . Le veteur He est appelé syndrome. Si une erreur s'est produite sur la omposante i de m′,alors le syndrome sera égal à la i-ème olonne de H . On appelle généralement matrie de ontr�le la matrie

H .3.2.3 Détetion et orretion d'erreurOn ontinue notre formalisation, en s'intéressant maintenant plus préisément à l'ensemble des mots duode, 'est-à-dire C(k, n).Distane de HammingDans la formalisation que nous mettons petit à petit en plae, il est utile de omparer les mots 2 à 2 puisqueela permet de déider si un mot reçu appartient ou non à C(k, n). La notion suivante permet une omparaisone�ae.Dé�nition 10. (distane de Hamming7) Soit m1 et m2 de Bn. On dé�ni la distane d entre m1 et m2 ommeétant le nombre de bits di�érents entre les deux veteurs.On appelle ette distane distane de Hamming. On a par exemple :
d(111, 101) = 1.Une propriété intéressante de ette distane est qu'elle véri�e :

d(m1, m2) = d(m1 + m2, 0Bn), (3.1)où :
0Bn =t(0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

n fois

).Autrement dit, pour onnaître la distane entre deux mots, il su�t de les additionner et de ompter le nombrede omposantes égales à 1 dans le résultat.Derrière ette notion de distane, se ahe une stratégie de orretion : étant donné que les mots du ode neforment qu'une sous-partie de Bn, lorsqu'on reçoit en sortie de anal un mot ne �gurant pas dans C(k, n), onle remplae par le mot du ode le plus prohe.Déodage par maximum de vraisemblaneOn introduit enore quelques notions permettant ette fois-i de dérire C(k, n) et de faire le lien ave laorretion d'erreur.Dé�nition 11. On appelle distane d'un ode (de orretion linéaire par blo) la plus petite distane entre deuxmots de C(k, n).Le lemme suivant donne une méthode simple pour aluler la distane d'un ode.7Rihard Wesley Hamming (11 février 1915, Chiago - 7 janvier 1998, Monterey, Californie) est un mathématiien amériainsurtout onnu pour son algorithme de orretion d'erreur, le Code de Hamming. Il travailla ave Claude Shannon entre 1946 et1976 aux laboratoires Bell.



3.2. CODAGE CANAL ET CORRECTION D'ERREUR 37Lemme 8. La distane d'un ode est égale au nombre de 1 ontenus dans le mot non nul du ode qui enontient le moins.Démonstration. Ce lemme est une onséquene direte de la formule (3.1). En e�et, puisque C(k, n) est unespae vetoriel, on a :
C(k, n)− {0Bn} = {m1 + m2/m1 6= m2, m1 ∈ C(k, n), m2 ∈ C(k, n)} .Si la distane d'un ode est 1, un mot ave un bit erroné peut également être un mot du ode. On ne pourradon pas à oup sûr déteter 1 erreur. Si la distane est 2, on détetera à oup sûr une erreur, mais on nepourra pas la orriger dans tous les as. En e�et, il se peut que le mot entahé d'une erreur soit équidistant dedeux mots distints du ode, e qui fait qu'on ne pourra hoisir qu'arbitrairement et sans garantie le mot duode qui lui orrespondait avant l'erreur. En�n, si la distane est 3, alors, par un raisonnement analogue, onpourra déteter 2 erreurs et orriger orretement 1 erreur.Tout ei se généralise dans le lemme suivant.Lemme 9. Pour pouvoir déteter t erreurs, la distane d'un ode doit au moins être égale à t+1. Pour pouvoirorriger t erreurs, la distane d'un ode doit au moins être égale à 2t + 1.Les �gures 3.2 et 3.3 illustrent e lemme.

PSfrag replaements
t

t + 1

Fig. 3.2 � Détetion d'erreur : les boules de rayon t ne ontiennent qu'un mot, par ontre les mots qu'ellesontiennent appartiennent à plusieurs boules.
PSfrag replaements t

2t + 1Fig. 3.3 � Corretion d'erreur : les boules de rayon t ne ontiennent qu'un mot et les mots qu'elles ontiennentn'appartiennent qu'à une boule.



38 CHAPITRE 3. CODAGE SANS PERTE DE L'INFORMATION3.2.4 Codes de HammingPour ahever la desription de la stratégie de orretion, il faut spéi�er les matrie G et H . C'est l'objetde ette setion.Choix des paramètresOn se plae dans le adre simple où au plus une erreur peut a�eter les mots (de longueur n) du ode. Ily a don n + 1 senari possibles : soit il n'y a pas eu d'erreur pendant la transmission, soit une erreur s'estproduite sur l'un des n bits. Or, d'après les dimensions des espaes onsidérés, 2r syndromes possibles. Si l'onveut pouvoir faire orrespondre de manière sûre, 'est-à-dire par le biais d'une injetion, les veteurs syndromesobservés et le sénario dont il est la onséquene, il faut néessairement :
2r ≥ n + 1.Puisque l'on souhaite optimiser la taille des mots du ode, on va herher à hoisir le n le plus petit possible.Le meilleur résultat est don obtenu lorsque :
2r = n + 1. (3.2)D'autre part, on a :
n = k + r. (3.3)En�n k ≥ 1, ar on travaille sur des blos de longueur non nulle ! En herhant quels sont les k pour lesquels(3.2) et (3.3) ont des solutions (k, n) entières, on trouve par exemple :

k = 1, n = 3, r = 2,et ensuite :
k = 4, n = 7, r = 3.Le premier exemple orrespond à la stratégie de triplement, dérite à la setion 3.2.1. Le seond orrespond àun ode largement utilisé, souvent appelé C(4, 7), e qui orrespond aux notations utilisées dans ette setion.Optimisation du syndromeDans ette dernière setion, on expliite le ode C(4, 7). Pour être faile à utiliser, il est utile de faire ensorte que le syndrome représente l'équivalent binaire de l'emplaement de l'erreur. Dans e as, la matrie Hest donnée par :

H =




0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1


 .Par exemple, si une erreur se produit sur le troisième bit de m′, alors :

e =




0
0
1
0
0
0
0




,et don :
He =




0
1
1


 ,



3.3. NOTES BIBLIOGRAPHIQUES 39e qui orrespond bien à 3 en ériture binaire.Déterminons maintenant le noyau de H . En notant (ci)1≤i≤7 les 7 omposantes d'un mot m′, on a :
m′ ∈ Ker H ⇒





c4 + c5 + c6 + c7 = 0
c2 + c3 + c6 + c7 = 0
c1 + c3 + c5 + c7 = 0

,que l'on peut par exemple résoudre en :
c1 = c3 + c5 + c7

c2 = c3 + c6 + c7

c4 = c5 + c6 + c7

.Dans e as, les 4 bits à oder sont c3, c5, c6, c7 et les bits de ontr�le sont c1, c2, c4.On peut montrer que pour un anal ayant une probabilité d'erreur de 5%, la probabilité de transmettre orre-tement 4 bits est .954 ≈ 81%. L'utilisation de C(4, 7) permet de faire passer ette valeur à (1−p)7+7p(1−p)6 ≈
95%. Ce résultat, omparable à la stratégie par triplement, est en fait bien meilleur, ar la taille des mots duode n'a même pas doublé.Remarque 8. Notons en�n qu'on peut rendre la probabilité d'erreur aussi faible que l'on veut en appliquantun ode orreteur plusieurs fois de suite.3.3 Notes bibliographiquesCe hapitre s'inspire de notes de ours graieusement fournies par Yvan Pigeonnat. Pour plus d'informationssur le odage soure, on pourra onsulter les référenes [2℄, [4℄. Pour plus d'informations sur les odes orreteurs(de type Hamming), on pourra également onsulter [4℄, mais bien d'autres douments relatifs à la orretiond'erreur se trouvent failement sur Internet.
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Chapitre 4Transformation de Fourier disrèteCe hapitre est un préliminaire aux hapitres qui suivent. Avant d'aborder les �ltres, qui permettent detravailler et de modi�er la transformée de Fourier, en d'autres termes le spetre d'un signal, il est néessaired'indiquer omment aluler e�etivement e spetre. Puisque les signaux auxquels on s'intéresse sont disrets(ar numériques), on se onentre ii sur la transformée de Fourier disrète. Son alul, si il est fait naïvement,peut être très oûteux. Il peut ependant être aéléré onsidérablement en utilisant une méthode due à Tukey1et Cooley2, le fameux algorithme FFT , dont le nom est l'aronyme orrespondant à Fast Fourier Transform.4.1 La TFDOn ommene par rappeler le adre disret où l'on se plae.4.1.1 Cadre et problèmesOn onsidère un signal éhantillonné, �ni :
s = (s0, s1, ..., sN−2, sN−1),obtenu à partir d'un signal ontinu3, également noté s, par une formule du type :

sn = s(n.∆t),où ∆t est le pas de l'éhantillonnage, relié à la fréquene d'éhantillonnage 2B du hapitre 1 par l'équation :
∆t =

1

2B
.On ne tient pas ompte ii du fait que le signal peut avoir été quanti�é, 'est-à-dire que les sn sont onsidérésa priori omme réels.Dé�nition 12. On appelle Transformée de Fourier Disrète, en abrégé TFD, la suite �nie

ŝ = (ŝ0, ŝ1, ..., ŝN−2, ŝN−1)dé�nie par la formule :
ŝk :=

N−1∑

n=0

sne−2iπk n
N .1James Cooley (1926- . ) est un mathématiien ameriain.2John Wilder Tukey (16 juin 1915, New Bedford, Massahusetts - 26 juillet 2000, New Brunswik, New Jersey. ) était unstatistiien amériain.3Autrement dit analogique. 41



42 CHAPITRE 4. TRANSFORMATION DE FOURIER DISCRÈTEComme toute Transformée de Fourier, on voit que la TFD est une appliation linéaire. Sa matrie est unematrie pleine, 'est-à-dire ne omportant pas de 0, de type matrie de Vandermonde.On voit de plus que le pas de temps utilisé n'apparaît pas dans la formule. On peut en quelque sorte onsidérerque elui-i est égal à 1. Cei est en fait naturel : un signal disret est une suite de nombres et seules desinformations supplémentaires sur e qu'elle représente permettent de onnaître la fréquene qui a été utiliséepour obtenir l'éhantillon.On va s'intéresser à deux questions dans la suite :1. Quel est le oût de alul de la TFD? et omment l'améliorer ?2. Quelle est la qualité de l'approximation de la transformée de Fourier du signal analogique initial ?4.1.2 Propriétés de la TFD et signaux périodiques disretsPour simpli�er l'exposé, on introduit de nouvelles notations.Soit une suite �nie a = (a0, a1, ..., aN−2, aN−1), et ωN = e−i 2π
N . Alors la suite A = (A0, A1, ..., AN−2, AN−1),dé�nie par

Am =

N−1∑

n=0

anωnm
N (4.1)est la TFD de a.Théorème 6. (Formule d'inversion de la TFD) En gardant les notations préédentes, on a :

an =
1

N

N−1∑

m=0

Amω−nm
N .Évidemment, on retrouve dans la TFD et sa formule d'inversion les analogies habituelles entre les transfor-mées de Fourier et leurs inverses. Dans le as présent, on retrouve simplement que l'inverse d'une matrie deVandermonde est une matrie de Vandermonde4.Cette formule reste valable si on onsidère les extensions périodiques de a et A, dé�nies par les formules :

an+kN = an, Am+kN = Am.C'est maintenant omme ela que l'on envisagera les hoses. Tous les signaux onsidérés seront vus ommedes signaux disrets périodiques. Par onséquent, l'ordre de sommation peut-être hoisi arbitrairement. Ensupposant par exemple que N = 2M + 1, on obtient :
Am =

N−1∑

n=0

anωnm
N , an =

1

2M + 1

M∑

m=−M

Amω−nm
N .Pour simpli�er enore, on notera dans la suite es relations en abrégé par :

(an) ←→
N

(Am).Théorème 7. Si (an) ←→
N

(Am) et (bn) ←→
N

(Bm), alors :
(

N−1∑

k=0

akbn−k) ←→
N

(AmBm).Ce théorème est une variante de eux que nous avions déjà vus au hapitre 1 sur le lien entre séries deFourier et onvolution.4proportionnelle à une matrie de Vandermonde, pour être plus préis.



4.2. L'ALGORITHME FFT 434.2 L'algorithme FFTOn ommene par onstater qu'une approhe direte n'est pas vraiment e�ae.4.2.1 Implémentation naïveEn appliquant la formule (4.1), on est onduit à aluler la somme suivante :
Am = a0 + a1ω

m
N + a2ω

2m
N + ... + aN−1ω

m(N−1)
N .Si on ne retient que les multipliations et en onsidérant que la suite (ωkm

N )k=0,...,N−1 a été pré-alulée5, onest onduit à e�etuer N − 1 opérations. Le alul omplet de la suite A néessite don (N − 1)2 opérations, equi n'est pas satisfaisant du tout6.4.2.2 L'algorithme de Tukey et CooleyPublié en 1965 dans un artile devenu depuis élèbre, Tukey et Cooley ont donné une méthode permettantde réduire onsidérablement le temps de alul de la suite A préédente.Un exempleOn va montrer omment réduire à N log2 N le nombre de multipliations. On se plae dans le as où lataille des suites onsidérées est paire et on onsidère
(an) ←→

2N
(Am).On introduit alors deux suites (bn)n=0...N−1 et (cn)n=0...N−1 dé�nies par bn = a2n et cn = a2n+1 et on note :

bn ←→
N

Bm, cn ←→
N

Cm.On remarque alors que :1. Am = Bm + ωm
2NCm, pour m = 0, ..., 2N − 1,2. Bm+N = Bm, Cm+N = Cm et ωm+N

2N = −ωm
2N .On en déduit :

Am = Bm + ωm
2NCm m = 0, ..., N − 1 (4.2)

Am+N = Bm − ωm
2NCm m = N, ..., 2N − 1. (4.3)On a vu que le alul de B et C néessitait (2N − 1)2 opérations. Le alul de A peut alors être fait à partirde B et C par N − 1 opérations supplémentaires. De plus, on voit qu'ayant alulé tous les termes (4.2), ondispose sans alul supplémentaire de tous les termes (4.3).Le oût total est don :

2(N − 1)2 + N − 1 = (N − 1)(2N − 3),au lieu de (2N − 1)2, e qui fait qu'on a divisé le temps de alul par, grosso-modo, 2.5'est-à-dire alulée une fois pour toute, en supposant que l'entier N est �xé.6L'objetif de tout réateur d'algorithme est en e�et souvent d'obtenir des oût de alul de l'ordre de N , ou, à défaut, del'ordre de N log(N). C'est par exemple e qui a motivé l'introdution du fameux algorithme de tri rapide �Quiksort�.



44 CHAPITRE 4. TRANSFORMATION DE FOURIER DISCRÈTECas généralMais on peut aller enore plus loin ! Il su�t pour ela d'appliquer réursivement le raisonnement préédent.Supposons pour e faire que N = 2s et notons F (N) le nombre d'opérations néessaire au alul de la TFDd'une suite de taille N , 'est-à-dire d'un signal N -périodique.Théorème 8. Il existe un algorithme de alul de TFD véri�ant :
F (N) ≤ 1

2
N log2 N.Démonstration. En appliquant la méthode présentée dans l'exemple, on obtient :

F (2N) = 2F (N) + N − 1 ≤ 2F (N) + N.Supposons que F (N) ≤ 1
2N log2 N , alors

2F (N) + N ≤ N(log2 N + 1) =
1

2
2N log2(2N),e qui ahève la démonstration par réurrene.Pour illustrer e résultat, onsidérons une suite de N = 1024 termes. Par la méthode naïve expliquée enintrodution de ette setion, le alul néessite (N − 1)2 = 1 046 529 opérations. Par l'algorithme FFT deTukey et Cooley, il néessite moins de 1

2N log2 N = 5120 opérations. Le rapport du temps de alul entreles deux méthodes est don d'à peu près 200. Autrement dit, e qui néessitait presque 7 mois ne requiertmaintenant qu'une journée.Si la taille de l'éhantillon n'est pas une puissane de 2, e qui n'arrive pas en traitement numérique du signal,on omplète généralement l'éhantillon par des zéros pour pouvoir appliquer l'algorithme.4.3 Qualité de l'approximationOn se donne maintenant un pas de temps ∆t. Commençons par rappeler la formule de Poisson, versionforte :
∀ν ∈ R,

∑

n∈Z

s(n∆t)e−2iπ∆tν =
1

∆t

∑

n∈Z

ŝ(ν +
n

∆t
).On va voir une deuxième appliation de ette formule.Théorème 9. Soit M ∈ N et s un signal de support inlus dans [−M∆t, M∆t]. On a :

M∑

n=M

s(n∆t)e−2iπ kn
2M+1 =

1

∆t

∑

n∈Z

ŝ(
n

∆t
+

k

(2M + 1)∆t
).On voudrait que le terme de gauhe représente ŝ( k

(2M+1)∆t ), l'erreur est don :
∑

n∈Z∗

ŝ(
n

∆t
+

k

(2M + 1)∆t
).Une fois enore ette erreur est irrédutible, omme 'était le as pour la série in�nie obtenue dans la formule dereonstrution (1.6). On peut ependant la ontr�ler7, en jouant sur le paramètre ∆t pour que ŝ soit négligeableen dehors de [− 1

2∆t ,
1

2∆t ].7de la même manière que l'on pouvait sur éhantillonner le signal pour mieux le reonstruire



4.4. UNE APPLICATION AU PRODUIT DE POLYNÔMES 454.4 Une appliation au produit de polyn�mesCette dernière setion est plus anedotique, ar elle n'entre pas diretement dans le adre du traitementnumérique du signal. Elle permet ependant de voir que l'algorithme FFT a une portée plus large que le simplealul de transformée de Fourier disrète.4.4.1 NotationsSupposons que l'on souhaite aluler le produit de deux polyn�mes, de oe�ients a0, ..., aN−1 et b0, ..., bN−1.Notons c0, ..., c2N−2 les oe�ients du polyn�me produit.4.4.2 Représentation des polyn�mesLa représentation des polyn�mes par leur oe�ients a beau être la plus répandue, elle n'est pas universelle.Avant de voir quelles en sont les alternatives, rappelons quelques-unes de ses propriétés.Représentation par oe�ientUn des intérêts de la représentation par oe�ients est que le oût du alul de la valeur du polyn�me enun point est de l'ordre de N , en utilisant l'algorithme de Hörner. Par ontre, ette représentation n'est pas dutout pratique pour e�etuer le alul du produit de deux polyn�mes. Il faut en e�et aluler N − 1 produits deonvolution, e qui revient à un oût de alul de l'ordre de (N − 1)2.Représentation par point-valeurOn introduit maintenant une autre représentation des polyn�mes, moins utilisée que la préédente mais quipossède des avantages signi�atifs pour la multipliation.On peut également représenter un polyn�me de degré N − 1 par la donnée de N ouples (xn, yn) ave
n 6= n′ ⇒ xn 6= xn′ , (4.4)et où yn représente la valeur du polyn�me au point yn. Cette représentation des polyn�mes, appelée représen-tation par point-valeur, est bien injetive de l'ensemble des polyn�mes de degrés N − 1 dans (R2

)N−1, sousréserve que le hoix de la suite (xn)n=0,...,N−1 véri�e (4.4).On voit tout de suite que multiplier des polyn�mes représentés en point-valeur onsiste simplement en N mul-tipliations, e qui représente un gain signi�atif par rapport à la représentation par oe�ients. Par ontrel'évaluation en un point (di�érent des xn, sinon, 'est immédiat) est moins performante. On peut par exemplela faire en appliquant une formule d'interpolation de Lagrange, mais elle-i néessite un alul de l'ordre de
N2.4.4.3 Utilisation de la FFTExpliquons maintenant omment réaliser ave un oût de alul de l'ordre de N log2 N le produit de deuxpolyn�mes en représentation par oe�ients.L'idée onsiste simplement à passer les deux polyn�mes à multiplier en représentation point-valeur, en hoi-sissant pour suite (xn)n=0,...,N−1 les raines 2N -ième de l'unité. On voit immédiatement que le alul de Npoint-valeur revient dans e as au alul des TFD des suites a0, ..., aN−1 et b0, ..., bN−1. En utilisant l'algo-rithme FFT, ei peut être e�etué ave un oût de alul de l'ordre de N log2 N .Étant maintenant en représentation point-valeur, le polyn�me produit dans ette représentation est alulé en
2N opérations. Il reste �nalement à revenir en représentation par oe�ients, e qui se fait une nouvelle foisen appliquant l'algorithme FFT, ave un oût de l'ordre de N log2 N .



46 CHAPITRE 4. TRANSFORMATION DE FOURIER DISCRÈTE4.5 Notes bibliographiquesCe hapitre s'inspire de la présentation de la FFT faite dans la référene [1℄, qui ne ontient pas l'appliationaux polyn�mes. On pourra également onsulter les hapitres 7 et 8 de la référene [3℄ pour une autre présentationde l'algorithme, moins mathématique. Ii enore, de nombreux textes et douments onernant la FFT sontdisponibles sur Internet.



Chapitre 5Filtres numériquesOn aborde dans e hapitre le dernier grand volet de e ours, le �ltrage des signaux numériques. Une fois lesignal éhantillonné et quanti�é, il est utile pour de nombreuses appliations d'en dé�nir et aluler le ontenufréquentiel, 'est-à-dire son spetre. L'algorithme de la FFT nous permet de réaliser e�aement et objetif.L'étape suivante, à laquelle on s'attaque maintenant, est d'agir sur e spetre de manière à en atténuer, ampli�er,séletionner ou oulter ertaines fréquenes, ou ertaines plages de fréquenes. Cet démarhe s'appelle le �ltrageet peut être réalisée, pour e qui onerne les signaux disrets, par des �ltres numériques1. Dans e hapitre,on donne les bases permettant de dé�nir un �ltre et ses propriétés.5.1 Filtres linéairesUn �ltre numérique peut-être vu de plusieurs manières, selon le domaine dans lequel on travaille. Certainsle dé�niront par un iruit életronique, d'autres par un assemblage de portes logiques ... Notre penhant pourles mathématiques nous onduit plut�t à les assimiler à des algorithmes de aluls. Mais on parle en tout asde la même hose.5.1.1 Dé�nitionsOn donne don une dé�nition mathématique d'un �ltre numérique.Dé�nition 13. Un �ltre numérique est une appliation de ℓ2(Z)→ ℓ2(Z).Dans la pratique, les signaux renontrés sont �nis, si bien que le fait de travailler dans ℓ2(Z) plut�t que dansun autre ℓp(Z) n'a pas beauoup d'importane. Le fait de hoisir et espae plut�t qu'un autre vient du faitque la norme 2 d'un signal (disret ou pas) est souvent égale à son énergie et que d'un point de vue physique,il est raisonnable de ne onsidérer que des signaux d'énergie �nie.Un �ltre numérique est don un système qui produit un signal disret2, que l'on notera dans la suite y = (yn)n∈Zà partir d'un signal reçu en entrée x = (xn)n∈Z. On appelle parfois exitation ou entrée du �ltre la suite x etréponse ou sortie du �ltre la suite y.Remarque 9. (IMPORTANTE) Dans toute la suite, on ne onsidère � sauf mention ontraire � que des �ltresqui élaborent la réponse en un temps �xé n en fontion d'un nombre �ni de termes de x ou de y.Dans la réalité, les dispositifs dont on dispose ne permettent de toute façon que de travailler dans le adre�xé par ette remarque.Donnons un exemple de �ltre. La formule :
yn = xn−1 (5.1)1Il existe aussi des �ltres analogiques, qui agissent sur des signaux ontinus en temps. On en trouve dans la nature, par exemplel'oreille humaine, ou plus généralement tout système physique répondant à une exitation. Du point de vue de l'ativité humaine,l'essor massif des tehnologies numériques les plae plut�t sur la liste des espèes en voie de disparition.2une suite don. 47



48 CHAPITRE 5. FILTRES NUMÉRIQUESdé�nit un �ltre qui e�etue un déalage unitaire. On fera souvent appel dans la suite à e �ltre élémentaire, sibien qu'on �xe d'ores-et-déjà sa notation.Dé�nition 14. On appelle déalage unitaire et on note τ le �ltre dé�ni par la relation (5.1).Filtres réursifsMais la suite y peut être dé�nie de manière plus ompliquée, par exemple de manière réurrente, omme'est le as pour :
yn =

1

4
yn−1 +

1

2
xn +

1

2
xn−1. (5.2)On parle alors de �ltre réursif. Attention, un même �ltre peut avoir une dé�nition réursive et une dé�nitionnon réursive. Par exemple :

yn =
1

2
yn−1 + xnproduit le même �ltre que :

yn =
∑

k∈N

(1
2

)k
xn−k.Par ontre, ette dernière formule n'entre pas dans le adre des �ltres non-réursifs que l'on onsidère dans lasuite de e ours, puisqu'on s'est plaé dans le hamps de la remarque 9.Représentation en shéma-bloIl est très pratique de représenter les �ltres sous forme de shéma-blo. C'est à la fois très intuitif, faile àformer à partir de l'équation de dé�nition du �ltre et prohe de e qui serait un iruit életronique réalisante�etivement le �ltre. Les �gures 5.1 et 5.2 sont des représentations sous forme de shéma-blo du �ltre déritpar l'équation (5.2). La notation z−1 sera dé�nie dans la suite.PSfrag replaements

1
2

1
2

+ +

1
4

z−1 z−1

xn yn

Fig. 5.1 � Une représentation du �ltre dé�ni par(5.2).
PSfrag replaements 1

2

1
2

++

1
4

z−1

xn yn

Fig. 5.2 � Une autre représentation du même �ltre.Réponse impulsionelleDans la suite, on onsidérera souvent l'image par les �ltres de l'entrée impulsion, 'est-à-dire le signalspéi�que :
δ0
n =

{
1 si n = 0,
0 sinon.Dé�nition 15. (Réponse impulsionelle) On appelle réponse impulsionnelle d'un �ltre numérique l'image pare �ltre du signal d'entrée δ0 = (δ0

n)n∈Z .Dans la suite, la réponse impulsionelle sera notée h = (hn)n∈Z.



5.1. FILTRES LINÉAIRES 495.1.2 Propriétés des �ltresOn passe maintenant en revue les premières propriétés des �ltres numériques. Pour simpli�er les dé�nitions,on note F le �ltre, onsidéré omme une fontion.Dé�nition 16. (Invariane temporelle) Un �ltre est dit invariant en temps, si l'image par F de la suite déalée
(xn−n0)n∈Z, où n0 est un entier relatif �xé, est la suite déalée de y = (yn)n∈Z, 'est-à-dire (yn−n0)n∈Z.De manière équivalente, un �ltre est invariant en temps si sa fontion F ommute ave la fontion déalage
τ . Par exemple la relation :

yn = nxn,ne dé�nit pas un �ltre invariant en temps. Tous les �ltres que nous onsidérerons à partir de maintenant serontinvariants en temps.Dé�nition 17. (Linéarité) Un �ltre est dit linéaire si la relation de dépendane de y à x est linéaire.Autrement dit, un �ltre est dit linéaire si la fontion F est une appliation linéaire.Un premier théorème permet de aratériser simplement les �ltres linéaires invariants en temps.Théorème 10. Un �ltre linéaire invariant en temps est entièrement déterminé par la donnée de sa réponseimpulsionnelle.Démonstration. Notons h = (hn)n∈Z la réponse impulsionnelle d'un �ltre dé�ni par une fontion F .On a :
(yn)n∈Z = F

(
(xn)n∈N

)

= F
(
(
∑

k∈Z

xkδ0
n−k)n∈N

)

=
∑

k∈Z

xkF
(
(δ0

n−k)n∈N

)
(F linéaire)

=
∑

k∈Z

xkF
(
τ−k(δ0

n)n∈N

)
(Déf. de τ)

=
∑

k∈Z

xkτ−kF
(
(δ0

n)n∈N

)
(F invariante en temps)

=
∑

k∈Z

xkτ−k(hn)n∈N (Déf. de (hn)n∈Z)

=
∑

k∈Z

xk(hn−k)n∈N (Déf. de τ)

= (
∑

k∈Z

xkhn−k)n∈N (5.3)On voit don que le alul de y néessite seulement la onnaissane de la suite h = (hn)n∈Z.La formule (5.3) est une formule de onvolution. On voit ainsi une relation algébrique très simple entrel'entrée et la sortie d'un �ltre linéaire, invariant en temps :
y = h ⋆ x,qui montre que de tels �ltres ne font, in �ne, que réaliser des produits de onvolution.



50 CHAPITRE 5. FILTRES NUMÉRIQUESCausalitéDans les exemples que nous avons traités jusqu'à présent, l'indie n des signaux numériques représente letemps. Dans e adre, il est impossible qu'un �ltre élabore une réponse en fontion de données du futur. C'este qui motive l'introdution de la dé�nition suivante.Dé�nition 18. Un �ltre est dit ausal si, à n �xé, yn ne dépend que des valeurs xk, pour k ≤ n et yk, pour
k ≤ n− 1.La réponse impulsionnelle h d'un tel �ltre est don néessairement à support dans N.On a alors un équivalent du théorème 10.Théorème 11. Un �ltre linéaire, invariant en temps et ausal véri�e :

yn =
∑

k≤n

hn−kxk =
∑

k∈N

hkxn−k,où l'on a noté h = (hn)n∈N la réponse impulsionelle du �ltre.Il existe ependant des as où il est néessaire de onsidérer des �ltres non ausaux. En traitement d'imagepar exemple, où les signaux � les images don � sont de dimension 2, les �ltres appliquent à haque pixel del'image une fontion de l'ensemble des pixels de l'image onsidérée. La notion de ausalité dans e as n'a pasvraiment de sens3.Réponse impulsionnelle �nie (RIF) et in�nie (RII)Les �ltres linéaires invariants en temps et ausaux peuvent maintenant être divisés en deux atégories.Dé�nition 19. Un �ltre linéaire, invariant en temps et ausal est dit à réponse impulsionnelle �nie (en abrégéRIF ou FIR) si h = (hn)n∈Z est à support �ni. Il est dit à réponse impulsionnelle in�nie (en abrégé RII ouIIR) dans le as ontraire.Quasiment par dé�nition, les �ltres réursifs sont à réponse impulsionnelle in�nie.5.2 StabilitéOn introduit maintenant une notion importante pour la oneption des �ltres.5.2.1 Filtres stablesDe manière imagée, on parle de �ltre stable si le �ltre n'explose pas pour ertaines entrées. La plupart des�ltres que l'on onsidère sont évidemment stables. Les �ltres instables donnent ependant parfois lieu à desphénomènes de saturation, qui peuvent être mis à pro�t dans ertaines appliations4.Dé�nition 20. Un �ltre est dit stable si il laisse stable le sous-espae ℓ∞(Z).Autrement dit, pour toute entrée bornée, la sortie est bornée.Remarque 10. Cette dé�nition est valable pour tout �ltre, même non-linéaire.3C'est le as de le dire.4Par exemple en életronique, où l'utilisation des Ampli�ateurs Opérationnels en régime saturé permet de onevoir desosillateurs et don des horloges.



5.3. FILTRES LINÉAIRES RÉCURSIFS CAUSAUX 515.2.2 CaratérisationDans le as des �ltres linéaires, invariants en temps, on a une aratérisation simple de la stabilité.Lemme 10. Un �ltre linéaire, invariant en temps est stable si et seulement si sa réponse impulsionnelle estune suite de ℓ1(Z).Démonstration. Condition su�sante : supposons h = (hn)n∈Z ∈ ℓ1(Z) et x = (xn)n∈Z ∈ ℓ∞(Z). Alors :
yn = (h ⋆ x)n ≤

∑

k∈Z

|hk|.|xn−k| ≤ ‖x‖∞.
∑

k∈Z

|hk| = ‖x‖∞‖h‖1,e qui montre que y est bornée, don dans ℓ∞(Z).Condition néessaire : supposons, pour simpli�er, que h soit à valeurs réelles.Posons x =
(
signe(h−n)

)
n∈Z

. Puisque le système est stable, h ⋆ x ∈ ℓ∞(Z), or :
(h ⋆ x)0 =

∑

k∈Z

hkx−k =
∑

k∈Z

|hk|.On en déduit le résultat.Ce lemme n'est qu'une reformulation du fait que le dual de ℓ1(Z) est ℓ∞(Z).5.3 Filtres linéaires réursifs ausauxOn onsidère maintenant des �ltres linéaires réursifs ausaux qui, dans le adre �xé par la remarque 9,élaborent leur réponse au temps n par une formule du type :
yn =

N∑

k=1

akyn−k +

M∑

k=0

bkxn−k. (5.4)L'intérêt de tels �ltres est qu'ils sont très failes à implémenter en pratique.5.3.1 Transformée en zDans ette partie, on dé�nit un onept important pour l'étude des �ltres linéaires réursifs ausaux.Dé�nition 21. Étant donné un signal x = (xn)n∈Z, on appelle transformée en z de x, la fontion :
X(z) =

∑

n∈Z

xnz−n.Traditionnellement, on utilise des lettres majusules pour noter la transformée en z.5.3.2 Fontion de transfertPuisque ette nouvelle transformée s'applique à tout signal numérique, on peut en partiulier l'appliquer àla réponse impulsionnelle. On peut alors établir un lien entre les transformées en z de ette dernière, de l'entréeet de la sortie.Lemme 11. Soit x et y l'entrée et la sortie du système dé�ni par (5.4) et de réponse impulsionnelle h. On a :
H(z) =

Y (z)

X(z)
=

∑M
k=0 bkz−k

1−∑N
k=1 akz−k

.



52 CHAPITRE 5. FILTRES NUMÉRIQUESDémonstration. Commençons par établir la deuxième égalité. On a :
Y (z) =

∑

n∈Z

ynz−n

=
∑

n∈Z

( N∑

k=1

akyn−k

)
z−n +

∑

n∈Z

( M∑

k=0

bkxn−k

)
z−n

=

N∑

k=1

akz−k
(∑

n∈Z

yn−kz−(n−k)
)

+

M∑

k=0

bkz−k
(∑

n∈Z

xn−kz−(n−k)
)

=

N∑

k=1

akz−kY (z) +

M∑

k=0

bkz−kX(z), (5.5)d'où le résultat.La première égalité provient quant à elle du fait que la transformée en z, omme le font les di�érentes trans-formées de Fourier, transforme le produit de onvolution en produit.On voit failement que la fontion de transfert d'un �ltre réursif ausal est une fration rationnelle. Laréiproque n'est pas vraie. On peut par exemple voir que le �ltre dé�ni par la formule :
yn = xn+1à pour fontion de transfert H(z) = z.Dé�nition 22. On appelle forme normalisée de la fontion de transfert d'un �ltre linéaire réursif ausal estune fration rationnelle

H(z) =
ΠM

k=1(1− zkz−1)

ΠN
k=0(1 − pkz−1)

,où les oe�ients zk, k = 1...M et pk, k = 0...M sont appelés respetivement zéros et p�les de la fontiontransfert.Dans la dé�nition préédente, on suppose bien entendu que la fration rationnelle est irrédutible, 'est-à-direqu'auun fateur n'apparaît à la fois au numérateur et au dénominateur.5.3.3 StabilitéLa fontion de transfert introduite à la setion préédente permet de formuler un nouveau ritère de stabilitédes �ltres linéaires réursifs, ausaux.Lemme 12. Un �ltre linéaire, réursif, ausal est stable si et seulement si les p�les de sa fontion de transfert(mise sous forme irrédutible) sont situés à l'intérieur du disque unité.Démonstration. Par fatorisation, on se ramène au as où la fontion de transfert s'érit :
H(z) =

1

1− pz−1
.Le développement en série entière par rapport au paramètre z−1 de ette fration vaut :

H(z) =
∑

k∈N

pkz−k.Par identi�ation, on voit que H(z) est la transformée en z de la réponse impulsionnelle h dé�nie par hn = pn,qui appartient à ℓ1(Z) si et seulement si |p| < 1.



5.4. RÉPONSE FRÉQUENTIELLE 53Il existe de nombreux ritères permettant de déterminer rapidement par alul si les raines d'un polyn�medonné sont situées à l'intérieur ou à l'extérieur du disque unité. On peut iter par exemple :� le ritère de Shur,� le ritère de Routh,� le ritère de Jary,� le ritère de Nyquist,� le ritère d'Evans,� le ritère du revers,� le ritère du ontour de Hall.On n'aborde ii ni les énonés ni les démonstrations de la validité de es ritères. Une fois un ritère hoisi, ilest faile de déider si un �ltre est stable ou non.5.4 Réponse fréquentielleOn va maintenant présenter un lien entre transformée en z et série de Fourier. Ce lien avait déjà été entrevulorsque l'on avait utiliser un argument de onvolution dans la preuve du lemme 115.4.1 Dé�nitionLa réponse fréquentielle d'un �ltre (linéaire, réursif ou non, ausal ou non) donne des informations sur lamanière dont le �ltre réagit aux exitations périodiques.Dé�nition 23. On appelle réponse fréquentielle d'un �ltre la fontion :
[0, 2π] → C

ω 7→ H(eiω).Cette fontion est parfois, par abus de notations, simplement notée H(ω).On remarque que H(eiω) est la série de Fourier dont les oe�ients sont eux de la réponse impulsionnelle.La réponse en fréquene est don la transformée de Fourier de la série (hn)n∈Z.5.4.2 Réponse à phase linéaireDans les appliations, il est utile que la phase du �ltre, 'est-à-dire l'argument de la fontion de transfert,soit une fontion a�ne de ω. Le �ltre est alors appelé abusivement �ltre à phase linéaire. Expliquons rapidementpourquoi.Notons φ(ω) = arg
(
H(eiω)

) la phase d'un �ltre donné (de fontion de transfert H) et onsidérons deux signaux
t 7→ eiω1t et t 7→ eiω2t. L'e�et du temps sur le déphasage entre les deux signaux est d'introduire un déphasageproportionnel à ω2 − ω1. Dans de nombreuses situations, on souhaite qu'un �ltre n'a�ete pas plus la phaseque ne le ferait le temps, 'est-à-dire que le déphasage entre deux signaux qu'il reçoit soit proportionnel à ladi�érene de leurs phases, e qui onduit à l'équation :

φ(ω2)− φ(ω1) = α(ω2 − ω1),autrement dit, la fontion de transfert du �ltre doit être de la forme :
H(eiω) = |H(eiω)|ei(αω+β).Dans le hapitre suivant, nous verrons omment obtenir en pratique de tels �ltres. Dans le as où le �ltre n'estpas à phase linéaire, la déformation qu'il engendre sur le signal d'entrée est appelée distorsion de phase. Cedéfaut ne doit pas être onfondu ave la distorsion harmonique qui intervient lorsque le �ltre n'est pas linéaire.5.5 Notes bibliographiquesPour une introdution plus omplète des �ltres numériques, on pourra onsulter les hapitres 2, 3, 4, 5 et 9de la référene [3℄. Pour un exposé plus ourt et en français, on pourra se référer à [5℄.
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Chapitre 6Coneption de �ltres numériquesOn aborde maintenant un point lef de la dernière partie de e ours, la oneption des �ltres. On déoupela présentation en deux parties : l'une sur les �ltres à réponse impulsionnelle �nie et l'autre, plus suinte, surles �ltres à réponse impulsionnelle in�nie.6.1 Remarques préliminairesAvant de s'attaquer aux algorithme de oneption, on présente une méthode d'obtention de �ltre à phaselinéaire et on explique omment sont habituellement spéi�ées les ontraintes sur un �ltre.6.1.1 Problème de la phase linéaire sur un exempleOn souhaite trouver des onditions su�santes sur les oe�ients d'un �ltre pour que sa phase soit linéaire.En fait, ei n'est possible exatement que pour les �ltres RIF. Ave les �ltres RII, on doit seulement se ontenterd'une phase approximativement linéaire, engendrant une faible distorsion de phase.Obtention d'un �ltre RIF non ausal à phase nulleConsidérons un �ltre RIF non ausal, de fontion de transfert G, omportant N = 2p + 1 oe�ients
(gk)k=−p,...,p. La réponse fréquentielle de e �ltre est donnée par :

G(ω) =

p∑

k=−p

gkeikω =

p∑

k=−p

gk cos(kω)− i

p∑

k=−p

gk sin(kω).On remarque que la phase de e �ltre est nulle si et seulement si :
∀ω ∈ R,

p∑

k=−p

gk sin(kω) = 0.Cette ondition est réalisée si et seulement si la suite (gk)k=−p,...,p est paire (par rapport à k).Obtention d'un �ltre RIF à phase linéaire ausalLe problème du �ltre G de la setion préédente est qu'il n'est pas ausal, 'est-à-dire non réalisable enpratique dans de nombreux exemples. Pour le rendre ausal, il su�t de le déaler de p pas vers la droite. Ceionduit à dé�nir le �ltre (hk)k=0,...,N , par la formule :
hk := gk−p,ou enore :

H(z) := z−pG(z).55



56 CHAPITRE 6. CONCEPTION DE FILTRES NUMÉRIQUESOn a alors :
H(ω) = e−iωp G(ω)︸ ︷︷ ︸

de phase nulle.

,e qui donne bien une phase linéaire1. On voit ii la néessité d'un �ltre à réponse impulsionnelle �nie. C'est ene�et pare-qu'il ne omporte qu'un nombre �ni de oe�ients que l'on peut e�etuer le déalage permettantau �ltre de devenir ausal.Remarque 11. En déidant d'avoir une phase égale à ±π
2 , e qui onvient également2, on aurait trouvé ommeondition que la suite (gk)k=−p,...,p soit impaire.Classi�ation des �ltres RIF ausaux à phase linéaireLe as où l'entier N est paire se traite de la même manière. En résumé, on distingue habituellement 4 typesde �ltres RIF à phase linéaire : Type N symétrieI impair hn = hN−1−nII pair hn = hN−1−nIII impair hn = −hN−1−nIV pair hn = −hN−1−nDans tous les as, le �ltre introduit un retard de N−1

2 et une relation de symétrie entre les oe�ients parrapport à k = N−1
2 . Le retard dépend don du nombre de oe�ients du �ltre. Comme on le verra dans lasuite, pour avoir des �ltres préis, il faut avoir beauoup de oe�ients et le prix à payer est don un retard enréponse important, dû d'une part au temps de alul et au déalage introduit par le �ltre. Les �gures 6.1�6.4donnent des exemples de réponses impulsionnelles des quatre types de �ltres.

Fig. 6.1 � Réponse impulsionnelle d'un �ltre deType I Fig. 6.2 � Réponse impulsionnelle d'un �ltre deType II6.1.2 Filtres idéaux et gabaritsOn raisonne sur la plage de fréquene [0, fe

2 ], où fe est la fréquene d'éhantillonnage, e qui orrespond àla plage de pulsation [0, πfe]. Ce qui se ahe derrière ette règle est bien entendu le théorème de Shannon-Nyquist. On suppose en e�et que l'on est dans son adre d'appliation, 'est-à-dire que son ontenu fréquentielest inlus dans [0, fe

2 ]. De plus, puisqu'on se plae après la phase d'éhantillonage, le temps n'apparaît plusexpliitement3 et l'on peut onsidérer fe = 1 par ommodité.Dans la pratique, trois �ltres sont généralement onsidérés :1dans e as, la phase est même linéaire au sens propre.2dans e as, la phase serait a�ne.3il est ahé dans le pas de temps entre xn et xn+1, soit 1

fe
et doit être transmis d'une manière ou d'une autre au ours de laonversion numérique-analogique.
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Fig. 6.3 � Réponse impulsionnelle d'un �ltre deType III Fig. 6.4 � Réponse impulsionnelle d'un �ltre deType IV� les �ltres passe-haut,� les �ltres passe-bas,� les �ltres passe-bande.Ces �ltres permettent de séletionner dans un signal respetivement les hautes fréquenes, les basses fréquenes,ou bien une bande spéi�que de fréquene. On appelle généralement fréquene de oupure toute fréqueneautour de laquelle le �ltre hange de omportement, 'est-à-dire par exemple une fréquene à partir de laquelleil ommene à oulter les omposantes de Fourier. La qualité d'un �ltre se mesure bien souvent à ses qualitésde oupure : on souhaite en pratique avoir une rupture nette du omportement, idéalement passer de 1 à 0 aupassage de la fréquene de oupure d'un �ltre passe-bas par exemple.On appelle gabarit l'ensemble des ontraintes spéi�ées sur le �ltre. Le terme de gabarit est parfois employé ausens de �ltre idéal, 'est-à-dire un �ltre à réponse en fréquene onstante par moreaux.En ontinuant de onsidérer un �ltre passe-bas omme exemple, on spéi�era fc, la fréquene de oupure, au-delà de laquelle les fréquenes ne devront plus être transmises, ∆f la zone de oupure dans laquelle doit êtree�etuée la transition, ∆e1 et ∆e2 les toléranes aordées respetivement autour de 1 et de 0 dans les deuxzones de l'intervalle [0, 1/2].Il faut en�n signaler que l'amplitude de la réponse fréquentielle se mesure parfois en déibels (unité notée dB),'est-à-dire :

amplitude(ω) = 10 log10 |H(ω)|2 = 20 log10 |H(ω)|.6.2 Coneption de �ltres RIFÉtant donné un gabarit, on présente deux méthodes de alul des oe�ients d'un �ltre RIF respetant lesaratéristiques spéi�ées dans le gabarit.6.2.1 Méthode de la fenêtreCette méthode est onnue pour sa simpliité.Spéi�ationsOn ommene par spéi�er une réponse fréquentielle idéale H⋆(ω), dont on détermine la transformée deFourier inverse � 'est-à-dire la série de Fourier inverse, puisqu'on est dans le as périodique � que l'on note
h⋆ = (h⋆

k)k∈Z et qui est donnée par les formules :
H⋆(ω) =

∑

n=Z

h⋆
neiωn,

h⋆
n =

1

2π

∫ π

−π

H⋆(ω)eiωndω.



58 CHAPITRE 6. CONCEPTION DE FILTRES NUMÉRIQUESDans la pratique, H⋆(ω) est souvent de la forme :
H⋆(ω) = 1l[ω1,ω2](ω)e−iω M−1

2 , (6.1)ave 0 ≤ ω1 ≤ ω2 ≤ π, et M un entier positif. Le terme exponentiel est introduit ar on sait par avane quel'on va tronquer la suite h⋆ à partir du oe�ient M − 1.TronatureComme annoné, et omme 'était le as dans l'exemple traité à la setion 6.1.1, on tronque ensuite lasuite de oe�ients (h⋆
k)k∈Z obtenue au rang M − 1. Cei revient en fait à multiplier la suite h⋆ par la fenêtreretangulaire g = (gk)k∈Z :

gn =

{
0 n = 0, ..., M − 1
1 sinon

,e qui orrespond à une fontion de transfert dé�nie par la formule :
H(ω) := H⋆(ω) ⋆ G(ω),où G est la fontion de transfert du �ltre assoiée à la suite w, et G(ω) sa réponse en fréquene.Dans le as où H⋆(ω) est de la forme (6.1), on véri�e aisément que la phase du �ltre H⋆ est linéaire. Cettepropriété est bien onservée après multipliation (resp. onvolution, selon le domaine où que l'on onsidère) g(resp. G), puisque la symétrie des oe�ients de h⋆ est onservée.AméliorationsMalheureusement, le phénomène de Gibbs garantit que le �ltre H ne pourra pas tendre assymptotiquementvers H⋆ lorsque ette dernière fontion est de la forme (6.1). Pour palier e problème, on hoisit souvent desfenêtres plus régulières, dont les oe�ients sont donnés dans des tableaux de référene. On peut par exempleiter les fenêtres de Hamming, Hanning, Barlett...Celles-i permettent à H⋆ ⋆ W de ressembler plus à H⋆ quene le fait la simple fenêtre retangulaire.6.2.2 Méthode de l'approximation optimale de ThebythevDéveloppée plus réemment, la méthode de l'approximation optimale de Thebythev4 aborde le problèmede la oneption de �ltre sous l'angle de l'optimisation.Formulation du problèmeOn remarque que les réponses fréquentielles obtenues à partir des 4 types de �ltres à phase linéaire présentésà la setion 6.1.1 peuvent s'érire sous la forme :
H(ω) = ±|H(ω)|eiφ(ω),où on ontinue de noter abusivement H(ω) la fontion H(eiω) et où φ(ω) = αω + β, ave β = 0 ou π

2 et
α = N−1

2 .Au début des années 70, MClellan5 et son thésard Parks6 observent que |H(ω)| peut s'érire sous la forme :
|H(ω)| = Q(eiω)P (eiω),où P est un polyn�me ne ontenant que des termes en cos(nω) et Q un polyn�me de degré au plus 1. Lesdi�érents as sont résumés dans le tableau suivant :4Pafnouti Lvovith Thebyhev (4 mai 1821, Okatovo - 26 novembre 1894, Saint-Pétersbourg) était un mathématiien russe.Il est onnu pour ses travaux dans le domaine des probabilités et des statistiques. Après lui Liapounov et Markov, ses élèves,ontinueront son �0153uvre et ette tradition russe onduit à Kolmogorov, fondateur des probabilités ontemporaines.5James H. MClellan est un enseignant herheur en traitement du signal au Georgia Institute of Tehnology.6Thomas W. Parks, professeur à l'université de Cornell.



6.2. CONCEPTION DE FILTRES RIF 59Type |H(ω)| P (eiω) Q(eiω)I ∑N−1
2

n=0 an cos(nω)
∑N−1

2
n=0 an cos(nω) 1II ∑N

2
n=1 bn cos((n− 1

2 )ω)
∑N

2 −1
n=0 b′n cos(nω) cos(ω

2 )III ∑N−1
2

n=1 cn sin(nω)
∑N−3

2
n=0 c′n cos(nω) sin(ω)IV ∑N

2
n=1 dn sin((n− 1

2 )ω)
∑N

2 −1
n=0 d′n cos(nω) sin(ω

2 )où les formules des oe�ients sont données par :� Type I : pas de hangement,� Type II :
b′0 =

1

2
b1

b′k = 2bk − b′k−1, k = 1, 2, ...,
N

2
− 2

b′N
2 −1

= 2b N
2
,� Type III :

c′N−3
2

= cN−1
2

c′N−5
2

= cN−3
2

c′k−1 − c′k+1 = 2ck, k = 2, 3, ...,
N − 5

2

c′0 +
1

2
c′2 = c1,� Type IV :

d′N
2 −1

= 2dN
2

d′k−1 − d′k = 2dk, k = 2, 3, ...,
N

2
− 1

d′0 −
1

2
d′1 = d1.Dans e adre, il est possible de reformuler notre le problème d'approximation. En e�et, sahant que Q estonnu � puisqu'il est �xé en hoisissant le type de �ltre que l'on souhaite synthétiser � notre inonnue est lepolyn�me P , ou plut�t ses oe�ients, e qui fait que l'on se ramène au problème de la reherhe d'un polyn�mede meilleur approximation. Détaillons la démarhe.On se donne don une réponse fréquentielle H⋆ idéale, ainsi qu'une fontion de pondération W permettant dedonner plus ou moins d'importane à ertaines zones du spetre. On dé�nit alors l'erreur d'approximation parla formule :

E(eiω) := W (eiω)[H⋆(eiω)−Q(eiω)P (eiω)]

= W (eiω)Q(eiω)[
H⋆(eiω)

Q(eiω)
− P (eiω)], (6.2)



60 CHAPITRE 6. CONCEPTION DE FILTRES NUMÉRIQUESette dernière formule étant orretement dé�nie sur ω ∈ [0, π], sauf éventuellement aux points d'annulation de
ω 7→ Q(eiω), qui sont de toute manière onnus. Il est ommode de réérire (6.2) sous la forme :

E(eiω) = Ŵ (eiω)[Ĥ⋆(eiω)− P (eiω)],où :
Ŵ (eiω) = W (eiω)Q(eiω),et :

Ĥ⋆(eiω) =
H⋆(eiω)

Q(eiω)
.Le problème que l'on onsidère peut dans e adre être dé�ni par :

inf
coeff. de P

sup
ω∈[0,π]

|E(eiω)|. (6.3)Caratérisation de l'optimumGrâe aux travaux de Thebythev, on onnaît une aratérisation de la solution du problème (6.3). Celle-iest résumée dans le théorème suivant.Théorème 12. (Théorème d'alternane de Thebythev) Soit M le degré du polyn�me trigonométrique P .Supposons qu'il existe au moins M + 2 fréquenes distintes 0 ≤ ω1 < ... < ωM+2 ≤ π, telles que :1. La fontion E équiosille sur es points, 'est-à-dire :
E(eiω1) = −E(eiω2) = E(eiω3 ) = ...,2. Le maximum est atteint sur es points, 'est-à-dire :

∀k = 1, ..., M + 2, max
ω∈[0,π]

|E(eiω)| = |E(eiωk)|,alors, P est l'unique solution du problème (6.3).La preuve de e théorème est élémentaire, mais un peu longue et tehnique. On pourra se reporter audoument disponible en ligne "A simple proof of the alternation theorem", par P.P. Vaidyanathan et Q.N.Truong pour une démonstration omplète.Algorithme de RemezLe théorème d'alternane 12 donne don un ensemble de onditions su�santes d'obtention d'une solution.Malheureusement, et ensemble de onditions ne semble pas débouher sur une méthode onstrutive. Pourautant, en 1934, E. Remez7, a proposé un algorithme reposant sur le théorème d'alternane pour résoudre leproblème du polyn�me de meilleure approximation.La méthode onsiste à trouver M + 2 fréquenes 0 ≤ ω1 < ... < ωM+2 ≤ π véri�ant :
Ŵ (eiωk)[Ĥ⋆(eiωk)− P (eiωk)] = (−1)kδ,où δ est la borne supérieure de l'erreur. Cei peut s'érire sous la forme matriielle suivante :




1 cos(ω1) . . . cos
(
Mω1

) 1

Ŵ (eiω1)

1 cos(ω2) . . . cos
(
Mω2

) 1

Ŵ (eiω2)... ... . . . ... ...
1 cos(ωM+2) . . . cos

(
MωM+2

) 1

Ŵ (eiωM+2)




.




α0

α1...
αM

δ




=




Ĥ⋆(eiω1 )

Ĥ⋆(eiω2 )...
Ĥ⋆(eiωM+2)




,7Evgeny Yakovlevih Remez (1896 - 1975) est un mathématiien ukrainien surtout onnu pour son algorithme qu'il onçut àl'université de Kiev en 1934.



6.3. CONCEPTION DE FILTRES RII 61où (αn)n=0,...,M est la suite des oe�ients du polyn�me P . L'inversion de ette matrie est en pratique déliate.On préfère don aluler expliitement la valeur de δ, qui s'obtient par la formule :
δ =

∑M
n=0 λnĤ⋆(eiωn)
∑M

n=0
(−1)nλn

cW (eiωn)

, (6.4)ave :
λn = ΠM

ℓ=0, ℓ 6=n

1

cos(ωn)− cos(ωℓ)
.En se basant sur es aluls, Remez propose un algorithme pour satisfaire assymptotiquement les onditions 1et 2 du théorème 12.Algorithme 2. (Algorithme de Remez)1. Choisir une estimation initiale de M + 2 fréquenes 0 ≤ ω1 < ... < ωM+2 ≤ π.2. Caluler δ par (6.4).3. Caluler l'interpolée de Lagrange de degré M prenant la valeur (−1)nδ aux points ω1 < ... < ωn < ... <

ωM+1.4. Sur un ensemble su�samment dense (ontenant par exemple ωM+2) dans [0, π], herher les maximade l'interpolée. On hoisit alors parmi es maxima M + 2 fréquenes respetant l'alternane (e qui estpossible, d'après le théorème des valeurs intermédiaires) et on s'arrête lorsque es maxima sont tous égaux(en valeur absolue et à une tolérane prédé�nie près).Cet algorithme est très empirique et les preuves théoriques de sa onvergene sont assez tehniques, si bienque nous ne la détaillerons pas ii. Il est ependant largement utilisé et est par exemple implémenté dansMatlab.De même, le hoix de M à fait lui aussi l'objet de nombreux artiles, où des formules également empiriquessont données pour �xer a priori e paramètre.6.3 Coneption de �ltres RIILes méthodes de oneptions de �ltres à réponses impulsionnelles in�nies reposent sur des idées omplète-ment di�érentes des préédentes. Elles se basent toutes sur des �ltres analogiques de référene, qu'elles trans-forment en �ltres numériques. On se ontente dans ette partie de n'expliquer qu'une des méthodes parmi lesplus ourantes, la méthode de la transformation bilinéaire.6.3.1 Quelques �ltres analogiques élèbresEn életronique non-numérique (qui est en voie de disparition), les �ltres utilisées sont aratérisés par deséquations di�érentielles que l'on traite en régime permanent, 'est-à-dire qu'on ne onsidère que les solutions entemps long de es équations ave seond membre de type eiΩt. Ces équations étant linéaires, on sait que dansle as de systèmes stables, la solution au bout d'un temps su�samment long est elle proportionnelle à eiΩt. Leoe�ient de proportionnalité est la fontion de transfert du système analogique.Il existe un ertain nombre de fontion de transfert de référene. Par exemple, on appelle �ltre de Butterworthun �ltre dont la fontion de transfert véri�e :
|H(Ω)|2 =

1

1 +
(

Ω
Ωc

)2N
,où Ωc et N sont deux paramètres du �ltre appelés respetivement fréquene de oupure à -3dB et ordre du�ltre. Ce �ltre est un passe-bas.Il existe d'autres �ltres, également passe-bas, aratérisés de manière analogue au �ltre de Butterworth : �ltresde Thebythev, �ltre elliptique, �ltre de Bessel... Ils se aratérisent par leur qualité d'atténuation dans leshautes fréquenes et par la omplexité de leurs mises en oeuvre.



62 CHAPITRE 6. CONCEPTION DE FILTRES NUMÉRIQUES6.3.2 Méthode de la transformation bilinéaireAyant à notre disposition une formule aratérisant un �ltre analogique, la méthode de la transformationbilinéaire propose une démarhe simple pour en déduire un �ltre numérique.ExempleConsidérons par un exemple le �ltre passe-bas très simple assoié à l'équation di�érentielle :
dy

dt
+ ay = bx.La fontion de transfert de e �ltre est donnée par :

H(Ω) =
b

a + iΩ
, (6.5)e qui en fait un �ltre (proportionnel à un �ltre) de Butterworth. On a d'autre part en toute généralité :

y(t) =

∫ t

t0

y′(s)ds + y(t0).Fixons maintenant un pas d'éhantillonnage ∆t et un entier n. On véri�e que :
y(nT ) =

T

2

(
y′
(
nT
)
+ y′

(
(n− 1)T

))
+ y
(
(n− 1)T

)
.Or y′(nT ) = −ay(nT ) + bx(nT ), e qui onduit à :

(
1 +

a∆t

2

)
yn −

(
1− a∆t

2

)
yn−1 =

b∆t

2
(xn + xn−1).Le �ltre numérique assoié à ette formule de réurrene à alors pour fontion de transfert :

H(z) =
b

a + 2
∆t

(
1−z−1

1+z−1

) . (6.6)La orrespondane entre les fontions de transfert analogique et numérique s'e�etue don par la formule :
Ω =

2

∆t

(1− z−1

1 + z−1

)
. (6.7)Cette transformation, bien que pas du tout bilinéaire au sens mathématique du terme, est appelée bilinéairedans la ommunauté du traitement numérique du signal8.GénéralisationLa méthode de la transformation bilinéaire onsiste alors à appliquer (6.7) à une fontion de transfertanalogique pour en obtenir une version numérique. On peut véri�er qu'en posant z = eiω on obtient une autreversion de (6.7) :

Ω =
2

∆t
tan

ω

2soit enore :
ω = 2 arctan

Ω∆t

2
,montre qu'on ne fait en fait que transformer R en un intervalle de longueur π orrespondant parfaitement auparadigme des signaux numériques.8En maths, on appelle plut�t ette transformation une homographie.



6.4. CONCLUSION 636.4 ConlusionLe hoix entre �ltres RIF et �ltres RII s'e�etue suivant plusieurs ritères. Résumons les qualités et inon-vénients propres des deux approhes :� intérêts/défauts des �ltres RIF : ils permettent d'obtenir des réponses en fréquenes à phase linéaire,'est-à-dire sans distorsion de phase, e qui pour ertaines appliations est une aratéristique ruiale.En ontre partie, il néessite pour avoir des réponses en fréquene très spéi�ques beauoup de oe�ientset don requièrent un oût de alul ainsi qu'un retard (le déalage présenté à la setion 6.2.1) importantdans l'élaboration de la réponse.� intérêts des �ltres RII/défauts : ils engendrent des strutures légères de alul ar néessite peu de oe�-ients pour l'élaboration de la réponse. Par ontre ils n'assurent pas exatement la linéarité de la phase dela réponse en fréquene. Un dernier problème posé par les �ltres RII, est que leur stabilité peut être a�e-tée par la quanti�ation des oe�ients du �ltre : les valeurs des oe�ients alulées lors de la oneptiond'un �ltre sont néessairement di�érentes de elles du �ltre qui est réalisé en pratique. Cei peut avoirpour e�et de transformer un �ltre stable en un �ltre instable en faisant passer un p�le à l'extérieur duerle unité.Les deux approhes sont don omplémentaires.6.5 Notes bibliographiquesUne présentation simple et laire de la méthode de la fenêtre est faite dans la référene [5℄. Toutes lesinformations onernant la méthode de l'approximation optimale de Thebythev ont été obtenues sur Internet.On rappelle qu'un preuve du théorème d'alternane est donnée dans "A simple proof of the alternation theorem",par P.P. Vaidyanathan et Q.N. Truong et également disponible en ligne.Pour une présentation moins mathématique de l'ensemble des méthodes de e hapitre, on pourra se référer auhapitre 10 de la référene [3℄.
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Chapitre 7Codage en sous-bandesDans e dernier hapitre, on introduit une méthode de ompression ave perte, le odage en sous-bandes, aussiappelée �ltrage multiadene. Cette tehnique permet de déomposer un signal suivant di�érentes omposantesfréquentielles. La ompression onsiste alors à allouer les bits de odage lors de la numérisations en fontion del'importane que l'on aorde à haune des omposantes fréquentielle.7.1 Déomposition en sous-bandes et reonstrution exateDans ette partie, on présente la méthode du odage en sous-bandes et obtient des onditions su�santespermettant d'assurer une restitution exate du signal en sortie de anal.7.1.1 Prinipe de la méthodeSi elle repose surtout sur une étape de déomposition, la méthode expliite également omment reonstruirele signal. Ces deux aspets sont brièvement présentés dans ette setion.Analyse et déomposition en bandes de fréquenesConsidérons un signal analogique stable x(t) par exemple réel que l'on herhe à analyser dans le senssuivant. Pour un entier N = 2k �xé, on souhaite trouver une suite de signaux (t 7→ xi(t)
)
i=1...N

dont lestransformées de Fourier véri�ent :
x̂i(ν) = 1lBi

(ν)x̂(ν),où les plages de fréquenes Bi sont données par :
Bi =

[
i− 1

2k
B,

i

2k
B

]
.Si la solution de e problème est en théorie faile à trouver (il su�t de multiplier la transformée de Fourier de

x par des indiatries), on sait qu'en pratique, les �ltres ne réalisent jamais un "fenêtrage" parfait. On utiliseen pratique des �ltres dont les réponses en fréquene approhent les indiatries 1lBi
.On appelle analyse ette étape de déomposition.Synthèse et reonstrutionAprès avoir ainsi déomposer le signal, on souhaite pouvoir le reonstruire parfaitement : en e�et, si onoublie l'objetif de ompression ave perte, il est naturel de herher à pouvoir retrouver exatement le signal àpartir de ses omposantes. Celle-i onsiste en premier lieu à une phase de �ltrage, ar omme on va le voir dansla suite le proessus subit par les signaux après la déomposition ajoute des omposantes arti�ielles. Ensuite,su�t d'additionner les di�érentes omposantes pour générer le signal de sortie. On appelle synthèse l'étape dereonstrution du signal. 65



66 CHAPITRE 7. CODAGE EN SOUS-BANDES7.1.2 Algorithme de baseOn s'intéresse maintenant à la déomposition d'un signal sur 2 bandes. En e�et, une fois ette étape omprise,il su�ra de la omposer k fois par elle-même pour obtenir la déomposition en N bandes reherhée.Supposons que le ontenu fréquentiel du signal d'entrée x, 'est-à-dire le support de x̂, soit ontenu dans unintervalle [−B, B]. D'après le théorème de Shannon-Nyquist, on peut don également supposer que e signal aété éhantillonné à une fréquene 2B et on note toujours x e signal. Celui-i est maintenant envoyé dans deux�ltres passe-bas et passe-haut de fontions de transfert respetives H0(z) et H1(z). On note x̃0 et x̃1 les deuxsignaux orrespondant. Leurs transformées en z véri�ent don :
X̃0(z) = H0(z)X(z)

X̃1(z) = H1(z)X(z).Où X(z) désigne la transformée en z du signal initial x. Ce faisant, on double le nombre de bits onsidérés,puisqu'on a maintenant deux signaux éhantillonnés à la même fréquene que le signal initial. On peut orrigere problème1 de la manière suivante. En supposant que es deux �ltres soient idéaux, le ontenu fréquentieldeux signaux est maintenant ontenu dans des intervalles de tailles deux fois plus petites, 'est-à-dire B. Onpeut don se permettre de ne les éhantillonner qu'à une fréquene B. Cei revient exatement à ne onsidérerqu'un bit sur deux des signaux à la sortie de haun des deux �ltres. Cette étape est parfois appelée déimation.On note x0 et x1 les deux signaux obtenus et X0 et X1 leurs transformées en z. On a alors les relations :
X0(z) =

1

2

(
X̃0(z

1
2 ) + X̃0(−z

1
2 )
)

X1(z) =
1

2

(
X̃1(z

1
2 ) + X̃1(−z

1
2 )
)On a ainsi déomposé en deux notre signal et e à nombre de bits onstant. C'est ii qu'interviennent les dif-férents algorithmes de ompression ave perte, appliqués de manière indépendante à x0 et x1. Ceux-i peuventpar exemple re-quanti�er plus grossièrement l'un des deux, être eux-même suivis de ompression sans perte,et... Ce sont les produits de ette étape qui sont envoyés dans le anal. Puisqu'avant ompression, la sommetotale des bits était égale à elle du signal initial x, on fait transiter dans le anal un nombre de bit inférieurau nombre initial, e qui orrespond au but reherhé. En sortie de anal, la première ouhe de traitement estonstituée des di�érents déodeurs orrespondants aux di�érents algorithmes de ompressions utilisés2.Notre but dans e hapitre n'est pas d'étudier préisément un algorithme partiulier de ompression ave perte(on peut onsidérer que ela déjà été traité au hapitre 2), mais de nous onentrer sur la méthode généraledu odage en sous-bande. De manière à obtenir un ritère de reonstrution parfaite du odeur en sous-bandeseul, on suppose don qu'on obtient après ette dernière étape exatement x0 et x1.La reonstrution se fait alors en trois étapes. On ommene par sur-éhantillonner les deux signaux. Conrète-ment, ela revient ajouter un zéro entre haun des bits de x0 et x1. On note x̌0 et x̌1 les deux signaux obtenus.Leurs transformées en z véri�ent don :

X̌0(z) = X0(z
2)

X̌1(z) = X1(z
2). (7.1)Après ette étape, un �ltrage est néessaire, ar ette dernière opération à fait apparaître dans le spetre unepartie arti�ielle par périodiité. On ajoute don de nouveau un �ltrage des deux signaux par deux �ltres,passe-bas et passe-haut de fontions de transfert respetives F0(z) et F1(z).En�n, on ajoute les deux signaux obtenus pour reonstruire le signal initial. La struture ainsi obtenue estgénéralement appelée ban de odage en sous-bande. La �gure 7.1 shématise e ban de odage et le devenirdu spetre du signal à travers le ban est représenté sur la �gure 7.2.1qui est un réel problème puisqu'on a pour but de déomposer le signal en 2k signaux.2On passe ii sous silene le odage anal dont il a été question au hapitre 3, qui intervient en tout dernier lieu avant l'envoiedu signal dans le anal et dont le déodeur intervient par onséquent en premier en sortie de anal.
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Fig. 7.1 � Ban de odage en sous-bandes.
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Fig. 7.2 � Représentation shématique des e�ets du ban sur la réponse fréquentielle du signal.En notant y et Y (z) le signal de sortie et sa transformée en z, le bilan de toutes es manipulations estrésumé par la formule :
Y (z) =

1

2
(H0(z)F0(z) + H1(z)F1(z))X(z)

+
1

2
(H0(−z)F0(z) + H1(−z)F1(z))X(−z).On aura don une reonstrution parfaite, ave un déalage n0 si et seulement si :

H0(z)F0(z) + H1(z)F1(z) = 2z−n0 (7.2)
H0(−z)F0(z) + H1(−z)F1(z) = 0 (7.3)La ondition (7.3) est appelée ondition de non-repliement, en anglais antialiasing ondition, ar elle permetd'éviter l'apparition de fréquenes parasites de la même nature que elles que l'on avait renontrées lorsque lesonditions du théorème de Shannon-Nyquist n'étaient pas satisfaites.7.2 Filtres utilisés dans le odage en sous-bandesOn s'intéresse maintenant plus partiulièrement aux �ltres intervenants dans le ban de odage en sous-bandes présenté préédemment.



68 CHAPITRE 7. CODAGE EN SOUS-BANDES7.2.1 Filtres en quadrature (QMF)La ondition (7.3) est automatiquement véri�ée si on impose les relations :
F0(z) = H1(−z), F1(z) = −H0(−z).Il reste à résoudre (7.2). Une solution onsiste à imposer une relation supplémentaire. L'approhe dite QMF,qui signi�e Quadrature Mirror Filters suggère ainsi de hoisir :

H1(z) = H0(−z).Le terme mirror vient de ette relation, ar elle-i introduit une relation de symétrie autour de la fréquene π
2entre les réponses fréquentielles des �ltres H0 et H1.Il ne reste alors plus qu'une inonnue H0 et l'équation déduite de (7.2) qu'elle doit véri�er est :

H2
0 (z)−H2

0 (−z) = 2z−n0. (7.4)Il est faile de voir que si on hoisit pour H0 un �ltre FIR à phase linéaire, alors le terme de gauhe de (7.4)sera aussi à phase linéaire. Par onséquent, l'équation (7.4) sera véri�ée pour e qui onerne les arguments.Pour autant, on peut montre que ette équation n'admet de solutions FIR que pour n0 = 0 ou n0 = 1. Dans edernier as, une solution triviale est donnée par le �ltre de Haar :
H0(z) =

1√
2
(1 + z),qui, n'ayant pas une bonne qualité de oupure, n'a malheureusement pas de réelle utilité pratique.On se tourne don vers des �ltres à phase non-linéaire. On montre que H0 doit néessairement être de la forme :

H0(z) = αz−2k + βz−(2k′+1),qui n'est pas à phase linéaire. Dans e as, on a :
T (z) = 2αβz−2k+2k′+1,qui donne bien le résultat reherhé. Mais là enore, il faut noter que les �ltres obtenus H0 et ses �ltres dérivés

H1, F0 et F1 ne présentent pas de bonnes qualités de oupure, outre le fait qu'ils sont à phase non-linéaire.Cei omplique le travail de ompression ave perte, puisque les produits du �ltrage ne sont pas très "purs".7.2.2 Filtres à puissane symétriqueOn ontinue de onsidérer les �ltres véri�ant les relations :
F0(z) = H1(−z), F1(z) = −H0(−z),et assurant ainsi la ondition (7.3).Une approhe proposée indépendamment par Smith et Barnwell en 1984 d'une part et par Mintzer en 1985onsiste à imposer :

H1(z) = z−n0H0(−z−1),ave n0 impair. Les �ltres obtenus sont appelés �ltres à puissanes symétriques.De la sorte, la ondition (7.3) s'érit :
Q(z) = H0(z)H0(z

−1) + H0(−z)H0(−z−1) = constante.Après un raisonnement d'algèbre élémentaire mais tehnique, on peut montrer que les solutions de ette équationsont de la forme :
H0(ω) = cosp(

ω

2
)

√
P
(

sin2(
ω

2
)
)
,ave P de la forme :

P (X) = (1 + X)p−1 + XpR(
1

2
−X),où R soumis aux seules ontraintes d'être pair et tel que P soir positif. On se référera au hapitre B4-2 de [1℄pour une preuve omplète de e résultat.



7.3. NOTES BIBLIOGRAPHIQUES 697.2.3 Conditions générales d'orthogonalitéOn résume �nalement la méthode générale de oneption des �ltres intervenant dans les bans de odageen sous-bandes.Si on note P (z) = H0(z)F0(z), on voit que la ondition de non-repliement (7.2) impose :
H1(z)F1(z) = −P (−z),et la ondition (7.3) s'érit :
P (z)− P (−z) = 2z−n0 .Cette équation ne peut être véri�ée que si P est de la forme :

P (z) = pn0z
−n0 +

p∑

n=0

p2nz−2n. (7.5)La méthode onsiste don à :1. hoisir un P satisfaisant (7.5),2. fatoriser P en deux �ltres H0 et F0.7.3 Notes bibliographiquesPour plus d'informations sur les aspets mathématiques du odage en sous-bande, en partiulier sur lesonditions de reonstrution parfaite, on pourra onsulter la référene [1℄. Pour une présentation plus suinte,mais ave des appliations à la ompression ave perte, on se reportera à la référene [2℄.
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Chapitre 8Exeries8.1 Chapitre 1 � Formule de Shannon-Nyquist et éhantillonnageExerie 1. Soit s un signal stable, 0 < T < +∞ et φ =
∑

n∈R
s(t + nT ). Montrer que :1. φ est dé�nie p.p,2. φ est loalement stable, T−périodique,3. le n−ième oe�ient de Fourier de s vaut 1

T ŝ( n
T )Exerie 2. (Identités approhées) On dit que la famille (hr)r∈[0,1] est une identité approhée si :� ∫

R
hr = 1,� ∀r ∈ [0, 1], hr ≥ 0,� ∀a > 0, limr→0

∫ a

−a
hr(u)du = 1,Soit s un signal stable. Montrer que limr→0

∫
R
|s ⋆ hr(t)− s(t)|dt = 0.Exerie 3. (Dérivation de onvolutions) Soit a de lasse C1, stable de dérivée a′ stable et b stable. Montrerl'existene et aluler la dérivée de la fontion a ⋆ b.Exerie 4. Soit a et b deux signaux stable. Montrer que ‖a ⋆ b‖L1 ≤ ‖a‖L1‖b‖L1On suppose maintenant a ∈ L1 et b ∈ L2. Montrer que :1. a ⋆ b est dé�nie p.p.2. a ⋆ b ∈ L2 et ‖a ⋆ b‖L2 ≤ ‖a‖L1‖b‖L2 .Exerie 5. (Uniforme ontinuité de la transformée de Fourier) Montrer que la transformée de Fourier d'unsignal stable est uniformément ontinue.Exerie 6. (Phénomène de Gibbs) Soit f 2π-périodique dé�nie par : f(0) = 0, f(x) = −π

2 − x
2 sur [−π, 0[ et

f(x) = π
2 − x

2 sur [0, π[.1. Montrer que Sn(f)(x) =
∑n

k=1
sin(nx)

n .2. Montrer que Sn(f)(x) =
∫ x

0

sin
(
(n+1/2)t

)
2 sin(t/2) dt− x

2 .3. Montrer que :
∫ x

0

sin
(
(n + 1/2)t

)

2 sin(t/2)
dt =

∫ x

0

sin(nt)

t
dt +

∫ x

0

sin(nt)(
cos(t/2)

2 sin(t/2)
− 1

t
)dt

+
1

2

∫ x

0

cos(nt)dt.4. En déduire : ∃A > 0/∀n ∈ N Sn(f)(π
n ) ≥ A. 71



72 CHAPITRE 8. EXERCICESExerie 7. Soit (ck)k∈Z telle que Sn(t) =
∑n

k=−n ckeikt onverge dans L1
loc vers une fontion f . Montrer que

ck = f̂k.Exerie 8. Soit f C1 2π-périodique et α ∈ R−Q. Montrer que :
lim

n→+∞

f(x) + f(x + α) + ... + f(x + (n− 1)α)

n
=

∫ 2π

0

f(t)dt.Peut-on a�aiblir les hypothèses sur f ?Exerie 9. (Convergene uniforme des sommes de Féjer) Soit f 2−π périodique et ontinue. Montrer que :
sup[−π,π](σn(f)(x) − f(x))→ 0,ave :

σn(f)(x) =
1

n

n∑

k=1

Sk(f)(x),où Sk(f) est la somme partielle de rang k de la série de Fourier assoiée à f .Exerie 10. (Théorème de Féjer) Soit f 2−π périodique et loalement intégrable.1. Soit δ > 0. On suppose que :
limn→+∞

1

n

∫ δ

0

sin2(
1

2
nu)

φ(u)

u2
du = 0,où φ(u) = f(x + u) + f(x− u)− 2A.Montrer que :

limn→+∞σn(f)(x) = A.2. (Théorème de Féjer) On �xe x ∈ R et on suppose que f admet une limite à gauhe et à droite en x.Alors :
limn→+∞σn(f)(x) =

f(x−) + f(x+)

2
.Exerie 11. (Aélération de onvergene par sur-éhantillonage) On onsidère un signal s tel que supp(ŝ) ⊂

[−W, W ], pour W > 0 et B := (1 + α)W pour α > 0. Soit en�n T tel que T (ν) = 1 sur [−W, W ] et T (ν) = 0sur ]−∞,−B] ∪ [B, +∞[.1. Montrer que :
1

2B

∑

j∈Z

ŝ(ν + 2jB)T (ν) = ŝ(ν),et en déduire une identité de type Shannon-Nyquist.2. On hoisit :
T (ν) =

ν + B

B −W
1[−B,−W ] + 1[−W,W ] +

−ν + B

B −W
1[−B,−W ].Étudier la vitesse de onvergene de la série de l'identité de Shannon.Exerie 12. (Examen de rattrapage 2006) On éhantillonne er(t) = cos(2πrt) à une fréquene f = 1/∆.1. Rappeler la signi�ation de ∆.2. Montrer que deux signaux er et er′ ont le même éhantillonnage si r∆ − r′∆ ∈ Z3. Expliquer pourquoi et dans quel sens le théorème de Nyquist-Shannon et ses hypothèses garantissentl'uniité du r.



8.2. CHAPITRE 2 � QUANTIFICATION SCALAIRE DES SIGNAUX NUMÉRIQUES 738.2 Chapitre 2 � Quanti�ation salaire des signaux numériquesExerie 13. (Variane d'un signal uniforme)1. Montrer que la variane d'un signal aléatoire uniformément distribué sur [−Xmax, Xmax] est donnée par :
σ2

x =
(2Xmax)2

12
.2. Retrouver la formule du rapport signale bruit du ours.Exerie 14. (Quanti�ation uniforme optimale) Caluler une ondition d'optimalité pour le problème de laminimisation de σ2

p dans le as d'une quanti�ation uniforme d'un signal de densité non-uniforme.Exerie 15. (Quanti�ation non-uniforme) Montrer qu'un algorithme de quanti�ation non-uniforme estoptimal si :
yi =

∫ bj

bj−1
xfX(x)dx

∫ bj

bj−1
fX(x)dx

bj =
yj+1 + yj

2
.8.3 Chapitre 3 � Codage sans perte de l'informationExerie 16. (Inégalité de Kraft) On souhaite oder un ensemble de mots (xi)1≤i≤m.1. Montrer le théorème suivant :Théorème (Inégalité de Kraft) : Pour tout ode irrédutible omposé à partir d'un alphabet de taille

q, les longueurs (ni)1≤i≤m des mots de odage véri�ent :
∑

1≤i≤m

q−ni ≤ 1. (K)2. Montrer la réiproque de e théorème :Théorème (réiproque de l'Inégalité de Kraft) : Étant donné un ensemble d'entiers (ni)1≤i≤mvéri�ant (K), montrer qu'il existe un odage irrédutible des mots (xi)1≤i≤m, de telle sorte que la longueurdu ode de xi soit ni.Exerie 17. (Inégalité de Gibbs) Montrer l'inégalité de Gibbs :Soit n nombres pi et qi tels que :
0 < pi < 1, 0 < qi < 1,et

n∑

i=1

pi = 1,

n∑

i=1

qi ≤ 1.Alors :
n∑

i=1

pi log2

(
qi

pi

)
≤ 0,ave égalité si et seulement si

∀i, 0 ≤ i ≤ n, pi = qi.Exerie 18. Une soure émet des lettres d'un alphabet {a1, a2, a3, a4, a5} ave les probabilités P (a1) =
.15,P (a2) = .04,P (a3) = .26,P (a4) = .05,P (a5) = .5.1. Caluler l'entropie de la soure.2. Construire un ode de Hu�man pour ette soure.



74 CHAPITRE 8. EXERCICES3. Caluler la longueur moyenne après odage.Exerie 19. (Propriétés des odes de Hu�man) Soit C un ode optimal ('est-à-dire qui minimise ℓ̄) obtenuà partir d'un alphabet binaire.1. Montrer que si pj > pk, nj ≤ nk.2. Montrer que les deux mots les plus longs de e ode ont les mêmes longueurs.3. Montrer que les odes de Hu�man véri�ent es propriétés et que les deux mots de longueurs maximalesdi�èrent uniquement par leur dernier bit.Exerie 20. (Examen 2008) On onsidère l'alphabet S = s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7, s8 ave la distribution defréquenes f suivante :
s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8

0, 4 0, 18 0, 1 0, 1 0, 07 0, 06 0, 05 0, 041. Caluler l'entropie de la soure d'information S.2. Calulez un odage de Hu�man de ette soure, puis la longueur moyenne de e odage. Comparez ettelongueur moyenne à l'entropie.Exerie 21. On onsidère une soure binaire sans mémoire U de loi de probabilité : P (U = 0) = 0, 9 et
P (U = 1) = 0, 1. Le symbole 0 étant beauoup plus fréquents que le symbole 1, on se propose de oder lesséquenes issues de la soure en tenant ompte du nombre de zéros entre deux uns onséutifs. L'opérationonsiste en deux étapes :� Première étapeOn ompte le nombre de zéros entre deux uns onséutifs. On obtient ainsi un entier que l'on appelleentier intermédiaire.� Deuxième étapeOn ode l'entier intermédiaire en un mot binaire onstitué de quatre éléments binaires si l'entier est in-férieur ou égal à 7 et on hoisit un mot de un élément binaire si l'entier est 8. Si l'entier intermédiairedépasse 8, on odera les suites de 8 zéros onséutifs par un bit orrespondant à l'entier intermédiaireautant de fois que néessaire. On obtient ainsi la table de orrespondane entre les séquenes soure etles entiers intermédiaires : séquenes soure entiers intermédiaires1 001 1001 20001 3... ...... ...00000001 700000000 81. Les ontraintes imposées permettent-elles de hoisir un ode uniquement déhi�rable (on ne demande pasd'expliiter un ode partiulier) ?2. Caluler le nombre moyen n1 de bits soure par entier intermédiaire.3. Caluler le nombre moyen n2 de bits enodés par entier intermédiaire.4. On onsidère une séquene de bits soure de longueur n ave n très grand. En appliquant la loi faible desgrands nombres, exprimer le rapport du nombre de bits utilisés pour oder ette séquene au nombre debits soure (n) en fontion de n1 et n2 . Caluler numériquement la valeur de e rapport. Comparer avela limite en dessous de laquelle il n'est pas possible de desendre.5. E�etuer un odage de Hu�man de l'extension d'ordre 4 de la soure U. Caluler (numériquement) lenombre moyen de bits utilisés pour oder un élément binaire issu de la soure U. Comparer ave lesrésultats du 4.



8.3. CHAPITRE 3 � CODAGE SANS PERTE DE L'INFORMATION 75Exerie 22. (Examen 2007) On onsidère le message"eiestunodagedehu�man"(on a supprimé les espaes et la pontuation pour simpli�er la onstrution).1. Construisez un odage de Hu�man du message (Il y a plusieurs odages de Hu�man possibles). Onindiquera à haque noeud de l'arbre le poids de son �sous-arbre�.2. Combien de bits seraient néessaire pour transmettre le message sans odage ? (Plusieurs réponses pos-sibles, préisez bien les hypothèses.)3. Combien de bits sont néessaires après odage de Hu�man ?Exerie 23. (Examen 2007) On onsidère le ode linéaire de orretion d'erreur dérit par le tableau i-dessous : mots soure mots ode000 ?00 ? ?001 001010 ? ? 010 ? ?011 ? ?1 ?1100 1001 ?101 101 ?1110 1100 ?111 111 ? ?1. En utilisant l'hypothèse de linéarité, remplaer les " ?" par les éléments binaires manquant ("0" ou "1").2. Expliiter la matrie génératrie du ode.3. Quel est l'image d'une séquene [abc], où a, b, c sont des nombres binaires dans Z/2Z ?4. En déduire deux relations simples aratérisant les omposantes des mots du ode.5. On note les veteurs sous forme de olonnes. Expliquer pourquoi la matrie de ontr�le permettant degénérer le syndrome est de taille 2.6. Déduire des trois questions préédentes une matrie de ontr�le.7. Combien e ode orrige-t-il d'erreurs ?Exerie 24. (Examen 2006) Une soure S sans mémoire délivre des 0 ave une probabilité de p = 0, 98 et des
1 ave une probabilité de 1− p = 0, 02. Le débit est de 300kbits/se. La transmission se fait à travers un analsymétrique de probabilité d'erreur par élément binaire 0, 05 et fontionnant ave un débit de 290kbits/se.1. Peut-on envisager d'utiliser e anal pour transmettre le ontenu de S ave une probabilité d'erreur aussipetite que souhaitée ?2. Codage Soure.On se propose de réduire le débit binaire de la soure d'au moins 50% grâe à un ode de Hu�man. Onsuppose que les bits produit par la soure S sont ensuite traités par le odeur Hu�man qui dé�nit ainsiune soureS′.(a) Caluler l'entropie de la soure S.(b) Quel doit être l'ordre minimum de l'extension de la soure S permettant d'assurer une telle perfor-mane ?() Construire un arbre de Hu�man assoié à l'extension 3 de la soure.(d) Quelle est la valeur du débit moyen de la nouvelle binaire obtenue à partir du odage préédent ?(e) Combien doit-on ajouter de bits de ontr�le par bit émis par la nouvelle soure S′ si on veut utiliserle anal à son débit nominal1 de 290kbits/se.1nominal=optimal



76 CHAPITRE 8. EXERCICES3. Codage anal.On souhaite maintenant oder la soure binaire S′ onstruite par algorithme de Hu�man dans la partiepréédente a�n de réduire le taux d'erreur dues à la transmission à travers le anal. Supposons que l'onajoute à haque ouple de bits émis par S′ trois bits de ontr�le.(a) Si on exige du ode qu'il orrige une erreur par mot (de 5 bits), quelle doit être la valeur minimumde sa distane minimum?En déduire le nombre minimal de 1 dans les mots du ode.(b) Construire la matrie permettant de aluler un syndrome qui indique la position d'une erreur dansla 5 bits.() En déduire le ode en indiquant pour haque mot de S′ le mot odé orrespondant.(d) Construire la table de déodage, 'est-à-dire le tableau qui indique l'opération de orretion enfontion du syndrome observé. Combien de on�guration à deux erreurs permet-elle de orriger ?(Compter les syndromes qui ne peuvent être obtenus ave une seule erreur)(e) Caluler la probabilité d'erreur par mot ode résultant de e odage. Comparer ette valeur aveelle qui serai obtenue si on transmettait diretement (i.e. sans odage les mots de l'extension d'ordredeux de la soure S′.Exerie 25. (Examen de rattrapage 2006) On souhaite ompresser par un ode de Hu�man un texte omposéde sept symboles dont les fréquenes sont présentées dans le tableau suivant :
(

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

0, 49 0, 26 0, 12 0, 04 0, 04 0, 03 0, 02

)On onsidère un odage diret des symboles du texte. Construire l'arbre de Hu�man orrespondant auxfréquenes indiquées dans le tableau. Caluler le taux de ompression que l'on peut espérer.Exerie 26. (Examen de rattrapage 2006) On onsidère le ode orreteur dé�ni par φ(a1a2a3) = c1c2c3c4c5c6ave :
c1 = a1, c2 = a2, c3 = a3, c4 = a1 + a2, c5 = a2 + a3, c6 = a1 + a3.1. Caluler la distane minimale entre deux symboles du ode.2. On onsidère le as où une seule erreur survient. Montrer que e ode orrige ette erreur dans un as sur

6.3. Justi�ez que e ode est un ode globalement meilleur qu'un ode de orretion qui répète une fois haqueséquene de 3 symboles.Exerie 27. (Examen de rattrapage 2007) On onsidère l'algorithme de ompression d'Hu�man binaire.1. Pourquoi dans un ode de ompression sans perte optimal, les deux symboles de probabilités les plusfaibles sont odées ave le même nombre de bits ?2. On onsidère une soure émettant inq symboles a1, ..., a5 ave les probabilités suivantes :
Symbole Proba.

a1 0, 2
a2 0, 4
a3 0, 2
a4 0, 1
a5 0, 1(a) Construire un arbre en suivant l'algorithme de Hu�man et donner un odage orrespondant.(b) Montrer, par un exemple, que l'on peut obtenir plusieurs arbres di�érents en appliquant l'algorithme.() La variane des tailles des symboles de odes obtenues ave deux arbres di�érents est-elle onstante ?Justi�er brièvement votre réponse.(d) A votre avis, pourquoi hoisit-on préférentiellement le odage qui produit la plus petite variane ?



8.3. CHAPITRE 3 � CODAGE SANS PERTE DE L'INFORMATION 77Exerie 28. (Examen de rattrapage 2007) Pour déteter et orriger les erreurs produites par un anal detransmission de signaux binaires, on déide d'envoyer trois fois de suite haque bit du message à envoyer. Onappelle stratégie de triplement ette méthode.1. Donner les aratéristiques d'une telle stratégie :(a) Comment déteter une erreur en sortie du anal ?(b) Est-e un odage par blo ?() Quelle est la taille des blos ?(d) Combien détete-t-elle d'erreur par blo ?(e) Combien orrige-t-elle d'erreur par blo ?(f) Quelle est la distane du ode orreteur assoié à ette stratégie ?2. On suppose que le anal produit une erreur ave une probabilité p. Si on utilise la stratégie de triple-ment, quelle est la probabilité qu'un bit du message initial ('est-à-dire avant odage par la stratégie detriplement) soit erroné en sortie ('est-à-dire après déodage) de anal ?3. Quel est l'inonvénient de ette stratégie ?Exerie 29. (Examen 2008) On onsidère un alphabet A omprenant s symboles. Pour tout mot w apparte-nant An, on dé�nit :� la boule de entre w et de rayon k : B(w, k) = {v ∈ An; d(w, v) ≤ k}� la sphère de entre w et de rayon k : S(w, k) = {v ∈ An; d(w, v) = k}1. Exemple : s = 2, soit w = 0110 ∈ {0, 1}4, déterminer S(w, 1), S(w, 2), et B(w, 2).2. Déterminer le nombre d'éléments de S(w, k).3. Montrer queCard (B(w, k)) = C0
n(s− 1)0 + C1

n(s− 1)1 + C2
n(s− 1)2 + ... + Ck

n(s− 1)k =

k∑

i=0

Ci
n(s− 1)i.4. Soit C ∈ An un ode orreteur des mots de Ap (bien sûr p < n) et de distane d. On note t = E((d−1)/2) :'est le nombre d'erreurs que peut orriger C.(a) Quel est le nombre de mots de C ?(b) Montrer que si w1 et w2 sont deux mots distints de C, alors B(w1, t) ∩B(w2, t) est vide.() En déduire l'inégalité de Hamming :

t∑

i=0

Ci
n(s− 1)i ≤ sn−p.5. Appliations : On appelle ode parfait un ode tel qu'on ait l'égalité

t∑

i=0

Ci
n(s− 1)i = sn−p.Dans e as, les boules B(w, t), w ∈ C, forment une partition de An. Dans les questions qui suivent, ononsidère seulement le as s = 2.(a) Montrer que le ode binaire par triplement (n = 3, p = 1) et de distane 3 est un ode parfait. Mêmehose pour le ode binaire de Golay de taille n = 23, p = 12 et de distane 7.(b) Soit C un ode binaire de taille n = 12, p = 5. En utilisant l'inégalité de Hamming, donner unemajoration de sa distane.



78 CHAPITRE 8. EXERCICES8.4 Chapitre 4 � Transformation de Fourier disrèteExerie 30. (Phénomène du renversement binaire) On onsidère un éhantillon de N = 23 valeurs a0, ..., a7.1. Érire les étapes suessives de l'algorithme FFT. Quels sont les groupements suessifs de oe�ients aionsidérés au ours de l'algorithme ?2. Comparer les éritures binaires des indies de la suite obtenue en onaténant les paquets du dernier appelréursif de l'algorithme. Que remarque-t-on ?3. Généraliser.Exerie 31. (Produit de polyn�mes de haut degrés) On onsidère deux manières de représenter un polyn�me
P de degré N = 2s : la représentation par la suite de es oe�ients et la représentation "paire-valeur"
{(x1, y1), ..., (xm, ym)}, ave xi 6= xj pour i 6= j et P (xj) = yj pour tout j.1. Dans quel as les deux représentations sont équivalentes ? Comment passer d'une représentation à l'autre ?2. Expliquer pourquoi la représentation paire-valeur permet un alul rapide du produit de deux polyn�mes.3. En déduire un algorithme de oût O(N log2(N)) permettant le alul du produit de deux polyn�mes.Exerie 32. (Coe�ients de la TFD et approximation) Soit s un signal T -périodique et N un entier pair.Les oe�ients de Fourier de s sont donnés par la formule :

ŝn =
1

T

∫ T

0

s(t)e−i2πn t
T dt.Érire l'approximation ŝ′n obtenue par la formule des trapèzes.Caluler les oe�ients du polyn�me trigonométrique

p(t) =

N/2−1∑

n=−N/2

cN
n ei2πn t

Tqui interpole s aux points k/NT . On posera par ommodité :
{

Yn = cN
n si 0 ≤ n ≤ N/2− 1

Yn = cN
n−N si N/2 ≤ n ≤ N − 1Que remarque-t-on ?Exerie 33. (FFT en base 4) Trouver un algorithme équivalent à elui présenter en ours dans le as binairepour le as N = 4s.8.5 Chapitre 5 � Filtres numériquesExerie 34. Un système linéaire numérique donne la réponse :

yn = {122}lorsqu'il subit l'entrée :
xn = {103}.1. Caluler la fontion de transfert du système.2. Le système est-il stable ?3. Caluler la réponse impulsionnelle.Exerie 35. Déterminer les transformées en z des fontions de transfert suivantes, ainsi que leurs domainesde dé�nition :



8.5. CHAPITRE 5 � FILTRES NUMÉRIQUES 791. h(n) = 1 pour n ≥ 0 et 0 ailleurs,2. h(n) = 1 pour 0 ≤ n ≤ N et 0 ailleurs,3. h(n) = an pour n ≥ 0 et 0 ailleurs,4. h(n) = cos(ωn) pour n ≥ 0 et 0 ailleurs,5. h(n) = an sin(ωn) pour n ≥ 0 et 0 ailleurs,6. h(n) = nanpour n ≥ 0 et 0 ailleurs.Exerie 36. Donner la réponse impulsionnelle d'un �ltre dont la réponse fréquentielle est donnée par laformule :
H(eiω) = exp

(
cos(ω)

)
ei sin(ω).Exerie 37. Déterminer la réponse en fréquene des �ltres (stables) suivants :1. yn = xn+xn−1

2 ,2. yn = 1
2yn−1 + xn.Exerie 38. On onsidère un �ltre de Bernouilli dont la réponse impulsionnelle est dé�nie par h0 = p, h1 = qet hn = 0 ailleurs (p et q sont �xés tels que p + q = 1).1. Caluler H(z),2. Caluler la réponse impulsionnelle d'un �ltre bin�mial d'ordre n obtenu en omposant n fois le même�ltre de Bernouilli ;3. Les �ltres bin�miaux sont-ils RIF, ausaux, stables ?4. Caluler leur réponse fréquentielle. Traer grossièrement l'allure de |H(ω)|.5. Véri�er que es �ltres sont des �ltres passe-bas.Exerie 39. On onsidère la fontion de transfert :

H(z) =
1 + 3z−1

2− z−1
.1. Rappeler l'équation reliant une entrée xn à la sortie yn ?2. Caratériser le �ltre : RII, RIF ? Comportement en fréquene ?Exerie 40. On assoie au signal numérique x le signal numérique y de la manière suivante :

yn = yn−1 + xn.1. Montrer que e �ltre est linéaire et invariant par translation.2. Caluler la réponse impulsionnelle h assoiée à e �ltre.3. Ce �ltre est-il stable ?4. Caluler la fontion de transfert.5. Caluler la réponse en fréquene.Exerie 41. On onsidère le �ltre numérique aratérisé par :
H(z) = K(1− z−10).1. Donner l'algorithme de �ltrage et la réponse impulsionnelle de e système.2. Ce �ltre est-il stable ? Pourquoi ?3. Ce �ltre est-il à phase linéaire ? Caluler la phase.4. Étude de la réponse en fréquene du système.(a) Caluler la réponse en fréquene |H(ei2πf )| pour 0 ≤ f ≤ 1/2.(b) Déterminer les fréquenes fmax et fmin pour lesquelles on obtient Hmin et Hmax, les valeurs mini-males et maximales du module de la fontion de transfert.



80 CHAPITRE 8. EXERCICES() Déterminer la valeur de K qui normalise Hmax à 1.(d) Dessiner l'allure de ei2πf .(e) Déterminer les p�les et les zéros et justi�er les résultats préédents.Exerie 42. Donner une méthode de alul d'un �ltre passe-bande orrespondant à deux fréquenes deoupures a et b.Exerie 43. On onsidère le �ltre orrespondant à la fontion de transfert H(z) = 1 + z−1 + z−2 + ....1. Montrer que e �ltre non-réursif peut être remplaé par un �ltre réursif très simple.2. Déterminer le omportement fréquentiel de e �ltre et traer les graphes f 7→ |H(ei2πf )| et f 7→
arg(H(ei2πf )).Exerie 44. (Examen de rattrapage 2006) Déterminer et représenter les réponses en amplitude et en phasedes �ltres suivants :1. y(n) = 1

2

(
x(n) + x(n− 1)

),2. y(n) = 1
4

(
x(n) + x(n− 1) + x(n− 2) + x(n− 3)

),3. y(n) = 1
4

(
x(n)− 2x(n− 1) + x(n− 2)

).Exerie 45. (Examen de rattrapage 2006) On onsidère un �ltre linéaire de réponse impulsionelle h =
(hn)n∈Z. On note x = (xn)n∈Z le signal à l'entrée du �ltre et y = (yn)n∈Z le signal en sortie.1. Rappeler la dé�nition de la réponse impulsionnelle.2. Montrer que les suites x, y et h sont liées par la formule :

y = h ⋆ x,où ⋆ désigne le produit de onvolution disret.3. Rappeler la dé�nition de la transformée en z d'un signal numérique u = (un)n∈Z.4. Montrer que les transformées en z des signaux x, y et de la réponse impulsionnelle h véri�ent :
H(z) =

Y (z)

X(z)
.5. On onsidère le �ltre dé�ni par la relation :

yn =
1

2
yn−1 + 2xn.(a) Caluler la réponse impulsionnelle h de e �ltre et H(z), sa transformée en z.(b) Ce �ltre est-il stable ?() Quelle est sa réponse fréquentielle ? Le �ltre est-il plut�t passe-haut ou plut�t passe-bas ?Exerie 46. (Examen 2008)Dans et exerie, on étudie un �ltre donné par un shéma-blo.1. On onsidère tout d'abord une sous-partie du �ltre. Cette sous-partie est le �ltre représenté par le shéma-blo représenté Fig. 8.1. Le blo ”× g” représente la multipliation par un réel g donné.Donner, en fontion de g, l'expression de la fontion de transfert H ′(z) de ette sous-partie du �ltre.2. On onsidère maitenant le �ltre omplet, repésenté par le shéma-blo représenté Fig. 8.2.Le blo ”×b” représente la multipliation par un réel b donné. Donner, en fontion de a, g et b, l'expressionde la fontion de transfert H(z) du �ltre omplet.3. Sous quelle ondition le �ltre omplet est-il stable ?4. On suppose que les oe�ients du �ltre véri�ent les relations :

a = 1− g2, b = −g.Montrer que le module de la réponse fréquentielle est onstant.5. Pourquoi, à votre avis, appelle-t-on e �ltre "réverbérateur" ?



8.6. CHAPITRE 6 � CONCEPTION DE FILTRES NUMÉRIQUES 81
PSfrag replaements

×g

z−1

xn
yn

Fig. 8.1 � Sous-partie du �ltre
PSfrag replaements

×a

×g

×b

z−1

xn yn

Fig. 8.2 � Filtre omplet8.6 Chapitre 6 � Coneption de �ltres numériquesExerie 47. (Examen 2008) On veut réaliser un �ltre passe-bas numérique à réponse impulsionnelle �nie à
N = 17 oe�ients. La fréquene de oupure est : fc = fe/4 ave fe = 1 fréquene d'éhantillonnage. Onsuppose que le théorème de Shannon est respeté.1. Donner l'allure de la réponse en fréquene H(ω) sur [−π, π] du �ltre idéal non ausal à phase nulleorrespondant au ahier des harges.2. Déterminer (h̃k)k∈Z la réponse impulsionnelle du �ltre idéal à phase nulle.3. E�etuer la tronature puis rendre ausal ette réponse impulsionnelle et donner les oe�ients du �ltre�nalement obtenu.4. Donner l'expression du module de la réponse fréquentielle du �ltre obtenu en fontion des oe�ients.Esquisser l'allure de la réponse fréquentielle.5. Quels sont les e�ets de la tronature de (hk)k∈Z sur la réponse en fréquene du �ltre synthétisé ? Commentpourrait-on améliorer les résultats ?



82 CHAPITRE 8. EXERCICESExerie 48. (Synthèse de �ltres RII par approximation de Padé � Rattrapage 2006) On souhaite onevoirun �ltre de réponse impulsionnelle hd(n), n ≥ 0. On hoisit a priori un �ltre dont la fontion de transfert estde la forme :
H(z) =

∑M
k=0 bkz−k

1 +
∑N

k=1 akz−k
=

∞∑

k=0

h(k)z−k.La fontion H(z) a don L = M + N + 1 paramètres (les oe�ients {ak} et {bk}) à déterminer.Supposons que l'on mette en entrée de notre �ltre une impulsion de Dira x(n) = δ(n) ('est-à-dire, un �1� suivide zéros).1. Montrer que la réponse est alors de la forme :
h(n) = −a1h(n− 1)− a2h(n− 2)− ...− aNh(n−N)

+b0δ(n) + b1δ(n− 1) + ... + bMδ(n−M). (8.1)2. Montrer que (8.1) peut également s'érire :
h(n) = −a1h(n− 1)− a2h(n− 2)− ...− aNh(n−N) + bn, 0 ≤ n ≤M. (8.2)3. Montrer que pour n > M , l'équation (8.2) peut enore se simpli�er en :

h(n) = −a1h(n− 1)− a2h(n− 2)− ...− aNh(n−N), n > M. (8.3)4. Expliquer omment les équations (8.2) et (8.3) peuvent être utilisées pour déterminer {ak} et {bk} si l'onimpose h(n) = hd(n) pour 0 ≤ n ≤ N + M .5. Quelles sont les limitations de la méthode ? Comment y remédier ?Exerie 49. On onsidère le �ltre dé�ni par :
H(z) =

1 + 3z−1

2− z−1. 1. Caluler la réponse impulsionelle.2. On veut implanter e �ltre par une struture RIF équivalente. Pour ela on tronque la réponse impul-sionnelle. Les valeurs de h(n) sont odées en binaire sur huit bits, selon le format bit n↔ coef. de 2−n.(a) A quel rang est-il naturel de tronquer ?(b) Quelle est la réponse impulsionnelle ?Exerie 50. (Examen 2007)1. Analyse d'un �ltre numériqueOn onsidère un système numérique aratérisé par :
H(z) = K.[1− z−10]; K > 0(a) Donner l'algorithme de �ltrage et la réponse impulsionnelle de e système.(b) Ce �ltre est-il stable ? justi�er votre réponse.() Est-il à phase linéaire ? justi�er votre réponse.(d) Réponse en fréquene du système :i. Caluler |H(eiω| et j(ω) := arg
(
H(eiω)

).ii. Déterminer les fréquenes fmax et fmin pour lesquelles on obtient les valeurs respetivementmaximales (Hmax ) et minimales (Hmin) de |H(eiω)|.iii. Déterminer la valeur de K qui normalise Hmax à l'unité.



8.7. CHAPITRE 7 � CODAGE EN SOUS-BANDES 83iv. Dessiner l'allure de |H(eiω)| pour ette valeur de K.2. Synthèse d'un �ltre RIF passe-basOn désire réaliser un �ltre numérique passe-bas dont la fréquene de oupure est fe/3, où fe est lafréquene d'éhantillonnage.(a) Donner le graphe de la réponse en fréquene G(f) du �ltre idéal à phase nulle répondant a e ahierdes harges.(b) Déterminer la réponse impulsionnelle gk du �ltre idéal non ausal à phase nulle par développementen séries de Fourier de G(f).() On déide de �xer la longueur du �ltre à N termes. Montrer que e hoix permet de rendre le �ltreRIF ausal et donner l'algorithme de �ltrage.8.7 Chapitre 7 � Codage en sous-bandesExerie 51. On onsidère un �ltre de fontion de transfert H(z) =
∑

n∈Z
hnz−n.1. Montrer que le �ltre peut se mettre sous la forme :

H(z) = H0(z
2) + z−1H1(z

2),et donner les réponses impulsionnelles des �ltres H0 et H1.2. Caluler les fontions H0 et H1 dans le as où :
H(z) =

1

1− az−1
.Exerie 52. On onsidère ban QMF de �ltres RIF. On herhe sous quelle ondition on a reonstrutionparfaite. De manière à garantir la ondition de non-repliement, on impose :

F0(z) = H1(−z), F1(z) = −H0(−z),et on herhe à satisfaire :
T (z) := H0(z)F0(z) + H1(z)F1(z) = 2z−n0 .1. En déomposant H0 sous la forme :

H0(z) = H00(z
2) + z−1H01(z

2),montrer que T (z) s'érit sous la forme :
T (z) = 2z−1H00(z

2)H01(z
2).2. En déduire qu'on aura reonstrution parfaite si :

H00(z) = h00z
−k, H01(z) = h01z

−k′

.3. En déduire que les seuls �ltres RIF générant des bans QMF assurant une reonstrution parfaite sontde la forme :
H0(z) = αz−2k + βz−(2k′+1).
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Chapitre 9Travaux pratiques9.1 Révisions MatlabExerie 1.Traer des graphes pour illustrer le phénomène de Gibbs de l'exerie 1. Regarder e qui se passe si l'on onsidèreles sommes de Féjer au lieu des sommes de Dirihelet.Exerie 2.Étant donné n > 0, érire en utilisant le moins de lignes possible un sript Matlab qui délare la matrie deCauhy de oe�ients
ai,j = 1

i+j .Exerie 3.A l'aide de rand() traer une Gaussienne.9.2 TP1 : Quanti�ation9.2.1 Quelques ommandes MatlabOn ommene par quelques manipulations de �hiers à l'aide de Matlab.Leture d'une imageOn prendra omme image de référene elle téléhargeable ii :http ://dos.ufrmd.dauphine.fr/optinum/data/pathwork.tif1. Comprendre omment harger et a�her une image en Matlab. On utilisera les ommandes matlab sui-vantes :readim, images, olormapPour les questions suivantes, on utilisera les ommandes imfinfo et size.2. Quel est le type du �hier obtenu ?3. Comment interpréter son ontenu ?4. Qu'en déduit-on sur le odage de l'image ?5. Quelle est la taille du �hier attendue ? La omparer à la taille du �hier téléhargé.Conversion binaire/déimal et taille des donnéesIl va nous être utile dans la suite (et plus généralement dans les projets) de traiter des données binaires.1. Convertir l'image en un �hier binaire.On utilisera les ommandes matlab suivantes :de2bin 85



86 CHAPITRE 9. TRAVAUX PRATIQUES2. Comparer les tailles des deux �hiers.On utilisera la ommandes matlab suivante :whosRemarque : vous onstaterez que deux bits sont en fait utilisés pour oder un bit.3. A partir du �hier binaire, reformer le �hier image initial.On utilisera les ommandes matlab suivantes :bin2de, reshape9.2.2 Compression par quanti�ationDans ette partie, on quanti�e de manière naïve le �hier.1. E�etuer une ompression par quanti�ation naïve en odant l'image sur 3 bits. On utilisera le �hierbinaire assoié à l'image.2. Regarder et interpréter la taille annonée du �hier.3. Visualiser l'image quanti�ée.9.3 TP2 : Coneption de �ltres9.3.1 Filtrage RIFUn �ltre non réursif est dé�ni par la relation de réurrene :
yn = xn + axn−p.On hoisit ii a = 1 et p = 5.1. Quelle est la réponse impulsionnelle du �ltre ?2. A�her sous matlab le module de la réponse en fréquene du �ltre.3. A�her sous matlab la phase de la réponse en fréquene du �ltre.9.3.2 Synthèse d'un �ltre RIF passe-basOn veut réaliser un �ltre RIF passe-bas de fréquene de oupure Fe/5. On va utiliser la méthode de lafenêtre. Pour ela, on ommene par aluler la réponse impulsionnelle orrespondant au �ltre passe-bas idéal,par transformée de Fourier à temps disret inverse.1. Quelle est la réponse impulsionnelle du �ltre passe-bas idéal de fréquene de oupure Fe/5 et de phasenulle ?2. A�her sous matlab la réponse impulsionnelle ausale de longueur 81 éhantillons obtenue par tronatureet déalage de la réponse impulsionnelle idéale.3. A�her le module (sans unité puis en en dB) de la réponse en fréquene orrespondante, en utilisant uneTFD sur N = 1000 points fréquentiels.Le �ltre obtenu est-il passe-bas ? Véri�er que la fréquene de oupure est bien la bonne. Quel est le défaut dee �ltre passe-bas ?1. Refaire l'opération mais au lieu de tronquer (e qui orrespond impliitement à utiliser une fenêtre re-tangulaire), utiliser une fenêtre de Blakman1. A�her le module (en dB) de la réponse en fréquene.2. Qu'a-t-on amélioré par rapport au as préédent ?3. Qu'a-t-on détérioré ?1Celle-i est dé�nie par w = .42 − .5 ∗ cos( 2∗π∗n

M−1
) + .08 ∗ cos( 4∗π∗n

M−1
) ;



9.3. TP2 : CONCEPTION DE FILTRES 879.3.3 Filtrage RIIUn �ltre réursif est dé�ni par la relation de réurrene :
yn − 0.95yn−5 = xn.Quelle est la fontion de transfert H(z) du �ltre ? Les �ltres de fontion de transfert rationnelle du type
H(z) = B(z).A(z)peuvent être représentés sous matlab par deux veteurs : le veteur orrespondant au polyn�me en z−1, A(z)et le veteur orrespondant au polyn�me en z−1, B(z). Matlab permet de �ltrer n'importe quel signal par un�ltre de e type grâe à la fontion '�lter' : Si x est un signal, y = filter(B, A, x) alule la sortie du �ltredé�ni par la réurrene i-dessus.1. Sous matlab, en utilisant la fontion �lter, aluler et a�her la réponse impulsionnelle du �ltre orres-pondant à la réurrene i-dessus.2. Caluler et a�her la réponse en fréquene orrespondante.3. Comparer ave :Bf= fft(B,512);Af= fft(A,512);Hf= Bf./Af;plot(abs(Hf(1:256))%%%%%% Filtrage RIF %%%%%%%%a=.9;p=5;N=20;x=zeros(1,N);y=zeros(1,N);x(1)=1;for k=1:Nif k>py(k)=x(k)+a*x(k-p);elsey(k)=x(k);endendI=0:.01:.5;A=exp(i*2*pi*I);rep_mod=abs(1+a*A.^(-p));rep_phase=angle(1+a*A.^(-p));%%%%%%% Filtrage RIF. Synthèse d'un filtre passe-bas %%%%%%%%%Réponse impulsionnelle ausalef=1/5;w=2*pi*f;M=81;h=zeros(1,M);h=1/pi*sin(w*([0:M-1℄-(M-1)/2))./([0:M-1℄-(M-1)/2);h((M-1)/2+1)=w/pi;%Réponse en fréqueneN=1000;



88 CHAPITRE 9. TRAVAUX PRATIQUESI=(linspae(0,.5,N))';a=exp(i*2*pi*I);H=sum(diag(h)*((ones(M,N)*diag(a)).^(diag([0:M-1℄)*ones(M,N))));%plot(linspae(0,.5,N),abs(H));%Fenêtre de BlakmanJ=0:M-1;Blakman=.42-.5*os(2/(M-1)*pi*J)+.08*os(4/(M-1)*pi*J);h_new=h.*Blakman;H_new=sum(diag(h_new)*((ones(M,N)*diag(a)).^(diag([0:M-1℄)*ones(M,N))));%plot(linspae(0,.5,N),10*log(abs(H_new)),linspae(0,.5,N),10*log(abs(H)));%%%%%%% Filtrage RII %%%%%%%%%Réponse impulsionnelleB=[1 0 0 0 0℄;A=[1 0 0 0 -.95℄;l=100;x=[1, zeros(1,l-1)℄;y=filter(B,A,x);%Réponse en fréquenerf=1./(1-.95*a.^(-5));%plot(linspae(0,.5,N),abs(rf));
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