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On justifiera CHAQUE réponse.

Exercice 1.
Considérons le probleme d’évolution

Ora(t,x) + u(t, z)0a(t,z) = 0 dans R x R,
a(0,z) = a°(z) dans R

ou u(t,x) est une fonction donnée, ” suffisamment réguliere ” (faire les hypotheses nécessaire
dans la suite), ainsi que a°(z).

Trouver des courbes de R? sur lesquelles la solution a(t, ) est constante.

Donner une expression de la solution a(t, x).

Résoudre explicitement les cas ou u(t,z) = u (constante, vitesse d’advection indépendante du
temps) et ol u(t,z) = .

Exercice 2.

Soit Q € R™ un ouvert régulier borné. Soit f € L*(Q). Soit ay € C°(Q) tel que Ja > 0 pour
lequel ag(x) > a Va € Q.

1) Montrer qu'’il existe un unique v € Hg () tel que

/Vu-Vv—i—aouv:/fv Vv € Hy (). (1)
Q Q

2) Quel est le probleme aux limites vérifié par u?

3) On suppose maintenant étre en dimension 1, et que  est le segment [0, 1]. On se donne un
maillage uniforme ()0, am+1, avec zg = 0, pr41 = 0, z; = j.h, Mh = 1 (ne pas hésiter a
faire un dessin de la grille). Dans le cas ou B est la base d’éléments finis P!, c’est-a-dire que
les fonctions ; sont affines par morceaux et vérifient

(1, sii=j
%(xj){ 0, sinon,

pour 7 = 1,..., M. Calculer les coefficients de la matrice associée a la méthode de Galerkin en
fonction des données du probleme.

Exercice 3. On considere le schéma de Lax-Friedrichs pour 1’équation d’advection a vitesse
constante dans R, dyu + ad,u = 0 avec une donnée initiale u° € C}(R) :

n n
ntl _ U1 F ULy aAt( )
u; = Uiy —Uj_1),
2 2Ax

uw! = u’(jAx), Vj € Z.

J
1) a) Donner a € R tel que le schéma est consistant avec I’équation d’advection si et seulement
si le rapport % tend vers 0 lorsque Az tend vers 0.
b) Montrer que ce schéma est convergent sous cette condition et une condition habituelle.
¢) Quel est 'ordre de convergence si At = Ax” pour 3 €]0, af?

1



2) On s’intéresse maintenant au comportement de la solution discrete lorsque la condition
ci-dessus n’est pas vérifiée. On suppose que At = AMAz® avec A € R7.
a) Montrer que le schéma est consistant avec

1
0 Dot = —02 ,u.
U+ ad,u 3\ e

Quel est 'ordre de consistance ?(On calculera I'erreur de consistance ¢7.)
b) Montrer que 'erreur :

n n
€i—1 + €ir1 alAt

1

6] 5

¢) Montrer que la solution discréte converge vers la solution de
Lo
O + alyu = ﬁamu,

en admettant l'existence d’une solution (réguliere) a cette équation.
Exercice 4. Calculer une solution de :

2
By + ax% —0,

pour V(t,z) € Ry xR, u(0,2) =3si2 <0, u(0,z) =1si0<x<1,u0,z)=0s1 1<z



