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Examen partiel - Analyse fonctionnelle approfondie

On justifiera CHAQUE réponse.

Exercice 1.

1. Montrer que dans tout espace métrique une suite de Cauchy ayant une valeur d’adhérence
est convergente.

2. Soit F' une partie équicontinue de C(X;Y), ou X et Y sont des espaces métriques dont
les distances sont notées dx et dy respectivement. On suppose X compact. Montrer que
F' est équi-uniformément continue sur X.

3. Soit M une famille de fonctions réelles sur [0, 1] telles que :
— (a) f(0) =0,
— (b) |f(s) = f(t)] < +/|s — t| pour tout s, dans [0, 1],
— (o) fy F(Hdt=0.

Prouver que M contient une fonction qui maximise fol | f(t)|dt.

Exercice 2.

Soit ¢ = (¢p)nen un élément de £2, I'ensemble des suites réelles telles que Y ¢2 < +o0o. On pose :
C={zel’)VneN, |z, <|cnl}.

1. Montrer que C est fermé dans 2.

2. Montrer que si (z")en est une suite d’éléments de C' alors on a

(2%)ren converge dans £2 < Pour tout n > 0, la suite (2%)ren converge dans R.
3. Montrer que la propriété précédente est fausse si la suite ¢ ¢ 2.
4. Montrer que ’ensemble C' est un compact de ¢2.

Exercice 3.

Soit H un espace de Hilbert séparable et (e,),en une base hilbertienne.

1. Soit (z,,)nen une suite bornée. Montrer que (x,,),en converge faiblement si et seulement
si pour tout p, (z,,e,) admet une limite réelle r, lorsque n tend vers +oo.
INDICATION : pour le sens ”<=", on pourra commencer par montrer

Z?ﬁ < +00.
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2. On considere le sous-ensemble F' = {e,, + me,, (m,n) € N*},
(a) Le point 0 est-il dans I'adhérence faible de F'?
(b) Et dans I’adhérence faible de 'adhérence faible de F'?

(¢) Qu’en conclure?



