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Introdution générale

Cette introdution a pour objetif de présenter mes ontributions en langage ourant, les dif-

férents adres dans lesquels elles ont été onstruites ainsi que les heminements qui ont permis

de les obtenir. Les énonés rigoureux des résultats ainsi que les remarques bibliographiques seront

détaillés dans le orps du manusrit.

L'objetif de e mémoire est de onstituer un guide de leture des résultats que j'ai obtenus

au ours de es huit dernières années : trois années de thèse à l'université Paris VI, une année

de stage post-dotoral à l'université de Stuttgart et quatre années de reherhes en tant que de

Maître de onférenes à l'université Paris-Dauphine. Ces résultats se regroupent autour de deux

thématiques prinipales, l'optimisation et l'analyse numérique.

Le terme optimisation reouvre ii plus préisément méthodes numériques d'optimisation, l'essen-

tiel des résultats de e mémoire onsistant en la oneption, l'étude théorique et l'appliation

d'algorithmes dédiés à la résolution de problèmes d'optimisation, l'enjeu étant ii de aluler

numériquement les optima de diverses fontionnelles de oût.

Le terme analyse numérique, reouvre ii plus préisément la oneption et l'analyse de méthodes

numériques de simulation et de résolution approhées d'équations ou de systèmes d'équations aux

dérivées partielles (EDP). L'enjeu prinipal est d'obtenir de méthodes fournissant des approxi-

mations raisonnables en des temps ourts.

Avant d'entrer dans une desription plus détaillée, signalons aussi que e travail aurait égale-

ment pu être présenté selon une autre struture, onstruite à partir des appliations des méthodes.

Celles-i s'artiulent en e�et autour de trois domaines : le ontr�le quantique, le transport op-

timal et la méanique des milieux ontinus. Une telle desription fait apparaître les adres de

prodution des algorithmes présentés dans e mémoire. Le ontr�le quantique fut pour moi le

point d'entrée dans la reherhe. Ce sujet m'a été proposé au printemps 2002 par Yvon Ma-

day et Gabriel Turinii lors de mon stage de DEA, et a oupé l'essentiel de mes trois années

de thèse. Le travail sur ette thématique trouvait sa motivation dans une ollaboration ave

l'équipe d'Hershel Rabitz à l'université de Prineton. Les travaux onernant la méanique des

milieux ontinus ont été initiés à l'automne 2005 lors de mon post-do à l'université de Stuttgart

ave Barbara Wohlmuth. En�n, j'ai ommené mon travail sur les algorithmes pour le transport

optimal au printemps 2007 à l'oasion du projet A.N.R. Otarie (Optimal transport : Theory

and Appliations to osmologial Reonstrution and Image proessing), oordonné par Andreï

Sobolevski��.
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Introdution générale

Optimisation

Les travaux dérits dans ette partie ont tous donné lieu à des algorithmes permettant d'op-

timiser des fontionnelles. Les méthodes se lassent selon deux atégories : une première partie

d'entre elles est liée à des formulations ontinues, éventuellement disrétisées dans un seond

temps (algorithmes monotones, algorithmes pour le transport optimal en dimension supérieure à

1), une seonde partie est onstituée d' algorithmes disrets, de type ombinatoire (algorithmes

pour le transport optimal en dimension 1).

Algorithmes monotones pour le ontr�le optimal

La première partie de mes travaux en optimisation onerne le ontr�le optimal et fait l'objet

du hapitre 1 de la partie I du mémoire. Ces résultats ont été prinipalement obtenus lorsque

j'étais en thèse au laboratoire Jaques-Louis Lions, en ollaboration ave Luie Baudouin, Yvon

Maday et Gabriel Turinii. Ils sont inspirés par une lasse d'algorithmes lié au ontr�le par laser

de l'équation de Shrödinger. Ces algorithmes, appelés shémas monotones ou enore algorithmes

monotones furent introduits dans les années 90 par di�érents groupes de himistes. Au début

de ma thèse, e type de proédure soulevait trois problèmes de nature di�érente. Le premier

était d'ordre pratique : l'implémentation d'un algorithme mettait en évidene une grande insta-

bilité du shéma numérique résultant. Le deuxième onernait la ompréhension des proédures

elles-mêmes : la méthode utilisée pour obtenir la fatorisation évoquée plus haut repose exlu-

sivement sur une série de aluls qui ne permet pas d'interpréter l'algorithme intuitivement, ou

de le rapproher d'un autre algorithme onnu. Le troisième problème était d'ordre théorique :

auune preuve de onvergene n'existait pour et algorithme. Une partie de mon travail sur les

algorithmes monotones traite de es trois questions, le reste onernant les adaptations et les

appliations de ette méthode.

Commençons par dérire plus préisément les fondements des algorithmes monotones. La

méthode fut don proposée par des himistes et a pour but d'optimiser une fontionnelle J
assoiée à un ertain objetif, par exemple un état ible ψcible à atteindre :

J(ε) = ‖ψ(T ) − ψcible‖
2
2 + α

∫ T

0
ε(t)2dt,

Ii, le ontr�le ε est le hamp életrique produit par un laser, l'état ψ est la fontion d'onde

à ontr�ler. Le terme α permet la pénalisation L2
du ontr�le, de sorte que sa norme reste

aeptable physiquement. Un état initial ψ0 étant donné, le adre est elui du ontr�le bilinéaire,

puisque le terme de ontr�le multiplie l'état dans l'équation de Shrödinger :

i∂tψ = [H0 − µε(t)]ψ.

Le terme H0 représente l'Hamiltonien du système onsidéré, et µ son moment dipolaire. L'algo-

rithme repose avant tout sur un alul astuieux dans lequel l'introdution d'un état adjoint χ
onduit à une fatorisation de la variation de la fontionnelle entre deux ontr�les arbitraires :

J(ε′)− J(ε) = α

∫ T

0
(ε′(t)− ε(t)).∆(ψ′(t), χ(t))dt,

2



où ∆(ψ′(t), χ(t)) est une fontion expliite dépendant de l'état ontr�lé ψ′(t) par l'intermédiaire

de ε′ et de l'adjoint χ(t) assoié à ε. Sous ette forme, il devient faile de onevoir un algorithme

itératif minimisant de manière monotone la fontionnelle J . Dans un artile réent, présenté à la

setion 1.1.1, j'ai donné un adre mathématique général dans lequel s'applique ette démarhe,

ainsi qu'une forme générale de méthode monotone. Ce travail, e�etué en ollaboration ave

Gabriel Turinii est présenté à la setion 1.1.1 de e mémoire et orrespond à la publiation [K℄.

Comme je l'ai déjà mentionné, l'implémentation numérique des algorithmes monotones dans

le adre quantique donnait lieu dans de nombreux tests à des instabilités numériques (qui pou-

vaient ependant être retardées en diminuant le pas de temps). Dans un premier travail, je me

suis intéressé à la disrétisation en temps du problème. J'ai en partiulier expliité l'impat du

hoix de disrétisation sur les ritères de monotonie de l'algorithme. Ce travail a permis de pro-

poser deux lasses de shémas � impliite et expliite � assurant la stabilité de la méthode. La

démarhe suivie onsiste à reprendre la manipulation algébrique sous-jaente aux algorithmes au

niveau disret. Sous ette forme, on obtient de manière exate un équivalent de la fatorisation

de la fontionnelle, et don des ritères de monotonie de l'algorithme. Ce travail, e�etué en

ollaboration ave Gabriel Turinii et Yvon Maday est présenté à la setion 1.1.3 de e mémoire

et orrespond aux publiations [Pro. b℄ et [B℄.

Dans un seond temps, j'ai identi�é la proédure à un algorithme de poursuite de trajetoire,

Referene trajetory traking, en horizon �ni. Autrement dit, un algorithme monotone onsiste

à reherher à haque instant entre 0 et T un ontr�le permettant de réduire l'éart entre l'é-

tat ourant du système et une trajetoire de référene. Dans le as onsidéré, la trajetoire de

référene est mise à jour itérativement. Celle-i se trouve être elle de l'état adjoint qui, dans le

as hyperbolique, suit la même dynamique que elle de l'état diret et atteint au temps T la ible

onsidérée. Cette interprétation, qui fut fondamentale pour la mise en plae de parallélisation

présentée au hapitre 1 de la partie II, a permis de onevoir un algorithme monotone stohas-

tique, de faible oût numérique. Ce travail, e�etué en ollaboration ave Gabriel Turinii est

présenté à la setion 1.1.2 de e mémoire et orrespond à la publiation [C℄.

La dernière partie de mon travail est sans doute la plus importante. Elle onerne la preuve

de onvergene de la méthode dans le as quantique. La démonstration repose sur une utilisa-

tion partiulière de l'inégalité de �ojiasiewiz. Ce résultat a en fait donné lieu à deux artiles

distints : l'un onsaré spéi�quement aux shémas numériques, où des onditions sur le pas

de temps sont obtenues, l'autre, traitant le as de l'algorithme ontinu, où un travail d'analyse

fontionnelle a été néessaire pour étendre les résultats à la dimension in�nie. Dans les deux

as, des taux de onvergene ont été obtenus, et véri�és numériquement dans le as disret. Ce

travail, réalisé en partie ave Luie Baudouin, est présenté à la setion 1.1.4 de e mémoire et

orrespond aux publiations [D℄ et [F℄.

Parallèlement à es reherhes, plusieurs appliations ont été développées et testées sur des ex-

emples fournis par des himistes. La première, développée en ollaboration ave Claude Dion

et Gabriel Turinii, onerne le problème assez largement dérit dans la littérature du ontr�le

de l'alignement et de la rotation de moléules. Une spéi�ité de ette problématique est que le

ontr�le y intervient de manière omplexe : par rapport au adre standard du ontr�le bilinéaire,

e n'est plus le ontr�le, mais une fontion de elui-i qui multiplie l'état. Dans e ontexte, une

adaptation d'un algorithme monotone a permis d'obtenir un ontr�le optimal révélant un mé-

anisme de ontr�le par Ladder limbing : les di�érentes résonnantes du système apparaissent au

ours du ontr�le, faisant monter le système vers des états de plus en plus orientés. Il est intéres-

sant de voir que l'algorithme retrouve à ette oasion les fréquenes naturelles du système. Ce

3



Introdution générale

travail est présenté à la setion 1.2.1 de e mémoire et orrespond aux publiations [Pro. ℄ et [A℄.

Plus réemment et en ollaboration ave Ivan Maximov et Gabriel Turinii, nous avons on-

struit une version de l'algorithme adaptée à un problème de résonane magnétique nuléaire. La

di�ulté a ii onsisté à oupler l'algorithme ave une proédure de régularisation permettant de

ontr�ler le spetre fréquentiel du laser. Ce travail est présenté à la setion 1.2.2 de e mémoire

et orrespond à la publiation [N℄.

Dans une dernière appliation, un algorithme monotone a été utilisé pour onstruire des

familles de hamps lasers disriminants. Ces hamps s'avèrent très e�aes lorsqu'ils sont utilisés

dans des proédures d'identi�ation de systèmes quantiques. Ce travail, réalisé en ollaboration

ave Yvon Maday, est présenté à la setion 1.2.3 de e mémoire et orrespond à la publia-

tion [Pro. f℄.

Méthodes numériques pour le transport optimal

Un seond aspet de mon travail sur l'optimisation numérique est le transport optimal.

L'ensemble des travaux orrespondants sont présentés au hapitre 2 de la première partie du

mémoire. Peu après être arrivé au CEREMADE, j'ai ommené à m'intéresser au transport opti-

mal, et plus partiulièrement aux algorithmes de résolution. Même s'ils relèvent majoritairement

d'une toute autre lasse de méthodes, les algorithmes que j'ai développés pour résoudre des

problèmes de transport optimal trouvent initialement leur soure dans le ontr�le optimal. La

piste m'a été suggérée par Günter Leugering, qui me signala que les algorithmes monotones pou-

vaient peut-être trouver une appliation en transport optimal, via la formulation du problème de

Monge-Kantorovith proposée par Brenier et Benamou dans [3℄. Ce point de départ se poursuivit

sous la forme d'un projet A.N.R. que j'ai monté en ollaboration ave Andreï Sobolevski��.

Le premier algorithme de transport que j'ai proposé est basé sur l'extension de ertaines idées

issues des algorithmes présentés au hapitre 1 de la partie I. Ce travail a été réalisé en ollabo-

ration ave Guillaume Carlier. La formulation préise du problème et l'algorithme de résolution

font l'objet de la setion 2.2.1. Partant d'un problème de ontr�le optimal, lié à une équation de

transport ave di�usion de type Fokker-Plank, on a onstruit un shéma d'optimisation mono-

tone qui s'est avéré numériquement très e�ae. Les deux prinipales innovations de e travail

portent d'une part sur le ouplage du shéma d'optimisation ave une méthode de résolution

numérique de l'équation d'évolution du système, d'autre part sur la mise en plae de la stratégie

d'optimisation.

Le problème onsidéré est elui de la minimisation de la fontionnelle dé�nie par :

J(v) =
1

2

∫ T

0

∫

Ω
ρ(x, t)v2(x, t)dxdt+

∫

Ω
V (x)ρ(x, T )dx,

où Ω ⊂ R
N
est borné, T le temps de ontr�le, ρ est la variable d'état, ontr�lée par le hamp de

vitesse v suivant l'équation :

∂tρ(x, t)− ε∆ρ(x, t) + div(v(x, t)ρ(x, t)) = 0,

ρ(x, 0) = ρ0(x),

4



où ρ0 est l'état initial et ε est un paramètre de di�usion. La fontion V représente un potentiel,

assoié à ρ. Ce problème peut être vu omme une version simpli�ée d'un problème de transport

optimal, puisque l'état �nal n'est pas presrit. En revanhe, ette formulation permet la prise

en ompte de phénomènes de di�usion, e qui n'est généralement pas le as dans les problèmes

de transport optimal. Le modèle sous-jaent est elui d'un mouvement de foule, se déplaçant à

partir d'un état initial �xé vers un état minimisant onjointement son énergie inétique moyenne

et le potentiel

∫
Ω V (x)ρ(x, T )dx, au temps T .

La fontionnelle étant onave par rapport à l'état (puisque linéaire par rapport à ρ) et l'équa-
tion d'évolution étant linéaire, les ritères d'appliation des algorithmes monotones sont satis-

faits. Quelques préautions sont ependant néessaires pour la mise en ÷uvre pratique d'une

telle proédure : elle-i va en e�et donner lieu à un ouplage entre une méthode numérique

assoiée à l'équation d'évolution et une stratégie d'optimisation. Dans e adre la linéarité de

la fontionnelle peut engendrer des instabilités numériques : une erreur numérique peut rendre

l'état négatif en ertains points et la routine de minimisation aura alors la possibilité d'aentuer

ette erreur en faisant tendre la valeur fontionnelle disrète vers −∞. Cei n'a évidement au-

un sens puisqu'au niveau ontinu, l'équation d'évolution préserve le aratère positif de l'état.

Le reours à une tehnique de déentrage garantissant la positivité a permis de résoudre ette

di�ulté et j'ai ensuite onçu un algorithme d'optimisation adapté à e adre. La méthode ainsi

onstruite s'avère partiulièrement e�ae, puisque dans de nombreux as seule une trentaine

d'itérations est néessaires pour obtenir un optimiseur. Ce travail est présenté à la setion 2.2.1

de e mémoire et orrespond à la publiation [Pro. e℄.

La théorie des jeux à hamp moyen développée par Jean-Mihel Lasry et Pierre-Louis Lions

donne lieu à des problèmes d'optimisation auxquels la méthode générale qui vient d'être dérite

peut aussi être appliquée. En ollaboration ave Gabriel Turinii et Aimé Lahapelle, j'ai ainsi

onsidéré le problème de jeux à hamp moyen suivant :

J(v) =

∫

Q

(
p(t)(1− βz) +

c0 · z

c1 + c2ρ(t, z)
+
v2(t)

2

)
ρ(t, z)dz,

où β, c0, c1, c2 sont des onstantes positives, et où p(t) est une fontion positive. Cette fontion-

nelle rend ompte d'une situation simple, où des populations ont à hoisir pour leurs habitations

entre un niveau d'isolation z élevé, ou au ontraire un rapprohement les unes des autres. Le

premier terme rend ainsi ompte du oût de hau�age au ours du temps, le seond modélise

le béné�e apporté par une stratégie d'agglomération et le oût d'entretien. Le dernier terme

représente le oût de hangement d'état.

Ce problème rentre dans le adre d'appliation de la stratégie d'optimisation par algorithme

monotone : la fontionnelle est d'une part onave par rapport à la variable d'état du système

et d'autre part l'équation d'évolution est linéaire.

D'un point de vue pratique, les expérienes numériques ont mis en évidene l'existene de

plusieurs équilibres pour un jeu de paramètres donné. Ce travail est présenté à la setion 2.2.2

de e mémoire et orrespond à la publiation [Pro. e℄.

Une seonde série de travaux onerne des problèmes de transport optimal en dimension 1. Il

est onnu depuis longtemps que dans le as d'un transport sur la droite réelle et lorsque le oût

de déplaement est une fontion onvexe de la distane, le plan de transport optimal entre deux

mesures est donné de manière expliite par le ré-arrangement monotone. En ollaboration ave

Andreï Sobolevski�� et Julie Delon, j'ai onsidéré deux variantes de e problème pour lesquelles il

n'existait à ma onnaissane pas de tel résultat : le problème du transport optimal sur le erle
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en oût onvexe d'une part, et le problème du transport optimal (sur le erle et sur la droite)

en oût onave d'autre part.

Le premier travail sur le erle est issu d'un problème proposé par Julie Delon et lié au traite-

ment d'image. Pour omparer deux images, il est souvent néessaire de ommener par égaliser

leurs histogrammes de ouleurs ou de niveaux de gris. Cette égalisation est en pratique réalisée

en alulant le transport optimal entre les deux histogrammes. Or ertains odages de ouleurs,

tels le HSV ou le HSL ont une omposante périodique, e qui fait que même dans le as simple

d'un oût de transport quadratique, il n'existe pas de méthode expliite pour aluler le plan de

transport. Pour éviter e problème, une tehnique (heuristique) généralement employée onsiste

à se ramener au as de la droite en � oupant � le erle en un point. Si on utilise un oût de

transport onvexe, le plan de transport optimal est donné par le ré-arrangement monotone et le

oût orrespondant peut être failement alulé. On répète alors ette opération de oupure en

plusieurs points et hoisit omme solution le plan de transport assoié au oût le plus faible qui

a été obtenu.

Dans e adre, mon travail a onsisté d'une part à justi�er mathématiquement la validité de

ette méthode et d'autre part à onstruire un algorithme permettant de aluler diretement et

rapidement un point de oupure assoié à la solution optimale. La démarhe suivie a onsisté à

onstruire un problème de minimisation onvexe dont e point est solution. L'algorithme qui en

déoule est alors une simple desente de gradient dans le as ontinu ou une dihotomie dans le

as de mesures disrètes. En�n on a analysé la omplexité de l'algorithme dans e dernier as

et montré qu'elle était linéaire par rapport au nombre de points. Ave ette méthode, le oût

de alul d'un plan de transport dans le as du erle est don du même ordre de grandeur que

dans le as de la droite. Ce travail est présenté à la setion 2.1.1 de e mémoire et orrespond à

la publiation [M℄.

Le seond travail porte sur le transport en oût onave. Le adre onsidéré ii est entière-

ment disret : on onsidère deux mesures, l'une représentant des puits, l'autre des soures, dé�nies

par deux sommes de distributions de Dira à oe�ients entiers. De manière générale, on peut

failement montrer que le transport en oût onave n'autorise pas de roisements tels qu'ils

peuvent apparaître dans les plans de transport optimaux en oût onvexe : deux trajetoires

sont soit disjointes, soit inluses l'une dans l'autre. Cette propriété en implique une autre, dite

d'équilibre loal : entre un puits et une soure appariés dans un plan de transport optimal, il y a

autant de soures que de puits. On peut alors onstruire des haînes, 'est-à-dire des ensembles

alternés de soures et de puits stables par le plan de transport optimal. Ce raisonnement permet

de partitionner un problème général en le restreignant à elui des haînes. Le travail dans e

adre a débuté par une remarque simple : étant donnée une haîne, la règle de non-roisement

implique que elle-i ontient au moins deux points onséutifs appariés dans le plan de trans-

port optimal. L'idée fut alors de déteter es deux points, pour retirer itérativement deux par

deux tous les points du problème onsidéré. En pratique, une lasse hiérarhique d'indiateurs

a été mise en plae, es indiateurs étant basés sur un petit nombre de aluls et permettant

de de garantir l'optimalité d'appariements de points suessifs. Une utilisation itérative de es

fontions débouhe sur un algorithme de reherhe simple et failement parallélisable.

Par la suite, j'ai étendu le adre d'appliation de es indiateurs à des situations plus générales.

Deux premières extensions sont relativement simples à obtenir : elles-i onernent le as du

erle et le as où les masses sont rationnelles. La première situation se règle en limitant l'usage

des indiateurs à des séries de points de longueurs bornées. La seonde peut être traitée en remar-

quant tout d'abord que le as rationnel se ramène au as entier puis en répartissant les masses
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entières en masses unitaires sur un petit intervalle autour de la position initiale. On peut ensuite

onstruire les haînes assoiées à e problème, puis reherher des indiateurs négatifs. Une ex-

tension moins évidente a onerné le as non équilibré. Une série de lemmes permet également

de montrer que la démarhe suivie dans le as équilibré peut en fait être appliquée.

La dernière partie de e travail porte sur la mise au point d'une implémentation e�ae, 'est-

à-dire minimisant le nombre d'appels de la fontion oût ainsi que des estimations théoriques et

empiriques de la omplexité de l'algorithme résultant. Ce travail est présenté à la setion 2.1.2

de e mémoire et orrespond aux publiations [P, Cras. b, Pro. g℄.

Analyse numérique

Les travaux dérits dans ette partie du mémoire onernent l'aélération de aluls liés à

la résolution d'équations aux dérivées partielles. Dans les trois hapitres, une nouvelle étape de

résolution est introduite pour produire une méthode plus e�ae que la méthode standard. Cette

étape onsiste soit en un déoupage de l'intervalle de temps onsidéré, soit en une déomposition

partiulière de l'inonnue et une linéarisation, soit en une série de pré-aluls.

Parallélisation en temps et ontr�le

Une première méthode générale pour aélérer la résolution d'équations aux dérivées par-

tielles onsiste à déomposer le domaine d'espae onsidéré en sous-domaines sur lesquels des

méthodes adaptées peuvent être appliquées de façon indépendante, don simultanément si l'on

dispose de plusieurs proesseurs. L'enjeu est alors de reoller orretement les solutions obtenues

en mettant à jour itérativement (et le moins possible) les valeurs obtenues aux interfaes. Cette

démarhe est étudiée intensivement depuis une vingtaine d'années et est maintenant bien om-

prise dans le sens où le temps de alul d'une solution raisonnable orrespond à peu près au

temps de alul sans déomposition divisé par le nombre de sous-domaines. La full e�ieny,

'est-à-dire un algorithme donnant lieu à une division du temps de alul par le nombre d'ordi-

nateurs utilisés est don pratiquement atteinte. L'étape suivante de e travail de déomposition

onsiste naturellement à diviser la résolution suivant le domaine temporel. La question posée par

ette approhe est elle de la mise à jour des onditions initiales intermédiaires. L'algorithme

dit pararéel introduit par Jaques-Louis Lions, Yvon Maday et Gabriel Turinii a onstitué une

première étape dans ette diretion.

Durant ma thèse et en ollaboration ave es deux derniers, j'ai onstruit une nouvelle méthode

de parallélisation en temps dédiée plus spéi�quement à la résolution de systèmes d'optimalité

issus de problèmes de ontr�le. Dans le adre simple onsidéré, on herhe à atteindre en un

temps T un état ible en partant d'une ondition initiale �xée. Pour paralléliser la résolution,

l'approhe onsiste à �xer des états intermédiaires, jouant tant�t le r�le de ondition initiale

tant�t elui de ible selon le sous-intervalle de la déomposition onsidéré. Des ontr�les opti-

maux partiels peuvent alors être alulés en parallèle puis onaténés pour permettre une mise

à jour des états intermédiaires. L'algorithme résultant exploite largement l'idée de poursuite de

trajetoire évoquée plus haut : les états intermédiaires sont en e�et onstruits par interpolation

de la trajetoire direte et d'une trajetoire de référene onduisant à l'état ible au temps T .
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Cette approhe intuitive a ensuite été omplétée par une formalisation qui permet d'identi�er

l'algorithme à une méthode de diretion alternée. Dans e adre, j'ai prouvé la onvergene de la

méthode vers la solution obtenue sans parallélisation. D'un point de vue pratique, le temps de

résolution a été approximativement divisé par 8 en utilisant 10 sous-intervalles, e qui est prohe

de la full e�ieny, 'est-à-dire d'une situation où le temps de alul est divisé par le nombre

de proesseurs utilisés. Ce travail est présenté à la setion 1.1 de e mémoire et orrespond à la

publiation [E℄.

La méthode qui vient d'être dérite s'applique à des équations hyperboliques en mettant à pro�t

le fait que l'état adjoint suit une dynamique de même nature que l'état à ontr�ler : il est alors

possible de aluler les points intermédiaires par simple interpolation de trajetoires. En ol-

laboration ave Yvon Maday et Kamel Riahi, j'ai étendu ette notion de points intermédiaires

au as parabolique, où les trajetoires sont ette fois-i de nature omplètement di�érentes, en

partiulier pare qu'elles sont irréversibles. La méthode proposée repose sur la onstrution d'une

trajetoire de référene, ette fois-i di�érente de la trajetoire adjointe du problème de ontr�le.

La onvergene a également été obtenue théoriquement. Ce travail est présenté à la setion 1.2

de e mémoire.

Analyse numérique et formulation o-rotationnelle

Une autre manière de réduire le temps alul onsiste à onstruire des représentations ren-

dant e�aes les linéarisations. Durant mon stage post-dotoral à l'Université de Stuttgart, j'ai

travaillé en ollaboration ave Barbara Wohlmuth et Alexander Weiss sur une problématique

de e type dans le adre de la dynamique des milieux ontinus. Dans e domaine, la plupart

des modèles sont non-linéaires et leur simulation est rendue di�ile par le oût des sous-boules

internes de résolution. Le problème devient enore plus déliat lorsque les mouvements envisagés

sont rapides par rapport aux déformations élastiques. La situation de référene, néessaire au

alul de la déformation élastique, est dans e as très di�ile à évaluer d'un pas de temps à

l'autre et auune tehnique de linéarisation direte ne donne lieu à des résultats satisfaisants. Si

auune linéarisation n'est envisagée, les boules internes onvergent di�ilement ou très lente-

ment.

Pour pallier e problème, les ingénieurs utilisent en général une déomposition du mouvement

en une partie solide, sans déformation, et une partie purement élastique, sans mouvement de

translation ou de rotation globale. Mais ette formulation dite o-rotationnelle est en général

assoiée à des disrétisations ne préservant numériquement ni l'énergie méanique, ni le moment

inétique du solide.

C'est e point de départ a onduit à proposer un shéma numérique onservatif. La démarhe

suivie revient à étendre le shéma simple et lassique de Crank-Niholson au as du mouvement

relatif dans un référentiel en mouvement solide. La première étape de e travail a onsisté à

formaliser orretement e dernier. Si la translation solide fut faile à dé�nir, la aratérisation

de la rotation globale s'avéra en revanhe déliate : les non-linéarités engendrées d'une part par

le hangement de référentiel et dans une moindre mesure par le modèle lui même rendent en

e�et un déouplage des variables relativement di�ile. Il peut ependant être e�etué par l'in-

trodution d'une variable auxiliaire s, la vitesse relative, et des onditions d'orthogonalité entre

le mouvement solide et la déformation élastique. Dans e adre, la variable s peut être utilisée

omme pivot dans les relations de Crank-Niholson pour reproduire au niveau disret les aluls
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de onservation d'énergie du as ontinu. La seonde étape onsiste à dé�nir la rotation solide

de telle sorte que le moment inétique soit également préservé numériquement.

J'ai ensuite montré l'existene de solutions au système d'équations résultant et obtenu des bornes

pour en failiter la résolution. D'un point de vue pratique, il s'est avéré que l'algorithme permet

une linéarisation e�ae dans le as de petites déformations et réduit le nombre de sous-itérations

dans le as non-linéaire. La dernière partie de e travail a onsisté à étendre le shéma au as de

la dimension trois, où la rotation est aratérisée non plus par un réel, mais par un veteur. Ce

travail est présenté à la setion 2.1 de e mémoire et orrespond à la publiation [G℄.

Dans un seond travail, pour lequel Patrie Hauret nous a rejoint, nous avons mis en plae un

ouplage de l'algorithme préédent ave des méthodes liées aux problèmes de ontat. Ce travail

tehnique a surtout onsisté à dé�nir des méthodes adaptées à la desription o-rotationnelle

du mouvement. Il a en partiulier fallu onstruire des adaptations des algorithmes de Laursen

et Chawla [16, 8℄ pour e qui onerne le frottement et de la primal-dual ative set strategy de

Kunish et Ito [15℄ pour la détermination des points de ontat.

Bien que le as linéaire ave frottement solide néessite trois sous-boules internes, une pour la

détermination de la rotation, une pour les points de ontat et une pour les onditions de frotte-

ment, l'approhe proposée s'est avérée e�ae, dans le sens où les résultats sur des benhmarks

ont été reproduits ave des temps de aluls ourts. Ce travail est présenté à la setion 2.2 de e

mémoire et orrespond à la publiation [I℄.

Algorithmes d'aélération par pré-alul

La dernière tehnique générale d'aélération des aluls sur laquelle j'ai travaillé est elle du

pré-alul. L'idée est ii de pro�ter d'une phase préliminaire de alul dits o�ine pour rendre les

simulations plus rapides, soit en approhant les opérateurs par des approximations �nes déduites

rapidement du pré-alul, soit en réduisant le nombre de variables dans les méthodes de base

réduite.

Dans un premier travail réalisé en ollaboration ave Luie Baudouin et Gabriel Turinii, j'ai

analysé et proposé des améliorations à une méthode de pré-alul, dite du Toolkit, introduite par

des himistes pour traiter des problèmes de ontr�le quantique. Dans e domaine, de nombreuses

résolutions de l'équation de Shrödinger, étaient néessaires pour obtenir une approximation or-

rete du ontr�le optimal. Il est don ruial de disposer de méthodes de alul e�aes. L'idée

introduite par les himistes onsiste à améliorer la préision du alul en onsidérant omme

seule approximation elle du ontr�le. La méthode repose ainsi sur le fait que lorsque elui-i est

onstant, la disrétisation en temps onduit à une résolution exate lorsqu'on utilise des expo-

nentiations d'opérateurs. Puisqu'on dispose en pratique aussi bien qu'en théorie de bornes sur

les valeurs du ontr�le, on peut pré-aluler es exponentielles pour un nombre grand, mais �ni,

de valeurs du ontr�le, qui se trouve ainsi quanti�é.

Une analyse a permis de montrer que ette méthode était plus e�ae que les méthodes utilisées

habituellement, telles que le splitting d'opérateur. Dans ette dernière par exemple, les onstantes

apparaissant dans l'estimation d'erreur dépendent de la norme du ontr�le et néessite l'utilisa-

tion de pas de temps très petits pour obtenir une bonne préision. J'ai montré que la méthode du

toolkit n'a pas e biais. Dans un seond temps, j'ai proposé deux améliorations de l'algorithme

initial. Le but est ii de montrer omment augmenter les ordres de onvergene, sans aroître

9



Introdution générale

de manière rédhibitoire le oût du alul. Ce travail est présenté à la setion 3.1 de e mémoire

et orrespond à la publiation [L℄.

Un seond travail dans ette diretion de reherhe a été réalisé en ollaboration ave Bernard

Haasdonk et Barbara Wohlmuth. Le adre de e travail est elui des méthodes de base réduite.

Dans ette approhe, on pré-alule un grand nombre de solutions numériques d'une équation

en en faisant varier les paramètres. On extrait alors de et ensemble une famille de petite taille

qui est ensuite utilisée omme base de résolution par le biais d'une méthode de Galerkin. Cette

méthode a onnu es dernières années beauoup de développements, mais ne ouvrait pas les

problèmes formulés sous forme d'inégalités variationnelles.

Le travail a onsisté dans un premier temps à mettre en plae un adre fontionnel adapté à une

résolution en base réduite de es inégalités. L'intérêt majeur de la formulation proposée est que

le problème initial et le problème réduit ont exatement la même struture, si bien que toutes les

méthodes habituelles peuvent être diretement appliquées aux inéquations réduites. Dans une

seonde étape, j'ai onstruit plus spéi�quement un proédé d'orthogonalisation permettant de

stabiliser la résolution numérique du système réduit. Ce travail est présenté à la setion 3.2 de

e mémoire.
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Chapitre 1

Algorithmes monotones pour le

ontr�le optimal

Résumé : une ertaine lasse de shémas d'optimisation, dit shémas monotones est très

régulièrement utilisée en ontr�le quantique. Ces méthodes itératives permettent en partiulier

de aluler des hamps lasers favorisant des transformations moléulaires à l'éhelle de l'atome

ou de la moléule. Ces shémas peuvent ependant s'avérer très instables numériquement lors

d'une implémentation direte.

Cette partie ommene par une présentation générale de l'approhe et d'un adre général où

elle s'applique [K℄. Une interprétation en terme d'algorithmes dits de traking [C℄ est ensuite

donnée (les shémas monotones ne reposaient jusqu'alors que sur un ertain nombre de ma-

nipulations algébriques). Dans un troisième temps, on se penhe sur l'analyse numérique de la

proédure et on établit des ritères garantissant la stabilité es shémas [B℄ (voir aussi [Pro. b℄).

En�n, on esquisse la preuve de onvergene de la suite de ontr�les produite par la proédure

disrétisée en temps [D℄ et l'algorithme général [F℄ (voir aussi [Cras. a℄ et pour une approhe

di�érente [Pro. d℄). Cette question de onvergene restait ouverte depuis l'introdution des

shémas monotones.

En ollaboration ave des himistes, di�érentes adaptations ont été mises en plae pour traiter

ertains problèmes d'intérêt dans ette ommunauté [A, N, Pro. f℄. Ces ontributions font

l'objet de la dernière partie du hapitre.

Introdution

Dans e premier hapitre, le domaine d'appliation onsidéré est elui du ontr�le quantique :

il s'agit ii de guider à l'aide d'un laser et en un temps donné l'évolution d'un système quantique

vers un objetif. Celui-i peut par exemple être l'approhe d'un état ible ou la maximisation

d'une grandeur physique assoiée au système. Deux éléments du formalisme de la himie quan-

tique sont néessaires à la ompréhension de e qui suit. D'une part, les systèmes quantiques

sont représentés par des fontions d'ondes, généralement notées ψ, à valeurs omplexes, dé�nies

sur des espaes hilbertiens paramétrant les états du système onsidéré. Le arré du module de

es fontions représente la densité de probabilité des états du système. Pour simpli�er, on notera

en onséquene génériquement L2
l'espae des fontions d'ondes. D'autre part, à toute grandeur

physique G d'un système mesurable expérimentalement est assoié un opérateur bilinéaire O.
La relation entre es deux entités est G = 〈ψ,O(ψ)〉, où 〈·, ·〉 est le produit hermitien assoié à

l'ensemble de dé�nition de ψ. Ces grandeurs sont appelées observables.
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Chapitre 1. Algorithmes monotones pour le ontr�le optimal

Le problème de ontr�le optimal peut quant à lui être formalisé mathématiquement par l'in-

trodution d'une fontionnelle dont on va herher à minimiser ou maximiser la valeur. Deux

fontionnelles représentatives sont :

J1(ε) = ‖ψ(T ) − ψcible‖
2
2 + α

∫ T

0
ε(t)2dt,

= 2− 〈ψ(T ), ψcible〉+ α

∫ T

0
ε(t)2dt, (1.1)

que l'on s'e�orera de minimiser, et

J2(ε) = 〈ψ(T )|O|ψ(T )〉 − α

∫ T

0
ε(t)2dt, (1.2)

que l'on herhera au ontraire à maximiser. Dans es fontionnelles, le ontr�le ε ∈ L2(0, T )
est le hamp életrique délivré par un laser, l'état ψ est la fontion d'onde à ontr�ler, en un

temps T . Le oe�ient α permet la pénalisation du ontr�le, de sorte que sa norme L2(0, T )
reste aeptable physiquement. Dans la première fontionnelle, ψcible est un état ible. Dans la

seonde, O est l'observable assoiée à une grandeur physique que l'on souhaite maximiser. Un

état initial ψ0 étant donné, l'évolution du système est régie par l'équation de Shrödinger, qui

s'érit en unités atomiques sous la forme :

i∂tψ = [H0 − µε]ψ. (1.3)

Le terme H0 est appelé Hamiltonien. Il aratérise la dynamique intrinsèque du système onsid-

éré. Dans de nombreuses appliations, il peut s'érire en unité atomique sous la forme :

H0 = −∆+ V,

le terme ∆ étant le Laplaien, qui est l'opérateur assoié à l'énergie inétique du système, et

le terme V = V (x) ∈ L(L2, L2) représentant le potentiel életrostatique dans lequel évolue le

système. L'opérateur µ ∈ L(L2, L2) orrespond quant à lui au moment dipolaire, il aratérise

l'interation entre le système et le laser. Le terme µε est en fait le résultat d'une approximation :

il provient en e�et de la linéarisation de modèles plus �ns où l'interation est une fontion

omplexe de ε. Le adre onsidéré est don elui du ontr�le bilinéaire, puisque la variable de

ontr�le multiplie l'état dans l'équation d'évolution.

La méthode dont il est question dans ette partie a pour but d'optimiser des fontionnelles de

la forme de J1 et J2. Elle fut introduite dans le adre du ontr�le quantique par D. Tannor [26℄

(en s'appuyant sur des travaux V. F. Krotov) et par W. Zhu et H. Rabitz [31℄ sous deux formes

di�érentes. Leurs deux formulations furent par la suite uni�ées dans un travail de Y. Maday

et G. Turinii [21℄ qui mirent ainsi en évidene une lasse plus large d'algorithmes monotones.

Depuis son introdution, de nombreuses variantes ont été proposées et testées sur di�érents

modèles issus de la himie quantique. Pour autant, es développements ont toujours pour �nalité

l'étude (numérique) de l'interation laser matière, et très peu de travaux portent sur les aspets

mathématiques de la méthode. L'objet de ma thèse était justement de ombler ette laune, en

étudiant elle-i sous un angle mathématique. Une grande partie de e hapitre est onsaré à la

présentation de mes ontributions dans e domaine. Elle orrespond à la setion 1.1 du hapitre.

Une deuxième partie, la setion 1.2, onerne les variantes de la méthode que j'ai onçues en

ollaboration ave des himistes.
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1.1. Coneption et analyse des algorithmes monotones

1.1 Coneption et analyse des algorithmes monotones

Dans ette partie, je présente les di�érents résultats mathématiques obtenus sur la méthode.

Je ommene paradoxalement par le plus réent, qui onerne le formalisme général dans lequel

les algorithmes monotones s'appliquent. Dans les trois parties qui suivent, je résume les solutions

que j'ai proposées à trois problèmes qui se sont posés au début de ma thèse : l'interprétation

de l'algorithme, puisque elui-i ne reposait que sur une manipulation algébrique astuieuse des

variations de la fontionnelle ; la disrétisation, puisque de nombreuses implémentations met-

taient en évidene une instabilité numérique de la méthode ; la onvergene en�n, qui restait à

l'époque un problème théorique ouvert.

1.1.1 État adjoint et fatorisation

Cette partie orrespond à l'artile [K℄.

Si elle permet d'introduire le alul sur lequel reposent les algorithmes monotones, le but

poursuivi dans ette publiation était avant tout de présenter un adre général dans lequel la

méthode peut être appliquée.

Prinipe du alul

Je ommene par présenter les idées sur lesquelles reposent les algorithmes monotones sur le

as simple d'une équation di�érentielle ordinaire. Soit A,B,C trois matries arrées deMn(R),
C étant symétrique positive, et deux réels α > 0 and T > 0. On onsidère le problème de ontr�le

optimal assoié à la maximisation de la fontionnelle J dé�nie par :

J(v) = y(T ) · Cy(T )− α

∫ T

0
v2(t)dt,

où ” · ” est le produit salaire usuel de Rn. Ii, l'état y : [0, T ]→ Rn et le ontr�le v : [0, T ]→ R

sont liés par l'équation :

{
y′(t) =

(
A+ v(t)B

)
y(t), ∀t ∈ (0, T )

y(0) = y0,
(1.4)

la ondition initiale y0 étant �xée.

Étant donné deux ontr�les v et ṽ ainsi que leurs états orrespondants y et ỹ, on note tout

d'abord que

J(ṽ)− J(v) =
(
ỹ(T )− y(T )

)
· C
(
ỹ(T )− y(T )

)
+ 2
(
ỹ(T )− y(T )

)
· Cy(T )

− α

∫ T

0

(
ṽ(t)− v(t)

)
(ṽ(t) + v(t)

)
dt. (1.5)

On introduit maintenant un état auxiliaire z : [0, T ] → R
n
, souvent appelé état adjoint, assoié

à y et v par {
z′(t) = −

(
A∗ + v(t)B∗

)
z(t),

z(T ) = Cy(T )

où A∗
et B∗

sont les matries transposée de A et B. La variable z est bien entendu le multipli-

ateur de Lagrange du problème d'optimisation assoié à la ontrainte (1.4).
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Chapitre 1. Algorithmes monotones pour le ontr�le optimal

On développe alors le seond terme du membre de droite de (1.5) de la manière suivante :

(
ỹ(T )− y(T )

)
· Cy(T ) =

∫ T

0

(
ṽ(t)− v(t)

)
Bỹ(t) · z(t)dt.

Finalement, on obtient :

J(ṽ)−J(v)=
(
ỹ(T )−y(T )

)
·C
(
ỹ(T )−y(T )

)
+α

∫ T

0

(
ṽ(t)−v(t)

)( 2

α
Bỹ(t) · z(t)− ṽ(t)− v(t)

)
dt.

Une façon simple de garantir que ṽ onduit à une valeur de la fontionnelle plus élevée qu'ave

v est par exemple d'imposer que :

(
ṽ(t)− v(t)

)( 2

α
Bỹ(t) · z(t)− ṽ(t)− v(t)

)
≥ 0,

e qui peut être par exemple garanti en dé�nissant ṽ par :

ṽ(t)− v(t) =

(
2

α
Bỹ(t) · z(t)− ṽ(t)− v(t)

)

soit :

vk+1 =
1

α
Bỹ(t) · z(t).

En itérant le proédé, on obtient une suite (vk)k∈N dé�nie itérativement par l'équation impliite

vk+1 = 1
αBy

k+1(t) · zk(t), où yk+1
et zk orrespondent aux ontr�les vk+1

et vk respetivement.

Cette suite optimise J de manière monotone puisque

J(vk+1)− J(vk) =
(
yk+1(T )− yk(T )

)
· C
(
yk+1(T )− yk(T )

)
+ α

∫ T

0

(
vk+1(t)− vk(t)

)2
dt ≥ 0.

Le adre

Je ommene par quelques notations : étant donné deux espaes (de Banah) A et B, on
note L(A,B) l'espae des opérateurs linéaires ontinus de A dans B. Étant donné une fontion à

valeurs réelles ou omplexes ϕ, on note par ∇xϕ son gradient par rapport à la variable x. En�n
les symboles Dx et Dx,x représentent les dérivées premières et seondes (au sens de Fréhet) de

fontion vetorielles.

On se donne maintenant trois espaes de Hilbert E, H et V, ave V dense dans H, et on

représente par ·E et 〈·, ·〉V les produits salaires assoiés aux espaes E et V. Le problème de

ontr�le optimal onsidéré est le suivant :

min
v
J(v),

où

J(v) :=

∫ T

0
F
(
t, v(t),X(t)

)
dt+G

(
X(T )

)
.

Les fontion F : R × E ×V → R et G : V → R sont supposées di�erentiables et telles que les

intégrales soient bien dé�nies. Le système que l'on souhaite ontr�ler est dérit par la fontion

d'état X(t) ∈ V dont l'évolution est régie par l'équation linéaire :

∂tX(t) +A(t, v(t))X(t) = B(t, v(t)) (1.6)

X(0) = X0. (1.7)
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1.1. Coneption et analyse des algorithmes monotones

où v : [0, T ]→ E est le terme de ontr�le. L'opérateur borné A(t, v) : R×E×H → H est tel que

pour presque tout t ∈ [0, T ] le domaine de A(t, v)1/2 ontienne V ; on se plae de plus dans le

as où B(t, v) est tel que pour tout t ∈ [0, T ] et tout v ∈ E on ait B(t, v) ∈ L(H,H)∩L(V,V∗).
La formulation préise des hypothèses de régularité sur A,B,F,G sera donnée au lemme 2 et au

théorème 1.

On suppose par ontre dès maintenant que les fontions F et G sont onaves par rapport à

l'état X, dans le sens où :

∀X,X ′ ∈ V, G(X ′)−G(X) ≤ 〈∇XG(X),X ′ −X〉V, (1.8)

∀t ∈ R,∀v ∈ E,∀X,X ′ ∈ V, F (t, v,X ′)− F (t, v,X) ≤ 〈∇XF (t, v,X),X ′ −X〉V. (1.9)

Au ontraire des hypothèses qui seront faites plus tard, les propriétés (1.8), (1.9) ainsi que la

linéarité (1.6) sont ruiales dans la oneption d'algorithmes monotones.

Fatorisation

Reprenons maintenant le raisonnement du début de ette setion pour expliiter les variations

de la fontionnelle entre deux états. Par soui de larté, on note Xv l'état assoié à un ontr�le

v via les équations (1.6�1.7). On ommene par introduire un état adjoint, assoié à un ontr�le

v et dé�ni par :

∂tYv(t)−A
∗
(
t, v(t)

)
Yv(t) +∇XF

(
t, v(t),Xv(t)

)
= 0 (1.10)

Yv(T ) = ∇XG
(
Xv(T )

)
. (1.11)

On a alors le résultat suivant.

Lemme 1. Pour tout v′, v : [0, T ]→ E, notons

Υ
(
t,Xv(t), v(t), v

′(t), Yv(t),Xv′(t)
)
= −〈Yv(t),

(
A
(
t, v′(t)

)
−A

(
t, v(t)

))
Xv′(t)〉V

〈Yv(t), B
(
t, v′(t)

)
−B

(
t, v(t)

)
〉V + F

(
t, v′(t),Xv′(t)

)
− F

(
t, v(t),Xv′ (t)

)
.

Alors :

J(v′)− J(v) ≤

∫ T

0
Υ
(
t,Xv(t), v(t), v

′(t), Yv(t),Xv′ (t)
)
dt. (1.12)

Les variations de la fontionnelle sont don majorées par une quantité qui peut être vue

omme une fatorisation impliite de la fontionnelle par v′ − v :

Υ
(
t,Xv(t), v(t), v

′(t), Yv(t),Xv′ (t)
)
= ∆(v, v′)(t) ·E

(
v′(t)− v(t)

)
.

On a en partiulier le résultat suivant :

Lemme 2. Supposons que :

• A,B, F soient de lasse C2
par rapport à v ave DvvA, DvvB bornés uniformément dès

que X,Y sont dans un ensemble borné ;

• ∇vF soit de lasse C1
par rapport à X ;

• DvvF (t, ·,X) soit bornée, ontinue positive et minorée par une ertaine fontion

X 7→ k(‖X‖).
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Alors il existe une fontion ∆(·, ·; t,X, Y ) ∈ C0(E2, E) telle que, pour tout v, v′ ∈ E

∆(v′, v; t,X, Y ) ·E
(
v′ − v

)
= −

〈
Y,
(
A(t, v′)−A(t, v)

)
X +B(t, v′)−B(t, v)

〉
V

+F (t, v′,X) − F (t, v,X).

De plus, si A,B,F est de lasse C1
par rapport à v, la fontion ∆(·, ·; t,X, Y ) peut être dé�nie

de manière expliite par l'équation :

∆(v′, v; t,X, Y ) =

∫ 1

0
−∇w

(
〈Y,A(t, w)X −B(t, w)〉

V

)∣∣∣
w=v+λ(v′−v)

+∇vF (t, v + λ(v′ − v),X)dλ.

On remarque que v′ peut toujours être hoisi pour rendre l'intégrande négatif dans (1.12)

(dans le pire des as, e dernier peut être annulé par le hoix v′(t) = v(t)).

Remarque 1. Ce alul peut également être généralisé en utilisant un troisième ontr�le ṽ
dans (1.10) pour aluler la trajetoire de l'état adjoint.

Algorithme

L'estimation (1.12) permet de onstruire l'algorithme d'optimisation suivant :

Algorithme 1. ( Algorithme monotone )

Étant donné un ontr�le v0, on onstruit la suite (vk)k∈N itérativement par la proédure suivante :

1. Calul de la solution Xvk de (1.6�1.7) ave v = vk.

2. Calul de la solution Yvk de (1.10�1.11) ave v = vk, partant de

Yvk(T ) := ∇XG
(
Xvk (T )

)
.

3. Calul de vk+1
et de Xvk+1 tels que pour t ≤ T :

∆(vk+1, vk)(t) ·E
(
vk+1(t)− vk(t)

)
≤ 0. (1.13)

Une façon simple de garantir (1.13), est de dé�nir vk+1
par l'équation :

vk+1(t)− vk(t) = −
1

θ
∆(vk+1, vk)(t), (1.14)

où θ est un nombre réel positif, qui peut éventuellement aussi dépendre de k et/ou de t. Si vk+1

satisfait (1.14), les variations de J entre deux étapes de l'algorithme véri�ent :

J(vk+1)− J(vk) ≤ −θ

∫ T

0
(vk+1(t)− vk(t))2dt.

Remarque 2. Comme indiqué dans la remarque 1, une variante de et algorithme onsiste

à optimiser le ontr�le également pendant le alul de la trajetoire adjointe. Cei revient à

introduire un ontr�le auxiliaire ṽk, alulé entre vk et vk+1
. La fatorisation doit alors être

remplaée par une somme de deux termes où apparaissent une fatorisation suivant (ṽk − vk) et
suivant (vk+1 − ṽk).
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Reste maintenant à énoner le résultat prinipal :

Théorème 1. Supposons que A,B,F satisfont les hypothèse du lemme 2. Supposons également

que les opérateurs A,B soient tels que les systèmes (1.6�1.7) et (1.10�1.11) aient des solutions

pour tout v ∈ L∞(0, T ;E) ave v 7→ X, v 7→ Y loalement Lipshitz. Alors

1. Pour tout v ∈ L∞(0, T ;E), il existe θ⋆ > 0 tel que pour tout θ > θ⋆, l'équation non-linéaire

∂tXv′(t) +A(t, v′)Xv′(t) = B(t, v′)

v′(t) = Vθ(t, v(t),Xv′ (t), Yv(t))

Xv′(0) = X0

où Vθ(t, v(t),Xv′ (t), Yv(t)) est l'unique solution de

∆(v′(t), v(t); t,Xv′ (t), Yv(t)) = −θ(v
′(t)− v(t)),

a une solution. Ii, l'adjoint Yv est dé�ni par (1.10�1.11).

2. Il existe une suite (θk)k∈N tel que l'algorithme 1 mis en ÷uvre ave v0 ∈ L∞(0, T ;E) et

vk+1(t) = Vθk(t, v
k(t),Xvk+1(t), Yvk(t)) soit monotone et satisfasse

J(vk+1)− J(vk) ≤ −θk‖v
k+1 − vk‖2L2([0,T ]).

3. Si pour tout t ∈ [0, T ] vk+1(t) = vk(t) (i.e. l'algorithme s'arrête) alors vk est un point

ritique de J : ∇vJ(v
k) = 0.

Ce théorème garantit le bien-fondé de l'algorithme 1, appliqué ave la stratégie (1.14).

1.1.2 Lien ave la poursuite de trajetoire et stratégies d'optimisation

Cette partie orrespond à l'artile [C℄.

Telle qu'elle est présentée à la setion préédente, la oneption d'un algorithme monotone

repose sur l'introdution de l'état adjoint et quelques manipulations algébriques plus ou moins

astuieuses. En partiulier, es tehniques ne permettent pas de rapproher la méthode d'une

proédure standard d'optimisation, telle qu'un algorithme de type gradient par exemple. Au

ours de tests numériques portant sur des algorithmes de ontr�le par feedbak, j'ai onstaté que

le ritère de monotonie (1.13) est dans le as du ontr�le quantique le même que elui assurant

la déroissane d'une ertaine fontion de Lyapounov. Cette remarque a permis de donner une

interprétation géométrique aux algorithmes monotones.

Remarque 3. L'interprétation présentée dans ette partie est en fait valable dans le adre plus

général des équations hyperboliques. Je la présente dans le as quantique ar 'est dans e domaine

que j'en ai montré l'intérêt.

Méthodes de poursuite de trajetoire

Les méthodes dites de poursuite de trajetoire de référene, Referene trajetory traking, qui

vont maintenant être présentées proviennent de l'approhe standard du ontr�le par feedbak. Le

alul du ontr�le qu'elles proposent est en e�et e�etué à haque instant en fontion de l'état

ourant et de telle sorte qu'une fontion de Lyapounov déroisse au ours du temps. Elles s'ap-

pliquent en général à des problèmes de ontr�le en horizon in�ni, où l'on herhe à ontr�ler le
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omportement asymptotique d'un système. Un objetif ainsi fréquemment onsidéré en ontr�le

quantique onsiste à rapproher la trajetoire du système d'une trajetoire de référene. Le alul

du ontr�le est e�etué à haque instant, de telle sorte que la distane entre l'état ourant et

elui situé sur la trajetoire de référene au même moment diminue. Dans e as, ette distane

est la fontion de Lyapounov que l'on onsidère. En ontr�le quantique, ette trajetoire est

généralement hoisie parmi les états propres du système, 'est-à-dire �à un terme de phase près�

parmi les veteurs propres de l'Hamiltonien interne.

On onsidère maintenant un système quantique dérit par sa fontion d'onde ψ(t), dont l'évolu-
tion est régie par l'équation de Shrödinger (1.3), où le ontr�le ε reste à déterminer. Supposons

maintenant que l'on souhaite qu'à un temps T , le système soit prohe d'un état ible ψcible.
Pour adapter la méthode au adre du ontr�le en temps �ni, on onsidère omme trajetoire de

référene elle d'un état χ(t) partant de manière rétrograde de l'état ible ψcible au temps T . Pour
avoir un intérêt du point de vue du ontr�le, elle-i doit relever d'une équation de Shrödinger :

dans e as, il su�ra au système ψ(t) d'atteindre l'un de ses points pour qu'il la suive jusqu'à

l'état ible. On la dé�nit par l'équation :

i∂tχ = [H0 − µεref (t)]χ

χ(T ) = ψcible. (1.15)

où εref est un ontr�le pour l'instant arbitraire et onnu. En suivant la méthode de poursuite de

trajetoire dérite i-dessus, on introduit la fontion de Lyapounov Jfwdε,εref (t) dé�nie par :

Jfwdε,εref
(t) = −2ℜ〈ψ(t), χ(t)〉 + α

∫ t

0
ε(t)2dt+ α

∫ T

t
εref (t)

2dt.

Le premier terme de ette fontion rend ompte de la distane entre les deux états puisque

‖ψ(t) − χ(t)‖L2 = 2− 2ℜ〈ψ(t), χ(t)〉. Le seond est ajouté pour pénaliser le ontr�le.

Remarque 4. Cette adaptation des méthodes de poursuite de trajetoire au adre du ontr�le

assoié à une ible et en temps �ni est à la base des tehniques de parallélisation en temps dérites

au hapitre 1 de la partie II.

La dérivée par rapport au temps de ette fontion est donnée par :

d

dt
Jfwdε,εref

(t) = (ε(t) − εref (t)). (2ℑ〈χ(t), µψ(t)〉 + α(ε(t) + εref (t))) . (1.16)

A e stade, il ne reste plus qu'à dé�nir ε(t) de telle sorte que ette quantité soit négative.

Identi�ation des deux méthodes

Oublions maintenant la méthode de poursuite de la setion préédente et appliquons la dé-

marhe de oneption d'un algorithme monotone dérite à la setion 1.1.1 à la fontionnelle J1
dé�nie par (1.1). Soit don deux ontr�les, ε et ε′. Le alul de la variation suivant la méthode

des algorithmes monotones donne :

J(ε′)− J(ε) =

∫ T

0
(ε′(t)− ε(t)).

(
2ℑ〈χ(t), µψ′(t)〉+ α(ε′(t) + ε(t))

)
dt,

où ψ′
est la solution de (1.3) ave le ontr�le ε′ et où χ est l'état adjoint, solution de (1.15)

ave le ontr�le ε. Autrement dit, le ritère de monotonie (1.13) est le même que elui obtenu à

l'équation (1.16) par la méthode de poursuite.

On en déduit que l'algorithme monotone repose en fait sur une stratégie de poursuite de la

trajetoire de l'état adjoint, elle-i étant mise à jour après haque parours de [0, T ].
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Remarque 5. Le raisonnement préédent repose fortement sur le fait que J1 dépende linéaire-

ment de l'état ψ. Dans le as où la fontionnelle n'est plus linéaire mais quadratique, omme 'est

le as ave J2 (voir (1.2)), l'identi�ation subsiste à ondition de oupler la méthode de poursuite

de la setion préédente ave une méthode de la puissane, où la fontion ψcible est mise à jour à

haque itération par une formule du type : ψcible = O
(
ψk(T )

)
pour se rapproher peu à peu d'un

veteur propre de O.

Deux premières appliations pratiques

Un premier intérêt de l'identi�ation présentée i-dessus vient du fait que la fontion Jfwd
εk+1,εk

(t)

permet de dé�nir une sorte de valeur ourante de la fontionnelle J pendant le alul de εk+1
.

En e�et, on a Jfwd
εk+1,εk

(t0) = J(εintk ), où εintk est dé�ni par :

εintk (t) =

{
εk si t < t0
εk+1 sinon.

Si pour une raison ou pour une autre le alul de εk+1
est interrompu, le travail qui aura été fait

ne sera pas perdu, puisque εintk onduira à une meilleure valeur de J , qui sera de plus onnue,

sans alul supplémentaire.

Une deuxième appliation direte exploite la mesure ontinue du proédé d'optimisation induit

par l'algorithme monotone. À partir de ette interprétation, on peut onstruire un algorithme

monotone stohastique reposant sur le prinipe suivant : il est souvent observé que les algorithmes

monotones ont une onvergene lente en �n d'optimisation lorsqu'ils sont utilisés ave une formule

du type (1.14) où la valeur de θ est onstante. Par ontre, leur onvergene semble être améliorée

lorsque la valeur de θ varie, au ours du temps et/ou au ours des itérations. L'idée a don onsisté

à hanger la valeur de θ aléatoirement lorsque l'éart entre les deux trajetoires ne diminuait pas

su�samment entre deux pas de temps onséutifs. Cette stratégie met don à pro�t l'indiateur

que onstitue Jfwd
εk+1,εk

(t) pour délenher un renouvellement des paramètres de la proédure.

1.1.3 Disrétisation et implémentation

Cette partie orrespond à l'artile [B℄ et au proeeding [Pro. b℄.

Les résultats qui y �gurent furent hronologiquement les premiers obtenus, e qui explique

que le formalisme utilisé dans la publiation di�ère de elui employé dans e qui suit. Ce travail

trouve sa soure dans un problème renontré quasi-systématiquement lors de l'implémentation

d'un algorithme monotone : après un ertain nombre d'itérations (éventuellement très grand, si

le pas de temps utilisé est petit), l'algorithme perd sa monotonie et les ontr�les produits n'ont

plus de sens physique.

Une manière de résoudre e problème était de reprendre au niveau disret le alul développé

dans la preuve du lemme 1 pour obtenir un équivalent disret de l'inégalité (1.12). Plut�t que

de reopier les aluls qui �gurent dans l'artile, j'indique les orrespondanes utilisées entre les

adres ontinu et disret dans le as de la fontionnelle J = J1.
On suit don une démarhe disretize and optimize (aussi appelée direte), 'est-à-dire que l'on

part d'une fontionnelle disrétisée dont on résout le système d'optimalité. Cette approhe s'op-

pose à la stratégie dite optimize and disretize (ou enore indirete) qui onsiste à disrétiser le

système d'optimalité de la fontionnelle ontinue. On se donne don un entier N et un pas de
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temps ∆T tels que T = N∆T . La fontionnelle J :

J(ε) = 2− 2ℜ〈ψcible|ψ(T )〉 + α

∫ T

0
ε(t)2dt

est remplaée par la version disrète :

J∆T (ε) = 2− 2ℜ〈ψcible|ψN 〉+ α∆T
N∑

j=0

ε2j ,

tandis que l'équation de Shrödinger :

i∂tψ = [H0 − µε]ψ,

devient

ψj+1 = e−iH0
∆T
2 e−i(V−µεj)∆T e−iH0

∆T
2 ψj ,

où j est l'index orrespondant au pas de temps. On hoisit don ii d'utiliser un shéma numérique

de type splitting d'opérateur de Strang. Ce hoix était en fait elui qui prévalait dans les publi-

ations à l'époque du travail. Pour autant, tout e qui suit peut être adapté à d'autres shémas

numériques (voir par exemple [H℄, où l'on part d'un shéma de Crank-Niholson). Dans le as

ontinu, la fatorisation (1.12) s'érit :

J(ε′)− J(ε) = α

∫ T

0
(ε′ − ε).(ε′ + ε+

2

ℑ
α〈χ, µψ′〉)dt

qui devient après disrétisation :

J∆T (ε
′)− J∆T (ε) = α∆T

N−1∑

j=0

(ε′j − εj).(ε
′
j + εj +

2

α
ℑ〈χ̂j , µ

∗(εj − ε
′
j)ψ̂

′
j〉), (1.17)

où l'on a introduit (et 'est l'une des innovations apportée par e travail) l'approximation de µ
suivante :

µ∗(x) =
e−iµx∆T − Id

−ix∆T
,

et les états intermédiaires :

ψ̌j = eiH0
∆T
2 ψj , χ̂j = e−iH0

∆T
2 χj.

Par rapport à la méthode qui donne lieu à (1.12), on a mis en fateur le oe�ient α par

ommodité. Dans le as ontinu, l'algorithme monotone onsiste en la résolution itérative du

système {
i ∂∂tψ

k(t) = (H − εk(t)µ)ψk(t)
ψk(t = 0) = ψ0

εk(t) = (1− 2
1+θ )ε

k−1 + 2
1+θ

(
− 1
αℑ〈χ

k−1(t)|µ|ψk(t)〉
)

{
i ∂∂tχ

k(t) = (H − εk(t)µ)χk(t)
χk(t = T ) = ψcible,

qui véri�e :

J(εk+1)− J(εk) = −α‖εk+1 − εk‖22. (1.18)
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Dans le as disret, e système devient :

{
ψkj+1 = e−iH0

∆T
2 e−i(V −µεkj )∆T e−iH0

∆T
2 ψkj

ψk0 = ψ0

εkj = (1− 2
1+θ )ε

k−1
j + 2

1+θ

(
− 1
αℑ〈χ̂

k−1
j |µ∗(εkj − ε

k−1
j )|ψ̂kj 〉

)
{
χkj = eiH0

∆T
2 ei(V−µεkj )∆T eiH0

∆T
2 χkj+1

χkN = ψcible,

qui véri�e :

J∆T (ε
k+1)− J∆T (ε

k) = −α‖εk+1 − εk‖22.

Comme dans le adre abstrait ave le lemme 2, e shéma néessite la résolution d'une équation

impliite pour déterminer la valeur de εkj . L'existene d'une solution est garantie dans e as par

le résultat suivant, qui est un as partiulier du théorème 1.

Théorème 2. Supposons µ borné dans L(L2, L2), alors l'équation :

εkj = fj,k(ε
k
j ), (1.19)

ave

fj,k(x) = (1−
2

1 + θ
)εk−1
j +

2

1 + θ

(
−
1

α
ℑ〈χ̂k−1

j |µ∗(x− εk−1
j )|ψ̂kj 〉

)
,

admet une solution.

Pour résoudre (1.19), on peut utiliser une proédure de point �xe sur fj,k. On a par exemple

obtenu le résultat suivant :

Théorème 3. Si

2‖µ‖2
L(L2,L2)

∆T

α(1+θ) < 1, la proédure de point �xe uℓ+1 = fj,k(uℓ), initiée ave

u0 = 0 onverge vers la solution de (1.19), qui est unique dans e as.

Ce travail fut ensuite omplété par la oneption d'un algorithme expliite, basé sur une

itération de Newton appliquée à l'intégrande (disret) de (1.17). Une analyse de ette méthode

est présentée dans [D℄, où je prouve en partiulier le résultat (voir l'annexe, lemme 5.4) suivant.

Lemme 3. Supposons que γ = α− 3∆T‖µ‖2L(L2,L2) soit positif, alors :

J∆T (ε
k+1)− J∆T (ε

k) ≤ −γ‖εk+1 − εk‖22.

Cei implique que les versions expliite et impliite possèdent les mêmes propriétés de mono-

tonie.

1.1.4 Convergene de l'algorithme

Cette partie orrespond aux artiles [F℄ (qui fait suite à la note [Cras. a℄) et [D℄.

Cette partie peut être onsidérée omme la plus importante de mes ontributions sur les al-

gorithmes monotones, puisqu'elle fournit une preuve de onvergene de la méthode. Une preuve

plus simple, basée sur un tout autre raisonnement a été également obtenue au prix d'une hy-

pothèse plus forte (α grand). On la trouvera dans [Pro. d℄, qui ne sera pas évoqué davantage

dans e manusrit.
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Prinipe de la preuve

La preuve de la onvergene repose essentiellement sur trois ingrédients :

• la ompaité des points ritiques de la fontionnelle,

• une inégalité due à �ojiasiewiz,

• une estimation du gradient.

La ompaité des points ritiques peut être obtenue dans le as quantique de deux manières :

soit via le Lemme d'Aubin [1℄, soit par en reproduisant le raisonnement de Ball et Slemrod dans

[2℄.

L'inégalité de �ojiasiewiz stipule quant à elle qu'étant donné un point ritique a, une fontion-
nelle Γ analytique et dé�nie sur un espae de dimension �nie véri�e :

‖∇Γ(x)‖ ≥ |Γ(x)|1−ν ,

pour un ertain réel ν ∈]0, 1/2], dès que x est su�samment prohe de a. On a ii supposé

Γ(a) = 0, e qui n'est pas restritif. Par ompaité de l'ensemble des points ritiques, on peut en

fait étendre pour un même ν ette inégalité à un voisinage des points ritiques. Par adaptation

des travaux de L. Simon [25℄, ette inégalité reste de plus valable en dimension in�nie lorsque

la fontionnelle est de Fredholm, i.e. de Hessienne ompate. Ces propriétés sont en fait bien

véri�ées dans le as des fontionnelles du ontr�le quantique. Les preuves sont assez tehniques

et je ne les développerai pas ii.

En�n, l'estimation du gradient requise dans la preuve est la suivante :

‖∇J(εk)‖ ≤ λ‖εk+1 − εk‖,

où λ est un réel positif. Celle-i s'obtient assez failement en utilisant la formule

∇J(ε) = 2αε+ ℑ〈χ|µ|ψ〉

et des estimations de Gronwall.

Je me ontenterai ii de donner les grandes lignes de la preuve. De la monotonie de l'algorithme et

du fait que la fontionnelle J est bornée inférieurement, on déduit que la suite de réels

(
J(εk)

)
k∈N

onverge vers un réel ℓε0 . Si ette suite atteint sa limite en un nombre �ni d'itérations, alors

d'après (1.18) (εk)k∈N devient onstante à partir de e même rang, et don onverge. On peut

don supposer que J̃(ε) = J(ε) − ℓε0 ne s'annule jamais sur les points de la suite (εk)k∈N. La
preuve de onvergene repose sur une série d'inégalités. On a en e�et suessivement :

(J̃(εk))ν−(J̃(εk+1))ν ≥
ν

(J̃(εk))1−ν

(
J(εk)− J(εk+1)

)
(1.20)

≥
ανθ

(J̃(εk))1−ν
‖εk+1 − εk‖22 (1.21)

≥
ανθ

‖∇J(εk)‖
‖εk+1 − εk‖22 (1.22)

≥
ανθ

λ
‖εk+1 − εk‖2, (1.23)

où (1.20) est une simple onséquene de la onavité de x 7→ xθ, (1.21) provient de la propriété

fondamentale de l'algorithme déjà évoquée par l'équation (1.18), (1.22) est obtenue en utilisant

l'inégalité de �ojiasiewiz et (1.23) suit l'inégalité obtenue sur le gradient.
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Soit p ∈ N, l'inégalité (1.23) onduit à :

(J̃(εk))ν − (J̃(εk+p))ν ≥
ανθ

λ

k+p−1∑

l=k

‖εl+1 − εl‖2

≥
ανθ

λ
‖εk+p − εk‖2,

e qui démontre, puisque

(
J(εk)

)
k∈N

onverge, que

(
εk
)
k∈N

est de Cauhy, et don onverge.

Vitesse de onvergene

La vitesse de onvergene s'obtient en sommant les inégalités (1.23) entre k et +∞ puis en

utilisant une nouvelle fois l'inégalité de �ojiasiewiz et elle sur le gradient. On obtient le résultat

suivant :

Théorème 4. Soit ε∞, la limite de (εk)k∈N. Si ν <
1
2 , il existe k0 et c > 0 tel que :

∀k > k0, ‖ε
k − ε∞‖2 ≤ ck

− ν
1−2ν .

Si ν = 1
2 , il existe k

′
0, c

′
et τ tels que :

∀k > k′0, ‖ε
k − ε∞‖2 ≤ c

′e−τk.

Le as ν = 1
2 orrespond en fait au as où la Hessienne de J est inversible, e qui arrive

en partiulier lorsque α > 2T‖µ‖2L(L2,L2) (la fontionnelle est alors onvexe). En pratique, on

observe numériquement seulement une onvergene exponentielle, même lorsque α est petit, e

qui laisse à penser que l'analyse peut enore être a�née. La ourbe 1.1 montre ainsi une telle

onvergene, alors que les paramètres sont tels que α < 10−5.2T‖µ‖2L(L2,L2).
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Figure 1.1 � Une onvergene exponentielle est observée numériquement.

1.2 Appliations

Cette partie est onsarée aux résultats obtenus en ollaboration ou suite à des disussions

ave des himistes. S'ils sont le fruit d'adaptations de la proédure préédente à des problèmes

souvent onsidérés dans les domaines d'appliation, ils peuvent également être vus omme des

travaux de prospetive, soulevant de nouvelles questions mathématiques.
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Chapitre 1. Algorithmes monotones pour le ontr�le optimal

1.2.1 Contr�le de l'alignement et de l'orientation de moléules

Je résume ii les résultats présentés dans [A℄. Ils onstituent la prolongation de eux intro-

duits dans [Pro. ℄.

Le système physique onsidéré ii est la moléule de yanure HCN. L'intérêt porté à e système

provient de son état fondamental qui orrespond à une on�guration linéaire. La moléule reste

dans et état sur une plage de fréquenes suseptible d'être utilisée pour ontr�ler sa position

angulaire. Dans e qui suit, la moléule est don identi�ée à un rotateur rigide et sa fontion

d'onde assoiée est dérite au moyen de oordonnées sphériques. Ce modèle onstitue un exemple

simple sur lequel di�érentes méthodes de ontr�le de l'orientation et de l'alignement peuvent être

testées.

L'Hamiltonien de e système est donné par :

H = BĴ2 − µ0ε(t)−
ε(t)2

2
(∆α cos2 θ + α⊥),

où B = ~

4πI , ave I, moment d'inertie de la moléule, est la onstante rotationnelle du système,

J̃2
est l'opérateur de Laplae-Beltrami, orrespondant au Laplaien, µ0 est le moment dipolaire

permanent de la moléule et ∆α et α⊥ respetivement le moment dipolaire et le moment induit.

Du point tehnique, on voit que l'Hamiltonien ne ontient plus seulement des termes bilinéaires,

mais aussi des puissanes de ε. Ce modèle rentre ependant dans la lasse des problèmes auxquels

les algorithmes monotones s'appliquent. Dans la littérature, d'autres stratégies d'optimisation

ont été testées numériquement. Des algorithmes stohastiques ont en partiulier été utilisés pour

trouver des ontr�les e�aes dans des familles de ontr�les paramétrés par un petit nombre de

oe�ients (pulses sinusoïdaux, paramétrés par leurs fréquenes, durées, amplitudes par exem-

ple). Ii, la stratégie permet au ontraire de herher des ontr�les optimaux dans un espae de

grande dimension.

L'apport prinipal de e travail fut d'obtenir des hamps laser mettant en évidene des proessus

de ontr�le failement interprétables : un méanisme de ladder limbing, onsistant à faire monter

peu a peu le système dans des états d'orientation d'énergies de plus en plus élevés est révélé par

les ontr�les optimaux. Après analyse par transformée de Fourier à fenêtre glissante, on observe

en e�et que les fréquenes propres du système apparaissent suessivement dans le ontr�le au

ours du temps. La �gure 1.2 illustre e résultat. Il est onnu que de telles fréquenes permettent

de faire transiter le système entre états propres orrespondants. L'algorithme retrouve don sans

ontrainte les fréquenes propres du système.

1.2.2 Résonane magnétique nuléaire

Cette partie orrespond à la publiation [N℄.

Dans un seond travail basé sur un modèle de résonane magnétique nuléaire et mené en

ollaboration ave des physiiens, j'ai onstruit une stratégie de ouplage entre un algorithme

monotone et un �ltre fréquentiel. L'idée est d'ajouter une sous-étape d'interpolation à haque

fois qu'un nouveau ontr�le est obtenu. L'interpolation est réalisée entre le ontr�le obtenu par

l'algorithme standard v̄k+1
et sa version �ltrée F(v̄k+1) :

vk+1 = (1− αk)v̄k+1 + αkF(v̄k+1),
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Figure 1.2 � Les fréquenes propres du système sont � allumées � les unes après les autres.

où le oe�ient αk est hoisi omme étant le plus grand réel tel que l'algorithme reste monotone.

Cette proédure de �ltrage est en e�et néessaire d'un point de vue physique, les hamps mag-

nétiques réalisables tehniquement ne ontenant pas de hautes fréquenes.

Une autre di�ulté tehnique est introduit par e modèle : le ontr�le est ii vetoriel ; dans

l'exemple onsidéré il a 4 omposantes, qui sont des oe�ients intervenant linéairement dans

l'Hamiltonien. De e fait, il faut optimiser à haque pas de temps les oe�ients de l'argument

d'une exponentielle de matrie, qui ne possède pas de propriété de ommutation partiulière.

Une formule de la même forme que (1.12) peut ependant être obtenue : elle permet d'utiliser

une proédure d'optimisation standard (en l'ourrene une routine Matlab en dimension 4) pour

déterminer les oe�ients à haque pas de temps.

1.2.3 Constrution de hamps séletifs pour l'identi�ation

Sur une suggestion d'Hershel Rabbitz et en ollaboration ave Yvon Maday, j'ai ensuite onçu

une proédure de alul de hamps disriminants dans le but de résoudre un problème inverse

d'identi�ation de moment dipolaire. Cette méthode met à pro�t les algorithmes monotones pour

aluler des hamps lasers tels que les observations d'un système subissant leur exitation soient

très sensibles aux variations du moment dipolaire. Le seond ingrédient de l'algorithme est une

approhe gloutonne : à l'étape k de onstrution d'une famille de hamps, on ommene par

herher des paramètres dipolaires auxquels la famille ourante n'est pas sensible.

De manière plus préise, on note ϕ(µ, ε) une observation simulée à partir d'un système de moment

dipolaire µ élairé ave un laser ε. On note également µ⋆ le vrai moment dipolaire. Le problème

peut être formulé par la reherhe d'une valeur de µ solution du problème d'optimisation :

inf
µ∈L(L2;L2)

sup
ε∈L2(0,T )

|ϕ(µ, ε) − ϕ(µ⋆, ε)|2.

Une hypothèse de ontr�labilité du système permet de garantir l'uniité de la solution de e

problème. L'objetif est maintenant de onstruire itérativement une famille de L hamps séletifs,

où L est le nombre de oe�ients de µ⋆ à identi�er. L'algorithme proposé est le suivant.
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Chapitre 1. Algorithmes monotones pour le ontr�le optimal

Algorithme 2. (Algorithme glouton de alul de hamps laser séletifs) Soit ε1 un hamp laser

solution du problème :

sup
ε∈L2(0,T )

|ϕ(µ1, ε)|
2.

Supposons qu'à l'étape k, ave 1 < k ≤ L, un hamp εk−1
ait été alulé. Le alul de εk est

e�etué suivant la proédure suivante :

1. Problème de minimisation : trouver (αkj )j=1,...,k−1, solution du problème





ϕ(
∑k−1

j=1 α
k
jµ

j, ε1) = ϕ(µk, ε1)
.

.

.

ϕ(
∑k−1

j=1 α
k
jµ

j, εm) = ϕ(µk, εm)
.

.

.

ϕ(
∑k−1

j=1 α
k
jµ

j , εk−1) = ϕ(µk, εk−1),

au sens des moindres arrés.

2. Problème de maximisation : trouver εk, solution du problème :

εk = argmaxε∈L2(0,T )|ϕ(µ
k, ε)− ϕ(

k−1∑

j=1

αkjµ
j, ε)|2.

Ii, la famille (µj)j est une base de l'ensemble des opérateurs µ, tirée aléatoirement. Le

problème de minimisation se résout par une proédure standard appliquée à :

Kk(α) =

k−1∑

m=1

|ϕ(µk, εm)− ϕ(
k−1∑

j=1

αjµ
j, εm)|2.

Le problème de maximisation se résout à l'aide d'un algorithme monotone appliqué à :

J(ε) = 〈ψ̃(T )− ψ̂(T )|Oψ1 |ψ̃(T )− ψ̂(T )〉 − β

∫ T

0
ε2(t)dt,

où Oψ1 = ψ1.ψ
T
1 ave ψ1 un état �xé arbitrairement. Une fois les hamps séletifs alulés, ils

sont utilisés dans une proédure standard de moindres arrés appliquée au problème inverse

onernant µ⋆ : 



ϕ(
∑L

j=1 αjµ
j, ε1) = ϕ(µ⋆, ε1)

.

.

.

ϕ(
∑L

j=1 αjµ
j, εk) = ϕ(µ⋆, εk)

.

.

.

ϕ(
∑L

j=1 αjµ
j , εL) = ϕ(µ⋆, εL),

(1.24)

où les valeurs

(
ϕ(µ⋆, εk)

)
k=1,...,L

sont obtenues expérimentalement. La proédure a été testée

sur l'exemple donné dans [17℄. Le moment dipolaire a été retrouvé ave une préision relative

de 10−4
, en 10 min CPU (sur un proesseur Intel Core2 Duo 2.6 GHz). Il est intéressant de

voir di�érentes allures de la fontionnelle de oût assoiée à la proédure de moindres arrés

assoiée à (1.24) au voisinage de la solution. Celles-i n'apparaissent pas dans le proeeding, et

sont représentées sur la �gure 1.2.3 sur deux exemples. La surfae apparaît don omme étant

beauoup plus faile à optimiser dans le as où l'on utilise les hamps produits par l'algorithme.
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1.2. Appliations
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Figure 1.3 � Surfae des moindres arrés assoiée au système (1.24) autour de la solution(x0 =
.5, y0 = .5), ave des hamps de type cos(ωt) (à gauhe) et ave les hamps obtenus par l'algo-

rithme 2 (à droite).
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Chapitre 2

Quelques méthodes numériques pour le

transport optimal

Résumé : on propose ii trois algorithmes dédiés à la résolution de problèmes de transport.

Les deux premiers, qui onernent la dimensions 1 ont pour objetif de ombler le vide laisser

par l'absene de solutions expliites dans le as du transport en oût onvexe sur le erle et

dans le as du transport en oût onave sur la droite. Dans le premier as, l'algorithme permet

de trouver un point de setion du erle permettant de se ramener à la situation renontrée sur

R. Dans le as du transport en oût onave, on onstruit une lasse d'indiateurs permettant

de déteter des appariements entre points onséutifs. Le troisième algorithme onerne un

problème de transport simpli�é, où l'état �nal n'est pas �xé préisément. Il donne lieu à une

résolution numérique très rapide. Dans un dernier travail, il est appliqué à un problème de jeu

à hamp moyen.

Introdution

Cette partie de mon travail onerne la oneption d'algorithmes e�aes pour le transport

optimal. Le but est ii de aluler rapidement des plans de transport optimaux entre deux

mesures, 'est-à-dire des mesures γ solutions du problème de Monge-Kantorovih :

min

{∫

Ω×Ω
c(x, y)γ(dx, dy), γ ∈ Π(µ, ν)

}
,

où Ω est le domaine onsidéré, c(x, y) est le oût de transport entre deux points x et y et Π(µ, ν)
est l'ensemble des plans de mesures marginales �xées µ et ν. On se référera à [28℄ pour une revue

des résultats mathématiques onernant e type de problème.

Trois types de méthodes sont généralement onsidérées pour traiter e problème. Le premier type

onsiste en une approhe ombinatoire, où l'on aborde la question sous l'angle d'un appariement,

et don de la programmation linéaire. C'est une démarhe souvent suivie en logistique et dans

de nombreuses appliations liées aux mathématiques de la déision. Une revue de l'ensemble

des algorithmes orrespondant est fournie par [7℄. Une deuxième lasse de méthodes utilise des

formulations du problème sous forme de système d'équations aux dérivées partielles traduisant

l'optimalité du déplaement d'une densité de masse. Cette approhe fut développée par exem-

ple par Brenier et Benamou [3℄, ou enore par Loeper et Rapetti [19℄. La dernière approhe est

géométrique : les masses à déplaer sont disrétisées sous forme de polyèdres dont on simule l'évo-

lution à l'aide d'équations di�érentielles ordinaires. Cette approhe fut par exemple développée
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Chapitre 2. Quelques méthodes numériques pour le transport optimal

par Cullen et Purser dans le adre de l'étude des équations semi-géostrophiques [9℄.

Les algorithmes présentés dans ette partie relèvent plut�t des deux premières approhes. La

première partie de e hapitre est onsarée à deux algorithmes pour la dimension 1, l'un oner-

nant le alul de plans de transport en oût onvexe sur le erle, l'autre onernant le problème

du transport en oût onave. Ii, le travail se situe plut�t dans le domaine de la ombinatoire et

de l'optimisation disrète. La deuxième partie de e hapitre traite au ontraire d'un algorithme

obtenu par une approhe utilisant une formulation par EDP d'un problème de transport.

2.1 Algorithmes pour la dimension 1

Les résultats dérits dans ette partie ont été obtenus en ollaboration ave Julie Delon et

Andreï Sobolevski��. Sur la droite réelle, il est onnu que le ré-arrangement monotone est la

solution expliite des problèmes de transport optimal assoiés à des oûts de transport onvexes

par rapport à la distane. Deux problèmes restaient ependant ouverts dans e adre simple de

la dimension 1 : le as du erle en oût onvexe d'une part et la as des oûts onaves (sur la

droite réelle et sur le erle) d'autre part. Ces deux problèmes font l'objet de ette setion.

2.1.1 Coût de transport onvexe sur le erle

Cette setion dérit les résultats obtenus dans [M℄.

On renontre parfois des problèmes de transport optimal dans le domaine du traitement

d'image, où il peut être utile d'apparier deux histogrammes de mesures angulaires. N'ayant dans

e ontexte pas de solution expliite, même en onsidérant des fontions de oût onvexes, une

méthode onsiste à setionner le erle en un ertain nombre de points et à aluler les oûts

résultants du ré-arrangement monotone sur les segments obtenus. Dans un premier travail, on a

démontré que ette stratégie était fondée, dans le sens où il existe e�etivement dans le as des

fontions de oûts onvexes un point de setion pour lequel le plan de transport optimal sur le

erle et sur le segment résultant de la setion oïnident.

Dérivons de manière plus préise la démarhe suivie. Étant donné µ̂0, µ̂1 deux mesures sur le

erle T × T, on dé�nit un oût de transport ĉ(·, ·) sur T × T tel que ĉ(x̂, ŷ) = inf c(x, y), où
c(·, ·) est un oût dé�ni sur R × R véri�ant c(x + 1, y + 1) = c(x, y). L'in�mum est dé�ni sur

l'ensemble des x, y hoisis respetivement dans les lasses de x̂ et de ŷ. On relève ensuite les

mesures µ̂0 et µ̂1 to R, pour obtenir des mesures µ0, µ1 périodiques et loalement �nies. Cei

fait, on remplae le problème de transport optimal sur le erle par elui de la minimisation de

l'intégrale

I(γ) =

∫∫

R×R

c(x, y) γ(dx× dy).

Dans ette formule, on garde la notation γ pour la mesure assoiée au transport de µ0 sur µ1
sur R × R. Bien sûr, ette intégrale est in�nie mais on peut tout de même dé�nir les plans de

transport loalement optimaux de e problème omme étant eux véri�ant I(γ + δ) − I(γ) ≥ 0,
où δ est une mesure signée à support ompat, de masse nulle et de variation totale �nie.

On suppose de plus que la fontion c(x, y) satisfait la ondition dite de Monge :

c(x1, y1) + c(x2, y2) < c(x1, y2) + c(x2, y1)

pour tout x1 < x2 et y1 < y2. Cette propriété, légèrement plus générale que elle de onvexité
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v
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F1

F θ1

−θ

(F θ1 )
−1(v)F−1

0 (v)

v

Figure 2.1 � Constrution d'un plan de transport loalement optimal γθ.

du oût

1

, implique que si l'ordre de deux éléments est inversé par le transport, le oût peut être

réduit en éhangeant les deux appariements. Elle est don à la base du ré-arrangement monotone

et il s'en suit que les plans de transport loalement optimaux sont eux qui préservent l'ordre

spatial.

On note alors F0 et F1 les fontions umulatives de µ0 et µ1 s'annulant en 0, que l'on onsidère

omme étant ontinues, quitte à les rendre multivaluées dans le as où µ0, et/ou µ1 ontiendraient
des atomes. Leurs graphes respetifs permettent de dé�nir des fontions réiproques F−1

0 et F−1
1 ,

qui induisent une orrespondane entre la mesure de Lebesgue et µ0 et µ1 respetivement. Soit

maintenant F θ1 (u) = F1(u)−θ. La fontion (F θ1 )
−1

est la omposée d'une translation de θ suivant
l'axe des ordonnées et F−1

1 .Un plan de transport γθ qui envoie un élément de masse F−1
0 (v)

sur (F θ1 )
−1(v) ouple de manière monotone µ0 et µ1. On peut en déduire qu'il est don loalement

optimal. Réiproquement, on prouve que tout plan de transport loalement optimal peut en fait

être onstruit de ette manière, en hoisissant orretement le paramètre θ. La �gure 2.1 illustre

ette onstrution. En�n, on dé�nit le oût moyen C[F0,F1](θ) d'un plan γθ sur une période par :

C[F0,F1](θ) =

∫ 1

0
c(F−1

0 (v), (F θ1 )
−1(v)) dv.

On montre alors que la ondition de Monge implique la onvexité de C[F0,F1](θ) et que le minimum

global de ette fontion oïnide ave la valeur minimale du oût de transport sur le erle.

Ce résultat est omplété par la onstrution d'un algorithme dans le as où µ0, µ1 sont purement

atomiques, 'est-à-dire dans le as disret. Dans e adre, la fontion C est a�ne par moreaux,

et on peut aluler son minimum à l'aide d'une reherhe par dihotomie. Étant donné une borne

L des valeurs de C ′
[F0,F1]

, l'algorithme est le suivant :

Algorithme 3. Choisir deux valeurs initiales θ ≤ 0 et 1 ≤ θ, ainsi qu'une valeur de tolérane ε.

1. Poser θ := 1
2(θ + θ).

2. Caluler C ′
[F0,F1]

(θ − 0), C ′
[F0,F1]

(θ + 0).

3. Si C ′
[F0,F1]

(θ−0) ≤ 0 ≤ C ′
[F0,F1]

(θ+0), alors θ est le minimum requis. Arrêter l'algorithme.

1. Elle est en e�et véri�ée pour les oûts de la forme c(x, y) = g(|y − x|), ave g onvexe.
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4. Si θ − θ < ε/L :

(a) aluler C[F0,F1](θ), C[F0,F1](θ) ;

(b) redé�nir θ omme la solution de

C[F0,F1](θ) + C ′
[F0,F1]

(θ + 0)(θ − θ) = C[F0,F1](θ) + C ′
[F0,F1]

(θ − 0)(θ − θ); (2.1)

() stop.

5. Sinon, poser θ := θ si C ′
[F0,F1]

(θ + 0) < 0, ou θ := θ si C ′
[F0,F1]

(θ − 0) > 0.

6. Aller à l'étape (1).

La borne L peut être obtenue à l'aide de formules expliites, je renvoie à l'artile pour plus

détails à e propos.

La omplexité de et algorithme est O((n0 + n1) log(1/ε)), où ε est la préision ave laquelle on

souhaite obtenir la valeur du oût de transport optimal. Dans le as où les masses onsidérées

sont rationnelles, on obtient la solution exate en O((n0+n1) logM) aluls, où M est le PGCD

des masses.

2.1.2 Indiateurs d'appariement loaux pour les oût onaves

Cette setion dérit les résultats obtenus dans [P, Cras. b, Pro. g℄.

Si les oûts de transport onvexes par rapport à la distane donnent lieu à des solutions

failement alulables via les ré-arrangements monotones, les fontions de oût onaves s'avèrent

plus adaptées à de nombreux modèles éonomiques. Il n'existe hélas dans e as pas de solution

expliite au problème de transport optimal. Pour ombler ette laune, on va onstruire une lasse

de d'indiateurs permettant de déteter des appariements entre points onséutifs. Commençons

par présenter quelques propriétés propres au transport en oût onave.

Règle de non-roisement et haînes

Un exemple de di�érene entre le as onave et le as onvexe est représenté sur la �gure 2.2.

On onstate que dans le as où la fontion de oût est onave, les trajetoires sont soit disjointes,

×• ×• ×• ×• ×• ×• ×• ×•

Figure 2.2 � Solutions assoiées à un oût onave (à gauhe) et à un oût onvexe (à droite).

Les soures sont représentées par des points et les puits par des roix.

soit inluses les unes dans les autres. C'est en fait une règle générale, habituellement appelée règle

de non-roisement.

Cette propriété en implique une autre, que l'on appelle parfois propriété d'équilibre loal : entre

un puits et une soure appariés dans un plan de transport optimal, il y a autant de soures que

de puits. Dans e adre, on peut onstruire des haînes, 'est-à-dire des ensembles alternés de

soures et de puits dont deux points onséutifs véri�e l'équilibre loal. On voit failement que

es ensembles sont stables par le plan transport optimal. Un exemple de partition en haînes est
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• • • •× × × ×

Figure 2.3 � Exemple de partition d'un problème en deux haînes.

montré sur la �gure 2.3. Ce raisonnement permet de partitionner un problème et de le restreindre

aux problèmes assoiés à ses haînes. Mon travail dans e adre a débuté par une remarque

simple : étant donné une haîne, la règle de non-roisement implique que elle-i ontient au

moins deux points onséutifs appariés dans le plan de transport optimal. L'idée de départ était

don de déteter de tels ouples de points, pour retirer itérativement deux par deux tous les

points du problème onsidéré.

Indiateurs d'appariements loaux

On peut maintenant présenter une lasse d'indiateurs d'appariements loaux permettant de

déteter des points onséutifs appariés dans la solution optimale. Étant donné un entier N ,

on onsidère deux ensembles de points de R, P = (pi)i=1,...,N et Q = (qi)i=1,...,N , représentant

respetivement des soures et des puits tels que :

p1 < q1 < ... < pi < qi < pi+1 < qi+1 < ... < pN < qN .

On onsidère don

C(σ) =
∑

i,j

c(pi, qσ(i)),

où σ est une permutation de {1, ..., N} et on s'intéresse au problème :

min
σ
C(σ).

Les indiateurs sont alors dé�nis omme suit.

Dé�nition 1. (Indiateurs d'appariements loaux d'ordre k)
On pose :

Ipk(i) = c(pi, qi+k) +
k−1∑

ℓ=0

c(pi+ℓ+1, qi+ℓ)−
k∑

ℓ=0

c(pi+ℓ, qi+ℓ),

où k et i sont tels que 1 ≤ k ≤ N − 1 et 1 ≤ i ≤ N − k, et

Iqk(i) = c(pi+k+1, qi) +
k∑

ℓ=1

c(pi+ℓ, qi+ℓ)−
k∑

ℓ=0

c(pi+ℓ+1, qi+ℓ),

où k et i sont tels que 1 ≤ k ≤ N − 2 and 1 ≤ i ≤ N − k − 1.

La �gure 2.4 représente shématiquement un indiateur d'ordre 2. L'intérêt de es fontions

réside dans le résultat suivant :
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• • •× × × − • • •× × ×

Figure 2.4 � Représentation shématique d'un indiateur (ii d'ordre 2).

• • •× × × ≤ • • •× × ×

⇓

• • •× × ×

Figure 2.5 � Représentation shématique du théorème 5 dans le as où k = 1.

Théorème 5. Soit k0 ∈ N tel que 1 ≤ k0 ≤ N − 1 et i0 ∈ N (resp. i′0 ∈ N), tel que 1 ≤ i0 ≤
N − k0 (resp. 1 ≤ i′0 ≤ N − k0 − 1).
Supposons que

1. Ipk(i) ≥ 0 pour k = 1, ..., k0 − 1, 1 ≤ i ≤ N − k,

2. Iqk(i
′) ≥ 0 pour k = 1, ..., k0 − 1, 1 ≤ i′ ≤ N − k − 1,

3. Ipk0(i0) < 0 (resp. Iqk0(i
′
0) < 0).

Alors, la permutation σ⋆ assoiée au plan de transport optimal satisfait σ⋆(i) = i − 1 pour

i = i0 + 1, ..., i0 + k0 (resp. σ⋆(i) = i pour i = i0 + 1, ..., i0 + k0).

Il est don possible, en utilisant les indiateurs de la dé�nition 1, de trouver des appariements

du plan optimal par un alul uniquement loal. La �gure 2.5 illustre le résultat dans le as k = 1.

Algorithme

L'utilisation hiérarhique de es indiateurs permet ainsi de onstruire en un nombre �ni

d'itérations le plan de transport optimal. L'algorithme préis qui déoule de ette idée est le

suivant :

Algorithme 4. Soit P = {p1, ..., pN , q1, ..., qN}, ℓ
p = (1, ..., N), ℓq = (1, ..., N), et k = 1.

Tant que P 6= ∅ et k ≤ N − 1 faire :

1. Caluler Ipk(i) et I
q
k(i

′) pour i = 1, ..., N − k et i′ = 1, ..., N − k − 1.
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2. Dé�nir

Ipk = {i0, 1 ≤ i0 ≤ N − k, I
p
k (i0) < 0},

Iqk = {i0, 1 ≤ i0 ≤ N − k − 1, Iqk(i0) < 0},

et faire :

(a) si Ipk = ∅ et Iqk = ∅, inrémenter k = k + 1 ;

(b) sinon, faire :

• pour tout i0 dans Ipk et pour i = i0 + 1, ..., i0 + k, faire :

� Dé�nir σ⋆(ℓpi ) = ℓqi−1,

� Retirer {pℓpi , qℓ
q
i−1
} de P,

� Retirer ℓpi et ℓ
q
i de ℓ

p
et ℓq respetivement.

• Pour tout i′0 dans Iqk et pour i = i′0 + 1, ..., i′0 + k, faire :

� Dé�nir σ⋆(ℓpi ) = ℓqi ,
� Retirer {pi, qi} de P,
� Retirer ℓpi et ℓ

q
i de ℓ

p
et ℓq respetivement.

• Poser N = 1
2Card(P), et renommer les points de P de telle sorte que

P = {p1, ..., pN , q1, ..., qN},

p1 < q1 < ... < pi < qi < pi+1 < qi+1 < ... < pN < qN .

• Ré-indexer en onséquene les entiers de ℓp et de ℓq.
• Poser k = 1.

Si k = N − 1, pour i = 1, ..., N poser σ⋆(ℓpi ) = ℓqi .

On peut montrer que et algorithme a une omplexité omprise entre O(N) et O(N2).

Théorème 6. Soit C+(N) le nombre d'additions requis pour aluler un plan de transport opti-

mal entre N ouples par l'algorithme 4. On a la borne :

C+(N) ≤ 3N2 − 6N.

Le pire des as est elui où l'algorithme ne trouve que des indiateurs positifs et le as le plus

simple est elui où tout les points sont appariés grâe à des indiateurs négatifs d'ordre 1.

Adaptations et extensions

Le résultat obtenu au théorème 5 et l'algorithme 4 peuvent être étendus et appliqués à

des situations plus générales. On a ainsi adapté les indiateurs au as du erle, ainsi que sur

des problèmes où le nombre de soures di�ère du nombre de puits. L'adaptation au erle est

relativement simple : il su�t de ne pas autoriser l'utilisation d'indiateurs tels que le segment

onsidéré lors du alul ne dépasse pas la demi ironférene. L'adaptation au as déséquilibré

onsiste en fait à montrer que la démarhe suivie reste valable, depuis la onstrution des haînes

jusqu'au théorème 5. Un ertain nombre de résultats tehniques supplémentaires permettent

d'obtenir e résultat.

En�n, on a onstruit une méthode pour traiter le as où les masses ne sont plus unitaires, mais

entières : dans ette situation, le plan de transport optimal peut être obtenu en répartissant

haque masse entière m onsidérée en m masses unitaires réparties dans un intervalle de taille ε
autour du point où est situé m. On montre alors (failement) que pour ε su�samment petit, le

plan de transport obtenu est optimal.
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2.2 Algorithme pour les dimensions supérieures, appliation aux

jeux à hamp moyen

En dimension supérieure et dans le as de oûts de transport onvexes, plusieurs algorithmes

ont été proposés. Un algorithme de type ombinatoire bien adapté aux problèmes disrets sou-

vent utilisé est l'algorithme de Bertsekas [4℄. Plusieurs algorithmes basés sur des formulations

EDP ont également été proposés. L'algorithme de Brenier et Benamou [3℄ en est un représen-

tant désormais lassique. Citons également l'algorithme de Loeper et Rapetti [19℄, basé sur une

méthode de Newton et plus réemment l'algorithme de Haber, Rehman et Tannenbaum basé sur

une formulation variationnelle du problème et une disrétisation assurant la onservation de la

masse [14℄.

Ces algorithmes ne s'appliquent qu'au as onvexe et aux situations purement hyperboliques,

i.e. sans di�usion. Pour palier e problème et proposer une méthode plus rapide, j'ai onstruit

un algorithme reprenant les idées des shémas monotones présentés au hapitre 1 de la partie I.

Le problème onsidéré est elui d'un déplaement de foule en présene de bruit, dont le mouve-

ment est gouverné par une équation de type Fokker-Plank. Une simpli�ation a été introduite

puisqu'on ne presrit plus l'état �nal, mais on herhe à minimiser un potentiel. La onvergene

numérique de e shéma s'avère extrêmement rapide.

2.2.1 Algorithme monotone adapté

Cette setion orrespond à l'ate de onférene [Pro. e℄.

Le problème onsidéré ii est elui de la minimisation de la fontionnelle dé�nie par :

E(v) =
1

2

∫ T

0

∫

Ω
ρ(x, t)v2(x, t)dxdt +

∫

Ω
V (x)ρ(x, T )dx,

où Ω ⊂ R
N
est borné, T le temps de ontr�le, ρ est la variable d'état, ontr�lée par le hamp de

vitesse v suivant l'équation de Fokker-Plank :

∂tρ(x, t) − ε
2∆ρ(x, t) + div(v(x, t)ρ(x, t)) = 0, (2.2)

ρ(x, 0) = ρ0(x),

où ρ0 est l'état initial et ε est un paramètre de di�usion. La fontion V représente un potentiel. Ce

problème peut être vu omme une version simpli�ée d'un problème de transport optimal, puisque

l'état �nal n'est pas presrit. Il modélise un déplaement de foule omposée d'agents rationnels,

herhant à minimiser le oût de leur déplaement, tout en ayant un objetif à optimiser au

temps T . Le modèle prend aussi en ompte le bruit dans le déplaement, en faisant intervenir un

terme lié à la di�usion orrespondant à une partie brownienne dans le mouvement des agents.

Cet aspet n'est généralement pas pris en ompte dans les problèmes de transport optimal.

Disrétisation

Une partie importante de e travail onerne la disrétisation, qui fut le point de bloage qui

résista le plus longtemps lors du développement de la méthode.

Soit M,N deux entiers et un réel positif L. On se plae pour simpli�er sur un intervalle [0, L],
mais tout e qui suit s'adapte sans problème aux dimensions supérieures et aux domaines adaptés

aux shémas aux di�érenes �nies. Soit le pas de temps ∆t = 1
N et le pas d'espae ∆x = L

M .
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Pour j = 0, ...,M , i = 0, ..., N , on note ρij l'approximation numérique de ρ(i.∆t, j.∆x). La vitesse

vij+1/2 est dé�nie aux points (i.∆t, (j+1/2).∆x) et est notée vij+1/2. On onsidère des onditions

de Neumann pour ρ et on impose vi1/2 = viM−1/2 = 0 pour tout i = 0...N − 1, de sorte que le

shéma aux di�érenes �nies

ρi+1
j = ρij + ε2

∆t

∆x2
(ρij+1 − 2ρij + ρij−1)

−
∆t

∆x
(ρij+1/2v

i
j+1/2 − ρ

i
j−1/2v

i
j−1/2). (2.3)

où

ρij+1/2 =

{
ρij+1 if vij+1/2 < 0

ρij if vij+1/2 ≥ 0,
(2.4)

préserve la masse numériquement. Comme le montre es équations, on utilise un shéma aux

di�érenes �nies omme méthode numérique pour résoudre (2.2). Si dans ette approhe la

partie parabolique est disrétisée par une approximation entrée pour le Laplaien, on utilise un

déentrage (parfois appelé up-winding) pour la partie hyperbolique, omme le re�ète (2.4). Cette

tehnique garantit la positivité de ρ au niveau disret, sous réserve que la ondition CFL

∀j = 1...M − 1, |vij+1/2| ≤ λ :=
∆x

2∆t
− ε2

1

∆x
. (2.5)

soit véri�ée. Cei onstitue en fait une propriété ruiale puisque e shéma va être ouplé ave

une proédure de minimisation, qui pourrait tirer parti d'erreurs numériques pour aentuer les

valeurs négatives éventuelles de ρ et faire tendre E(v) vers −∞.

Pour simpli�er les notations, on érit (2.3) sous la forme matriielle

ρi+1 =
(
A+B(vi)

)
ρi, (2.6)

où A orrespond à la première ligne de (2.3) et B à la deuxième, la partie hyperbolique de

l'équation de Fokker-Plank (2.2). On garde également les notations v et V pour désigner les

veteurs (vij+1/2)i,j et Vj = V (j.∆x) respetivement.

La fontionnelle à optimiser est disrétisée de la manière suivante.

E∆t,∆x(v) : = ∆t.∆x

N−1∑

i=0

M−1∑

j=1

1

2
qj(v

i)ρij +∆x

M−1∑

j=1

Vjρ
N
j

= ∆t

N−1∑

i=0

1

2
〈ρi, q(vi)〉+ 〈ρN , V 〉

où 〈·, ·〉 est le produit salaire sur RM−1
dé�ni par :

〈u, v〉 = ∆x

M−1∑

j=1

ujvj .

Le veteur q(vi) = (qj(v
i))j=1...M−1 est dé�ni par :

qj(v
i) =

(vij−1/2)
2 + (vij+1/2)

2

2
.
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Proédure d'optimisation

On reprend maintenant la démarhe suivie habituellement dans la oneption d'un shéma

monotone. Soit don deux ontr�les v et v′ ainsi que les états (ρi)i=0...N et (ρ′i)i=0...N assoiés,

solutions de (2.6). Soit également φ = (φi)i=0...N l'état adjoint orrespondant à v dé�ni par

l'itération rétrograde :

φN = V,

φi =
(
A∗ +B∗(vi)

)
φi+1 +

∆t

2
q(vi). (2.7)

La démarhe présentée au hapitre 1 de la partie I débouhe sur

E∆t,∆x(v
′)− E∆t,∆x(v) = ∆t.∆x

N−1∑

i=0

M−2∑

j=1

∆i
j(v

′, v),

où

∆i
j(v

′, v) =
ρ′ij + ρ′ij+1

2

((v′ij+1/2)
2 − (vij+1/2)

2

2

)

+
(
ρ′ij+1/2v

′i
j+1/2 − ρ̃

′
i

j+1/2v
i
j+1/2

)(φi+1
j+1 − φ

i+1
j

∆x

)
. (2.8)

Ii, on a introduit :

ρ̃′
i

j+1/2 =

{
ρ′ij+1 if vij+1/2 < 0

ρ′ij if vij+1/2 ≥ 0.

Si v est �xé, ette formule est quasi-expliite par rapport à v′ij : le seul aspet impliite onerne

ρ′ij+1/2 dont la valeur dépend du signe de v′ij . La fontion v′ij 7→ ∆i
j(v

′, v) est don une fontion

ontinue, polynomiale de degré 2 par moreaux.

On se donne maintenant un réel θ, et on dé�nit v′ij omme la solution de

∆i
j(v

′, v) = −θ
ρ′ij + ρ′ij+1

2
(v′ij+1/2 − v

i
j+1/2)

2. (2.9)

D'après les remarques préédentes, ette équation a entre une et quatre solutions, inluant la

solution évidente v′ij = vij . On hoisit de dé�nir v′ij omme la raine de (2.9) la plus prohe

de vij lorsqu'il y a plus d'une solution et par v′ij = vij dans le as ontraire. La monotonie de

l'algorithme est de toute façon garantie. Une modi�ation doit ependant être faite pour que v′

véri�e la CFL (2.5), mais on peut failement faire en sorte que elle-i soit ompatible ave la

monotonie.

Algorithme

Donnons maintenant préisément l'algorithme.

Algorithme 5. Supposons vk déjà alulé. Le alul de vk+1
se fait de la manière suivante.

• Caluler φk par (2.7) ave v = vk.
• Poser ρ0 = ρ0 et aluler itérativement ρi à partir ρi−1

par :

� pour tout j = 1, ..,M − 1, aluler la raine v′ij+1/2 de (2.8) (ave φ = φk, v = vk) la

plus prohe de (vk)i−1
j si elle existe. Si elle n'existe pas, poser (vk+1)i−1

j = (vk)i−1
j , si

elle existe poser (vk+1)i−1
j = sign(v′ij+1/2)min(λ, |v′ij+1/2|).
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2.2. Algorithme pour les dimensions supérieures, appliation aux jeux à hamp moyen

� aluler (ρk+1)i par (2.3) ave vi−1 = (vk+1)i.

Un ritère d'arrêt possible onsiste en la véri�ation des onditions d'optimalité disrètes.

Étant donné un seuil Tol > 0, e ritère s'érit alors :

sup
1≤i≤N−1,1≤j≤M−1

( ∣∣∣∣
(ρk)ij+(ρk)ij+1

2 (vk)ij+1/2

+(ρk)ij+1/2

(φk)i+1
j+1−(φk)i+1

j

∆x

∣∣∣∣
)
≤ Tol.

Exemples de résultats numériques

Cet algorithme a été appliqué à un exemple bidimensionnel ave Ω = [0, 1] × [0, 1]. On
onsidère la densité initiale :

ρ(0, x, y) = e−10(x−0.2)2 + e−10(y−0.2)2 ,

et le potentiel (représenté sur la �gure 2.6)

V (x, y) = 40(1 + e−10(y−0.8)2 − e−10(x−0.8)2

+e−10(y−0.5)2 − e−10(x−0.5)2).

L'évolution de la densité ρ au ours du temps est représentée sur la �gure 2.7. La onvergene
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Figure 2.6 � Représentation du potentiel V (x, y).

numérique est obtenue en une entaine d'itérations.

2.2.2 Appliation à la théorie des jeux à hamp moyen

Cette setion orrespond aux résultats obtenus dans [O℄.

Dans un seond temps, et algorithme a été adapté de manière à proposer un premier shéma

numérique pour résoudre des problèmes issus de la théorie des jeux à hamp moyen. Cette

théorie, développée par Jean-Mihel Lasry et Pierre-Louis Lions donne également lieu à des

problèmes d'optimisation auxquels peut être adaptée la méthode générale qui vient d'être dérite.

En ollaboration ave Gabriel Turinii et Aimé Lahapelle, j'ai ainsi onsidéré le problème de

jeux à hamp moyen suivant :

J(v) =

∫

Q

(
p(t)(1− βz) +

c0 · z

c1 + c2ρ(t, z)
+
v2(t)

2

)
ρ(t, z)dz,
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Figure 2.7 � Évolution de ρ. Haut : densité initiale. Milieu : densité aux temps t = 0.5 et

t = 0.75. Bas : densité �nale.
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2.2. Algorithme pour les dimensions supérieures, appliation aux jeux à hamp moyen

Figure 2.8 � Évolution des hoix soiaux lorsque le oût de hau�age est nul (�gure de gauhe),

moyen (�gure du milieu) et élevé (�gure de droite). L'absisse orrespond au niveau d'isolation,

l'ordonnée au temps et la ote à la densité.

Figure 2.9 � Deux équilibre di�érents sont obtenus pour un même jeu de paramètres.

où β, c0, c1, c2 sont des onstantes positives, et où p(t) est une fontion positive. Cette fon-

tionnelle traduit une situation de hoix soial simple, où des populations ont a hoisir entre un

niveau d'isolation z élevé, ou au ontraire un rapprohement les unes des autres. Le premier

terme rend ainsi ompte du oût de hau�age, le seond modélise le béné�e apporté par une

agglomération et le oût d'entretien. Le dernier terme représente le oût de hangement d'état.

L'équation d'évolution de l'état ρ est l'équation de Fokker-Plank (2.2). Puisque la fontionnelle

J est onave par rapport à l'état ρ et la dynamique est linéaire, on est dans le adre d'applia-

tion de la proédure préédente. Je renvoie à l'artile [O℄ pour une desription plus omplète du

modèle et des détails tehniques. Je me ontente ii de présenter quelques résultats numériques.

La �gure 2.8 montre les hoix e�etués par les joueurs lorsqu'ils font fae à trois oûts de

hau�age di�érents. Dans les trois as, la solution orrespond à l'intuition : les joueurs déident

soit de s'agglomérer lorsque le oût de hau�age est élevé, soit de rester prohe de leur on�g-

uration initiale lorsque le oût est moyen, soit de s'isoler lorsque le oût est nul. Dans haun

des as, l'un des trois termes de la fontionnelle est prépondérant. L'étude du modèle menée par

l'intermédiaire de l'algorithme a également mis en évidene l'existene de plusieurs équilibres

pour un jeu de paramètres donné. Ces di�érents équilibres peuvent être obtenus en hangeant

le ontr�le v0 utilisé pour initialiser l'algorithme. La �gure 2.9 montre deux de es équilibres.

Ces deux situations peuvent s'interpréter en terme de royane, révélée par la ondition initiale :

selon qu'un agent pense que les autres vont hoisir un niveau d'isolation élevé ou non, il aura

tendane a e�etuer le même hoix. Ce phénomène est ommunément appelé hearding.
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Deuxième partie

Analyse numérique
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Chapitre 1

Parallélisation en temps de méthodes

de ontr�le

Résumé : je présente dans e hapitre deux algorithmes de parallélisation en temps permet-

tant d'aélérer la résolution de problèmes de ontr�le optimal. Ces algorithmes reposent sur

un déoupage de l'intervalle de temps sur lequel le système est ontr�lé ainsi que sur un sys-

tème spéi�que de ibles intermédiaires. La méthode développée dans les deux as permet

de transformer le problème de ontr�le initial en N sous-problèmes de ontr�le indépendants,

pouvant don être résolus en parallèle. Des théorèmes garantissent alors la onvergene de la

suite de ontr�les obtenus par onaténation vers un point ritique de la fontionnelle initiale,

e qui rend transparente la parallélisation en temps. Ces proédures, testées sur des exemples

standards, permettent de gagner au moins un ordre de grandeur dans le oût omputationnel

du ontr�le optimal.

Introdution

La déomposition de domaine est un thème faisant l'objet de nombreux travaux depuis une

vingtaine d'années. Le but est d'aélérer les aluls en les répartissant sur plusieurs proesseurs.

Si de nombreuses tehniques de parallélisation par une déomposition en espae sont maintenant

maîtrisées, la question de la déomposition en temps est une thématique qui est l'objet diverses

reherhes es dernières années. Longtemps laissée de �té, elle trouve son origine dans les teh-

niques dites de multi-shooting [6℄ développées initialement pour traiter des problèmes de ontr�le

d'équations di�érentielles ordinaires.

Plus tard le déoupage en temps fut onsidéré pour traiter la résolution d'équations di�érentielles

et aux dérivées partielles. Un algorithme appartenant à ette lasse est l'algorithme pararéel intro-

duit par Jaques-Louis Lions, Yvon Maday et Gabriel Turinii [18℄. Il fut développé et appliqué à

de nombreux domaines. Une analyse mathématique de ette algorithme a été présentée dans [12℄.

Dans toutes es méthodes, l'intervalle de temps onsidéré est partitionné et des points intermédi-

aires sont dé�nis de manière itérative pour pouvoir aluler l'évolution sur haque sous-intervalle

de manière indépendante. Mon travail sur ette problématique a onsisté à onstruire une méth-

ode dédiée spéi�quement à la résolution de systèmes d'optimalité assoiés à des problèmes de

ontr�le. Le point ommun aux algorithmes qui sont présentés ii est la dé�nition de ibles

intermédiaires, rendant ohérents le problème initial et les problèmes parallélisés.
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1.1 Algorithme pour les équations hyperboliques

Cette setion orrespond aux résultats obtenus dans [E℄.

Durant ma thèse et en ollaboration ave Yvon Maday et Gabriel Turinii, j'ai onstruit une

méthode de parallélisation en temps pour le ontr�le optimal d'équations hyperboliques. L'idée

initiale était de oupler le shéma pararéel dérit dans [18℄ ave un algorithme monotone du

type de eux dérit au hapitre 1 de la partie I. Finalement, même si la stratégie d'optimisation

proposée partage ave la shéma pararéel l'idée d'utiliser une trajetoire grossière, les deux al-

gorithmes s'avère de nature totalement di�érente. Les ontr�les virtuels sont en partiulier mis

à jour selon une formule omplètement di�érente.

Dans le adre onsidéré, on herhe à atteindre en un temps T un état ible en partant d'une

ondition initiale �xée. Pour paralléliser la résolution, on �xe des états intermédiaires jouant tan-

t�t le r�le de ondition initiale, tant�t elui de ible selon le sous-intervalle de la déomposition

que l'on onsidère. Des ontr�les optimaux partiels peuvent alors être alulés en parallèle puis

onaténés pour permettre une mise à jour des états intermédiaires. L'algorithme qui en résulte

utilise fortement l'idée de poursuite de trajetoire évoquée plus haut : les états intermédiaires

sont en e�et onstruits par interpolation de la trajetoire direte et d'une trajetoire de référene

onduisant à l'état ible au temps T .
Ce qui suit dérit la proédure et ses propriétés dans le as du ontr�le de l'équation de Shrödinger.

Pour autant, la démarhe et la plupart des résultats restent valables dans le as plus général des

équations linéaires hyperboliques. J'entends ii par équation linéaire hyperbolique une équation

de la forme :

∂ty = A(c)y +B(c),

où y ∈ H est l'état du système (aveH un espae hilbertien) et A est un opérateur anti-symétrique

ou anti-hermitien.

1.1.1 Le problème

On onsidère le problème de ontr�le optimal, déjà présenté au hapitre 1 de la partie I

assoié à la minimisation de la fontionnelle :

J(ε) = ‖ψ(T )− ψcible‖
2
2 + α

∫ T

0
ε(t)2dt,

= 2−ℜ〈ψ(T ), ψcible〉+ α

∫ T

0
ε(t)2dt. (1.1)

On rappelle que le ontr�le ε est le hamp életrique délivré par un laser, l'état ψ est la fontion

d'onde à ontr�ler, en un temps T . Le paramètre α permet la pénalisation du ontr�le, et ψcible
est un état ible. L'évolution du système est régie par l'équation de Shrödinger qui lie le ontr�le

et l'état selon

i∂tψ
ε = (H − εµ)ψε

ψε(t = 0) = ψinit. (1.2)

La fontion ψinit représente l'état initial du système. Je renvoie à l'introdution du hapitre 1 de

la partie I pour plus de détails sur e problème de ontr�le ainsi que sur les opérateurs H et µ,
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dont on n'utilisera ii seulement la symétrie

2

. Dans la suite, il sera souvent appel à l'état adjoint

χε dé�ni par l'équation :

i∂tχ
ε = (H − εµ)χε

χε(t = T ) = ψcible. (1.3)

1.1.2 Cadre adapté à la parallélisation

Pour N ≥ 1, on introduit maintenant une partition de l'intervalle de ontr�le [0, T ]

[0, T ] = ∪N−1
ℓ=0 [Tℓ, Tℓ+1],

ave T0 = 0 et TN = T ainsi qu'une suite d'états Λ = (λℓ)ℓ=1,...,N−1, ave λ0 = ψinit et

λN = ψcible.
Plut�t que d'attaquer diretement la résolution du problème initial assoié à (1.1), on onsidère

le problème de ontr�le onsistant en la minimisation de la fontionnelle

J‖(ε,Λ) =

N−1∑

ℓ=0

βℓ‖ψ
εℓ
ℓ,nℓ+1

− λℓ+1‖
2
2 + α

N−1∑

ℓ=0

∫ Tℓ+1

Tℓ

ε2ℓ(t)dt,

ave βℓ =
T

Tℓ+1−Tℓ
et où l'état ψεℓℓ est la solution de





i∂tψ
εℓ
ℓ = (H − εℓµ)ψ

εℓ
ℓ

ψεℓℓ (t = Tℓ) = λℓ, ℓ = 0, ..., N − 1,

où εℓ est la restrition de ε à [Tℓ, Tℓ+1] (ave ℓ = 0, ..., N − 1). Par ette équation, ψεℓℓ dépend

don aussi de λℓ ; j'omettrai ette dépendane par simpliité dans la suite. La fontionnelle J‖
peut être déomposée de la manière suivante :

J‖(ε,Λ) =

N−1∑

ℓ=0

βℓJℓ(εℓ, λℓ, λℓ+1),

où Jℓ sont des fontionnelles partielles dé�nies par :

Jℓ(εℓ, λℓ, λℓ+1) = ‖ψ
εℓ
ℓ (Tℓ+1)− λℓ+1‖

2
2 + α′

ℓ

∫ Tℓ+1

Tℓ

ε2ℓ(t)dt,

ave :

α′
ℓ =

α

βℓ
.

Une propriété intéressante de la fontionnelle J‖ est qu'à ontr�le ε �xé, le minimum par rapport

à Λ est alulable expliitement et véri�e ertaines propriétés dérites dans le théorème suivant.

Théorème 7. On pose Λε = (λεℓ)ℓ=1,...,N−1 ave :

λεℓ = (1− γℓ)ψ
ε(Tℓ) + γℓχ

ε(Tℓ),

où l'adjoint χε est dé�ni par (1.3) et où γℓ =
Tℓ+1−Tℓ

T . Alors :

Λε = argminΛ(J‖(ε,Λ)). (1.4)

De plus :

J‖(ε,Λ
ε) = J(ε).

La trajetoire Λε est don onstruite par interpolation des trajetoires de l'état ψε et de l'état
adjoint χε.

2. plus préisément : on utilisera l'antisymétrie de iH et iµ.
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1.1.3 L'algorithme

L'idée est don d'appliquer une méthode de desente par diretions alternées, en optimisant

J‖ tour à tour par rapport à ε (en parallèle !) et par rapport à Λ (ette étape étant expliite,

d'après le théorème 7). Cei onduit à l'algorithme suivant :

Algorithme 6. Étant donné un ontr�le initial ε0, un réel ν > 0 et le ritère d'arrêt

c(ε) = J(ε) + ν

N−2∑

ℓ=0

|εℓ(Tℓ+1)− εℓ+1(Tℓ+1)|
2,

supposons qu'à l'étape k on dispose d'un ontr�le εk et d'une variable Tol ≥ 0. Le alul de εk+1

est e�etué selon :

1. Si c(εk) ≤ Tol, arrêter le alul. Sinon passer à l'étape 2.

2. Caluler ψk = ψε
k
, la solution de (1.2) ave ε = εk.

3. Caluler χk = χε
k
, la solution de (1.3) ave ε = εk.

4. Caluler Λk = Λε
k
à l'aide de ψk et χk, selon (1.4).

5. Sur haque intervalle [Tℓ, Tℓ+1], aluler en parallèle un ontr�le εk+1
ℓ solution du problème

min
εℓ

Jℓ(εℓ, λ
k
ℓ , λ

k
ℓ+1).

6. Dé�nir εk+1
omme la onaténation des ontr�les εk+1

ℓ ainsi obtenus.

7. Assigner k ← k + 1. Retourner à l'étape 1.

Une solution simple pour e�etuer l'étape 5 onsiste à appliquer quelques itérations d'un

algorithme monotone, dérit au hapitre 1 de la partie I.

L'algorithme 6 est dérit shématiquement sur la �gure 1.1.

1.1.4 Convergene

L'atout majeur de l'algorithme préédent est qu'il onverge vers un point ritique de la

fontionnelle J (.f. (1.1)) initialement onsidérée.

Théorème 8. Supposons α > 0. Étant donné un ontr�le initial ε0, soit la suite (εk)k∈N obtenue

par l'algorithme 6, où l'étape 5 est e�etuée par un nombre �ni non nul d'itérations d'un algo-

rithme monotone. Alors, la suite (εk)k∈N onverge vers un point ritique de J .

Ce théorème est en fait valable dans des adres plus larges : j'utilise un algorithme monotone

à l'étape 5 ar 'est à ma onnaissane la méthode la plus adaptée à e problème. Le résultat

reste ependant valable si on utilise un autre algorithme onvergent pour résoudre les N sous-

problèmes de l'étape 5. Il reste également valable, si, au lieu de résoudre à haque itération

préisément les équations de Shrödinger aux étapes 2 et 3, on les résout de manière approhée,

mais de plus en plus �nement. Cette dernière démarhe permet de gagner du temps lors du alul

e�etif. Dans tous les as, le alul du ontr�le est e�etué uniquement en parallèle.
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Figure 1.1 � Représentation shématique de l'algorithme. L'optimisation est réalisée en parallèle

sur haque intervalle [Tℓ, Tℓ+1]. La suite d'états λkℓ est mise à jour à haque itération.

1.1.5 Résultats numériques

Toutes les expérienes qui suivent ont été réalisées sur le problème du ontr�le de l'orientation

et de l'alignement de la moléule HCN dérit plus préisément à la setion 1.2.1 du hapitre 1

de la partie I et surtout dans l'artile [A℄. La �gure 1.2 montre l'évolution du ontr�le au ours

des itérations de l'algorithme 6 ainsi que le ontr�le optimal, obtenu sans parallélisation.

On voit que les disontinuités disparaissent peu à peu au ours des itérations. Le nombre de

sous-intervalles joue un r�le important dans la proédure d'optimisation, omme le montre la

�gure 1.3.

Des tests numériques simples montrent que l'algorithme permet de diminuer d'à peu près un

ordre de grandeur le temps de alul d'un ontr�le optimal.

1.2 Algorithme pour les équations paraboliques

Dans un travail en ours et en ollaboration ave Yvon Maday et Kamel Riahi, j'ai proposé

un algorithme pour un problème standard de ontr�le de l'équation de la haleur. Ce travail a

avant tout pour but d'étendre l'approhe des ibles intermédiaires à des adres ne présentant pas

les partiularités de symétries propres aux équations hyperboliques. Je présente ii une première

méthode, qui reprend ertaines idées de la setion préédente.
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Figure 1.2 � En haut : ontr�le alulé en parallèle après une (à gauhe) et 10 itérations (à droite)

par l'algorithme 6. En bas : ontr�le aluler en parallèle après 250 itérations par l'algorithme 6

et par un algorithme monotone (N = 1), également après 250 itérations.
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Figure 1.3 � Évolution des valeurs de la fontionnelle de oût au ours de 500 iterations, ave

di�érents nombres de sous-intervalles.

1.2.1 Le problème

On se donne une nouvelle fois un temps de ontr�le T > 0 et un paramètre de pénalisation

α > 0. Le problème de ontr�le que l'on onsidère onsiste à résoudre le problème d'optimisation :

min
v∈L([0,T ];L2(Ωc))

J(v),
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1.2. Algorithme pour les équations paraboliques

où J est la fontionnelle :

J(v) =
1

2
‖y(T )− ytarget‖

2
2 +

α

2

∫ T

0
‖v(t)‖2c,2dt.

Le domaine Ω est une partie bornée et onnexe de R
2
. L'état y évolue à partir de la ondition

initiale y0 sur [0, T ] selon l'équation

∂ty − ν∆y = Bv.

Dans ette dernière, ∆ est le Laplaien, v est le terme de ontr�le, qui onsiste en une soure de

haleur agissant sur une partie Ωc de Ω. L'opérateur B est l'injetion anonique de Ωc dans Ω.
Le système d'optimalité de e problème peut s'érire omme suit.

{
∂ty − ν∆y = Bv on [0, T ] ×Ω

y(0) = y0,
(1.5)

{
∂tp+ ν∆p = 0 on [0, T ] × Ω
p(T ) = y(T )− ytarget,

(1.6)

αv +B∗p = 0, (1.7)

où B∗
est l'opérateur adjoint de B.

Ce problème est bien posé puisque la fontionnelle est stritement onvexe (à ause du terme

α > 0). Le système (1.5�1.7) a par onséquent une unique solution, notée dans la suite v⋆. On
note de plus y⋆, p⋆ l'état et l'état adjoint assoié.

1.2.2 Parallélisation

Présentons maintenant un adre adapté à la résolution en parallèle de e problème.

On onsidère N ≥ 1 et une partition de [0, T ]

[0, T ] = ∪N−1
n=0 [tℓ, tℓ+1].

Étant donné un ontr�le v et les état et état adjoint assoiés y, p, on dé�nit une trajetoire ible,

arrivant au temps T sur l'état désiré :

{
χ = y − p sur [0, T ]× Ω

χ(T ) = ytarget.
(1.8)

Celle-i est bien sûr l'analogue de la trajetoire interpolée Λε qui a été introduite au théorème 7

dans le as des équations hyperboliques. Elle n'est pas non plus la solution d'une équation

partiulière mais va nous servir à dé�nir un ensemble de ibles utilisées dans les sous-problèmes

traités en parallèle :

min
vℓ∈L2([tℓ,tℓ+1];L2(Ωc))

Jℓ(vℓ),

ave

Jℓ(vℓ) =
1

2
‖yℓ(tℓ+1)− χ(tℓ+1)‖

2
2 +

α

2

∫ Tℓ+1

Tℓ

‖vℓ(t)‖
2
c,2dt, (1.9)

où ‖ · ‖c,2 désigne la norme L2
assoiée au domaine Ωc et où la fontion yℓ est dé�nie par

{
∂tyℓ − ν∆yℓ = Bvℓ sur [tℓ, tℓ+1]× Ω

yℓ(tℓ) = y(tℓ).
(1.10)
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Ce sous problème de ontr�le optimal est don paramétré par v, via les états y et p. Sa struture
est la même que le problème de ontr�le original et en partiulier également stritement onvexe.

Son système d'optimalité est donné par (1.10) et les équations :

{
∂tpℓ + ν∆pℓ = 0 sur [tℓ, tℓ+1]×Ω
pℓ(tℓ+1) = y(tℓ+1)− χ(tℓ+1),

(1.11)

αvℓ +B∗pℓ = 0, (1.12)

On note v⋆ℓ sa solution.

L'intérêt de toute ette onstrution réside dans le résultat suivant.

Lemme 4. Notons χ⋆ la trajetoire ible dé�nie par (1.8) ave y = y⋆, p = p⋆ et y⋆ℓ , p
⋆
ℓ , v

⋆
ℓ les

solutions de (1.10�1.12) ave y = y⋆ et p = p⋆. On a :

v⋆ℓ = v⋆|[tℓ,tℓ+1]
.

Ce lemme peut être vu omme un résultat de onsistane apportant une garantie en as de

onvergene d'une méthode de résolution du problème parallèle (1.5�1.7).

1.2.3 L'algorithme

Présentons maintenant une telle méthode.

Algorithme 7. Étant donné un ontr�le initial v0, un réel ν > 0 et le ritère d'arrêt

c(v) = J(v) + ν

N−2∑

ℓ=0

‖vℓ(Tℓ+1)− vℓ+1(Tℓ+1)‖
2
c,2,

on suppose qu'à une étape k, le ontr�le vk ait été obtenu. Le alul du ontr�le vk+1
est e�etué

omme suit.

1. Caluler yk, pk et la trajetoire ible assoiée χk selon (1.5), (1.6) et (1.8) respetivement.

2. Résoudre en parallèle les N sous-problèmes (1.9) . Pour ℓ = 1, ..., N , soit ṽk+1
ℓ leurs solu-

tions.

3. Dé�nir vk+1
omme la onaténation des ontr�les (ṽk+1

ℓ )ℓ=0,...,N−1.

Je n'ai pas détaillé l'étape de résolution en parallèle (étape 2) de manière à proposer une

méthode générale de parallélisation. Les sous-problèmes étant stritement onvexes, on peut par

exemple e�etuer quelques itérations d'une méthode de gradient onjugué.

1.2.4 Convergene

La onvergene de la proédure préédente est garantie par le théorème suivant.

Théorème 9. Étant donné un ontr�le initial v0, la suite (vk)k∈N obtenue par l'algorithme 7,

où l'étape 2 est e�etuée par un algorithme onvergent, onverge vers v⋆.

De même que dans le as hyperbolique, e résultat peut donner lieu à de nombreuses varia-

tions. L'usage d'une méthode de résolution grossière dans les premières itérations de l'algorithme

peut par exemple en onstituer une.
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1.2. Algorithme pour les équations paraboliques

1.2.5 Résultats numériques

Je termine ette setion par quelques résultats numériques, obtenus sur l'exemple d'un do-

maine arré de R
2
à l'aide du logiiel freefem

3

. Quel que soit le ritère de mesure du temps de

alul utilisé, on observe, par rapport à une méthode standard, une aélération importante de

la résolution par l'algorithme 7. Dans es deux exemples, on a onsidéré omme ritère le nombre
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de multipliations matrie-veteur e�etué et le temps CPU e�etif lors d'une implémentation

parallèle basée sur MPI

4

. L'aélération observé est de l'ordre de 10 dans les deux as.

3. http://www.freefem.org/

4. http://www.lam-mpi.org/
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Chapitre 2

Analyse numérique et formulation

o-rotationnelle

Résumé : les shémas numériques de simulation en élastodynamique présentent de nombreuses

faiblesses lorsqu'on onsidère de grandes vitesses de rotation. Sauf à utiliser de très petits pas de

temps, les modèles non-linéaires engendrent des boules internes de résolutions qui onvergent

di�ilement et leurs versions linéarisées donnent des simulations médiores. Pour résoudre es

problèmes, on utilise souvent une formulation, dite o-rotationnelle, dans laquelle le mouve-

ment est déomposé en une partie solide et une partie élastique de petite amplitude [G℄. Mon

travail dans e adre a onsisté à onstruire des disrétisations onservant l'énergie ainsi que

le moment inétique et à en étudier les propriétés. Des simulations démontrent leur e�aité

par rapport aux méthodes lassiques.

Par la suite, j'ai étudié le ouplage de l'approhe o-rotationnelle ave des algorithmes permet-

tant de prendre en ompte des phénomènes de ontat ave et sans frition [I℄ : à haque pas de

temps, trois boules sont en fait mises en ÷uvre pour aluler l'angle, les points de ontat et

leur situation vis-à-vis du �ne de Coulomb. La stratégie proposée repose sur une ombinaison

stable de di�érents algorithmes. Ce travail est omplété par des tests numériques.

Introdution

La disrétisation en temps des problèmes d'élastodynamique est onnue pour être un prob-

lème ompliqué : des lois non-linéaires sont souvent néessaires à la desription orrete du

mouvement et des systèmes omplexes d'équations doivent être résolus à haque pas de temps.

La question devient enore plus di�ile lorsqu'on souhaite simuler des mouvements de rotation

rapide. Dans e as, l'usage d'un pas de temps petit est néessaire pour préserver la onvergene

des méthodes itératives utilisées dans les boules internes. Des artefats numériques apparaissent

aussi parfois, en se manifestant sous forme d'osillations. Une linéarisation des équations s'avère

de plus ine�ae : en pratique elle-i se traduit par une ontribution exagérée de la rotation

dans la déformation élastique.

Pour résoudre es problèmes, une démarhe onsiste à déomposer le mouvement en une partie

solide et une partie relevant de la déformation élastique. Cette approhe fut initialement intro-

duite par Maurie Biot et Jaques Romain dans [5℄ pour traiter des problèmes issus de l'aéronau-

tique. L'idée fut reprise et formalisée dans un adre abstrait par Fraejis de Veubeke dans [27℄ où

il proposa plusieurs ritères pour garantir l'uniité de la déomposition. De nos jours, de telles

déompositions sont souvent utilisées sous la dénomination formulation o-rotationnelle.
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En ollaboration ave Barbara Wohlmuth et Alexander Weiss, mon travail sur e thème a on-

sisté à onevoir un shéma numérique assoié à une telle formulation. De nombreux algorithmes

avaient, bien entendu, déjà été proposés (voir à e propos la présentation très omplète de Felippa

dans [10℄) mais à ma onnaissane auun n'assurait la préservation de l'énergie et du moment

inétique au niveau disret ou ne béné�iait d'une analyse de stabilité. C'est sous ette on-

trainte qu'ont été onçus les algorithmes de e hapitre. Il s'est avéré par la suite que les shémas

permettaient de travailler ave des pas de temps beauoup plus grands que eux utilisés dans les

méthodes usuelles.

2.1 Shéma onservatif pour la formulation o-rotationnelle

Cette setion dérit les résultats obtenus dans [G℄.

À part dans la dernière setion, le problème est abordé dans le adre de la dimension 2.

2.1.1 Le modèle

On onsidère un domaine borné Ω ⊂ R
2
de frontière Γ := ∂Ω su�samment régulière par

moreaux ainsi qu'un solide élastique de densité ρ(x). Quitte à opérer une translation, on peut

supposer que le entre de gravité est situé en (0, 0), 'est-à-dire que

∫
Ω ρx = 0. Ce solide est

soumis à des fores volumiques f(x, t) et de bord g(x, t). On note ϕ : Ω× [0, T ]→ R
2
la fontion

dérivant sa déformation. Dans un adre omplètement non-linéaire, l'évolution de ϕ est dérite

sous la forme faible suivante :

∫

Ω
ρ
..
ϕ · η +

∫

Ω

∂

∂E
W
(
E(d)

)
: F⊤∇η =

∫

Ω
f · η +

∫

Γ
g · η, (2.1)

où η est une fontion de V := [H1(Ω)]2, d := ϕ− x et

F := ∇ϕ = I +∇d (2.2)

est le gradient de la déformation. Le tenseur de Green-Lagrange E est dé�ni par

E(d) :=
1

2
(∇d+∇d⊤ +∇d⊤∇d).

On onsidère de plus que le solide suit le modèle de Saint Venant�Kirhho� où l'énergie emma-

gasinée W
(
E(d)

)
est alulée par

W
(
E(d)

)
:=

λ

2

(
tr
(
E(d)

))2
+ µtr

(
E(d)2

)
,

où λ et µ sont les paramètres de Lamé. Pour e type de matériaux linéaires le seond tenseur de

ontrainte de Piola-Kirho� Σ(d) := ∂
∂EW

(
E(d)

)
s'érit

Σ(d) = 2µE(d) + λtrE(d)Id, (2.3)

ave Id la matrie identité de R
3
.
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2.1.2 Déomposition o-rotationnelle

L'idée est don maintenant de dérire le mouvement en terme de déplaement solide et de

déformation purement élastique. Une telle déomposition s'érit sous la forme générale

ϕ(x, t) = τ(t) +Rθ(t)
(
x+ u(x, t)

)
. (2.4)

Dans ette équation τ(t) ∈ R
2
et Rθ orrespondent respetivement à la translation et à la rota-

tion solide par lesquelles on dérit le mouvement global. Une propriété intéressante du paramé-

trage (2.4) est qu'il préserve le tenseur E :

E
(
d) = E

(
u
)
,

e qui montre que le modèle non-linéaire élimine naturellement la partie rigide du mouvement

apparaissant dans ϕ. Pour garantir l'uniité de la déomposition, on impose en plus les relations

∫

Ω
ρu = 0,

∫

Ω
ρu · Πx = 0,

ave Π la rotation de π/2. Ces relations traduisent l'orthogonalité de la déformation u par

rapport aux translations et aux rotations et garantissent don, en e sens, le aratère � pur �

de la déformation élastique. Le paramètre u est don reherhé dans l'espae X := Xtrans ∩Xrot

dé�ni par

Xtrans :=

{
u ∈ V ;

∫

Ω
ρu = 0

}
, Xrot :=

{
u ∈ V ;

∫

Ω
ρu · Πx = 0

}
.

En posant v = R⊤
θ η, e hangement de variable transforme (2.1) en l'équation :

∫

Ω
ρ
(
.
s+

.
θΠs

)
· v +

∫

Ω
Σ(u) : F̂⊤∇v = Bθ(v) ∀v ∈ X, (2.5)

ave F̂ := I +∇u et

Bθ(v) :=

∫

Ω
f ·Rθv +

∫

Γ
g · Rθv

et où la vitesse relative s est dé�nie par

s(x, t) := R⊤
θ(t)

( .
ϕ(x, t)−

.
τ(t)

)
=

.
u(x, t) +

.
θ(t)Π

(
x+ u(x, t)

)
. (2.6)

L'aélération est quant à elle dé�nie par

..
ϕ(x, t) =

..
τ(t) +Rθ(t)

(
.
s(x, t) +

.
θ(t)Πs(x, t)

)
. (2.7)

L'équation (2.5) n'est qu'une impliation de (2.1), puisque son inonnue est dans un espae plus

petit. Pour obtenir une desription omplète, il faut ajouter les relations de onservation de la

quantité de mouvement et du moment inétique (qui sont également des onséquenes de (2.1)) :

M
..
τ =

∫

Ω
f +

∫

Γ
g, (2.8)

et .
J = Bθ(Π(x+ u)), (2.9)

oùM et J sont dé�nis par

M :=

∫

Ω
ρ, J :=

∫

Ω
ρs ·Π(x+ u).
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2.1.3 Linéarisation

Pour aélérer le alul et dans le adre de petites déformations, on peut onsidérer une

version où le terme élastique de (2.5) est linéarisé. Celle-i s'érit :

∫

Ω
ρ
(
.
s+

.
θΠs

)
· v +

∫

Ω
σ(u) : ∇v = Bθ(v), (2.10)

où σ(u) := 2µε(u) + λtrε(u)Id. Deux approximations ont été introduites. L'une sur le tenseur

E :

E(u) ≈ ε(u) :=
1

2
(∇u+∇u⊤),

l'autre sur le gradient de la déformation F̂ ≈ Id. Pour e modèle, l'existene et l'uniité d'une

solution au système (2.8�2.10) a été obtenue par Céline Grandmont, Yvon Maday et Paul Metier

dans [13℄.

2.1.4 Disrétisation en temps et shémas de résolution

Les disrétisations de (2.8�2.10) que j'ai onçues dans e adre onservent l'énergie au niveau

disret. Expliquons brièvement la démarhe suivie lors de leur onstrution. En utilisant (2.6)

et (2.7), on peut érire

R⊤
θ (

..
ϕ−

..
τ) =

(
d

dt
+

.
θΠ

)
s (2.11)

=

(
d

dt
+

.
θΠ

)2

(x+ u)

=
..
u+Π

(
d

dt
(
.
θu) +

.
θ
.
u

)
− (

.
θ)2(x+ u). (2.12)

Le premier shéma proposé repose sur une disrétisation de haque terme de (2.12). Dans le

seond shéma, on disrétise tout d'abord s = ( ddt +
.
θΠ)(x + u) (voir (2.21)) puis R⊤

θ (
..
ϕ −

..
τ)

via (2.11) (voir le premier terme de (2.20)). Des deux approhes, seule la deuxième garantit la

préservation du moment inétique.

Un ingrédient essentiel dans e qui suit est la disrétisation au point milieu qui véri�e :

.
an+1/2bn+1/2 + an+1/2

.
bn+1/2 =

.

[ab]n+1/2,

où les notations suivantes ont été utilisées :

⋆n+1/2 :=
⋆n+1 + ⋆n

2
,

.
⋆n+1/2 :=

⋆n+1 − ⋆n
∆t

.

Ii, ∆t est le pas de temps onsidéré et ⋆ est une quantité générique.

Avant de présenter les algorithmes, il reste à dé�nir l'énergie et le moment inétique disret. A

un pas de temps tn, on les alulera par

En :=
1

2
M

.
τ
2
n +

1

2

∫

Ω
ρs2n +

1

2

∫

Ω
σ(un) : ε(un), (2.13)

et

Jn :=

∫

Ω
ρsn ·Π(x+ un).

Ii sn est une disrétisation de (2.6), qui n'est pas la même dans les deux shémas, shémas que

l'on peut (en�n !) expliiter.
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Algorithme 8. Soit τ0 ∈ R
2
,

.
τ0 ∈ R

2
, θ0 ∈ R,

.
θ0 ∈ R, u0 ∈ X, et des fores extérieures

(fn+1/2)n∈N et (gn+1/2)n∈N données. On suppose que τn,
.
τn, θn,

.
θn et un,

.
un ∈ X ont déjà été

alulés. Le alul de τn+1,
.
τn+1, θn+1,

.
θn+1 et un+1,

.
un+1 ∈ X est e�etué en résolvant

M
..
τn+1/2 =

∫

Ω
fn+1/2 +

∫

Γ
gn+1/2, (2.14)

1

∆t

(∫

Ω
ρ
.
θn+1(x+ un+1)

2 −

∫

Ω
ρ
.
θn(x+ un)

2

)
+

∫

Ω
ρΠ

.
θn+1un+1 +

.
θnun

2
.
θn+1/2

·
..
un+1/2

= Bn+1/2(Π(x+ un+1/2)), (2.15)

∫

Ω
ρ

(
..
un+1/2 +Π

.
θn+1un+1 −

.
θnun

∆t
+Π

.
θn+1/2

.
un+1/2 −

.
θn

.
θn+1(x+ un+1/2)

)
· v

+

∫

Ω
σ(un+1/2) :ε(v) = Bn+1/2(v) ∀v ∈ X, (2.16)

où

Bn+1/2(v) :=

∫

Ω
fn+1/2 · v +

∫

Ω
gn+1/2 · v.

Dans e shéma, la disrétisation de la vitesse relative est e�etuée selon

sn :=
.
un +

.
θnΠ(x+ un). (2.17)

Le moment inétique disret n'est onservé qu'à l'ordre ∆t2 par l'algorithme. En revanhe, le

shéma suivant le onserve exatement.

Algorithme 9. Soit τ0 ∈ R
2
,

.
τ0 ∈ R

2
, θ0 ∈ R, u0 ∈ X, s0 ∈ [H1(Ω)]2 et des fores extérieures

(fn+1/2)n∈N, et (gn+1/2)n∈N données. On suppose que τn,
.
τn, θn,

.
θn et un,

.
un ∈ X ont déjà été

alulés. Le alul de τn+1,
.
τn+1, θn+1,

.
θn+1 et un+1,

.
un+1 ∈ X est e�etué en résolvant

M
..
τn+1/2 =

∫

Ω
fn+1/2 +

∫

Γ
gn+1/2, (2.18)

.
J n+1/2 = Bn+1/2

(
Π(x+ un+1/2)

)
, (2.19)

G(
.
sn+1/2, sn+1/2,

.
θn+1/2, un+1/2; v) = Bn+1/2(v) ∀v ∈ X, (2.20)

ave

G(
.
s, s,

.
θ, u; v) :=

∫

Ω
ρ(

.
s+

.
θΠs) · v +

∫

Ω
σ(u) : ε(v)

et

sn+1/2 :=
.
un+1/2 +

.
θn+1/2Π

(
x+ un+1/2

)
. (2.21)

C'est en fait l'équation (2.19) qui garantit la préservation du moment inétique.

Comme annoné préédemment, es deux algorithmes préservent l'énergie au sens du théorème

suivant.

Théorème 10. Les algorithmes 8 et 9 dé�nis par (2.14�2.16) et (2.18�2.20), respetivement,

véri�ent

En+1 − En = ∆t
(∫

Ω
fn+1/2 ·

.
ϕn+1/2 +

∫

Γ
gn+1/2 ·

.
ϕn+1/2

)
.
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Chapitre 2. Analyse numérique et formulation o-rotationnelle

Ii , En est l'énergie totale du système dé�nie par (2.13) où s est dé�nie par (2.17) dans l'algo-

rithme 8 et par (2.21) dans l'algorithme 9. La disrétisation en temps de

.
ϕ est donnée par

.
ϕn+1/2 :=

.
τn+1/2 +Rθn+1/2

sn+1/2.

2.1.5 Disrétisation en espae et aratère bien posé de l'algorithme

On se restreint dans la suite à l'algorithme 9. On disrétise maintenant les déformations un
suivant un espae d'éléments �nis Vh, en gardant les mêmes notations que préédemment pour

simpli�er la présentation. Pour garantir que la disrétisation omplète de un appartienne à X, il

est néessaire d'introduire deux multipliateurs de Lagrange αn+1/2 ∈ R et βn+1/2 ∈ R
2
assoiés

respetivement aux ontraintes d'orthogonalité un+1/2 ∈ Xtrans

et un+1/2 ∈ Xrot

. Le système

omplètement disrétisé qui déoule de (2.20) est alors le suivant :

G(
.
sn+1/2, sn+1/2,

.
θn+1/2, un+1/2; v) + αn+1/2

∫

Ω
ρv · Πx+

∫

Ω
ρβn+1/2 · v = Bn+1/2(v) ∀v ∈ Vh,

∫

Ω
ρun+1/2 · Πx = 0, (2.22)

∫

Ω
ρun+1/2 = 0.

S'il est faile de aluler diretement βn+1/2, par

βn+1/2 =
1

M

(∫

Ω
R⊤
θn+1/2

fn+1/2 +

∫

Γ
R⊤
θn+1/2

gn+1/2

)
= R⊤

θn+1/2

..
τn+1/2,

le alul de αn+1/2, paramètre assoié à la rotation doit faire l'objet d'une sous-boule. Les deux

premières équations du système (2.22) sont alors réérites sous la forme :




G̃(θn+1 − θn,∆t) MΠx

(MΠx)⊤ 0


 .




un+1/2

αn+1/2


 =




c̃n+1/2(θn+1 − θn,∆t)

0


 , (2.23)

où

• G̃(δ,∆t) :=M
(
2I + δΠ

)2
+∆t2S,

• c̃n+1/2(δ,∆t) :=M
(
2I + δΠ

)
(2un − δΠx) + 2M∆tsn +∆t2B̃n+1/2,

• B̃n+1/2 = Bn+1/2 −
∫
Ω ρR

⊤
θn+1/2

..
τn+1/2 · v.

Dans e adre, l'équation (2.19) s'érit

h(θn+1 − θn,∆t) = 0, (2.24)

ave

h(δ,∆t) : = 4δ(x + un+1/2) ·M(x+ un+1/2)

+
(
−δM(x + un) + 2∆tMΠsn +∆t2ΠR⊤

θn+δ/2
B̃n+1/2

)
· (x+ un+1/2),

où un+1/2 est la solution de (2.23) qui orrespond à θn+1−θn = δ. On a alors le résultat suivant :

64



2.1. Shéma onservatif pour la formulation o-rotationnelle

Figure 2.1 � Déformation du maillage et ontrainte élastique à di�érents pas de temps, simulée

à l'aide du shéma o-rotationnel.

Théorème 11. Étant donnés Emax > 0, Bmax > 0, ν > 0, supposons qu'à un temps tn on ait

En ≤ Emax, ‖B̃n+1/2‖ ≤ Bmax, où ‖ · ‖ est une norme sur Vh, et

ν ≤ x ·M(x+ un). (2.25)

Alors, il existe ∆t∗ > 0 dépendant de Emax, Bmax, et ν tel que, étant donnés ∆t ≤ ∆t∗, τn,
.
τn,

θn, un, sn, et les fores extérieures fn+1/2 et gn+1/2, il existe θn+1 ∈ R satisfaisant (2.24) (ave

un+1/2 la solution orrespondante de (2.23)).

De plus, il existe δ+(∆t), δ−(∆t) tels que
• lim∆t→0 δ

+(∆t) = 2,
• lim∆t→0 δ

−(∆t) = −2,
• θn+1 ∈ [θn + δ−(∆t), θn + δ+(∆t)].

Notons que la ondition (2.25) avait déjà été obtenue par un autre biais dans [13℄.

2.1.6 Cas de la dimension 3

L'algorithme 9 a ensuite été adapté au as de la dimension 3. Dans e adre, le moment

inétique ne peut plus être préservé stritement. Son module l'était ependant. Je ne détaille

pas plus ii l'algorithme, qui bien que plus tehnique, reprend les idées de la dimension 2, et je

renvoie à la publiation [G℄ pour une desription omplète.

2.1.7 Tests numériques

Les algorithmes préédents ont été testés sur de nombreux exemples. Je n'en reproduis

qu'un seul ii, en renvoyant une nouvelle fois à la publiation elle-même pour d'autres résul-

tats numériques. On onsidère un disque élastique, lané en rotation sans déformation initiale.

La solution numérique reproduit don une osillation entre l'énergie de rotation et l'énergie

élastique emmagasinée. La suite de �gures 2.1 montre le résultat de la simulation obtenue par

l'algorithme 9. L'évolution des di�érentes énergies et de le vitesse angulaire est représentée sur la

�gure 2.2. On peut aussi omparer sur et exemple simple di�érents shémas. Plusieurs qualités

des shémas ont été mis en évidene par les tests numériques. Le prinipal avantage réside dans

la possibilité de travailler ave des pas de temps beauoup plus grands (10 fois plus grands dans

ertains exemples) que dans les approhes standard.
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Figure 2.2 � À gauhe : vitesse angulaire obtenue ave les shémas standard, o-rotationnel et

o-rotationel non linéaire. À droite : évolution des di�érentes énergies et du moment inétique

dans le as du shéma o-rotationnel linéarisé.

2.2 Prise en ompte du ontat et de la frition

Cette setion dérit les résultats obtenus dans [I℄.

Cette partie onerne un seond travail, réalisé en ollaboration ave Barbara Wohlmuth,

Alexander Weiss et Patrie Hauret, où l'algorithme 9 a été adapté pour pouvoir traiter des

problèmes de ontat.

2.2.1 Modèle

On ajoute maintenant au modèle présenté à la setion 2.1.1 la prise en ompte de ontat ave

frition. On garde les notations préédentes. Pour être modélisé, le ontat néessite l'introdution

d'une fontion γC : ΓC → R qui modélise la distane entre la partie ΓC ∈ ∂Ω suseptible de

rentrer en ontat ave la frontière Γr d'un obstale Ωr suivant le veteur normal ν par la formule :

γC := (πνϕ− ϕ) · ν,

où πν est la projetion le long du veteur normal

5 ν, omme l'illustre la �gure 2.3. On introduit

Ω

Ω

(x)

x

(x)

r
Ωr

(Ω)ϕ
ϕ

γ
C

ϕ

πϕ

Figure 2.3 � Dé�nition de γC

également le tenseur des ontraintes de Cauhy σ dé�ni par

σ =
1

detF
F⊤ΣF,

5. Cette fontion n'est pas la projetion sur l'obstale.
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où Σ et F sont respetivement dé�nis par (2.3) et par (2.2). Pour exprimer les onditions de

non-pénétration et de frition, il est utile de dé�nir la pression de ontat et la fore tangentielle

exerée par le solide par

σν :=
(
σν
)
· ν, στ := σν − σν ν.

Il sera également fait appel aux déplaements normaux et tangentiels :

dν := d · ν, dτ := d− dν ν.

On rappelle que le déplaement d est dé�ni par d(x) := ϕ(x)−x. La ondition de non-pénétration

de ΓC dans Ωr peut être exprimée via les onditions de Karush-Kuhn-Tuker :

γC ≥ 0, σν ≤ 0, σν γC = 0. (2.26)

La première relation orrespond à la ondition de non-pénétration. La deuxième orrespond à la

réation du support. En présene d'un phénomène de frition modélisé par la loi de Coulomb de

oe�ient F, une fore tangentielle résistante s'applique au solide selon

|στ | − F|σν | ≤ 0,
.
dτ + β2στ = 0,

.
dτ (|στ | − F|σν |) = 0, (2.27)

où β2 est le oe�ient de frottement dynamique.

Résoudre le problème de dynamique assoié à e ontexte revient alors à trouver (d, λ̃) tels que
pour presque tout t ∈ [0, T ], d(t) ∈ V, λ̃(t) ∈ M(λ̃) et

m(
..
d, η) + anl(d, η) + b(η, λ̃) = F (η), η ∈ V,

bτ (
.
d, µ − λ̃) ≤ 〈γC , µν − λ̃ν〉, µ ∈ M(λ̃),

(2.28)

où V représente l'espae des déplaements,M est l'espae de multipliateurs de Lagrange, espae

dual de la trae W de V restreint à ΓC et où

M(λ) := {µ ∈ M : 〈µ, ξ〉 ≤ F〈λν , |ξτ |〉,pour tout ξ ∈ W tel que ξν ≤ 0}

et

m(d̈, η) :=

∫

Ω
ρ d̈ · η , dx, anl(d, η) :=

∫

Ω

∂W

∂E
(E(d)) : (F⊤∇η) dx

b(η, µ) := bν(η, µ) + bτ (η, µ) := 〈ην , µν〉+ 〈ητ , µτ 〉 :=

∫

ΓC

ηνµνds+

∫

ΓC

ητµτds.

2.2.2 Déomposition o-rotationnelle

En appliquant les mêmes raisonnements qu'à la setion 2.1.2 pour introduire les variables de

la formulation o-rotationnelle, on obtient les orrespondanes suivantes :

m(
..
d, η) = m(

.
s+

.
θΠs,R⊤

θ η).

anl(d, η) =

∫

Ω

∂W

∂E
(E(u)) :

(
(F̂⊤R⊤

θ ∇η
)
dx = anl(u,R

⊤
θ η) ≈ a(u,R

⊤
θ η),

où, toujours omme à la setion 2.1.2, on a linéarisé le terme assoié à l'élastiité par a(u, η) :=∫
Ω σ(u) : ε(η).
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Le reste du travail de reformulation onerne les termes assoiés au ontat et à la frition. On

utilise les approximations suivantes :

ν ≈ Rθν0, τ ≈ Rθτ0,

où ν0 et τ0 sont respetivement les veteurs normaux et tangentiels de la on�guration initiale,

'est-à-dire de Ω. Cei onduit à

γC(x) ≈ (πRθν0Rθ(x+ u)−Rθ(x+ u)) ·Rθν0

= (R⊤
θ πRθν0Rθ(x+ u)− (x+ u)) · ν0

= (R⊤
θ πRθν0Rθ(x+ u)− x) · ν0 − uν0 ,

où uν0 := u · ν0. Pour ontinuer à simpli�er l'ériture du modèle, on remarque qu'appliquer une

rotation au solide puis appliquer une projetion revient au même que d'appliquer une projetion

suivant ν0 sur l'image de l'obstale par la rotation inverse (voir la �gure 2.4) :

R⊤
θ πRθν0Rθ = πθν0 ,

où l'on a noté πθν0 la projetion sur R⊤
θ (Ωr).

Ω r

Ω
r

R TRν

Ω

RΩ

(x+u)

x+u

0
R

R

R
T

ν0

π

πΩ

Figure 2.4 � Composition de la projetion ave la rotation. À gauhe : opérateur R⊤
θ πRθν0Rθ,

à droite : opérateur πθν0 .

En utilisant l'approximation x+ u ≈ x, on déduit :

γC(x) ≈ γC,θ − uν0 ,

où la fontion γC,θ est dé�nie par γC,θ := (πθν0x− x) · ν0. La ondition de non-pénétration (2.26)

s'érit alors

uν0 ≤ γC,θ, σ̃ν0(u) ≤ 0, σ̃ν0(u)(uν0 − γC,θ) = 0, (2.29)

où σ̃ = R⊤
θ σRθ, tandis que la ondition de frition (2.27) devient :

|στ0(u)| − F|σν0(u)| ≤ 0, sτ0 + β2στ0(u) = 0, sτ0 (|στ0(u)| − F|σν0(u)|) = 0,

où l'on a posé sτ0 := s− (s · ν0)ν0. En introduisant λ := R⊤
θ λ̃ et l'espae

X :=

{
u ∈ V,

∫

Ω
ρu ·Πx = 0

}
,
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on déduit de l'équation (2.28) que le problème exprimé dans les nouvelles variables revient à

trouver (u, λ, θ) ave u(t) ∈ X , λ(t) ∈ M(λ(t)), θ(t) ∈ R tels que

m(
.
s+

.
θΠs,Πr) = Fθ(Πr)− b(Πr, λ),

m(
.
s+

.
θΠs, v) + a(u, v) + b(v, λ) = Fθ(v), v ∈ X ,

bν0(u, µ − λ) + bτ0(s, µ− λ) ≤ 〈γC,θ, µν0 − λν0〉, µ ∈ M(λ),

(2.30)

où l'on a posé Fθ(v) := F (Rθv). Dans la première équation, on a posé r = x+ u.
Ce système d'équations assure la onservation de l'énergie dans le sens suivant.

Lemme 5. La solution (u, λ, θ) de (2.30) véri�e

.
E = Fθ(s)− bτ0(s, λ),

où l'énergie E est dé�nie par

E :=
1

2

(∫

Ω
ρ|s|2 +

∫

Ω
σ(u) : ε(u)

)
=

1

2
(m(s, s) + a(u, u)) .

La onservation du moment inétique est aussi véri�ée au niveau ontinu.

Lemme 6. La première équation de (2.30) est équivalente à la onservation du moment iné-

tique :

.
J = Fθ(Πr)− b(Πr, λ)

ave

J :=

∫

Ω
ρs ·Πr = m(s,Πr).

2.2.3 Disrétisation en temps et shémas de résolution

L'adaptation des tehniques présentées à la setion 2.1.4 permet de disrétiser sans di�ulté

les deux premières équations du système (2.30). La ondition de non-pénétration donnée par

la troisième équation est par ontre plus déliate à traiter. D'un point de vue tehnique, la

onservation de l'énergie au niveau disret lors d'un ontat néessite d'imposer une relation

dite de persistene, introduite par Laursen et Chawla [8, 16℄. Cette relation s'érit σνdν = 0
et traduit le fait que la vitesse normale est nulle tant que le ontat a lieu. Malheureusement,

Laursen et Chawla ont également montré que ette relation était inompatible ave la ondition

de non-pénétration (2.29). Celle-i est don remplaée par la ondition de persistane :

bν0(s
n+ 1

2 , λn+
1
2 ) = 0. (2.31)

On peut montrer qu'ave ette modi�ation, on autorise des pénétrations de l'ordre de s∆t. En
ontrepartie, la nouvelle relation permet d'obtenir la onservation de l'énergie. Combinée ave

les onditions de frottement, l'équation (2.31) devient :

b(sn+
1
2 , µ − λn+

1
2 ) ≤ 〈γ̂nC,θ, µν0 − λ

n+ 1
2

ν0 〉, µ ∈M(λn+
1
2 ).

On obtient �nalement le shéma suivant :
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Chapitre 2. Analyse numérique et formulation o-rotationnelle

Algorithme 10. Étant donnés θ0 ∈ R, u0 ∈ X, s0 ∈ [H1(Ω)]2, des fores extérieures (fn+
1
2 )n∈N

et (gn+
1
2 )n∈N, supposons que θ

n ∈ R, un ∈ X , sn ont déjà été alulés. Le alul de θn+1 ∈ R,

un+1 ∈ X , sn+1 ∈ V et λn+
1
2 ∈ M(λn+

1
2 ) est e�etué en résolvant :

m(
.
s
n+ 1

2 +
.
θ
n+ 1

2Πsn+
1
2 ,Πrn+

1
2 ) + b(Πrn+

1
2 , λn+

1
2 ) = Fn+

1
2 (Πrn+

1
2 ),

m(
.
s
n+ 1

2 +
.
θ
n+ 1

2Πsn+
1
2 , v) + a(un+

1
2 , v) + b(v, λn+

1
2 ) = Fn+

1
2 (v) v ∈ X ,

b(sn+
1
2 , µ − λn+

1
2 ) ≤ 〈γ̂nC,θ, µν0 − λ

n+ 1
2

ν0 〉, µ ∈ M(λn+
1
2 ),

(2.32)

système qui est omplété par la ontrainte inématique :

sn+
1
2 =

.
u
n+ 1

2 +
.
θ
n+ 1

2Πrn+
1
2 .

On peut alors montrer le théorème suivant.

Théorème 12. L'algorithme 10 préserve l'énergie et le moment inétique au sens où

En+1 − En =∆t
(
Fn+

1
2 (sn+

1
2 )− bτ0(s

n+ 1
2 , λn+

1
2 )
)
,

où l'énergie disrète est dé�nie par

En :=
1

2
(m(sn, sn) + a(un, un)),

et

J n+1 − J n = ∆t
(
Fn+

1
2 (Πrn+

1
2 )− b(Πrn+

1
2 , λn+

1
2 )
)
,

où le moment inétique disret est dé�ni par

J n := m(sn,Πrn).

On peut également onstruire une version simpli�ée de l'algorithme 10, en remplaçant le

terme r par x. Je renvoie aux tests de la setion 2.2.5 à l'artile [I℄ pour plus de détails sur ette

approhe.

2.2.4 Résolution des non-linéarités

Pour résoudre le système (2.32), on a reours à une méthode de résolution d'inégalités vari-

ationnelles introduite par Kunish et Ito [15℄. Dans le adre onsidéré ii, ette méthode d'ati-

vation de ontraintes onsiste à haque pas de temps en la réalisation d'une boule interne de

mise à jour des points de ontat, jusqu'à e que les onditions de l'inéquation de (2.32) soit

satisfaite. Cette itération est e�etuée en même temps qu'une boule de Newton pour trouver la

valeur de

.
θ
n+ 1

2
.

2.2.5 Quelques tests

Enore une fois, je ne reproduis qu'un seul test ii, en renvoyant à la publiation elle-même

pour d'autres résultats numériques. On onsidère un disque élastique entrant en ontat ave

un plan. Le ontat a lieu ave un frottement. La �gure 2.5 montre di�érents instants au ours

de l'impat. Les �gures 2.6 et 2.7 montrent l'évolution de di�érentes grandeurs au ours de la
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2.2. Prise en ompte du ontat et de la frition

simulation. Sur et exemple, on observe des résultats quasi-identiques ave trois algorithmes : un

shéma de résolution standard non-linéaire, l'algorithme 10 et une version omplètement linéaire

où l'on a fait la simpli�ation r ≈ x.
Le gain apporté par les deux shémas issus de la formulation o-rotationelle se mesure en terme

de nombre de sous-boules de résolution e�etuées à haque pas de temps. Celui-i est divisé par

3 ou 4 dans les shémas o-rotationnels.

Figure 2.5 � Disque rebondissant sur un plan ave frition. Simulation à di�érent instants.

0 0.05 0.1

0

2

4

6x 10
5

PSfrag replaements

É. tot.

É. in.

É. élas.

Mo. in.

Shéma o-rotationnel

Version linéarisée

Shéma non-linéaire

temps

É

n

e

r

g

i

e

/

m

o

.



i

n

.

0 0.05 0.1

0

2

4

6x 10
5

PSfrag replaements

É. tot.

É. in.

É. élas.

Mo. in.

Shéma o-rotationnel

Version linéarisée

Shéma non-linéaire

temps

É

n

e

r

g

i

e

/

m

o

.



i

n

.

0 0.05 0.1

0

2

4

6x 10
5

PSfrag replaements

É. tot.

É. in.

É. élas.

Mo. in.

Shéma o-rotationnel

Version linéarisée

Shéma non-linéaire

temps

É

n

e

r

g

i

e

/

m

o

.



i

n

.

Figure 2.6 � Énergie et moment inétique au ours de la simulation ave l'algorithme 10 (à

gauhe), sa version linéarisée (au milieu) et un shéma de résolution non-linéaire standard (à

droite).
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Chapitre 3

Algorithmes d'aélération par

pré-alul

Résumé : dans ette dernière partie, on présente deux méthodes permettant d'aélérer la

résolution d'EDP grâe à une phase de pré-alul.

La première méthode est dédiée à la résolution de l'équation de Shrödinger instationnaire

dérivant l'interation d'une partiule quantique ave un laser. Le pré-alul onsiste à al-

uler un ertain nombre d'opérateurs assoiés à l'évolution sur un pas de temps. Le paramètre

d'indexation de et ensemble est elui de la valeur du hamp délivré par le laser. La méthode

numérique résultante est dans ertains ontextes plus performante que la méthode du splitting

d'opérateurs de Strang, habituellement utilisée.

La deuxième méthode onerne quant à elle un problème elliptique de minimisation sous on-

trainte d'inégalité, tel qu'on peut en renontrer en simulation de ontats méaniques. Le adre

de travail est elui des méthodes de base réduite, où l'espae de résolution est généré à partir

d'éhantillons obtenus par des aluls très préis de type éléments �nis. Le adre que l'on pro-

pose permet de résoudre le problème d'optimisation à l'aide d'outils standard et une méthode

d'enrihissement est présentée pour assurer le bon onditionnement du système d'optimalité et

don la stabilité du alul.

Introdution

Cette dernière partie est onsarée à deux méthodes basées sur des tehniques de pré-alul.

L'idée est ii de pro�ter d'une phase préliminaire éventuellement oûteuse en temps pour, le

moment venu, résoudre rapidement un problème donné.

La première méthode fut en fait introduite par des himistes pour traiter des problèmes de

ontr�le quantique. Comme je l'ai expliqué au hapitre 1 de la partie I de e mémoire, e domaine

requiert de nombreuses résolutions de l'équation de Shrödinger. L'idée de la méthode onsiste

à pré-aluler un ertain nombre de matries intervenant dans es résolutions.

La deuxième méthode onerne une méthode de base réduite dédiée aux inégalités variationnelles.

Le travail a onsisté à trouver une formulation de problèmes d'optimisation elliptiques sous

ontrainte d'inégalité adaptée aux bases réduites.
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Chapitre 3. Algorithmes d'aélération par pré-alul

3.1 Méthode du Toolkit

Cette setion dérit les résultats obtenus dans [L℄.

Les problèmes de ontr�le optimal néessitant souvent de nombreuses résolutions de l'équation

d'évolution onsidérée, il est ruial de disposer de méthodes de résolution e�aes. La méthode

dite du Toolkit, basée sur une disrétisation des valeurs du ontr�le, a ainsi été introduite par

des himistes pour traiter des problèmes de ontr�le bilinéaires. Cette tehnique orrespond à la

notion de quanti�ation que l'on renontre dans le domaine du traitement du signal. Dans un

premier temps, on a proposé une première analyse de e type de shéma [L℄. Cette analyse est

omplétée par l'introdution de modi�ation permettant d'augmenter l'ordre de onvergene en

temps et de rendre transparent l'e�et de la quanti�ation des valeurs du ontr�le. En�n, on a

indiqué omment oupler ette méthode aux shémas monotones présentés à la setion [J℄.

3.1.1 Présentation de la méthode

La méthode dite du Toolkit fut introduite dans [29, 30℄ pour résoudre rapidement des équa-

tions de Shrödinger de la forme suivante :

{
i∂tψ(x, t) = H(ε(t), x)ψ(x, t), x ∈ R

γ

ψ(x, 0) = ψ0(x), x ∈ R
γ ,

(3.1)

où H(ε(t), x) = H0−µ(x)ε(t) ave H0 = −∆+V . Le terme ∆ est le Laplaien, qui est l'opérateur

assoié à l'énergie inétique du système, et le terme V = V (x) représente le potentiel életrosta-
tique dans lequel évolue le système. Je renvoie à l'introdution du hapitre 1 de la partie I pour

plus d'informations sur les di�érents termes de ette équation.

L'idée de la méthode est de aluler dans une phase préliminaire des d'opérateurs de la forme

exp(−iH(ε, x)∆t) assoiés à un ensemble disret de valeurs de la variable ε. Conrètement, ei

revient à onstruire une famille de matries indexée par des valeurs quanti�ées du ontr�le. Le

travail qui suit ne traitant pas des questions de disrétisation en espae, les résultats et algo-

rithmes seront présentés sous forme ontinue en espae.

Dans tout e qui suit, on suppose le ontr�le ε(t) borné en norme L∞
.

∀t ∈ [0, T ], ε(t) ∈ [εmin, εmax]. (H)

La méthode repose sur une disrétisation des valeurs du ontr�le selon :

ε̄ℓ = εmin + ℓ∆ε, ℓ = 0...m, (3.2)

où ∆ε est le pas de disrétisation du hamp et m = εmax−εmin
∆ε . L'algorithme est le suivant.

Algorithme 11. (Méthode du toolkit)

1. Pré-alul. Caluler le toolkit, 'est-à-dire l'ensemble des opérateurs

Sℓ(∆t) for ℓ = 0, · · · ,m,

où (Sℓ(t))t∈R est le semi-groupe à un paramètre généré par l'opérateur H0 − µε̄ℓ, la suite

(εℓ)ℓ=0,··· ,m, étant dé�nie par (3.2).

2. Étant donné un ontr�le ε satisfaisant l'hypothèse (H) et une ondition initiale ψK0 = ψ0,

la suite d'approximations (ψKj )j=0,...,N de (ψ(tj))j=0,...,N , est obtenue itérativement suivant

la boule :
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3.1. Méthode du Toolkit

(a) Trouver :

ℓj = argminℓ=1,··· ,m{|ε(tj+ 1
2
)− ε̄ℓ|},

(b) Caluler ψKj+1 = Sℓj (∆t)ψ
K
j .

Dans sa forme originale, la méthode ne stipulait pas de onsidérer la valeur du ontr�le

ε(tj+ 1
2
) au point milieu. Ce hoix permet ependant de gagner un ordre de onvergene.

3.1.2 Analyse de la méthode

L'intérêt de l'algorithme apparaît dans le résultat suivant.

Théorème 13. Soit ε ∈W 2,∞(0, T ) et ψ la solution orrespondante de (3.1). Soit également ψK

l'approximation de ψ obtenue par l'algorithme 11 ave un pas de temps ∆t > 0 et de disrétisation
du ontr�le ∆ε > 0. Il existe λ1 > 0, λ2 > 0, indépendants de ‖ε‖L∞(0,T ) tels que :

‖ψ(T )− ψK(T )‖L2 ≤ λ1∆ε+ λ2∆t
2.

De plus, il existe ν1 > 0, ν2 > 0 dépendants de ‖ε‖W 1,1(0,T ) tels que :

‖ψ(T ) − ψK(T )‖H2 ≤ ν1∆ε+ ν2∆t
2.

Un avantage important de ette méthode est don que l'approximation obtenue ne dépend pas

de l'amplitude du ontr�le onsidéré. Cette propriété n'est pas véri�ée dans d'autres algorithmes

souvent utilisés, omme par exemple le Splitting de Strang.

3.1.3 Variantes et augmentation de l'ordre de onvergene

L'analyse développée pour obtenir le théorème 13 a permis de onstruire deux variantes de

l'algorithme 11 dont les ordres de onvergenes sont meilleurs.

Cas des hamps faibles

Cette première variante permet d'augmenter l'ordre de onvergene par rapport au paramètre

∆t.

Algorithme 12. ((Méthode du toolkit améliorée dans le as des hamps faibles)

1. Pré-alul. Caluler le toolkit, 'est-à-dire l'ensemble d'opérateurs

Sℓ(∆t) for ℓ = 0, · · · ,m,

où (Sℓ(t))t∈R est le semi-groupe à un paramètre généré par l'opérateur H0 − µε̄ℓ, la suite

(εℓ)ℓ=0,··· ,m, étant dé�nie par (3.2). Ajouter à et ensemble les deux éléments spéiaux

Ω = e
1
12

[H0,µ]∆t3 ,Θ = e
i
24
µ∆t3 .

2. Étant donné un ontr�le ε satisfaisant l'hypothèse (H) et une ondition initiale ψIK0 = ψ0,

la suite d'approximations (ψIKj )j=0,...,N de (ψ(tj))j=0,...,N , est obtenue itérativement suivant

la boule :
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Chapitre 3. Algorithmes d'aélération par pré-alul

(a) Trouver :

ℓj = argminℓ=1,··· ,m{|ε(tj+1/2)− ε̄ℓ|},

(b) Caluler αj et βj tels que :

αj :=
ε(tj+1)− ε(tj)

∆t
= ε̇(tj+ 1

2
) +O(∆t2),

βj :=
ε(tj+1)− 2ε(tj+ 1

2
) + ε(tj)

∆t2
= ε̈(tj+ 1

2
) +O(∆t2).

() Set ψIKj+1 = Sℓj (∆t)Ω
αjΘβjψIKj .

Cet algorithme est analysé dans le théorème suivant.

Théorème 14. Soit ε ∈ W 2,∞(0, T ) et ψ la solution orrespondante de (3.1). Soit également

ψIK l'approximation de ψ obtenue par l'algorithme 12 ave un pas de temps ∆t > 0 et de

disrétisation du ontr�le ∆ε > 0. Il existe λ′1 > 0, λ′2 > 0, ave λ′1 indépendant de ‖ε‖L∞(0,T )

tels que :

‖ψ(T ) − ψK(T )‖L2 ≤ λ′1∆ε+ λ′2∆t
3.

La dépendane de λ′2 à la norme du ontr�le est révélée dans l'étude de onvergene par le

fait que l'erreur dépend du ommutateur

[
[H0, µ],H0−µε̄

]
. Ce terme apparaît dans l'analyse par

l'intermédiaire de la fontion ϕj(s) := Sj(tj+1 − s)µSj(s− tj) et de ses dérivées. Dans la preuve

théorème 13, seule la première dérivée de ϕj , dont la norme est indépendante de ‖ε‖L∞(0,T )

intervient. L'analyse menée dans la preuve du théorème 14 montre par ontre que la dérivée

seonde y joue un r�le. Or la norme de ette fontion dépendant de ‖ε‖L∞(0,T ).

Cas des hamps forts

Pour diminuer la taille du terme d'erreur assoié à la quanti�ation, on a proposé l'algorithme

suivant.

Algorithme 13. (Méthode du toolkit améliorée dans le as des hamps forts.)

1. Pré-alul. Caluler le toolkit, 'est-à-dire l'ensemble d'opérateurs

Sℓ(∆t) for ℓ = 0, · · · ,m,

où (Sℓ(t))t∈R est le semi-groupe à un paramètre généré par l'opérateur H0 − µε̄ℓ, la suite

(εℓ)ℓ=0,··· ,m, étant dé�nie par (3.2).

2. Étant donné un ontr�le ε satisfaisant l'hypothèse (H) et une ondition initiale ψJK0 = ψ0,

la suite d'approximations (ψJKj )j=0,...,N de (ψ(tj))j=0,...,N , est obtenue itérativement suivant

la boule :

(a) Trouver ℓj tel que :

ε(tj+1/2) ∈ [ε̄ℓj , ε̄ℓj+1].

(b) Caluler αj et βj tels que :

αj ε̄ℓj + βj ε̄ℓj+1 = ε(tj+1/2)

αj + βj = 1.
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3.1. Méthode du Toolkit

() Caluler ψJKj+1 = Sℓj+1(∆t)
βjSℓj (∆t)

αjψJKj .

Dans ette dernière méthode, on doit aluler deux exponentiations à haque pas de temps de

la simulation. On peut ependant réduire e oût à trois produits matrie-veteur en pré-alulant

les matries permettant le passage entre deux bases diagonalisant deux éléments du toolkit liés à

deux termes onséutifs. L'analyse de ette dernière méthode débouhe sur le théorème suivant.

Théorème 15. Soit ε ∈ W 3,∞(0, T ) et ψ la solution orrespondante de (3.1). Soit également

ψJK l'approximation de ψ obtenue par l'algorithme 13 ave un pas de temps ∆t > 0 et de

disrétisation du ontr�le ∆ε > 0. Il existe λ′′1 > 0, λ′′2 > 0, indépendants de ‖ε‖L∞(0,T ) tels que :

‖ψ(T ) − ψJK(T )‖L2 ≤ λ′′1∆ε∆t+ λ′′2∆t
2.

3.1.4 Tests numériques

Une série de tests numériques a ensuite été réalisée pour véri�er d'une part que les ordres

obtenus dans les théorèmes étaient optimaux, d'autre part pour omparer les méthodes ave la

méthode standard du splitting d'opérateurs de Strang. Toutes les expérienes qui suivent ont

été réalisées sur le modèle de la moléule HCN dérit plus préisément à la setion 1.2.1 du

hapitre 1 de la partie I et surtout dans l'artile [A℄.

Ordres de onvergene

Dans une première série de tests, on a évalué numériquement les ordres de onvergene des

di�érentes méthodes. Les résultats, tels qu'ils apparaissent sur la �gure 3.1, montrent que les

ordres des théorèmes orrespondent à eux obtenus empiriquement.
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Figure 3.1 � À gauhe : erreurs en fontion de ∆t, lorsque ∆ε = 0 pour la méthode du Toolkit,

la première variante orrespondant à l'algorithme 12 et la seonde variante, orrespondant à

l'algorithme 13, testée ave ∆ε = c∆t, ave cR+
. Ii, ψnum représente l'approximation obtenue

par les di�érentes méthodes. Le oe�ient a est la pente des droites, alulée par régression

linéaire.
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Chapitre 3. Algorithmes d'aélération par pré-alul

Coût de alul

Une seonde série de tests a permis de aluler e�etivement le nombre de produits matrie-

veteur néessaires pour obtenir une préision Tol �xée à l'avane. Le tableau 3.1 rend ompte

de es valeurs. Il a été obtenu en divisant itérativement par deux les pas de temps et de disréti-

sation du ontr�le jusqu'à e que l'erreur soit inférieure à Tol. On a également testé une version

quanti�ée de la deuxième variante, où les oe�ients αj et βj sont également quanti�és (sur 100

valeurs) et où les produits Sℓj+1(∆t)
βjSℓj (∆t)

αj
sont pré-alulés. Ces résultats montrent que

N = T
∆t Produits Matrie-Veteur m = εmax

∆ε

Splitting d'opérateurs 16384 32768 -

Toolkit (Algo. 11) 8192 8192 16384

Variante hamps faibles (Algo. 12) 1024 2048 16384

Variante hamps forts (Algo. 13) 4096 12288 16

Version quanti�ée (Algo. 13) 4096 4096 6400

Table 3.1 � Valeurs numériques orrespondant à une préision de Tol = 5.10−3
.

les méthodes de Toolkit donnent systématiquement des meilleurs résultats que le Splitting de

Strang.

Il faut également noter que la seonde variante rend la quanti�ation des valeurs du ontr�le en

quelque sorte transparente puisqu'un petit nombre d'éléments pré-alulés su�t à obtenir une

bonne approximation.

3.1.5 Couplage ave les shémas monotones

Cette setion dérit les résultats obtenus dans [J℄.

Un seond travail a onsisté à mettre en plae un ouplage entre la méthode du Toolkit

présentée i-dessus (dans la version orrespondant à l'algorithme 11) et un algorithme monotone

tel que présenté au hapitre 1 de la partie I. Un ouplage naïf des algorithmes monotones et de la

méthode du toolkit, peut par exemple onsister en une simple projetion à haque itération du

ontr�le sur l'ensemble des valeurs quanti�ées assoiées au Toolkit. Cette approhe ne fontionne

généralement pas. La monotonie de l'algorithme n'est en e�et pas garantie par e proédé. La

stratégie que j'ai proposée ave Gabriel Turinii et Mohammed Belhadj onsiste à utiliser la

fatorisation présentée au hapitre 1 de la partie I pour en tirer un ritère de hoix d'une valeur

optimale du ontr�le à haque pas de temps. Dans le as d'une résolution à l'aide de la méthode

du Toolkit, ette fatorisation est de la forme :

J(ε′)− J(ε) = ∆t
N−1∑

j=1

(ε′ − εrj )K(χεj , ψ
ε′

j+1), (3.3)

pour une ertaine fontion K. Dans ette équation, J est la fontionnelle à minimiser, ε est un

ontr�le onnu, à valeurs quanti�ées (permettant l'utilisation de la méthode du Toolkit) et ε′ est
un ontr�le à valeurs arbitraires, qui reste à déterminer pour optimiser J(ε′).
On peut maintenant expliiter l'algorithme. Dans la formule (3.3), ε et ε′ orrespondent respe-
tivement à deux ontr�les suessifs εk et εk+1

.
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Algorithme 14. Supposons qu'on dispose à l'étape k d'un ontr�le εk = (εℓkj
)j=1,...,N−1, où ℓ

k
j

est l'indie orrespondant à la valeur quanti�ée du ontr�le utilisée au pas de temps j. Le alul

de εk+1
, ou, de manière équivalente, de (rk+1

j )j=1,...,N−1 est e�etué séquentiellement par rapport

à j en 4 étapes.

• Caluler une valeur ε̃k+1
du ontr�le minimisant le terme ourant de la fatorisation (3.3),

• Projeter ette valeur sur le Toolkit. On note εr̃k+1
j

ette valeur.

• Caluler (ε
r̃k+1
j
− εrkj

)K(χεj , ψ
ε′
j+1).

• Si ette quantité est positive, garder l'anienne valeur du ontr�le en posant rk+1
j = rkj .

Sinon mettre à jour ette valeur en posant rk+1
j = r̃k+1

j .

Ave la méthode du Toolkit, seule la première des 4 étapes est oûteuse

6

. Ce résultat s'est

traduit dans les tests numériques par le fait que ette méthode permet de reproduire à moindre

oût les performanes d'autres algorithmes, en partiulier des algorithmes monotones.

3.2 Méthode de base réduite pour les inégalités variationnelles

Les méthodes de base réduite [23, 11, 20℄ font l'objet de nombreux travaux depuis une dizaine

d'années mais n'avaient pas été utilisées dans des problèmes ontenant des ontraintes d'inégalité.

Dans un travail en ours mené en ollaboration ave Barbara Wohlmuth et Bernard Haasdonk,

j'ai onstruit un adre permettant un traitement e�ae de tels problèmes.

3.2.1 Problème onsidéré

Le problème que l'on onsidère ii est elliptique. Son adre est le suivant. On onsidère

deux espaes de Hilbert V,W de dimension �nie. En pratique, es ensembles seront des espaes

d'éléments �nis. Les produits salaires orrespondant sont notés 〈·, ·〉V 〈·, ·〉W et ‖ ·‖V , ‖ ·‖W . On

se donne ensuite un ensemble X ⊂ V onvexe fermé non vide et un �ne onvexe M ⊂ W . Le

modèle auquel on s'intéresse est dérit à l'aide d'un veteur de paramètres µ ∈ P ⊂ R
p, p ∈ N.

Pour onstruire le système d'équations, on introduit une forme bilinéaire a(·, ·;µ) ontinue et

elliptique sur V × V . Les onstantes de ontinuités et d'elliptiité sont notées respetivement

γa(µ) et α(µ). On onsidère également une seonde forme bilinéaire ontinue b(·, ·) ette fois-i
dé�nie sur V ×W . On note γb > 0 sa onstante de ontinuité. On la suppose de plus inf-sup

stable 'est-à-dire qu'il existe β > 0 tel que

inf
η∈W

sup
v∈V

b(v, η)/(‖v‖V ‖η‖W ) ≥ β > 0.

En�n, on se donne deux formes linéaires ontinues f(·;µ) ∈ V ′
et g(·;µ) ∈ W ′

. Les onstantes

de ontinuités γa(µ), α(µ) ainsi elles de f et g sont supposées uniformément bornées inférieure-

ment par rapport au veteur de paramètres µ.

Étant donné µ ∈ P, le problème général que l'on envisage dans e hapitre onsiste à trouver

un ouple (u(µ), λ(µ)) ∈ V ×M véri�ant :

a(u(µ), v;µ) + b(v, λ(µ)) = f(v;µ), v ∈ V (3.4)

b(u(µ), η − λ(µ)) ≤ g(η − λ(µ);µ), η ∈M. (3.5)

L'existene et l'uniité de la solution sont bien sûr garanties aux vues des hypothèses onsidérées.

Ce type de formulation s'applique par exemple à des problèmes de ontat statique.

6. Mais ette étape peut-être parallélisée, omme l'explique le hapitre 1 de la partie II.
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3.2.2 Trois formulations adaptées aux bases réduites

Plut�t que de onsidérer une approhe par éléments �nis pour résoudre (3.4�3.5), on souhaite

pro�ter d'une phase de pré-alul permettant de onstruire une base de résolution de petite

dimension. La première di�ulté onsiste à garantir la stabilité inf-sup du problème réduit ainsi

obtenu. Dans e but, on introduit un opérateur B : W → V dé�ni par appliation du théorème

de représentation de Riesz selon la formule :

〈v,Bη〉V = b(v, η), ∀v ∈ V, η ∈W.

En suivant la démarhe proposée dans [24℄, on utilise et opérateur pour onstruire l'espae

réduit de la manière suivante :

• Soit S = {µ1, . . . ,µN} ⊂ P un éhantillon �ni de paramètres et les ouples de solutions

(u(µi), λ(µi))i=1,...,N orrespondants.

• On dé�nitWN := span{λ(µi)}
N
i=1 ⊂W omme espae réduit de dimension NW := dimWN

et de base {ξi}
NW

i=1 ⊂ {λ(µi)}
N
i=1.

• L'espae réduit est dé�ni par

VN := span{u(µi), Bλ(µi)} ⊂ V (3.6)

On note sa dimension NV := dimVN et une de ses bases orthonormales {ϕi}
NV

i=1.

• On dé�nit alors le �ne

MN :=





NW∑

i=1

αiλ(µi)|αi ≥ 0





qui est également un sous ensemble de M onvexe et fermé.

Ii, l'indie N n'est pas forément égal à la dimension. Il représente le nombre d'éléments on-

sidérés pour onstruire la base réduite. L'enrihissement de la base, spéi�é par (3.6) joue dans

la suite un r�le aussi bien théorique que pratique. Il permet en e�et de garantir l'existene et

l'uniité d'une solution au problème réduit qui va être onstruit (voir le théorème 16) et garantit

le bon onditionnement de e dernier (voir les tests numériques présentés à la setion 3.2.5).

Notons également que l'on peut hoisir la base (ξi)
NW

i=1 de WN de telle sorte que b soit diagonale,
e qui se traduit algébriquement par

b(ϕi, ξj) = δij . (3.7)

Cette propriété des bases (ψi)
NV

i=1 et (ξi)
NW

i=1 est parfois appelée b-bi-orthogonalité.
Notre but est maintenant de aluler rapidement une solution réduite uN (µ) ∈ VN , λN (µ) ∈WN

en résolvant, pour µ ∈ P, le problème :

a(uN (µ), vN ;µ) + b(vN , λN (µ)) = f(vN ;µ), vN ∈ VN (3.8)

b(uN (µ), ηN − λN (µ)) ≤ g(ηN − λN (µ);µ), ηN ∈MN (3.9)

Dans e problème, les solutions ne sont plus reherhées dans les espaes de grandes dimensions V
et W , mais dans des espaes potentiellement plus petits. En introduisant les matries et veteurs

AN (µ) := (a(ϕj , ϕi;µ))
NV

i,j=1 ∈ R
NV ×NV

,

BN := (b(ϕi, ξj))
NV ,NW

i,j=1 ∈ R
NV ×NW

,

f
N
(µ) := (f(ϕi;µ))

NV

i=1 ∈ R
NV

,

g
N
(µ) := (g(ξi;µ))

NW

i=1 ∈ R
NW

.

on peut aussi érire e problème sous la forme disrète dérite dans le lemme suivant.

80
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Lemme 7. La solution (uN (µ), λN (µ)) du problème (3.8�3.9) ave uN (µ) :=
∑NV

i=1 uN,iϕi et

λN (µ) :=
∑NW

i=1 λN,iξi où uN := (uN,i)
NV

i=1 ∈ R
NV

and λN := (λN,i)
NW

i=1 ∈ R
NW

est également

l'unique solution du système

AN (µ)uN (µ) + λN (µ) = f
N
(µ)

λN (µ) ≥ 0

g
N
(µ)−BT

NuN (µ) ≥ 0

λN (µ)
T (g

N
(µ)−BT

NuN (µ)) = 0.

En�n, dans le as fréquent où a est symétrique, le veteur uN (µ) est l'unique solution du

problème de programmation linéaire :

min 1
2v

TAN (µ)vN − fN (µ)
T vN

t.q. BT
NuN (µ) ≤ gN (µ).

Dans e as, la omposante duale λN (µ) est l'unique solution de l'équation

ANuN +BNλN = f
N

ave (λN )i = 0 si (BT
NuN − gN )i < 0. Cette dernière formulation permet de résoudre le prob-

lème réduit par des outils standards d'optimisation quadratique. L'équivalene entre ses trois

formulations est assez faile à obtenir. Plus déliate est la preuve du résultat suivant.

Théorème 16. En gardant les notations préédentes, on a les deux assertions suivantes.

i) Le problème réduit (3.8�3.9) possède une unique solution (uN (µ), λN (µ)) ∈ VN ×WN .

ii) Si pour un ertain µ ∈ P, u(µ) ∈ VN et λ(µ) ∈ MN , alors uN (µ) = u(µ) et λN (µ) =
λ(µ).

Dans la preuve de l'existene et de l'uniité, le fait d'avoir enrihi l'éhantillon joue un r�le

fondamental. Cette tehnique permet en e�et d'obtenir une onstant inf-sup pour la forme réduite

BN . De plus, ette onstante est indépendante de N , e qui garantit un bon onditionnement du

problème.

La deuxième assertion du théorème est généralement appelée propriété de reprodution des so-

lutions, puisqu'elle donne lieu au reouvrement des éléments de l'éhantillon initial.

3.2.3 Pré-alul et résolution en ligne

Si l'on suppose que a, f et g peuvent être déomposées selon des familles (aq(·, ·))q=1,...,Qa,

(f q(·) ∈ V ′))q=1,...,Qf
et (gq(·))q=1,...,Qg selon

a(u, v;µ) =

Qa∑

q=1

θqa(µ)a
q(u, v),

f(v;µ) =

Qf∑

q=1

θqf (µ)f
q(v),

g(η;µ) =

Qg∑

q=1

θqg(µ)g
q(η).
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Le pré-alul onsiste en l'assemblage des matries et veteurs suivant :

AqN := (aq(ϕj , ϕi))
NV

i,j=1 ∈ R
NV ×NV

, q = 1, . . . , Qa

BN := (b(ϕi, ξj))
NV ,NW

i,j=1 ∈ R
NV ×NW

,

f q
N

:= (f q(ϕi))
NV

i=1 ∈ R
NV

, q = 1, . . . , Qf

gq
N

:= (gq(ξi))
NW

i=1 ∈ R
NW

, q = 1, . . . , Qg.

et le alul en ligne se ompose de l'assemblage (peu oûteux dès lors que Qa, Qf , Qg ne sont

pas trop grands) des matries et veteurs suivant :

AN (µ) =

QA∑

q=1

θqa(µ)A
q
N

f
N
(µ) =

Qf∑

q=1

θqf (µ)f
q
N

g
N
(µ) =

Qg∑

q=1

θqg(µ)g
q
N

ainsi que de la résolution d'une des versions du problème réduit présentée à la setion préédente.

Cette étape est également peu oûteuse ar indépendante des dimensions de V et W .

3.2.4 Méthodes numériques utilisées

Pour la mise en ÷uvre pratique de la démarhe dérite dans les paragraphes préédents, on

utilise trois méthodes numériques. Les résolutions du problème initial qui permettent de onstru-

ire les éhantillons (u(µi), λ(µi))i=1,...,Nsont e�etuées à l'aide d'un algorithme d'ativation de

ontraintes dans une version orrespondant à elle présentée dans [15℄. L'extration de la base

réduite (φi)i=1,...,NV se fait par un algorithme de déomposition en valeur singulière. Celui-i per-

met de plus de séletionner le nombre de omposantes prinipales que l'on souhaite onsidérer,

e qui fait qu'en pratique on ne travaille pas forément ave une base de VN , mais juste ave

une famille orthonormée plus petite. En�n, pour résoudre le problème réduit, on applique à sa

troisième formulation

7

un algorithme d'optimisation quadratique standard.

3.2.5 Test numériques

Je présente ii quelques exemples d'appliation de la démarhe préédente basés sur un modèle

simple de haînette élastique.

Le modèle

On onsidère don un problème de dimension 1, onsistant en la simulation d'un �l élastique

suspendu au dessus d'un obstale. Le domaine d'espae Ω est le segment [0, 1], disrétisé unifor-
mément par selon un pas d'espae ∆x := 1/K ave K ∈ N. L'espae de V est elui des éléments

�nis P 1
:

V := {v ∈ H1
0 (Ω)|v|[k∆x,(k+1)∆x] ∈ P1, k = 0, . . . ,K − 1}

7. on ne onsidère dans la suite que le as où a est symétrique.
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qui est don de dimension HV = K − 1.
L'espae dual est obtenu en utilisant une base duale d'éléments �nis de W = V ′

, e qui permet

de travailler ave une matrie B véri�ant la propriété (3.7).

Exemple d'appliation

Dans un premier test, les paramètres sont hoisis dans l'ensemble P := [−1,−0.2]×[5.10−3 , 10−2] ⊂
R
2
et le veteur des paramètres s'érit sous la forme µ = (µ1, µ2). Les formes bilinéaires a et b

sont données par :

a(u, v;µ) =

∫

Ω
ν(µ)∇u(x) · ∇v(x)dx , v, u ∈ V

b(u, η) = η(u), u ∈ V, η ∈W.

où ν(µ) = µ2 aratérise l'élastiité de la haînette. La matrie B est l'identité entre les NV

premiers éléments des bases de VN et WN . Les fontions f et g sont dé�nies par

f(v;µ) =

∫

Ω
γ(x;µ)v(x)dx, v ∈ V

où γ(x;µ) := γ0 = 1 orrespond à la gravité, et par

g(η;µ) :=

∫

Ω
h(x;µ)J(η)(x)dx

qui représente l'obstale, dé�ni dans et exemple par

h(x;µ) = −4(sin(πx) + µ1 sin(3πx)) − 5.

J'ai ii noté J l'injetion anonique W → L2(Ω). Des exemples de solutions du problème initial

sont représentés sur la �gure 3.2. On hoisit seulement 4 omposantes prinipales, représentées

sur la �gure 3.3, pour dérire l'espae réduit VN . Bien que la base réduite soit de petite dimension,

on approhe orretement la solution obtenue par éléments �nis omme le montre la �gure 3.4.

Mesure de l'aélération

Dans un seond exemple, on herhe à quanti�er l'e�aité de notre méthode. On garde pour

le modèle préédent, en hoisissant toutefois une fontion h la fontion a�ne h(x) = 5x− 10 et

un ensemble de paramètres de dimension 1 P := [102, 103] ⊂ R assoié à l'élastiité ν(µ) = µ.
Dans un premier exemple, on alule l'erreur d'approximation entre l'approhe par base réduite

et la méthode d'éléments �nis lorsque N et µ varient. Par simpliité, on ne représente que les

solutions primales. Les résultats sont dérits par la �gure 3.5. On s'intéresse maintenant aux

béné�es apportés par l'enrihissement de la base, stipulé par (3.6). Pour e faire, on alule la

valeur des onstantes inf-sup βN ave et sans et enrihissement. Les résultats sont reportés dans

la table suivante.

N βN ave enrihissement log10(βN ) sans enrihissement

5 1.000000 -2.566240

10 1.000000 -5.647559

15 1.000000 -8.562339

20 1.000000 -11.409922

25 1.000000 -15.048048
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Figure 3.2 � Éhantillons orrespondant au problème de la haînette. Les paramètres onsidérés

sont assoiés à l'obstale (�gures du haut) et à l'élastiité (�gure du bas). Les solutions primales

et duales sont représentées respetivement sur les �gures de droite et de gauhe. Les éhantillons

sont représentés en bleu et les obstales en noir.
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La onstane de βN donne lieu à un meilleur onditionnement du système réduit qui se traduit

numériquement par une diminution du temps de résolution. Cei apparaît très lairement sur la

�gure 3.6 où l'on mesure les temps de alul et nombre d'itérations requis pour la résolution en

ligne du système réduit. En�n, pour mesurer l'apport de l'approhe par base réduite proposée
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Figure 3.6 � E�et de l'enrihissement. À gauhe : temps de alul de la phase en ligne. À

droite : nombre d'itérations de l'algorithme d'optimisation quadratique néessaire à l'obtention

d'une solution du problème réduit.

fae à la méthode des éléments �nis, on a traé sur la �gure 3.7 les temps de aluls néessaires à

l'obtention de la �gure 3.5, où les deux solutions, par base réduite et par éléments �nis devaient

être alulées.
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Figure 3.7 � Temps de alul de la méthode des éléments �nis et de la méthode par bases

réduites néessaires à l'obtention de la �gure 3.5. La ligne rouge représente le temps de alul

des solutions réduites et la ligne verte elui des solutions éléments �nis. Le nombre de résolutions

est noté K.
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Perspetives

87





J'indique dans ette dernière partie les di�érents travaux qui pourraient prolonger les résul-

tats dérits dans e mémoire.

Les algorithmes monotones

Les algorithmes monotones tels qu'ils ont été présentés s'appliquent à des équations d'évolu-

tion linéaires et des fontionnelles de oût onaves par rapport à l'état. Une extension naturelle

de l'approhe onsisterait don à adapter la méthode à des équations non-linéaires et à des fon-

tionnelles onvexes. Une possibilité pour e�etuer e pas serait de onsidérer une fatorisation

impliite par rapport à l'adjoint et à introduire une sous-boule de résolution à haque étape de

l'algorithme. Des tests e�etués pendant le stage de M2 de Mehdi Benamouhe ont montré la

pertinene de ette approhe. Ave Karine Beauhard, nous étudions atuellement ette méth-

ode.

Une seonde piste à explorer onsisterait à dégager des ritères généraux de onvergene des

shémas. Dans l'état atuel des hoses, elle-i repose sur la ompaité des points ritiques et

l'analytiité de la fontionnelle de oût. Ces hypothèses peuvent ertainement être a�aiblies.

Transport optimal

Comme indiqué au hapitre 2 de la partie 1, les indiateurs d'appariement loaux ont été

utilisés pour mettre en plae un algorithme de alul de plans de transport optimaux. La méthode

suivie est assez simpliste, puisqu'elle onsiste à appliquer séquentiellement les indiateurs sur

tous les sous-ensembles de points du problème. Une démarhe plus astuieuse doit être mise en

plae pour ordonner et réduire le nombre de aluls d'indiateur. Cette démarhe pourrait par

exemple reposer sur un lassement des sous-ensembles suivant des propriétés liées aux distanes

respetives entre leurs points.

Évidemment, il serait également souhaitable de mettre en plae une stratégie de alul pour les

oûts onaves en dimension supérieure.

Parallélisation en temps

Les algorithmes de parallélisation présentés au hapitre 1 de la partie 2 devraient pouvoir être

interprétés en terme de solveurs basés sur un pré-onditionnement des systèmes d'optimalités

onsidérés. Des résultats de e type ont par exemple d'ores-et-déjà obtenus par Sarkis et al

dans [22℄. Une telle analyse donnerait sans doute lieu à des améliorations de la méthode.

Les deux méthodes présentées traitent d'équations linéaires hyperboliques et paraboliques. Une

autre piste onsisterait don à adapter l'approhe à des équations non-linéaires. Un tel travail

ommenerait sans doute par une nouvelle dé�nition de la trajetoire de référene utilisée pour

onstruire le système de ibles intermédiaires. Cette piste est atuellement étudiée par Kamel

Riahi dans le adre d'une thèse que je o-enadre ave Yvon Maday.

Formulation o-rotationelle

Le premier travail à mener pour approfondir la ompréhension des shémas proposés au

hapitre 2 de la partie 2 onsiste en une analyse d'erreur. Celle-i pourrait partir du résultat

d'existene et de régularité de la solution du système non disrétisé obtenu dans [13℄.

Une seonde étape pourrait en être l'adaptation à des modèles d'interations �uide-struture.
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Des tests ont par exemple été e�etués dans e sens en ollaboration ave Benjamin Mauroy

dans le adre de la simulation de globules rouges.

Usage du pré-alul

La méthode de base réduite proposée au hapitre 3 de la partie 2 a uniquement été testée

sur l'exemple simple d'une haînette. Des études omplémentaires pourraient don être menées

sur des exemples plus omplexes, omme les inégalités variationnelles que l'ont peut renontrer

en élasto-dynamique ou enore en �nane, dans le as de la simulation d'options amériaines.
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