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1. (8 points) (Résol ution approchée au sens des moindres carrés d' un systeme linéaire incompatibl €)

Soit  une application liraire injective d&R " dansR?, avecp > n, de matricedA dans les bases
. e — - = , .
canoniques, et soitdguationy <:z; > = b,00b ¢ Ime (NB:onap > n, ilyadonc plus
d’equations que d’inconnues). On va voir gu'’il exiseanmoins un uniquer deR ™ qui minimise
— : , L — — : .

Hc,o < > — ; cet 7 sera dit solution de &quation, <:z; > = b au sens des moindres aasr

a/ Montrer que linjectivi€’ de p |mpI|que gue la matricéAA est une matrlcén n) inversible
(prendre®@ € Ker! AA et montrer qué|A=||* = 0; en déduire quez = 0, et donc quéAA est la
matrice d’'un isomorphisme de ™).

b/ Montrer que le projetorthogonal deb’ surim ¢ est le vecteurd (*fAA)~ LAY (on rappelle
quey est le projet’orthogonal dev surF' ssii)y € Feti)vVz € F, (7 — @) L 7).

¢/ En dduire que I'unigue solution au sens des moindreesate [Equationy <§>> — 7 estle

vecteur('AA)" AT
d/ Retrouver cegsSultat par le calcul dififentiel en calculant le gradient de I'application

P H (+')-7 :
Y x4+ 3y = 1
e/ Application : Esoudre au sens des moindresesile’ systine incompatiblg 2z + 2y 2.
v+ y = —1

2. (6 points) (Interprétation géométrique du gradient) Soit f une application de classgé' de R ?
dansR et soit(.5) la surface d& ° d’equation: = f(x,y) (= estla cote du point/(z, y, z) sur(\5)).
On appelldigne de niveau & sur(.S) la courbe intersection de') avec le plan horizontal dguation
z = k; on supposera que chaque ligne de niveau admet dans le: ptark une pararafrisation
differentiablet — m i.e. telle quef(z,y) = k — 3t, (x,y) = m On appelle direction de
plus grande pente (en projection ®if) en un pointM, de(S) la direction de vecteur’ deR ? tel

que la cda'rivée% f(My+1t7) = s
o de f eni,) 50|t maximale. Montrer que :
a/ le gradient dg est en tout poinf/y(xo, yo, f (0, yo)) de(S) orthogonak'la ligne de niveau
{z = f(zo,w0), f(x,y) = f(xo,yo)} SUr(S) passant pak/, (i.e. orthogonal au vecteurtangthOS
Sit — ~(t) estune paraetfisation de la ligne de niveau dériver pour cela Egalie f <~m> =k);
b/ la direction de plus grande pente (en projection®d) en My(zo, yo, f(zo0, yo) SUr(S) est

donrée par le vecteuv ,,, f (écrire la formule de Tayloa 'ordre 1 enM,, pourt — f(M, +t7) et

utiliser l'inegalig de Cauchy-Schwarz : quand a-temali€ dans l'irégalie de Cauchy-Schwarz?).
2 2

Application: Pour la surfaceS) d’equation: = f(x,y) = w— + b2’
niveauz = k (qu'on peut paramtrer parr = aVk cost,y = b\/Esm t) sont bien orthogonales au
gradient def ; le plan vertical dirig’ parO: et le gradientV,,f (direction de plus grande pente en
M) coupe(S) suivant une courbe (courbe de plus grande pente passanf gar(5)): en donner
uneéquation dans ce plan podf (av/'%k cost, bVksint, k) € (S). Y

f (xo + tvg, yo + tv,) (dérivée directionnelle de direction

veérifier que les lignes de



3. (6 points) Soit f deR * dansR * définie parf(x,y) = (Cos (x ; y) ,sin (x ; y)) Montrer

que f applique le disque fersmD <ﬁ>,\/§> = {(z,y),2* + y* < 2} dans lui-n€me. Calculer

la matrice jacobiennd de f et sa norme euclidienne (rappel./|| est la racine caee de la plus

grande valeur propre d&.J ; apes avoir calcué’la matrice/, on posera pour simplifier les calculs
z — ;g .. 02 82
Y et on \érifiera ici que’.J.J a pour valeurs propre% et ?). En

§ = sin etc = cos

déduire,a 'aide de la formule des accroissements finis, ¢jest contractante d& <U>, \/§> dans

lui-m&me. Montrer en particulier I'existence d’un unique point fixe pbdans le disqué <U>, \/§>
et en proposer un algorithme de calcul rarigle par la rathode des approximations successives.

4. (4 points) Extrema dan®R ? de la fonctionf : (z,y) — zy(2 — 2 — y) (calculer gradient et
hessienne d¢ : on trouvera 4 points critiques potir parmi lesquels un seul donnera une matrice
hessienneefinie régative, les trois autres donnant des matrice hessienvedsurs propres de signes
OpPpPOES).




