UNIVERSIT E PARIS VIII CALCUL DIFF ERENTIEL
Licence de matlematiques 2002-2003
Licence/Maitrise d’'informatique, option math ématiques

Examen partiel du 18 decembre 2002 (suivi de son corrig)

1. (4 points)Déterminer les extrema dais’ de la fonctionf définie par:

flz,y) = 2° +y° — 5z® — 5y® + 102 + 10y

2. (6 points)On donne les applications: R?*\ {z =0} \{y =0} \ {z =0} — R?

ety : R® — R définies parip(z,y,2) = (f g o ety (u,v,w) = u? + v* + w?. Calculer la
Y 2z

matrice jacobienné, , .,¢ et Ie gradlentV (uy0,0) EZ en céduire le gradient,, ,, .1 o o dey o ¢ (ONn

montrera qU&V ) 0 @ =" | J(zy.2) V (#.9,2) EZ) Calculer la hesaennﬁ? )¢ o p etécrire la

formule de TayloaI'ordre 2 en(l ) pour;/; o . Par exemple eacrivant (\erlfler cette formule):
AR+ K412 —hk—kl—1h) = 3(h k)*+ (h+k—20)?, montrer que cette hessienne(énl, 1) est
positive, maisnon dfinie posmve(l e. son noyau n’est pasduita { [ }). On admettra d’autre part

b
queva > 0,Yb > 0,Ve > 0, 3 + - + > 3 : vérifier que(l1, 1, 1) est pour) o ¢ un minimum local

(et d’ailleurs aussi globahon stncten remarquant que tout point de la drofte= y = =z} donne
lieu au N"Eme minimumegalas, pour: o ).

3. (4 points) Déterminer les axes (direction, longueur = distance entre un sommet et le sommet
diamétralement opp@&y de I'ellipse plane &dquationg(x,y) = 5z* + 6zy + 5y* = 4, en montrant
que ce prok@me (maximisation / minimisation dé + y* sous la contrainte(z, y) — 4 = 0) revient
en faita rechercher valeurs propres et vecteurs propres de la matrice de la forme quagdratique

4. (6 points)Montrer,a I'aide de la formule des accroissements finis et céwirhe du point fixe,
que l'applicationy : R? — R ? définie pary(z,y) = (1 (sinzy + 1), 1 (coszy + 1)) applique
B(0,1) dansB(0, 1) et y admet un unique point fixe dont on donnera un algorithme de caléut”
prés enz et eny (on rappelle que: 1/ la norme euclidienne d’'une matricest la racine caeg de

la plus grande valeur propre e A; 2/ dans la rethode des approximations successives, pour une
applicationf contractante de rappott une suite(z; ),cy telle quez, ;1 = f( 4 ) converge vers le

point flxe? de f avec une vitesseetérmirge par la relation||z;, — ?H <
a-dire d’autant plus vite quee est plus petit).

= ||:1;1—:1;0|| c’est-

5. (4 points)On cherche les extrema daR$ de I'applicationy définie paro(7) = || Z||(1— || Z]]).
Ens aldant de la fonction: — r(1 — r) deR, dansR, montrer que:

a/V7<,o est partout dfini sauf eno (calculer ce gradient) et ne s’annule que ppat|| = 2

b/ O n'est sirement pas un extremum global paur en revanche, c’esusément un m|n|mum
local (N. B.:¢ n'est pas dlférentlable ey )i

c/ aucun@ tel que||Z|| = 1 ne peutetre un extremum locadtrict, mais que toutz” tel que
| 7’| = % est un maximum locaton strictpour.
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1. Oncalcule Vi, f =5 {y4 3y 42
et(y*—1)(y*—2) = 0, d’ou 16 extrema possibleg+1,+1), (£1, +£v2), (£v2, £1), (£v2, £2).
2 3
— 32 0
On calcule alors/? =20 [m (2* = 3)

oS 0 y <y2 -3
(maxima relatifs de) et de ceux quw)f >> 0 (minima relatifs def) met enevidence exactement

4 maxima:(1,1), (1, —v2), (—=v2,1) et (—v2, —/2) et 4 minima:(—1, —1), (—1,v2), (v/2, 1)

et(v/2,v/2). Aucun de ces extrema ne petit€ un extremurglobal, puisque lim f(z,y) = +oo
z,y—+0oo

} , gradient qui n’est nul que lorsque* — 1)(z* —2) =0

>} . La recherche des pointsid’?, \f << 0

et lim f(x,y)=—c0.
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Du calcul du gradient d2¢ 0

1 z

V(2Ly7z)@/) o =2

En (1,1,1), le gradient est nul et la hessienne vm@yﬁz);/; op=2|-2 4

4

L 2 |
on déduit par @fivation la hessienne én,y, z) quelconque:

—2x
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X

formule de Taylorl'I'ordre 2 sEcrit donc:

poo(l+h 1l +k1+1)—3
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2| | k| +oh* + K +1*) =
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4R+ K+ 12 —hk—kl—1h)+oh*+E*+1*)=3(h—k)*+(h+k—20)*) 4 o(h* + k* + [?)
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La hessienne efl, 1, 1) est bien positive, mais noretihie positive, puisque son noyatgfihi
par{h —k =0, h + k — 2] = 0} nest pas eduita z2ro: c'est la droitgfh = k = [} deR?> On
ne peut donc pas conclueel’existence d’'un minimum strict pous o ¢ en(1,1,1). Et de fait, si

b : :
I'on admett queva > 0,¥b > 0,Vc > 0,% + -+ £ > 3, il est clair que(1, 1,1) est poury o ¢

[& a
un minimum global (puisque® o ¢(1,1,1) = 3), donc aussi un minimum local. Mais comme en
touta # 0, ¢ o p(x,z,2) = 3, tout voisinage d¢l, 1, 1) contient une infing"de points en lesquels
Yo vaut3 commeeril, 1, 1), et(1, 1, 1) est bien un minimum (global et) locabn strictpouryo .

3. D’apreés le tlEoEme sur les extremaels, la fonctiom?, carié de la norme euclidienne, ne pourra
passer efjz,y) par un extremum sous la contrainfer,y) — 4 = 0 que si en(x,y) les gradients

Vizy)q €t V(Q,J,7@,)7z3 sont proportionnels. O¥(, , ¢ = égwjlgz et V(Q,J,7@,)7z3 = Bﬂ donc la

. o Se+3y | | . 15—=A 3 x| |0 :
condition sécrit: 34X € R, {3x+5y} = A {y],smtencore.[ 5 5_)\] [y] = [0],ceqw

n'est possible ez, y) # (0,0) (car commey(0,0) # 4, (0,0) ne pourreetre un extremum poutr®
soumisa la contraintey(x,y) = 4) que siA est valeur propre de la matri eg g , matrice de la
forme quadratique (rappel: un systme liréaire homogne n’a de solution diéfente de la solution

nulle que si le éterminant du syste est nul), et s 5] en est un vecteur propre assail. Les

., , 1 1
valeurs propres softet2, et on trouve pour vecteurs propres asssciéspectiveme tl et 1l

: . 1
Pour) = 8, {i} = « [ﬂ avecq(z,y) = 4, soitsa? + 6a? + 502 = 4, d'oll o = j:§:

1 1 1 1 . 1 1
25 et —3' 75 sont les 2 sommets oppEscorrespondants, et la longueur de I'axe qui les

—1
5a? — 6a? 4+ 5a* =4, d'olla = +1:(1,—1) et(—1, 1) sont les 2 sommets oppEscorrespondants,
et la longueur de I'axe qui les joint sur la deemié bissectrice egt/2.

joint sur la preméte bissectrice est? ; de méme, poun = 2, [ﬂ =« [ 1] avecy(x,y) = 4, soit

. Il est clair que;b est, comme les fonctiorsnuset cosinus indéfiniment diférentiable. De plus

. 1\? 1 N 1/, , 1
||¢xy)|| - sm:z:y—|—§ +Z COSl’y—I—§ =7 {sin Ty —+cos :I;y—|—§—|—51n:1;y—|—cos:1;y =

1/3 3 3

+ \/§sm :L'y + ) <-|{=+=)=-<1,donclimage de’ estincluse dang(0, 1).
4 4\2 2/ 4~

1.

a b ¢ 22y 27\, . . . L .
3 o g \ouencore —o, y_z’ — | étant 3 nombres positifs dont le produit vautéci peut aussi stioncer ainsi:
¢ a y- ozt
Ve >0,Vee>0,Ve3>0, si x1.25.23=1, alorsz; + x> + 3 > 3. Plus ggréralement ¥z; >0,Vr,>0,...,Vz, >0, Si
n

r1.%s....xp=1, alorszy + x5 + ...+ x, > n. Ceci Bsulte de la convextde I'exponentielle: CommE Inz; =0,

i=1
n

1 < 1 1<
alors1 = — Inz; | < — Inz;) = — ;- Mais donnons-en, dans le cas= 3, une d&monstration
exp(nZ:nx)_n;exp(nx) n;x
élémentaire qui n'utilise pas la notion de convexitl'abordvz>0, Vy>0, z + y > 2y (car —(x— \/y)z > 0) , donc
X X
1 1 . . . 1 -
r+ J + - > —+2/y > 3 (car il est facile de &fifier que la fonctiory — — —|— 2,/y passe ery = 1 par un minimum
T Y Y

b
absoluggala 3), et donc en posant = = E on a bien comme annoecVa >0,¥6>0,Ye >0, - + + > 3.

b
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Pour chercher si> est bien contractante dé(0, 1) dansB(0, 1), calculons la normﬁjw);/;H

. . ) _1 Y COS TY T Cos XY Vst 2 Ty
de la jacobienne de : J, 1 = 5 [—ysin vy —rsin wy] , d'00 " J (4 (o)t = Z xy 2|
2 2 2,,2
qui a pour valeurs propres les racines(d%: — A) (‘% — A) — xlg = A ()\ — o Iy > = 0.
1’2 _I_ y2

. 1 . —
Il s’ensuit que||J, || = < 5 puisque(x,y) € B(0,1). ¢ est donc contractante de

4
rapport de B(0,1) dansB(0, 1). D’aprés le tiEoEme du point fixey>» admet alors un unique point
fixe ? dansB(O 1) et d’apes la nethode des approximations successn@sest obtenu comme
limite de la suite(z;,),cy définie parz quelconque, par exemple etz,;1 = ¥(z;), avec une
vitesse de convergence vefsdétermirge pai|z; — ?H < 27"t |zt — @] < 27" 1l suffit alors
de prendre, = 11 pour obtenir que|z} — ?H < 271% <107°. Le termezy; de la suite ainsi efinie
est donc une valeur apprashde £ a 1072 prés eny/x2 + y2, donc enz et eny (de méme, si on
voulait une valeur approee’de ¢ a10~° prés, le termer;; de la suite conviendrait).

5. a/ La fonctiony : @ — (@) = ||Z]|I(1 — ||Z]|]) = ||Z||—||Z]|* a pour gradient (cf. cours)
27 =7 <||7|| 2) qui est @&fini partout sauf e, est n’est nul que $| @ || = %

b/ 0 n'est pas un extremum global pogmarce quao(ﬁ) = 0, alors que poub < || Z]| < 1,
4,9(7) > 0, tandis que pouf|@|| — 400, ¢(@) < 0. En revanche, pour tou¥ non nuldans
B( [ 1), (@) > 0 alors quep( 0) = 0, donc 0 est un minimum locastrict pour.

1 . . .
¢/ Aucun? tel que||7|| = 5 ne peuetre un extremum locatrict poury puisque tout voisinage
de tout? tel que|| @ || = 5 contient une infini¢"de points (tous les points de la spd déquation

1 Z]| = = qU| sont dans ce voisinage) en lesqueks la méme valeur qu'en? . En revanche, puisque
¢ ne obpend que de = || Z|| et que la fonctiom — (1 — r) deR, dansR passe par un maximum,

1 1
egalaz eng, tout @ tel quer = || 7| = 5 est un maximum (d’ailleurs global aussi bien que local)
pour e, mais un maximunmon strict




