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1. (4 points) Extremadela fonctionp : R> — R définieparp(z,y) = y + 2% + §y2 + 23 + Zm4'

1. (5 points) On définit le produit vectorielde deuxvecteursU etV de R3, noté T A 7 comme

le vecteurde normeHﬁH.H?H.\ sin (ﬁ, v)\ et dirigé commele vecteurw, orthogonala T etaV,
et tel quedet(ﬁ, 7, w) > 0. On peutdemontrerque le produit vectoriela les proprietes suvantes:
c’estuneapplicationbilin'eaireetantisyrrétrique(V) AT =-T A V) deR? x R? dansR? ; deplus,

AV = T sietseulemensi U et sontcolinéaires e{ﬂ‘inil r'esultefacilementdle sadéfinition
gu’untriangle ABC duplanaffine euclidienusuela uneaire(§ basex hauteurlegalea 5 | L@ A fﬁ\ |.

SoitC unecourbeferméecorvexedeclasseC! duplanaffineeuclidienR?, i.e.l'imagedel’intervalle
[0, 1] paruneapplicationde classeC! v:[0, 1]— R? telle que~(0)=~(1) ettelle quela partiedu plan
limitéeparC soitun corvexe. Montrerqueparmilestrianglesy(u)y(v)y(w) inscritsdansC, il enexiste
au moinsun qui soit d’aire maximum(utiliser les proprietesdesfonctionscontinuessur un compact).
Montrerquepouruntel triangle,enchacurdesessommetsla tangenteéiC estparalEleaucoté oppo€a
cesommet(Indication: onpourra pourcelamonter quesi V (u, v, w) = (70—~ (@) A(y(w) —~(a}),
I'application & [0,1]° — R? a pour differentielle: . . . . .
7’(u,v,w)(h,k,l) 7 (w) A G (0) — 7(@)).h+ 7 @) A lw) — 3(@))k + 7 (@) A () — 7(0)).0.)

Dansle casou C estun cercle,montrerquelestrianglesinscritsdansC d’aire maximumsontexac-
tementlestriangleséquilagraux.(On rappellegu’unedroite normalea un cercle passepar soncente.)

3.(5points) Soitl'applicationde F : R? xR — R? définieparF (X, t) = (z?+y*>—t?, xsint—ycost),
ou X = (z,y). Calculerla matrice de la dérivée partielle [8—X(X’ t)] et montrer que I’ équation

F(X,t) = (0,0) définitauvoisinagedetoutpoint (X, ¢) satishisant cetteéquationdistinctde (0, 0, 0),
dansR? une fonction implicite X = ®(¢) quel'on explicitera en distinguantdeux cas, suivant que

Arg(m * 2y)—t = 0 our. (Indication: onutiliseralesrelationsz?+y% =t etz sint = y cos t pourmon-
trerqueX = (tcost,tsint) ouX = (—tcost,—tsint), etendéduire que lorsque(X,t) # (0,0,0),
(X, 1)

. .| OF . .
le jacobien X nes’annulejamais)

!

4. (4 points) Soitle sysemedifférentielnonlinéaire: { z, = Zr-2ay

= —2y+uxzy
Déterminerles pointsd’équilibre de ce sysemeet donnerpour chacunde cespointsla naturedu
sysemelinéari€ tangent.
Dansle casou le pointd’équilibren’estpasl’origine, quelleestla naturedestrajectoiresdu syseme
linéarigtangent (Onpourradémonter, enprenantpournouvellesoordonreesX = x—xg, Y = y—yo
autourdu pointd’équilibre (z¢, yo) que X X'+4YY"’ = 0 etintégrer par rapportautempscetteégalite.)

ouzr >0,y > 0.

5. (6 points) Soit f une applicationde classeC! d’'un intervalle fermé borré I de R dansR, telle
quel’ équationf(z) = 0 ait unesolutionetuneseuledans!.

a/ Montrer quesi on peuttrouver A € R tel queg, : z — g\(z) = z — Af(x) appliquel danslui-
méme alorsrésoudrd’ équationf(z) = 0 dansI revientatrouver un pointfixe ¢ de g, dansl. Montrer
quesi on peutde plustouver A tel que: 3k,0 < k£ < 1,Vz € I, |g\(x)| < k, alorsg, estcontractante



de I danslui-méme(on rappellequ’une partie fermée d’'un espacecompletestcompkte), et on peut
dansce casrecherchete pointfixe ¢ de g, dans/ parla méthodedesapproximationsuccessies,i.e.
en définissantune suite de nombresréels(z,,),en par: zo quelconquedans!’ etzx, 1 = ga(z,), qui
corvergealorsversé.

b/ Application: montrerquel’ équationz® + z — 1 = 0 aexactementinesolutiondans|0, 1] etqu’on
peutchoisir A defagonqueg, : = — gx(z) = z — A(z® + = — 1) applique|0, 1] danslui-mémeet que
Vz € [0,1], |¢gh(z)| < k, pourunk < 1. Endéduireuneméthodede résolutionapproctéede’ équation
5+ 1z — 1= 0pourz € [0,1]. (Indication: monter d'abord, enécrivantg) (z) = 1 — A — 5\z*, que
pourobtenirVz € [0, 1], —k < gj(z) < k pourunk fixedans]o, 1[, il sufitdechoisirl —k < X < £,
cequi estpossiblepourvuque% < k < 1: g, sema ainsi contractantesur [0, 1], d’apresle theoreme
desaccroissementfinis; monter ensuite-un tel choixde k etde A imposaninécessaiment\ > 0- en
écrivantgy(z) = A+ (1 =)z — Xz°, quel < gx(z) < 1 pourtoutz de[0, 1] : g, appliqguerm ainsi|0, 1]
danslui-méme)

¢/ (Questionsubsidiairefacultative, + 2 points :) On veutaussipouwir choisir A de fagon quela
méthodedesapproximationsuccessiescorvergele plusvite possible Onrappellequedansa méthode
desapproximationssuccessies, pour une applicationf contractantede rapportk, une suite (z,, )nen
tellequez, 1 = f(z,) corvergeversle pointfixe £ de f avecunevitessedétermireeparla relation:

|$n_£‘ S 1 — k
ci-dessus gx(z) = x — M(a® + z — 1), il résultede la questionpréczdente(cf. lesindications)quela

|z1 — o, C'esta-dired’autantplusvite quek estpluspetit. Dansle casdel’application

: : ) . 2
plus petitevaleurpossiblepour & est?, correspondand uneseulevaleurpossiblepour A : A = o2 On

donne: (%)21 = 0.00086 210" présparexces; vérifier quesi =y = 0 etz,.1 = g2 (wn), alorszy est
unevaleurapprocleéea 103 presdel'uniqueracinedez® + z — 1 dansl’intervalle [0, 1].




