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Examen partiel du 30 avril 2002

1. (6 points) On rappelle que : a/ tout sous-espace vectorieRdgpeut sécrire comme une intersection
de noyaux de formes kaires ; b/ 'image €ciproque d’'un ouvert par une application continue est un
ouvert; ¢/ 'image gciproque d’un ferra’par une application continue est un fagm’

(N. B.: les trois question$.1., 1.2. et 1.3 . qui suivent sont indpendantes.)

1.1. Montrer que tout sous-espace vectorielRdeest fern€. En &duire que s¥' est un sous-espace
vectoriel etz est un vecteur dB " qui n’appartient paa ', il existe un: > 0 tel queB(Y, )N F = 0.

1.2. Soit(7}),y Une suite de vecteurs @e” telle que: aBv € R™ / Vk € N, < 7}, ¥ >=0; b/

Vk € N VI > k ||zt — z}|] < 27*. Montrer que(z}), o, est une suite de Cauchy et qu’elle converge
vers un? tel que< €, 7 >= 0.

1.3. Soit f une application continue d& " dansR, k un réel, etE;, = {# ¢ R" | f(7) > k}.

Montrer quek; ;. est ouvert ; en @duire que sf(7) > k, alors3e > 0 / Yy € B(7,¢), f(¥) > k.

2. (6 points) Soity : R — R définie par:y(t) = (cost,sint,?). Calculerm et+"(¢); on pose

! t \ 5 \ \ \
) = ||7E ZII v(t) = 4"(t) et B(t) = 7(1) A v(t); montrer que{%ﬁ,zﬁ,@} est une base
v
orthonornee deR ? (le repere orthonorre'(ﬂt), (1, o5, W) est appad“repere mobile eny(1)").
Donner desquations de la tangente ef) a la courbe image Im{. On consi@re l'intersection
de cette tangente avec le plan = 0} : elle décrit, lorsquet varie, une courbe plane. Donner une
parangtrisationr = x(t),y = y(t) de cette courbe ettdier son allure au voisinage tle- 0.

3. (6 points) On rappelle que%A e M, (R), Vt € R, on d&finit:

= AR g .
- Ztkﬁ “ im Zt’“ etqueeA+B ¢4 eP pour toutes matrices! et B.

N—

3.1. Que vaut’? (ad O est la matrice nulle)
3.2. Montrer quecy : ¢ — ¢/ est une application d& dansM,,(R) = R" dérivable ent =0, de

. g . Ak
dérivéeA, i.e.¢,(0) = A. Pour cela on montrera (ou on admettra) gife— I — tA = th E t’“
— 00

Ak
k+2)!
3.3. En céduire que:4 est cErivable en tout deR de cEriveec’ (1) = Ae'.

3.4. En déduire quéd? R", l'application X : ¢ — 17 est dsrivable et satisfait pour tout
I"equation difErentielle :X"(¢ j AX(t j avec la condition initiale ef: X (0) = 7.

est uno(t) en majorant, pour touy, [|¢2 AQZt’“ || part?|| A% |l pourlt| < 1.

4. (4 points) Soit f : Ry, — R, définie parf(x) = 1 4+ xe~*. Variations et graphe sommaire
de f. Montrer quef applique lintervalle[l, 2] dans lui-n€me. Montrera'I'aide de la formule des
accroissements finis, qyeest contractante de I'intervallé, 2] dans lui-n€me.
En déduire a l'aide du tlforeme du point fixe, I'existence d’un uniqdec [1, 2] tel quel +¢&e¢ = £.
En donner un algorithme de calcul appreé@iaide d’'une suite dfinie par une relation decurrence.

5. (4 points) Soity I'application deR ? dans lui-n€me dont la matrice dans la base canoniqu% ésﬁt] :

Montrer sans calculs que I'applicatio: — ||¢(7)||? deR ? dansR est boree -et atteint ses bornes-
sur le cercle-ung{x* + y* = 1}. Déterminer (par le calcul) ces bornes en pazaarit le cercle-ungt’

par{z = cosf,y = sinf, 6 € [0,2x[} (on pourra montrer qué|e(@)||* = 3 + 2v/2sin <20 — %))
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1.1. Tout sous-espace vectoriel @&" peut s€crire comme une intersection d’hyperplans (voir le
cours) ; or tout hyperplan est un feendeR " comme imageeciproque dg0} -fermé dansR- par une
forme linéaire, i.e. une application kaire, donc continue, d& " dansR. Comme une intersection de
fermés est un ferm, tout sous-espace vectoriel B¢ est bien un ferra. Il en Bsulte que s¥' est un
sous-espace vectoriel, son compkntairel’ est ouvert: donc siv € F¢, il existe une boulé3( 7, ¢)
de centrez entiérement contenue dam¥, ce qui est exactement dire qig @, ) () I = 0.

1.2. Tout d’abord, la suitéz}), ., est une suite de I'hyperplai’*, qui est d’apes ce qui pecéde
un sous-espace vectoriel feerdeR " ; de plus cette suite est clairement de Cauchy : pourdaut0
fixe, soit)V le premier entier tel que~" < ¢ ; alors d’ape’s les hypoteses faites sur la suite?), .,
Yk > N,¥l > N, ||z}, — T}|| < . Comme elle est de Cauchy ddRé, elle converge, et comme - est
fermé, elle converge darg* : donc sa limite€ est bien dang’*, i.e. telle que< &, T >= 0.

1.3. E;r = f~! (Jk, +o0]), image Eciproque d'un intervalle ouvert depar une application continue,
est un ouvert d®& ™. DoncV® € E;y, 3e > 0 / VY € B(%,¢), ¥ € E;y, ce qui est exactement ce
gu’il fallait demontrer.

—sint —cost —sint
. . 1
2. Des calculs immdiats donnenw’(t} = Cost Y ) — smt Wﬁ = ﬁ cost |,
1
—cost sint
o) = 71 = —smt B = _cost |.Ona:< 7(1), (1) >= 0: commer(t) et (t) sont
1

A\ A\

orthogonaux (et donc leur sinus esald 1) et de norme 1315 = (¢} A v({} est orthogonaa () et
o(1}, et de norme 1. Il eresiulte que le regre <~y ), (1, (15, {ﬁ) est un repte orthonorra deR 2,
Un point M (x,y, z) est sur la tangente en(t) a la courbe imagdm () si et seulement si le

x —cost —sint
vecteurOM — fm = | y—sint | est coliréairea fy’(t} = cost |, c’esta-dire si et seulement
z—1 1
si (deuxéquations suffisent)z — cost = —(z — ¢)sint ety —sint = (z — ¢)cost, d’ou en faisant

= ( dans ces(uations une paratrisation de l'intersection cherel’de la tangente avec le plan
{z=0}: 2 = 2(t) = cost + tsint, y = y(t) = sint — tcost. Soit¢(t) le point (z(t), y(t)). On

tcost m cost —tsint 7 —2sint —tcost s
calcule:¢ ) [ } c(t} [smt+tcost]’ 't , d'ou e 0

2cost —tsint

m " )_[ } A 0) = [g].OnaicipZQ,q:3:Iacourbe[m(c)admetdoncem:0

un point de rebroussement de preneiespce (la courbdm(c) s’appelle unaléveloppante de cergle

. © Ak .
3.1.¢° = I, puisqued® = I est le seul terme non nul dans la somEEet’“g lorsqu’on faitt = 0.
k=0 )



3.2. On a biene™ — I —tA = lim Zt’“ = lim %42 Z t’“ : or pour tout,

N— — N—
Py < Pl ZW“ A < ey ka”
G
B N-2 Ak
= 7| APl < 2| AP (pour |t < 1) est uno(t), doncY N, [[17A%) ¢ = o(t),
— (k4 2)!
et ceci reste vrai en passamia limite lorsqueN — +oco, i.e.|le* — I — tA|| = o(t), ou encore
tA 0
tlin% ‘ <Al = 0, ce qui est exactement dire que lI'applicationest dErivable ent = 0, de
_>
dérivéee, (0) =
e(s—l—t)A o etA esA — 0
3.3. On en &duit quee/;(¢) = lim ———— = <lim ) 4 = A, doncey est
s—0 s—0 S

bien cErivable en tout, de drivéec’, 1 ¢ — A.c',

3.4. 1l en résulte quev7 € R7, l'application X : ¢t — XTt§ = eA(t).7, qui a pour @rivée
application X’ : ¢ — m = A.eA(t).7 = A.XTtﬁ, satisfait donc bien pour tout!equation
diﬁérentiellem = A.)(Tts, avec de plus la condition initiale én XTO; —0 7 =7.

x 0 1 +o0
4.0naf'(x) = (1 —x)e ", d'ou le tableau de variationdé: f'(x) |1 + 0 - 0
fla) [T 24 1+ N 1
Un graphe sommaire s’erediit imnediatement, qu’on peut @ciser en remarquant qu’il admet un
unique point d’inflexion ent = 2, puisquef”(x) = (x — 2)e~*. Comme f est dcroissante sur

[1,2], avec f(1) = 1 + é € [1,2]etf(2) =1+ ; € [1,2], f applique bien[1,2] dans lui-

2

1 , . .
méme; commef’(1) = 0 et f'(2) = —— € [-1,0], avecf’ décroissante sul, 2], on obtient que
€

- 1 . . -
| f'(x)| est majoee par—; < 1 pourz € [1,2], donc, d’apes la formule des accroissements finis, que

1 . 1
Ve € [1,2], Yy € [1,2], [f(z) — f(y)| < —lz — yl, i.e. quef est contractante de rapport sur
€ €

lintervalle fermé[1, 2]. Il en résulte, d’apes le tiEoreme du point fixe, I'existence d’un unique point fixe
¢ de f dansl1,2], i.e.€ € [1,2] tel quel + £e~¢ = £. Un algorithme de calcul dé consistea’prendre
par exempler, = 1 eta définir par la relation deaCurrencer;.; = f(x) la suite(x), oy, donté est la
limite (on peut @montrer par exemple qug, est une valeur approeb’de{ a10~* pres).

5. La forme quadratiqup||? : @ +— ||o(T)|]* = (2 +2y)2 +y? (SIT = B])est continue d& ?

dansR, par exemple comme compesd’une application li@dire deR % dans lui-ng€me par I'application
7 — || 7% et le cercle-un#’deR ? est un compact (fermmcomme imageediproque de{1} par
I'application @ s || 7||?, et borr€), donc elle est bog® et atteint ses bornes sur le cercleainec
x = cos b,y = sin, on obtient | |<,9(7)||2 = (z+2y)*+y* = cos* O+ 4 cos §sin 6 +4 sin?0+sin? 0 =
14+4sin?0+4cosfsinl =3 —2cos20 + 2sin 20 = 3+ 2(sin 26 — cos260) =3 +2v/2sin <2(9 — %)

Il en résulte, le sinus prenant toutes les valeurs possibles entet 1, que les bornes chereb$ sont
3 —2v/2 et3 + 2v/2 (ce qui pour® — ||o(7)||, corresponch -1 + /2 et1 + /2).



