UNIVERSITE PARIS VIII Algebre linéaire 11
DEUG LIT 1998-99

Examen partiel du 13 avril 1999 (suivi de son corrigé)

1 1 0 1
. ) o 1 -1 -1 ) . .
1. (4 points) Montrer que la matrice A = 0o 1 1 —1 est inversible et calculer son inverse
-1 1 0 1

(par exemple par la méthode du pivot).

x
2. (6 points) Donner dans R* = Z v eRyeR zeRteR) des équations pour chacun
t
1 0 1
. ., N -1 - -1 _ 0
des deux sous-espaces vectoriels: F', engendré par ‘@ = 1] b = e c = 0 ,et GG,
1 0 -1
1 1 0
engendré par d = i , € = (1) , 7 = } . Montrer que F' + G = R* ; donner des équations
1 0 0

de F'( G ; en déduire une base et la dimension de F [ G.

1 0 0
3. (8 points) Soit ¢ I’endomorphisme de R? muni de la base canonique { e1 |0],e |1],e3 |0 ,
0 0 1
défini par p(e7) = —2¢€5 + 2e3, p(e3) = e + 3e; + e3,et p(e3) = 3] + 365 + €3.

Donner la matrice A de ¢ dans la base canonique.

Montrer que,si W = e{+€ — €3, U =€ — € +¢€3,et W = e +¢é +¢é3,{u, 7V, W} estune
base de R?. Quelle est la matrice de passage P de la base canonique a la base {, 7", W} ? Calculer
son inverse P~ 1.

Quelle est la matrice A’ de ¢ dans la base {7, ¥, w}?

Calculer A™, pour n € N, et e, pour t € R, et en déduire A" et ' (on rappelle que si

A0 O e 0 0
A=10 p Of,alorse™ =] 0 e 0 |,etquesid=PAP ' alorse = Pe! ' P).
0 0 v 0 0 e

4. (8 points)
a/ Résoudre le systeme en x1, x9, T3 :

r + Ty + T3 = 1
xr + 21‘2 + 31’3 =0
T+ 2’1y, + 3z3 = 0

b/ Résoudre de méme le systeme en x, r9, T3, T4 :

Ty + To + T3 + Ty = 1
r1 + 2x9 + 3x3 + 4xry = 0
r1 + 2%z + 3213 4+ 424 = 0
Ty + 23I2 + 331’3 + 43I4 =0



c/ Plus généralement, on se propose de résoudre le systeme en x1, 3, ..., T, :

T + Ty + ... + x, = 1
1 + 2"y + .. 4+ "z, = 0

1 1 1
1 :2 = H(IZ Z'J)
N ot
!
Montrer que V(1 < k < n),zp = (=1)**'C}, ot O} = ﬁ
‘wn — !

(On pourra montrer que, dans la formule de Cramer donnant x, en développant le déterminant du
n

!
numérateur par rapport & la k° colonne, en mettant en facteur le terme (—1)"" H i= (—1)’““&,
i=1,i#k k
on obtient un autre déterminant de VanderMonde, d’ordre n — 1, ot ne figure pas la colonne des k7
(0 < j < n — 2),déterminant dont la valeur est donc (—1)*** H (i — 7), et on effectuera les

1<j<i<ni#k,j#k
simplifications qui s’imposent entre numérateur et dénominateur.)



Corrigé de ’examen partiel d’Algebre Linéaire II du 13 avril 1999

(1) i 1 1 1 -1 1 -1 -1
1.det A = =1 1 =1|=1/2 0 -2
01 1 -l 2 0 2 2 0 2
0 2 0 2
est inversible.
Calcul de A~':
T + oy + ¢t =1 000
y — 2z — t =0100
y + =z t = 0 010
- + y + t = 0 0 0 1
soit :
r + oy + ¢t =1 000
y — 2z — t =0 100
2y + 2t =1 00 1 (NB.:ly+1)
soit:
r + y + t = 1 0 0 0
y — 2z — t = 0 1 0 0
z = 0 —1/2 1/2 0
z + 2t = 1/2 —1 0 1/2 (N.B.:
soit:
T + oy + t = 1 0 0 0
y — 2z — t = 0 1 0 0
z = 0 —1/2 1/2 0
t = 1/4 —1/4 —-1/4 1/4
soit :
r + y + t = 1 0 0 0
Yy = 1/4 1/4 1/4 1/4
z = 0 —1/2 1/2 0
t = 1/4 —-1/4 —-1/4 1/4
soit:
T = 1/2 0 0 —1/2
Yy = 1/4 1/4 1/4 1/4
z = 0 —1/2 1/2 0
t = 1/4 —-1/4 —-1/4 1/4
d’ol enfin:
1/2 0 0 —1/2
4-1— 1/4 1/4 1/4 1/4
0o -1/2 1/2 0
1/4 —-1/4 —-1/4 1/4

2 =2
2 2

‘:87&0,d0ncA



2. Tout d’abord, le systeme {E), 3}, T, 7} est de rang maximal 4, car :

1 1 1 1
-1 -1 1 -1 -1
det(w,b,?,?)— S I Bt U T T 1 S
-1 1 0 1 -1 1 0 1 9 0 2 9 0
1 0O -1 1 2 0 0 2
=19 o =—-8#0,donc F+G=R
X
Soit W = ‘Z un vecteur quelconque de R*. Une équation de F est : det (7, b,?,ﬂ)) =0, soit:
t
1 0 1 =z 1 0 1 T
1 -1 0 y| |-1 -1 0 y Loy L-ly
= =/-1 1 z |=(-2 0 y+=z
D A N It 2 0 o+t 2 0 x4t
1 0 -1 ¢ 2 0 0 =+t
2 y+z A , . . o
=9 s4t|= 2(z +y+2z+1t)=0,iec.une équationde Fest:x +y+ 2+t =0.

. — .
De méme, une équation de G est: det (7, e, f, 7) =0, soit:

11 0 = 1 1 0 x
101 gyl |1 01 vy LTy Loy 1 2—a
= =—|10 1 z—2|=—|0 1 z—z2|=-—
1 1 1 =z 0 01 z—=x 10 ; 0 —1 t— -1 t—y
100 t| |1 00 ¢ Y
=xr+y—z—t=0,ie.uneéquationde Gest:x +y — 2z —t=0.
Des équations de F' (]G sont donc :
r +y + z +t =0 . Jxr +y =0 o o
{x Yy — 2 -t =0 ,smt.{ s 4+ =0 ,80it: y = —xett = —z,
1 0
avec x et z quelconques. Une base de F'() GG est donc: _01 , (1) , et sa dimension est 2.
0 -1
0 1 3 1 1 1 1 0 0
3A=|-2 3 3|;det(w, 7, w)=|1 -1 1|=|1 -2 0|=-4%#0,donc
2 1 1 -1 1 1 -1 2 2
1 1
{%, 7, W} estbienunebasede R®,et P= | 1 -1 1
-1 1 1
Calcul de P~':
r + vy + 2z =100 r + y + 2z = 100
r —y + z = 0 1 0 ,soit: r — 2y = —1 1 0 ,soit:
-r + y + 2z =001 2y + 22z = 1 0 1




T + vy + 2 =1 00 T =1 0 —3
Yy 3 —1 0 ,soitencore: y = 7 —1 0 et
c=0 L4 2= L3
1 1
s 0 =3
Pt=13 —3 0 | (vérification: PP~' =1).
1 1
0 3 3
s 0 -1 0 1 3 1 1 1 -2 0 0
Al=P1AP=|; —5 O -2 3 3|1 -1 1|=[0 20
0 5 3 2 1 1] [-1 1 1 0 0 4
(=2)" 0 0 e 0 0
On en déduit que A™ = 0 2" 0 |etqueett = | 0 e* 0
0 0 4 0 0 e*
d’ou: A" = pA" P!
11 112" 0o o][: o -1 i el
=1 -1 1 0 2" 0 ; -1 02 — (—2);—2” 4”;2” 4"—(2—2)"
-1 1 1 0 0o 4|0 I 1 2" —(=2)"  gn_gn  4"4(-2)"
- - 2 2 2 2 2
et de méme: e!4 = Pe!A' P!
_ _ 72 1 1 2t o2t et _ 2t eht_ o2t
1 1 1 ’76 t 0 0 -| |V§ 0 _§-| ’V 72t2 2t 4t2 2t 4t 272t
— 1 -1 1 0 62t 0 1 1 0 — e “'—e e*'+e e*t—e ]
-1 1 1 L 0 0 e4tJ [(2) lz 1 J L ezt_ze—zt e4tze2t e4t+26—2t J
- - 2 2 2 2 2

4. a/ On obtient, par combinaisons linéaires de lignes (en retranchant de chaque ligne, a partir de la 2°,

xr + o + Ir3 = 1 ry + X9 + Ir3 = 1
la ligne précédente): Tos + 23 = —1 , soit: T + 23 = -1,
2:172 + 6ZE3 =0 2ZE3 = 2
soit: (1'1, T, 1'3) = (3, —3, 1)
r + To + T3 + Ty = 1
. A s . Ty + 2:173 + 31’4 = — ..
b/ On obtient de méme ici: %y + 61y + 1204 = 0 soit :
41‘2 + 181‘3 + 481’4 =0
ry + x9 + T3 + Ty = 1 Ty + To9 + T3 + Ty = 1
Tro + 21‘3 + 31‘4 -1 .. T + 21‘3 + 31’4 = — .
2¢3 + 61y 2 > SOIL: r3 + 3y = 1 > SOIL:
6rxs + 24z4 = O 6xs = —6
('Tla T, X3, 1'4) = (45 _67 47 _1)
1 1 1
X 17 p . < ) . 1 2 n
¢/ Alordre n, le déterminant du systeme est le déterminant de VanderMonde : | . :
1' 2n.—1 nn'—l

1<j<i<n

H (1 — j) # 0, puisque dans ce produit, on a toujours 7 # j. Donc le systeme est de Cramer.



Comme indiqué dans le texte, la formule de Cramer pour x, s’écrit :

11 1 1 1 o
1 2 ... k-1 0 k+1 ... =
T — 1 2”71 (k—l)nfl 0 (k_i_l)n*l nnfl
‘ 1 1 1
1 2 n
1 on—t nn_l
1 2 k—1 k+1 n
(_1)k+1 1ot (k-1 1 (k+1)" ! pn—1
1 1 1
1 2 n
1 2on-t nn_l
1 k—1 k+1 n
= ()2 (k1) (k1) 2 (k=D" (k+1) n
1 1 1
1 2 n
1 on—t nn_l
[T -9
_ (_1)k+1ﬂ1§j<z’§n,z’¢k,j¢k B (—1)k+1p! )
g II -9 L =0 J] G-k (k=1%o —k)
1sj<isn 1<j<k~1 k+1<i<n

— (_l)k-l-lcrk



