UNIVERSIT E PARIS VIII Algebrelinéairell
DEUG LIT 1997-98

Examenpartiel du 24 avril 1998(suivi de soncorrigé)
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1. (4 points) Montrer quela matrice A = estinversibleet calculersonin-

—
— =~ =

verse parexempleparla méthodedu pivot.

2. (6 points [+ 3 points])
a/ Calculerle déterminantu sysemesuivant,puisdiscutersuivantlesvaleursdea I'existencede ses
solutions etle résoudreeventuellement

ar + y + =z =1

T + ay + =z 1

T + y + az =1

b/ Mémesquestiongourle sysemed’ordre4:

ax + y + =z + t =1
T + ay + 2z + t =1
r + y 4+ az + t =1
T + y 4+ 2z + at =1

c/ (Questionfacultatve, + 3 points) Commentpourrait-ongéeréraliseral’ordre n?

3. (4 points) Montrerquele déterminantd’ordren + 1:

1 1 1 1 1 1 1
1l 2 =z = =x T T
1l w =z =z =x T x
1 w W 2 =z x T
1 w w? W oz x T
1 w w? W oWt .. T T
1 w w? W oWt ... Wt oz

N 2mi .
oll w = e n ,apourvaleurz™ — 1. Onrappellequeles w*, 0 < k < n — 1, sonttouteslesracines

n—1
complexesn™ del'unité, racinesdu polynome X" — 1, donctellesque X" — 1 = H(X —wh).
k=0
4. (7 points) Soit p: R* — R? 'endomorphismedéfini dansla basecanonique{e;, e} de R?
par:
o(e7) = 4ef — 33 etp(e3) = —2e] + 4. Quelleestla matriceA de ¢ dansla basecanonique
{&1, e }?Ondonnelesvecteursu’ = 2¢7 + e etw = 2e; — €. Montrerque{w’, @'} estune
basede [R?. Donnerla matricede passageP de la basecanoniquea la base{w, v’} et soninverse
P~'. Endéduirela matrice A’ de ¢ dansla base{%, v'}. CalculerA™ pourn € N; montrerque
Vn € N, A" = P~1 A" P etendéduirel’expressiorde A", pourn € N .
Application: Soientlesdeuxsuitesdenombreséels(z,, )nen €t (Yn)nen, &VECTy = yo = 1, liéespar

lesrelationsderécurrence x,, = 4x,_1 — 2y,_1 ety, = _5%_1 + 4y,_1. Donnerl’'expressionde

z, etdey, enfonctionden (on vérifieraparrécurrencejue [zn] =A" [zo]).
n 0



Corrig éde I'examen partiel du 24 avril 1998

. Oncalculele déterminante A enretranchanta premerecolonnea chacunalesautres

— =

1 1 1 1 1 0 0 0
L3211 112 00 0 1
1 1 32 1| |1 0 1/2 0| 38

1 1 1 3/2 1 0 0 1/2
Donc A estinversible.L'inversionde A parla méthodedu pivot donneen 3 coups

7T =2 =2 =2
-2 2 0 0
-2 0 2 0
-2 0 0 2

2. a/ On calculele déeterminantdu sysemeenretranchanta premereligne auxautres puisen
mettanta — 1 enfacteurdansceslignes(multilin éarie du déterminant) enfinon ajoutela somme
desdeuxdernirescolonnesala premere:

Al =

11 a 1 1 a 1 1 a+2 1 1
a 1|=|1-a a=-1 0 |=(-1)?*-1 1 0|=(=-1* 0 1 0|=(a—1)*a+2)
1 a l—-a 0 a-1 -1 0 1 0 01

— Poura = 1, il nerestequ’uneseuleéquation x + y + z = 1. C’estl’ équationd’'un
planaffinedansR?, qu’onpeutparangtrerainsi: {z = u,y =v,2 = 1—-u—v,u € R v € R}

— Poura = —2, la sommedes3 équationglonnel = 3, absurde il n'y apasdesolution.

— Enfinpoura # 1, a # —2, le sysemeestde Cramerll y aunesolutionunique:

1 1 1 1 1 1 1

1 a 1 1 1 1 1 a 1

1 1 a 1 1 1 a 1 1 1 1 1
T -1 +2) a+2 T (@a-12+2) a+2 " (a—-12a+2) a+2

b/ Ontrouve demémeal ordre 4:

a 1 1 1 a 1 1 1 a 1 1 1
1 a 1 1 l—a a—1 0 0 3/—1 1 0 0
=(a—1)
1 1 a 1 l—-a 0 a-—-1 0 -1 0 1 0
1 1 1 a l1—a O 0 a-1 -1 0 0 1
a+3 1 1 1
0 1 0 0
(h__1)3 (1)
=(a—1) 0 01 0 (a —1)°(a+3)
0 0 0 1



Commedansle a/:

— Poure = 1, il nerestequ’uneseuleéquation z+y+z+t = 1. C’estl’ équationd’un hyperplan
affine (dedimension3) dansR*, qu’on peutparangétrerainsi:
{z=uy=v,z2=w,t=1-uv—-v—w,ue€RveRweR}

— Poura = —3, lasommedes4 équationgionnel = 4, absurde il n’y apasdesolution.

— Enfinpoura # 1, a # —3, le sysemeestde Cramerll y aunesolutionunique:

1 1 1 1 a 1 1 1

1 a 1 1 1 1 1 1

1 1 a 1 1 1 a 1

1 1 1 a 1 1 1 1 a 1
v (a—13(@+3) a+3 V= (a—13@+3) a+3

a 1 1 1 a 1 1 1

1 a 1 1 1 a 1 1

1 1 11 1 1 a 1
; 1 1 1 a 1 1 1 1 1 1

(a—13@+3) a+3 b= (a—1)3(a+3) a+3

c/ Ongéréralisefacilement@al’ordre n : Soitarésoudrde syseme:

ar; + 29 + ... + =z, =1
7 + axry + ... + =z, = 1
xr + X9 + ... + axr, = 1
Il apourdéterminant
a 1 1 1 a 1 1 1 a 1 1 1
1 a 1 ... 1 l—a a—1 0 0 -1 1 0 ... 0
1 1 a ... 1|=|1—-a 0 a—1 ... 0 |[=(@-D"*'-1 01 ... 0
1 1 1 a 1—a 0 0 a—1 -1 0 0 1
a+n—1 1 1 1
0 1 0 0
= ((Z — 1)%—1 O O 1 O = (a — 1)n_1(a +n— 1)
0 0o 0 ... 1

— Poura = 1, il nerestequ’'uneseuleéquation z; + ...+ z,_1 + x, = 1. C'estl équationd’un
hyperplanaffine (dedimensionn — 1) dansR™, qu’on peutparanétrerainsi:
{.’11'1 = ULy ey Tyl =Up_1,Tp =1 — U — ... — Upy_1, U ER,..., Up—1 GR}

— Poura = —n + 1, lasommedesn équationglonne) = n, absurde il N’y apasdesolution.
— Enfinpoura # 1, a # —n + 1, le sysemeestde Cramerll y aunesolutionunique:

1 1 1

T =—\ . Ty = —————— D= ——————
! a+n-—1 n-t a+n—-1"" a+n—-1



3. Enretranchana chaquecolonne a partir dela deuxeme,la colonneprécedente pn obtient:

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
1l » =z =z T x 1 -1 0 0 0 0 0
1l w = =z =z T T 1 w—1 z—w 0 0 0 0
1 w W z =z x| |1 w—-1 Ww—w z-—w? 0 0 0
1 w w? W oz z x| |l w=1 w—w WwW—w? -0 0 0
1 w w? W Wt z T |1 w=1 w—w w—w? Wwr—w ... z—w"? 0
1 w w? W wrwh oz 1 ow—1 wriemw wWi—w? wr—wd w2 gt

n—1
=(x—1)(x—w)(x—w2)...(x—w”_1)=H(m—wk)=x"—1
k=0
4. 4= % 72 etdet - — (W, 7) = 22 # 0, donc{@, v’} estunebasede R

' -1/2 4 Yot e (T 1 -1 ! ’ '

T2 2 L 14 12 L 14 12 4 =272 2] [3 0
P‘[1 —1]’P _[1/4 —1/2]6“1_13 AP=1yy 12| <12 a1 =17 o 5
etA'":[30 504 et comme A™ = (P7'AP)" = (PT'AP)(P~'AP)...(P~"AP) = PT'A"P,

3" + 5™ n n
g pampi_ |2 2)[3 o)y 12 _[2 2][3v4 2] _| o 70
N |1t —-1]]0 5*||1/4 -1/2| |1 -1]|5"/4 -—5°/2|  |3"-—-5" 3"+5"
4 2
Application :

| =l Jamme [ =4[
Yn Yn—1 Y1 Yo

etla formuleestvraiepourn = 1. L’hypothesederécurrencaurangn — 1 s’écrit

[%1] = A" [mo] et permet de calculer : [x"] =A {%—1] = AA™! [mo] = A" [a:o] (c.qf.d)
Yn—1 Yo Yn Yn—1 Yo Yo

Onendéduitque

3" + 5" 3ntl — 5

xn _ 2 3n - 5n 1 .t . -’L'n = 2
Un = |3nZlpse 3y 1 SO1U - gn+1 + 57
4 2 Un 4




