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r + ay + a’z = 1

1. (4 points) Ondonnele sysémelinéairesuvant,olac € C:{ a?z + y + az = 1
ax + dy + 2z =1
Discutersuivantlesvaleursdea I'existencedessolutions etle résoudredansC quandc’estpossible.

1 0 0
2. (6 points) Soity I'endomorphismeleR? munidelabasecanonique; 7 [0 | ,e5 | 1] ,e [0 7,
0 0 1
definipare(er) = 2ef — & + &, p(e3) = — &l + 285 + &, etyp(e3) = & + &

Donnerla matrice A de ¢ dansla basecanoniquePourquoipeut-onaffirmer sanscalculsque
A estdiagonalisablesurR? Donnerlesvaleurspropreset lesvecteurgropresde Aet endéduire A™

A0 O e 0 0
pourn € N ete pourt € R. (OnrappellequesiA’= [0 p 0 |,alorse = | 0 e 0 |,
0 0 v 0 0 et

etquesi A = PA'P~!, alorse4 = Pet4' P71

3. (4 points) Soit unendomorphismedeR" dontle polyndmeminimalestQ(\) = A3 —2X\2—\+2.
Détermineresracinesde Q. Montrer que estdiagonalisablesurR. Sin = 3, quepeut-ondire de
la dimensiondessous-espacqgzopresde ¢ ? Montrerquey estpourtoutn unisomorphismaele R"
etexprimersoninversep—! commeun polyndmeen .

][] 5 [0
4. (6 points) Soity 'endomorphisme&leR? munidela basecanonique e7 {0 e (11,23 0] 7,

o] lo) " 1]
défini parp(e7) = 5e1 + & — &, p(e3) = —2e1 + 28 + €3, etp(es) = & + 2e;.

Donnerla matrice A de ¢ dansla basecanoniqueet calculerle polyndme caracéristiquede ¢
(vérifier que3 estla seulevaleurpropre).Quelssontlesvecteurgropresde ¢ ? Montrerquey n’'est
pasdiagonalisable.

CalculerA — 31 (I étantla matricedel'identité) et (A — 3I)?; queltheo®mepermetd’affirmer
que(A —31)>=07?

Onseproposededéterminerw = aef + bes + ces telque{w, (p — 31d)(W), (¢ — 31d)*(W)}
soit unebasede R? : montrerque cetteconditionéquivautaa — b + ¢ # 0 (indication: calculerle
déterminandansla basecanoniquedu sysemede vecteursconsicere).

Onchoisitalorsw = &; etonprend{s; = (¢ — 31d)*(e3), &5 = (¢ — 31d)(e3), &3 = €; } pour
nouelle basede R®. Donnerla matricede ¢ — 31d danscettebaseet endéduirela matrice A’ de ¢
danscettemémebase.

n !
Enfin, a I'aide de la formule du bindme: (a + b)" = ) " __gkbF (valabledes que
P kl(n —k)!
. 3n n3n—1 n(n2—1) 3n—2
ab = ba), appliqueea [(A’ — 3I) + 31", montrerque A = | 0 3n n3n-1 , pourtout
0 0 3"

n € N. Commentpourrait-onendéduirele calculde A™ ? (on nedemandepasici defairececalcul).
(T.S V.P)



5. (4 points) On consicerele déterminand’ordren :

ap+zxz —1 0 O ... ... 0
a9 z -1 0 0
as 0 z -1 0
Dn = ay 0 0 xT
: : P . .0
Ap_1 0 0 o . z -1
an 0 0 0o ... 0 z
ouai,as,...,a,_1,a, SONtn nombregéelsou complexesquelconquesCalculerD,, D,, Ds.

En déweloppantD,, parrapportala dernereligne, montrerque D,, = zD,, ; + a,. En déduire
parrécurrencegueD, = 2" + a1 7" + a2+ ...+ a1 T + ap.
Application: soit A,, la matricean lignesetn colonnes

1 -1 O 0 0
1 0 -1 0 ... ... O
1 0 0o -1 - 0
1 0 0 ' :
N : : . .0
1 0 0 o . 0 -1
1 0 0 0 ... 0 0

Calculerle polyndme caracéristiquede A,, et en déduireque A,, estdiagonalisablesur C. (On
rappellequez™t! —1 = (z —1)(1 +z +z* +...+ z") etquelesracines: + 1 emesdel'unitédans
C sontn + 1 nombrescomplexesdistincts.)




