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1. (4 points) Ondonnele syst̀emelinéairesuivant,où ����� :

��	� 
 � �
� � ����� � ���� 
 � � � ��� � �� 
 � � � � � � � �
Discutersuivantlesvaleursde � l’existencedessolutions,et le résoudredans� quandc’estpossible.

2.(6points) Soit � l’endomorphismede ��� munidelabasecanonique

�� ���� ����� �!!
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) ,

défini par �+* �� ���-, �/. �� ��� � �� � � � �� � � , �+* �� � � , � � �� ��� � . �� � � � �� � � , et �+* �� � � , � �� ��� � �� � � .
Donnerla matrice 0 de � dansla basecanonique.Pourquoipeut-onaffirmer sanscalculsque0 estdiagonalisablesur � ? Donnerlesvaleurspropreset lesvecteurspropresde 0 et endéduire 021

pour 34�%5 et
�7698

pour :;�<� . (Onrappellequesi 02=>� � @? ! !! A !! ! B
"#

, alors
�7698�C � � �-D 6 ! !! �7E 6 !! ! �GF 6

"#
,

et quesi 0/�/HI0J=KHML � , alors
�7698 �/H �7698 C HML � ).

3. (4 points) Soit � unendomorphismede �N1 dontle polynômeminimalest OP* ? , � ? � � . ? � � ? � . .
Déterminerlesracinesde O . Montrerque � estdiagonalisablesur � . Si 3Q�SR , quepeut-ondire de
la dimensiondessous-espacespropresde � ? Montrerque � estpourtout 3 un isomorphismede � 1
et exprimersoninverse� L � commeunpolynômeen � .

4.(6points) Soit � l’endomorphismede ��� munidelabasecanonique

��	� �� ��� � �!!
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défini par �+* �� ���-, �/T �� ��� � �� � � � �� � � , �+* �� � � , � � . �� ��� � . �� � � � �� � � , et �+* �� � � , � �� ��� � . �� � � .
Donnerla matrice 0 de � dansla basecanoniqueet calculerle polynômecaract́eristiquede �

(vérifier que R estla seulevaleurpropre).Quelssontlesvecteurspropresde � ? Montrerque � n’est
pasdiagonalisable.

Calculer 0 � RVU ( U étantla matricedel’identité) et *W0 � R�U , � ; quelthéor̀emepermetd’affirmer
que *X0 � R�U , �;� !

?
Onseproposededéterminer

�� Y �Z� �� ��� �4[ �� � � ��\ �� � � tel que ] �� Y $ *^� � RVU
_ , * �� Y , $ *`� � RVU
_ , � * �� Y ,-a
soit unebasede �b� : montrerquecetteconditionéquivaut à � � [;�Z\dc� !

(indication: calculerle
déterminantdansla basecanoniquedu syst̀emedevecteursconsid́eŕe).

Onchoisitalors
�� Y � �� � � etonprend ] �� ef� �g*`� � RVU
_ , � * �� � � ,

$ �� e � �S*^� � R�U�_ , * �� � � ,
$ �� e � � �� � � a pour

nouvelle basede � � . Donnerla matricede � � RVU
_ danscettebaseet endéduirela matrice 0 = de �
danscettemêmebase.

Enfin, à l’aide de la formule du binôme: *W� �g[ , 1 � 1h i�j>k 3mln lo*W3 � n , l �
i
[ 1 L

i
(valabledès que

� [ � [ � ), appliqúeeà pK*X02= � RVU , � RVUfq 1 , montrerque 0J= 1 � � R�1 3rR�1 L � 1tsK1 L �Xu� R�1 L �! R�1 3rR�1 L �! ! R�1
"#

, pour tout3d�<5 . Commentpourrait-onendéduirele calculde 0J1 ? (on nedemandepasici defairececalcul).
(T. S. V. P.)



5. (4v points) Onconsid̀erele déterminantd’ordre 3 :

w 1 �
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!� 1 L � ! ! ! . . . 
 � �� 1 ! ! ! zGz7z ! 


xxxxxxxxxxxxxxx
où � � $ � �

$ zGzGz $ � 1 L �
$ � 1 sont 3 nombresréelsou complexesquelconques.Calculer

w �
,
w � , w � .

En développant
w 1 par rapportà la dernìereligne, montrerque

w 1 � 
 w 1 L � � � 1 . En déduire
parrécurrenceque

w 1 � 
 1 � � � 
 1 L � � � � 
 1 L � � zGzGz � � 1 L � 
M� � 1 .
Application: soit 0 1 la matriceà 3 ligneset 3 colonnes:

�||||||||| 
� � � ! ! zGzGz zGzGz !� ! � � ! zGzGz zGzGz !� ! ! � � . . .
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Calculerle polynômecaract́eristiquede 0 1 et en déduireque 0 1 estdiagonalisablesur � . (On

rappelleque 
 1G� � � ���g* 
 � � , *�� �d
��d
 � � zGzGz �d
 1 , etquelesracines3 � � èmesdel’unit édans� sont 3 � � nombrescomplexesdistincts.)


