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Examenfinal du 3juillet 1998

1. (6 points) Calculerle determinantdu sysemesuiant,puisdiscutersuivantlesvaleursdea I'exis-
tencedesessolutions.etle résoudreaventuellement

ar + ay + 2z =1

r + dy + z = a
z 4+ ay + az = 1

2. (8 points) Soit ¢ 'endomorphismeale R? dontla matricedansla basecanoniqueest

0 2 -1
A=12 0 -1
-1 2 0

Calculerle polyndbmecaracéristiquede ¢, sesvaleurspropreset sessous-espacgwopres.
Montrerquep n'estpasdiagonalisable.

Déterminerunebase{ v } de Ker(A + 2I) etunebase{ @'} de Ker(A — I).

Calculer(A — I)? etdéterminerunvecteurw de Ker(A — I)?, nonproportionnel @, ettel que
(W) =7+ .

Montrerque{«’, 7', W} estunebasedeR? ; donnera matricede passage” dela basecanoniquex
labase{w, v, w} etcalculersoninverseP~! (p. ex. parla méthodedu pivot).

Donnerla matriceA’ de p dansla base{w', ¥, w}. Montrer (p. ex. parrécurrencesurn) que

(=2) 0 0
A" = 0 1 n
0 0 1
etendéduireA™ enfonctionden.

3. (8 points) On seproposede déterminersi la matriced’ordren (ol n > 1 eta € R*):

0O a ... ... a
. .
A= |:
a
a ... ... a 0

(dontle termegéréralvauta partout,saufsurla diagonalepu il vaut0) estou nondiagonalisablegt
decalculersoninversesi elle existe.

a/ Calculerdet(A — AI) en ajoutantchaquecolonne,a partir de la 2¢, a la 1¢, puis en retranchant
la 1° ligne achacunedesautres.

b/ Calculerenparticulierdet(A) etendéduireque A estinversible.

c/ MontrerqueKer(A+al) estunhyperplaninoyaud’'uneformelinéaire),doncdedimension: — 1.

T.S.\VP.



d/ En déduireque Ker(A — (n — 1)al) estdedimensionl (vérifier quele vecteur| . | enestun

gérérateuy 1
e/ Endéduireque A estdiagonalisableurR .

f/ Quel estle polynbmeminimal de A? (N.B.: le polyndme minimal d’'une matricediagonalisable
n'a quedesracinessimples...)

g/ EndéduireA~! commepolyndmedu premierdegré en A et montrerque

-n+2 1 ... ... 1
Ail_ ] 1 . .
" (n—-1a '
( ) : . .. 1
1 . ... 1 —m+2

(matricedontle termegénréralvaut1 partout,saufsurla diagonalepu il vaut—n + 2).




