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Introduction a la biologie mathématique (biotechnologies, moélisation et simulation)

Controle des connaissances du 9 juin 2008 (suivi de son corig
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On traitera au minimum les exercicest|l ou bienll etlll .

Exercice |. On donne le systeme dynamique d&is

dx

@ .9

dt ey

d

d—i = —r—y+a’

a) Calculer et représenter graphiquement les nullclinEsgooints stationnaires de ce systeme. Veérifier
gu’ils sont tous hyperboliques (i.e., que le systemediig® tangent n’admet pas de valeur propre de
partie réelle nulle) et déterminer leur nature en paatishaque fois que cela a un sens les sous-espaces
stable et instable du systeme linéarisé tangent (cedesndiroites : donner leurs équations).

b) Préciser le sens de parcours (en temps positif) destioajes au voisinage des foyers et esquisser

un portrait de phase (i.e., donner I'allure générale digedtoires ; classer pour cela les régions du plan

. . d d
suivant les signes d%%j et ded—‘z :

Exercice Il. Schnackenberg a considéré en 1979 le systeme de mmactioniques suivant:
A= X,B—Y,2X+Y — 3X, avec les taux de réaction assodiestk_1, k; etks, respectivement.
On suppose que les concentrations des produits sodreeB sont en tres large exces par rapport a celles

des réactantX etY respectivement, si bien qu’on peut faire I’hypothéseCeylgge1 = % =0.
a) Expliquer pourquoi la cinétique de la réaction s’ealors :

X

X ) = kX + kXL

dly

PV~ ol - kalx 2]

Dédimensionnaliser ce systeme (i.e., proposer de nlmsvedriables: = u[X],y = v[Y],7 = wt, ou
u, v, w sont des constantes a déterminer) pour le transformecaast b constantes, en:

il + 2
— = a—xr+T
dr y
dy

—_— = b— 2

dr Ty

Montrer que ce systeme admet une région de confinementderaxz > 0,y > 0,z +y < m pour ses
trajectoires dans le plaix, y), le paramétren étant a déterminer en fonction des constantesh.

Y



b) Etudier les points stationnaires du systéme et leur éalih fonction des paramétrest b. Veérifier

qu'il existe une partition par la cubigye + b)® +a—b = 0 du plan de parametrés, b) en deux régions,
I'une dans laquelle le systéme de parameétres) admet un point stationnaire stable unique dans le plan
(x,y), lautre pour laquelle le systéeme n’a pas de point statinenstable, mais un cycle limite stable
(pour ce dernier point, utiliser le théoreme de Poind2eadixson, en remarquant qu’autour d’un point
stationnaire instable il y a toujours un petit disque dagsdttoutes les trajectoires sont sortantes).

c¢) Montrer qu’en tout point de la cubique, il y a une bifurcatde Hopf (vérifier que lorsque la trace de
la jacobienne s’annule, elle change de signe, et le diseami\ = (tr.J)? — 4 det J est alors négatif).

d) Représenter graphiquement cette cubique dans le plpardmeétresa, b) en utilisant le changement
de variables = a + b, Y = a — b, et la partition du plan de parameétresb) en zones de stabilité.

Exercice Ill. On donne le systéeme dynamique d&is

dx 3
— = x—Yy—z
dt Y

dy

dt y—y

a) Représenter sur un méme graphique les deux nullcliness — 2 et —z = y — »? et montrer que

ce systeme n’admet pas d’autre point fixe que l'origine. pOuarra raisonner ainsi: par invariance de la
figure par rotation d’anglg, il suffit de montrer que le systeme= z(1 — 2?),—x = y(1 — 3?) n'a

pas pas d’autre solution que la solution évideifte)) dans le premier quadramt> 0,y > 0; montrer
que pour des raisons de signes on doit aveirz? > 0, i.e.|z| < 1 etl —y? <0, i.e.|y| > 1; vérifier
qu'alors on devrait avoiff < z(1 — z?) < 1 ety > 1, ce qui est incompatible avec I'équation de la
premiere nulicline.)

b) Déterminer la nature du point fixe (et sa stabilité) ainge le sens de parcours des trajectoires a son
voisinage.

c) Montrer que la couronngl < 22 + y? < 2} est une région de confinement pour le flot (on montrera
gue le vecteur tangent a toute trajectoire fait aux bordsetie région un angle obtus avec le vecteur
normal unitaire sortant, i.e. que le champ est toujoemrant dans cette région du plan). En déduire, a
I'aide du théoreme de Poincaré-Bendixson, que le syst@dmet un cycle limite.

Corrig & du controle des connaissances du 9 juin 2008

Exercice |.a) Les nullclines sont la droite d’équatign= —g et la cubique d’équation = —z(1 — z?),

dont les points d’intersection, points stationnaires dstesye, sont les point$, 0), (
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( ) La matrice jacobienne du systeme s’écuit,. ) F' = {_1 P32 1)
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du linéarisé tangent comme du systeme non linéairg(dsle théoreme de Hartman-Grobman) ;

} a pour valeurs propresl1 4 v/2, donc l'origine est un point-selle
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(—1 +4): on a deux foyers stables du linéarisé tangent, donc démsgsnon linéaire lui-méme.

cost —2sint
b) Le calcul du flot du linéarisé tangent en chacun des fogenduit '/ = ¢! 1 ,

—sint cost
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d’ou par exemple le sinus de I'angle oner{te et ) , déterminant du systéeme des deux vecteurs dans

la base canomqu%?, 7} egal aée‘t sin t, donc positif en temps positif poumpetit : les trajectoires
s’enroulent autour des foyers dans le sens positif; on pesgiaetrouver ce résultat en esquissant le

portrait de phase au voisinage des foyers, qui montre urwetdngent faisant toujours un angle aigu
avec le vecteufcost, sin t) qui oriente le cercle unité dans le sens positif.

Exercice Il. a) Les variations de la concentration &nproviennent: (i) pour les apports, de la source
A avec le tauxk;, mais aussi de la réactiahX + Y — 3X, lorsque 2 molécules d& rencontrent
une molécule d& pour produire une troisieme molécule deavec le taux:s, et pour les pertes, de la
retransformation d& en A avec le taux_,, d’ou la premiere équation d’apres la loi d’action dess&
Explication analogue pour la deuxieme équation : unesssalirce dé”, la quantité de moléculB, une
seule possibilitée de 1dislparition de, Ia1 réaction2 X + }j — 3X. La dédimensionnalisation conduit a
w=k_j,u=v=~k_{k? a= k;:l% kik3[A], b= k;:l% kok2 [B] pour obtenir le systeme du texte.

En cherchant pour bord de la région de confinement un tiéegigla forme indiquée par le texte, on
obtient pour le calcul du produit scalaire du vecteur viéemgec le vecteur normal sortant par le bord
r+y = mlaquantité:(a — z + 2%*y).1 + (b — 2%y).1 = a + b — z, ce qui suggere dans un pre-
mier temps de limiter la région proposée a un trapezeédeupérieurement par les segments de droite
r+y=a+b+kety =k, krestant a déterminer. Mais la condition— x + 2%y).0 + (b — 2%y).1 < 0
sur le bord supérieur horizontal nouvellement crgé=( k) imposez? > b/k, donc pour satisfaire a
cette condition, il faut “décoller” de I'axe des ordonséde bord vertical (initialement = 0) du do-
maine en imposant par exempte > a et en choisissamt = b/a?; pourquoi décoller précisément
de a le bord vertical ? Parce que la conditiom — = + z%y).(—1) + (b — 2%y).0 < 0 sur ce bord
vertical est alors vérifiee pour toyt puisquex = a sur ce segment de droite. Enfin la condition
(a —x + 2%y).0 + (b — 2*y).(—1) < 0 sur le bord inférieur horizontal confondu avec I'axe des-ab
cisses est toujours vérifiee. Donc une région de confinepaur le flot, un peu plus restreinte que celle
(trop vaste) suggérée par le texteest a,0 <y < b/a*,x +y < a+ b+ b/a’.

b) Il y a un seul point stationnairez{ = a + b,y* = b/(a + b)?). Le calcul de la matrice jaco-
b—a (a+ b)*

bienne au point stationnaire donng .= J, ,\F = @_j;bb , dotdet J = (a + b)?

—(a +b)?

a+b

3 _
(a+b)]°+a b. Il en résulte que le [quart de] plan de paramétied) est partagé par la

ettrJ = —

a-+b
cubique(a + b)3 ++a — b = 0 en deux régions: gia + b)®> + a — b > 0, 'unique point stationnaire
(z* = a+b,y* = b/(a+b)?) du systeme est stable, et(8i+ b)> + a — b < 0, il est instable. Mais dans
le cas instable, comme il existe une région de confinemefibtidans le [quart de] plafz, y), cette
région contient d’apres le théoreme de Poincaré-Beod un cycle limite stable.




c) Pour tout couple de parameétriesb) sur la cubiquéa + b)® + a — b = 0, 'unique point stationnaire

(z* = a+b,y* = b/(a + b)?) du systéme donne lieu a une matrice jacobienne de trdte avec un
déterminant strictement positif, donc le discriminant (trJ)? —4 det J du polyndme caractéristique a
deux racines imaginaires pures conjuguées, et une tésveremsversale de la cubique par un segment de
droite joignant deux points situés de part et d’autre (ant peendre alors pour parametre de bifurcation
une parameétrisation d’un tel segment) fait apparaiteshifurcation de Hopf au point stationnaire.

d) lllustration graphique sans difficulté : dans le quatide parametres > 0,b > 0, instabilité a
I'intérieur de la lunule compacte > 0, (a + b)® + a — b < 0, stabilité partout ailleurs, y compris sur la
cubigue elle-méme, ou apparait la bifurcation de Hopf.

Exercice Ill. a) Le tracé des deux nullclines fait apparaitre une iavere de la figure par rotation
d’angleg : en effet les nullclines sont toutes deux symétriques @aport a I'origine (comme graphes
de fonctions impairesz — y = z(1 — 2?) ety — —z = y(1 — y?), et la deuxiéme se déduit de la
premiere par la rotation de centre I'origine et d’anéﬁe (x,y) — (y,—z). Lorigine est a I'évidence

un point fixe du systeme. Pour démontrer qu’il n’y en a pasitite (ce qu’on constate sur le graphique),
procédons comme indiqué dans le texte et placons-nasldgremier quadrarit > 0, y > 0):

s'il existe un autre point fixe, soft:, y) avecx > 0, y > 0, d’'abordz # 0 (sinony = 0) ety # 0 (sinon

r = 0),doluz >0,y > 0. Maisy = z(1 — 2?) avecz > 0 ety > 0 implique quel — 2? > 0, i.e.
quel < z < 1,dol0 < z(1 — 2%) < 1; de méme-z = y(1 — y?) avecr > 0 ety > 0 implique que

1 —y* < 0,i.e.quey > 1, ce qui est incompatible avéc< x(1 — 2?) < 1 ety = z(1 — 2?):ilnYy

a donc aucun autre point fixe que 'origine dans le premiedrargz > 0, y > 0 ni, par invariance de
la figure par rotation d’angl%, plus généralement dans le plan tout entier. On pouniasiaobtenir ce

résultat par simple substitution.
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b) La matrice jacobienne du systeme a l'origine.ggt) [ = L 1

} , de valeurs propres+ i, donc
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lorigine est un foyer instable. Et comme cette jacobien@erit aussi/ = v2 | 2 41 (ma-
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le sens de parcours sur les trajectoires qui spiralentta dar’origine est le sens positif.

trice de la similitude positive de rappart et d’angle%), ou encore parce qué’ = ¢!

x—y—a

/
C) Le vecteur tangent aux trajectoires est le vec{e";fﬂ} = {x by y3} . Le vecteur normal unitaire

sortant de la couronne est le vect ufg pour son bord intérieur (le cercle d'équatioh+ y* = 1)

etle vecteurﬁ [ﬂ pour son bord extérieur (le cercle d’équatioin+ 3> = 2). Sur le bord intérieur,

le produit scalaire du vecteur tangent a toute trajectiee le vecteur normal unitaire sortant est donc
—2? =yttt 4yt = —a? —y?+ (22 +y?)? - 22%y? = —22%y? < 0, et leur angle est donc toujours obtus
(au sens large, i.e. jamais aigu). Sur le bord extérieprdduit scalaire du vecteur tangent a toute trajec-
toire avec le vecteur normal unitaire sortant est de métne)? —z* —y* = 22 +1°— (22 +y?)%+ 2222 =

3 : ,
2—4+ %sin2 20 < —— < 0, et leur angle est donc toujours obtus. Il en résulte quéadenp est tou-

jours rentrant dans la couronne. Comme elle ne contientrgpioint stationnaire, c’est donc, d’apres le
théoreme de Poincaré-Bendixson, qu’elle contient whechmite.



