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OPT202 — Optimisation Différentiable 11

Controle des connaissances

e Durée: 3h (on ne peut probablement pas tout faire...).

e Dans chaque sujet (ou sous-sujet), on peut admettre des résultats énoncés dans des questions ou
sous-questions précédentes pour traiter la question ou sous-question courante.

e On peut consulter tous les documents distribués au cours, ainsi que ses propres notes.

e Ne pas écrire en rouge, couleur réservée aux observations des correcteurs.

o FEteindre tout appareil connecté & un réseau.

Notations générales

« L’ensemble [1:n] est celui des n premiers entiers non nuls, soit [1,7] N N.

e Les inégalités vectorielles doivent se comprendre composante par composante: si u et
v € R™ l'inégalité u < v (resp. u < v) signifie que, pour tout i € [1:n], u; < v; (resp.
u; < ’Ui).

e Ri:={teR:t20} et RT:={veR":v >0},

« On note Conv(E) 'ensemble des fonctions convexes fermées propres définies sur un espace
vectoriel E & valeurs dans R.

Partie 1: Quatre sujets indépendants

1. Direction de descente en optimisation convexe. Soient E un espace euclidien (produit
scalaire (-,-) et norme associée | -|), f : E - R une fonction convexe, f'(x;d) sa dérivée
directionnelle en z € E dans la direction d € E et df(z) son sous-différentiel en z € E.

Montrez que, si p est le projeté orthogonal de 0 sur df(x), alors f/(z;-p) < —|p|>.
2. Minoration de la valeur optimale par pénalisation extérieure. Soient X une par-
tie non vide d’un espace vectoriel E et f : E - R une fonction. On considére le probléme

d’optimisation
(Px)  inf f(x)

et le probléme de pénalisation associé
(P)  inf f(z)+rp(),
zel

oureRet p:E— R est une fonction vérifiant p(-) > 0 et p(X) = {0}. On note val(Px) et
val(P,) les valeurs optimales de ces problémes.

Sans supposer que les problemes (Px) et (P,) ont une solution, montrez que
1) val(P,) croit lorsque r augmente,

2) pour tout r € R, val(P,) < val(Px).

3. Conditions d’optimalité par pénalisation quadratique, avec qualification de Man-
gasarian-Fromovitz. On considére le probléme d’optimisation
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dans lequel f: R" - R et ¢ : R® - R™ sont continiment différentiables. Le probléme de
pénalisation quadratique associé a (Pr) consiste & minimiser sur R” la fonction 6, : R" - R,
définie en x € R™ par

O, (x) = f(2) + 3 e(@)" .

ot r >0, o, pour v € R™, v* est le vecteur de R” dont la i-iéme composante vaut max(0,v;),
et ou || - | désigne la norme 45 (euclidienne). On suppose que

(i) pour une suite de r — oo, la fonction O, a un point stationnaire noté z,, vérifiant donc
vO,(z,) =0,
(i1) T, — T lorsque 1 — +oo,
(i4i) T est un point admissible de (P;) vérifiant les conditions de qualification (QC-MF):

pour I1°(z) == {i e [1:m]: ¢;(z) = 0}, tout vecteur « € RL’O(@' vérifiant

Z achi(a_r) = O

ieI%(z)
s’annule.
Montrez que
1) en z e R™:

O, (x) = inf f(x)+ Zle(a) + 5],

2) il existe une suite {\,} c R7 telle que Vf(Z,) +c/(z,)T A = 0,
3) cette suite {\,} est bornée,

[Indication : on pourra raisonner par ’absurde, en montrant que, dans le cas contraire, il
existe une suite de A, telle que | A, | = oo, Ar/| || = 1 et en déduisant une contradiction.]

4) il existe un A € R™ tel que

{ V(@) +d(2)TA=0
0< A Le(Z)<0.

. Circonscription ellipsoidique d’un polyédre convexe. Pour une matrice M > 0 (symé-
trique définie positive) d’ordre n, on note
EM):={zeR": " Mz <1}
lellipsoide de R™ fagonné par M. Soient H > 0 et P le polyédre convexe de R™ défini par
P:={zeR": Az < b},

ou AeR™™ et beR™. On suppose que P # @&. On cherche & montrer I’équivalence suivante

Pc&(H) —  EHY)cA{yeR™:bTy<1}. (1)
Supposons, dans un premier temps, que P c &(H).

1) Montrez que, pour tout v € &(H '), on a sup{v'z:z e P} <1.
2) Montrez que &(H ) c AT{yeR™: b7y < 1}.
[Indication : on pourra utiliser le probléme d’optimisation du point 1, apreés justification.]
Supposons maintenant que &(H ) c AT{y e R™ :bTy < 1}.

3) Montrez que P c &(H).



Partie 2: Conjuguée et sous-différentiel d’une fonction spectrale

Pour z € R", on note [x] € R™ le vecteur formé des composantes de z en ordre décrois-
sant : il existe une permutation p : [1:n] - [1:n] (c’est-a-dire une application bijective)
telle que [x]; = x,(;) pour tout i € [1:n] et

[z]1 2 [z]2 2 - 2 [2],.

On dit qu'une fonction f:R"™ - R est symétrique si

VeeR":  f(z)=f([=]).

Cela revient a dire que 'on ne modifie pas la valeur de f(x) en permutant les composantes
de x.

On note 8™ 'ensemble des matrices d’ordre n symétriques, muni du produit scalaire
(A,B) = tr AB (la trace de AB), dont la norme associée est la norme de Frobenius A
[A]Lr = (A, A)V2 = (tr AZ)12,

Soient f:R™ — R une fonction symétrique et

A S _)RTLAH)\(A) = (Al(A),,)\n(A)),

la fonction donnant les valeurs propres de A en ordre décroissant (on rappelle qu'une
matrice A € 8™ a n valeurs propres réelles) :

A(A) 2 A (A) 2 2 M (A).

On appelle fonction spectrale une fonction de la forme fo A, avec f et A comme ci-dessus.
Ce sont donc des fonctions définies sur 8™, mais dont les valeurs ne dépendent que du
spectre des matrices.

On admettra 'inégalité de Fan suivante :

V(A,B)eS"x8":  (A,B)<AA)TA(B), (2)

avec égalité si, et seulement si, il existe une matrice orthogonale V telle que VTAV =
Diag(A(A)) et VT BV = Diag(A(B)) (rappel : une matrice V est orthogonale si V=1 = V).

Ci-dessous, R™ est muni du produit scalaire euclidien. On notera ¢* la fonction con-
juguée d’une fonction ¢ et dp(x) le sous-différentiel d’une fonction convexe .

5. Montrez que f* est symétrique.
6. Montrez que (foA)* = f*ol.
[Indication : pour 'inégalité < on pourra utiliser 'inégalité de Fan (2).]
7. Montrez que (foA)** = f** oA
8. Montrez que (fo\) e Conv(S™) si, et seulement si, f € Conv(R"™).

9. Montrez que
Vao,yeR™: Ty < [z]



On suppose dorénavant qu’en plus d’étre symétrique, f € Conv(R").
10. Montrez que
sedf(x) — [s]e€df([x]).

11. Montrez que les trois propriétés suivantes, reliant A et S € 8", sont équivalentes:

(1) Sed(feoA)(A),
(i) (S, A) = A(S)TA(A) et A(S) € f(A(A)),

(i41) il existe une matrice orthogonale V et des vecteurs a, s € R™ tels que
VTSV =Diag(s), V'AV =Diag(a) et scdf(a).

[Indication : le plus simple pour nous a été de démontrer successivement les équivalences (7)
< (i) et (i1) < (#i1), en utilisant ce qui a été démontré précédemment.|

12. Montrez que (f o)) est Gateaux-différentiable en A € 8™ si, et seulement si, f est Gateaux-
différentiable en A(A) € R™.

[Indication : c’est long et gratifiant...|
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OPT202 — Optimisation Différentiable II

Controle des connaissances (solutions succinctes)

Baréme: 53 points, qui seront ramenés a 20 (on peut évaluer les réponses avec des points
non entiers)

Partie 1: Quatre sujets indépendants

1. Baréme: 2 points

Par définition de la projection, on a pour tout g € df(x): (g —p,p—0) >0 ou {g,-p) < —|p|>
Par la formule du max, on en déduit que f'(z;-p) < —|p|*.

Remarque. On a donc montré que, si 0 ¢ 9f(x), —p est une direction de descente de f en z (alors
que —g n’est pas nécessairement une direction de descente pour un sous-gradient g arbitraire).
En réalité, on a ’égalité

f'(a;-p) = ~Ipl?,

car on a f'(x;-p) > (g,—p) pour tout sous-gradient g € df(x), donc aussi pour g = p € df(x),
ce qui donne I'inégalité inverse f'(z;-p) > —||p|>.

2. Baréme: 2 points

1)

2)

Soient 1 < ro dans R. Pour tout z € E, on a

val(Pr,) < f(x) +rip(z) < f(2) +r2p(2), 3)
parce que 71 < r2 et p(-) > 0. En prenant 'infimum en z € E & droite, on obtient val(P,,) <
val(P,,), si bien que {val(P,)} croit avec r.

Si, & droite dans (3), on prend l'infimum en x € X, on obtient val(P,,) < val(P), parce que
p(X) =0.

3. Baréme: 8 points

1)

2)

Baréme: 1 point

1l suffit de montrer que min {|c(z) + s[? : s e RT'} = |e(x)*|?, ce qui se déduit du fait que
le probléme a gauche de ’égalité consiste a projeter —c(z) sur Uorthant positif R7*. Comme
le projeté orthogonal est (—c(x))* = ¢(z)” (exercice X.2), la valeur optimale du probléme
vaut [e(z) +c(z)7|? = e(2)*]*.

Remarque. La fonction ©, s’obtient donc en remplagant la contrainte ¢(z) < 0 de (Pr) par
les contraintes équivalentes (¢(x)+s =0 et s > 0) et en prenant une pénalisation quadratique
des contraintes d’égalité tout en gardant explicite les contraintes de positivité s > 0.

Baréme: 1 point
La relation VO, (Z,) =0 s’écrit (exercice X.6)
V(z) +rd(z) e(z,)" = 0.

On a donc l'identité
V(@) +c (z) A\ =0, (4)

avec A\ == r¢(Z,)* qui est bien positif.



3)

4)

Baréme: 3 points (1 point pour la justification des propriétés de la sous-suite { A, }

Supposons que {\,.} ne soit pas bornée. Alors il existe une sous-suite, encore notée {\, },
telle que | A, | = oo et A\p/|| A | = 1 (la suite {A,./|A-||} étant bornée, on peut en extraire une
sous-suite convergente), pour des r — oo. En divisant les deux membres de (4) par || et
en passant a la limite, on trouve

@) Tu=0 et pux0.

Par la définition de A, u; = 0 si i € [L:m] ~ I°(z). Alors, par (QC-MF), on en déduit que
1 =0, ce qui est en contradiction avec la définition de p qui doit étre de norme 1.

Baréme: 3 points (2/3 point pour les 3 premiers items, 1 point pour le dernier)

e Comme {\,} est bornée, on peut en extraire une sous suite convergente, encore notée
)= A

o En passant a la limite dans (4), on trouve que Vf(Z,) + ¢'(z,)TA = 0.

e De la positivité de A, on déduit celle de \.

e Enfin, si ¢;(Z) < 0, alors ¢;(Z,) < 0 pour r grand; et donc (\); = r¢;(Z,)" = 0 pour r
grand, si bien que \; = 0. La complémentarité a donc bien lieu: AT¢(z) = 0.

4. Baréme: 8 points

1)

2)

3)

Baréme: 2 points
Soit ve &(H'). Pour z € £(H), on a

UTI _ (H—I/QU)T(HI/QI) < ”H—I/QUH HHl/QIH _ (UTH—lv)l/Q(xTHI)l/Q < 17

ot I'on a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Comme P c &(H), on a aussi v’

x € P et donc

x <1 pour

sup vz < 1. (5)
reP

Baréme: 4 points (1 pour le premier argument, 2 pour le second et 1 pour le dernier)

* On observe d’abord que le probléme (5) est linéaire et a une solution (car P # @ et le
probléme est borné).

e Par la dualité forte, son dual a la méme valeur : pour tout v € &(H 1), on a

max v’z =max inf v'z -y (Az -b) = minsup (v-ATy) Tz +b'y= min b'y<1
A<b = 0 y20 @ ATy=v
y=0

e On en déduit que
Voe&(H™), JyeR™: ATy=vetby<l.

Cela donne 'inclusion désirée.

e Au lieu des deux derniers points, on aurait pu aussi utiliser les conditions d’optimalité
du probléme linéaire: il existe un y € R™ tel que

v=A"y et 0<y 1 (Ax-b)<0.
Alors by =y T Az =0Tz < 1.

Baréme: 2 points

Soit z € P, vérifiant donc Az < b. On peut supposer que x # 0 (car 0 € &(H ), clairement).

Observons alors que
Hzx
——— —_e&(H™).
] <)
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Par 'hypothése, on peut trouver un y € R tel que

Hzx

a— >0 t bly<l.

En multipliant les deux membres de la premiére identité par x, on voit que

i
X Hw T T
- = Ax <b'y<1.
[E] L 2

>0 <b

Donc 2" Hz < 1, si bien que z € &(H).

Remarque. On a donc montré qu'un polyédre convexe est inscrit dans Dellipsoide &(H) si, et
seulement si, 'ellipsoide & (H ') est inscrit dans un certain polyédre convexe construit avec les
données du premier polyédre convexe.

Partie 2: Conjuguée et sous-différentiel d’une fonction spectrale

Baréme: 33 points

5. Baréme: 1 point

Soient s € R™ et p:[1:n] - [1:n] la permutation telle que s, = [s] (s, est le vecteur de R™ tel
que (5p)i = Sp(s))- On a

f(s) sup sz~ f(x)

zeR™

= sup s;:vp - f(zp) [car sTz = s;xp et f(z)=f([z]) = f(zp)]

zeR™

= sup s;:v - f(z) [car x — x,, est bijective]
zeR™

= [ (sp

= [ ([sD.
On peut aussi raisonner en partant de f*([s]) et en utilisant I’application réciproque de p,
notée ¢ (donc pog=1):

fr([s]) sup sy — f(x)

xeRn"

= sup Squ = f(zq) [car 52;—55 = Squ et f(z)=f([z]) = f(zq)]

xeRn"

= sup s'z-f(x) [car x — x4 est bijective]
xeR™

= ().

6. Baréme: 4 points (2 points pour “<” [dont 1 point si on remarque bien que R(A) c R" et pas
R(A) =R"|, 2 points pour “3>”)

Pour SeS8™, on a

(foA)*(9) sup (5, 4) - f(A(A))

AeSn

sup A(S)TAA) - F(MA)  [par (2)]
sup A\(S)Tx - f(x) [car R(\) c R"]

xeRn"

= [T(A9)).

IN

VAN



Pour I'inégalité inverse, on raisonne comme suit. Soit S = V Diag(A(S))V T une décomposition
spectrale de S. Alors

(feA)'(5) = sup (S, 4) = F(AMA))

> Slﬁg (S,V Diag(z)V") - f([x]) [en prenant A =V Diag(z)V'"]
= s%];i (S,V Diag(z)VT) - f(x) [car f est symétrique]
= sup (VTSV, Diag(z)) - f(z)
= wselz;i (Diag(\(S)), Diag(x)) - f(z) [définition de V]
= sup A(S) 'z - f(x)
= fT(A9)).

7. Baréme: 2 points (on peut étre tenté par un long cheminement)

Clairement
(foXN)™ = (fToN)” [f symétrique et question 6]

= ol [f* symétrique (par la question 5) et question 6].

8. Baréme: 2 points
On a

(fod)eConv(S") <= (foAN)™=(fo)) [proposition 3.40]
<> [f"old=fol [question 7]
— fT=f [R(A) =RZ; f et f** symétriques]
< feConv(R") [proposition 3.40],

ot on anoté RY :={zxeR": 21 > >x,}.

9. Baréme: 1 point (tant pis si ’étudiant s’embarque dans une démonstration longue)
11 suffit d’appliquer I'inégalité de Fan (2) a A = Diag(x) et B = Diag(y).

On peut aussi donner une démonstration directe, mais c’est plus long. Voici une démonstration
par récurrence. L’inégalité est clairement vraie pour n = 1. Supposons qu’elle le soit pour n—1 > 1
et montrons la pour n. En permutant les coordonnées de x et y de la méme maniére, on peut
supposer que [z] =z. On a par récurrence

2ty <[2]'7,
ot 7 := (y1,[(y2,---,yn)]). Si k € [1:n] est la position de y; dans [y], on a

[y] = (zj27"'7z}k7ylagk+la"' 72]71)

et
T T = k
[z]'g = [x] [y]- Z TiYir1l — ThY1 + T1Y1 + Z TiYs
i=1 =2
- k
= [x]" [yl + (@1 —xr)yr + ) (2 — 21T
i=2

k k
= [2]"[y]- 22 (@i —wi)yr + . (% — i1

2 =2
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k
= [2]"[w]+ Y (wi—xica) (Fi - 1)

=2 —— —

<0 >0
< [2]"[y).

10. Baréme: 3 points (pas beaucoup d’autres démonstrations sont justes)

11.

Sisedf(x),ona

f(z)+ f*(s)=s"z.

Par la symétrie de f (hypothése), celle de f* (question 5) et la question 9, on a

F(La]) + £ ([s]) = sTw < [s]"[«].

Donc [s] € 0f ([z])-

Baréme: 8 points

e Ona
Sed(foN)(A)
> (foAN)(A)+(foN)"(S)=(S,A) [proposition 3.49]
— f(AM(A)+ [T(NS)) =(S,A) [par la question 6]. (6)

e [(i) = (ii)] Baréme: 2 points

Supposons a présent que S € I(f o \)(A). Par la définition de la conjuguée, on a
FOMA)) + 5(A(S)) 2 A(S)TA(A).

Alors, I'équivalence (6) ci-dessus et I'inégalité de Fan (2) impliquent que (S, A) = A(S)TA(A)
et que

FOA)) + F1(A(S)) = A(S)TA(A). (7)
Cette identité montre que A(S) € 9f(A(A)) (proposition 3.49).

[(ii) = (i)] Baréme: 1 point
Supposons que (S, A) = A(S)TA(A) et que A(S) € f(A(A)). Alors (7) a lieu, de méme que
la partie droite de I’équivalence (6). Par celle-ci S € O(foA)(A).
[(i1) = (i7i)] Baréme: 1 point
Comme (S, A) = A\(S)TA(A), l'inégalité de Fan (2) est une égalité, si bien qu'il existe une
matrice orthogonale V' telle que
VTAV =Diag(A(4)) et VTSV =Diag(A(S)).
En définissant a := A\(A) et s:= A(S), et en utilisant A\(S) € 9f(A(A)), on obtient (iii).

[(¢ii) = (ii)] Baréme: 4 points

Attention: le fait que A et B soit diagonalisables par la méme matrice orthogonale V'
n’implique pas que l'on a égalité dans l'inégalité de Fan (2), car il faudrait aussi que les
diagonales obtenues soient dans RY.



On a

FOMA) + f5(NS)) [définition de f*]

f([a]) + £*([s]) [VTAV = Diag(a) et VTSV = Diag(s)]
fla)+ f(s) [f et f* sont symétriques]

sta  [sedf(a)]

= (Diag(s), Diag(a))

= (S,A)  [VTAV =Diag(a) et VTSV = Diag(s)].

NN

Dés lors (S, A) = A(S)TA(A) par l'inégalité de Fan (2). Ensuite s € df(a) implique que
[s] € df([a]) (question 10) et donc A(S) € If(A(A)), car A(S) =[s] et A(A) = [a].

12. Baréme: 12 points

e [=]| Baréme: 6 points (2 pour la sous-différentiabilité de f en A(A), 4 pour la suite)

Supposons que (f o)) soit Gateaux-différentiable en A € 8™. Alors son sous-différentiel est

un singleton
(foN)(A) = {S}.

Par l'implication (¢) = (ii) de la question 11, A(S) € 9f(A(A)), si bien que f est sous-
différentiable en A\(A).

Soit & présent § € Of(A(A)). Il s’agit de montrer que § = A(S). On sait, par 'implication
(i) = (it) de la question 11 [(i) = (i7)] et les conditions d’égalité dans I'inégalité de Fan (2),
qu’il existe une matrice orthogonale V' telle que

VTSV =Diag(A(S)) et  VTAV =Diag(A\(A)).
On introduit S := V Diag(3)VT. Alors,
VTSV =Diag(5),  V'AV =Diag(A(4)) et  5cdf(A(A)).

Par la question 11 [(iii) = (i)], S € d(f o A\)(A), si bien que S = S (unicité du sous-gradient
de (fo)) en A). Maintenant, Diag(A\(S)) = V'SV = VT§V = Diag(5) montre que 5 = A(S).

e [«<] Baréme: 6 points (2 pour la sous-différentiabilité de (fo\) en A, 4 pour la suite)

Supposons que f soit Gateaux-différentiable en A\(A) € R™. Alors son sous-différentiel est un

singleton
9f(AM(A)) = {s}-

Soit V orthogonale telle que A = V Diag(A(A))VT. On introduit S = V Diag(s)VT, si bien
que
VTSV = Diag(s),  V'AV =Diag(A(A)) et  sedf(A(A)).

Par I'implication (iii) = (¢) de la question 11, S € (foX)(A), si bien que (fo\) est sous-
différentiable en A.

Montrons a présent que
A(foA)(A) = {VDiag(s)V":V est orthogonale et A = V Diag(A(A))VT}. (8)

o [c] Soit S € d(foA)(A). Par 'implication (i) = (ii) de la question 11, puis par les
conditions d’égalité dans 'inégalité de Fan, il existe une matrice orthogonale V' telle que

VTAV =Diag(A(4)), V'SV =Diag(M(S)) et  A(S)ecdf(A(A)).
On en déduit que A\(S) = s (unicité du sous-gradient de f en A(A)) et donc que S =
V Diag(A\(S))VT = V Diag(s)V".
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o [5] Si S est dans I’ensemble a droite dans (8), on a pour une matrice orthogonale V
VTSV = Diag(s), VTAV = Diag(A(A)) et sedf(A(A)).
Par I'implication (#ii) = (i) de la question 11, on en déduit que S € d(foA)(A).

Montrons a présent que 9(foA)(A) est un singleton. Cet ensemble est convexe (c’est un
sous-différentiel) et, par (8),

VS ed(for)(A), ISIE = lsl3-

Alors (f o\)(A) est nécessairement un singleton, car A € 8™ ~ | A|% = (A, A) est une fonction
strictement convexe.
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