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OPT202 — Optimisation Différentiable II

Controle des connaissances

e Durée: 3h (on ne peut probablement pas tout faire...).

e Dans chaque sujet (ou sous-sujet), on peut admettre des résultats énoncés dans des questions ou
sous-questions précédentes pour traiter la question ou sous-question courante.

e On peut consulter tous les documents distribués au cours, ainsi que ses propres notes.

e Ne pas écrire en rouge, couleur réservée aux observations des correcteurs.

o Eteindre tout appareil connecté & un réseau.

Partie 1: Quatre sujets indépendants
1. Convexité. Soient | - | la norme euclidienne de R"™, ¢ un point de R™ et P une partie non
vide quelconque de R™. Montrez que ’ensemble
C:={xeR":|z-a| <|z-y| pour tout y € P}
est convexe et fermé.

2. Projeté d’un polyédre convexe.

On consideére le polyédre convexe
P = {(:vl,xg) eR™ xR™ : Ay + Agsxo < b},

ou les matrices A; sont de type m x n; et b € R™. Le projeté de P sur R™! est, par définition,
I’ensemble
Py = {21 e R™ : il existe un x5 € R"* tel que (x1,22) € P},

Montrez que
Py ={x; e R™ :yT(A;z1 - b) <0, pour tout y e R™ n V(A1 (1)

ot N'(A]) est le noyau de AJ.

3. Meilleure résolution d’un systéme linéaire non réalisable. On considére le probléme
d’optimisation en x € R™ suivant

(P)  inf |Az-b],

ot AeR™™ heR™ et || est une norme arbitraire sur R™. On note f : R™ - R la fonction
conveze définie en x € R" par f(x) = |Ax - b|.

1. Montrez que le sous-différentiel de f en x € R™, pour le produit scalaire euclidien, s’écrit
af(x) ={ATy: yl, <1, y"(Az -b) = |Az - b]}, (2)

ott v e R™ > v, := sup{vTu: ||Ju| < 1} est la norme duale de | - | pour le produit scalaire
euclidien.



2. On considére & présent le probléme d’optimisation suivant, qui est équivalent au probleé-
me (P):

D inf(z,v)eRanm HUH
() {Az—b+v:0.

Montrez dans quel sens on peut considérer le probléme (D) ci-dessous comme le probléme
dual lagrangien de (P) (et donc de (P)):

SUp, g b1y
(D) ATy =0
lyl, <1.

3. Montrez que (P) et (D) ont une solution et qu’il n’y a pas de saut de dualité.
4. (a) Montrez que ’ensemble
C:={xeR(A"): |Az - b| = val(P)}
est convexe (on a noté R(AT) I'image de AT et val(P) la valeur optimale de (P)).

(b) Montrez que ’ensemble des solutions de (P) s’écrit

Sol(P) = C + N(A).

(¢) Montrez que C est réduit a un point lorsque | - | est la norme /5 (ou euclidienne)
de R™.
5. Montrez que, lorsque la norme utilisée dans (P) est la norme |- |1 :y € R™ » |y|1 :=

> |yil, le probléme (P) peut s’écrire comme un probléme d’optimisation linéaire.

4. Biconjuguée du compteur de composantes non nulles. On note |z||, la norme ¢, d'un
vecteur € R™ (p =1 ou o), By := {zx ¢ R": |z|; < 1} la boule unité fermée de R™ pour la
norme /1 et

|zl = ie[1:n]:z;# 0}

le compteur de composantes non nulles d'un vecteur x € R" (dans cette définition, |- | est
utilisé pour désigner le cardinal d’un ensemble). On considére la fonction f: R™ - R définie
en x € R" par

f(@) =|zfo+Ip,(x),
ou Zp, est l'indicatrice de By (Zp,(z) =0si 2 € By et Zp,(x) = +o0 si x ¢ By).
On note f* : R® - R et f** : R” - R les conjuguée et biconjuguée de f pour le produit
scalaire euclidien de R".
1. Montrez que f*(x*) >0 pour tout z* € R™.

2. Montrez que f*(z*) < (|z*] o — 1) pour tout z* € R™, ou, pour un scalaire ¢, on a noté
t* = max(0,t).

3. Montrez que, pour tout * € R", on a
@) = (|2 - 1)" (3)

[Indication : On pourra examiner successivement les cas ol [2* [ <1 et [|@* oo > 1.]

4. Montrez que, pour tout x € R", on a
7 (@) = [z + I, (2). (4)

[Indication : On pourra examiner successivement les cas ou [z]; <1 et x|y > 1.]



Partie 2: Ensemble saillant de minimiseurs

Soient E un espace euclidien de produit scalaire noté (-,-) (norme associée |- |), B :=
{z € E: ||z| <1} la boule unité fermée de E, f ¢ Conv(E) (ce qui signifie que f est une
fonction convexe, propre et fermée) et fumin := inf{f(z) : 2 € E}. On suppose que fuin est
fini et que f a un ensemble de minimiseurs S :={z € E: f(x) = fmin} non vide.

1. Montrez que, quel que soit z € E, le probléme inf{|z - y| : y € S} a une solution et une seule.
On la note Pg(x).

On note dg () := [|[x—Pg(z)| la distance de x & S, pour la norme |-|. On dit que I’ensemble
des minimiseurs S est saillant s’il existe o > 0 tel que

VeeE: f(x)2 fuin+ads(x). (5)

Dans une premiére partie, on se propose de montrer que cette propriété est équivalente a
I'inclusion suivante (pour le méme a > 0)

S+aBc U(a:+8f(m)), (6)

zeS

ou le sous-différentiel df(z) de f en x € E est calculé pour le produit scalaire (-,-).
Supposons dans un premier temps que (5) ait lieu et 'on se donne pour objectif de
démontrer (6). Soient T € S, u € B et T := Pg(Zo + au). On introduit g := o+ au — .

2. Montrez que [g] < a.
3. Montrez que Vz € E, f(z) > f(Z) + (9,2 — T).
4. Montrez que (6) est vérifiee.

Supposons & présent que (6) ait lieu et I'on se donne pour objectif de démontrer (5). Soient
x eE\S et T :=Pg(x).

5. Montrez qu'’il existe un z1 € S et g1 € 9f(Z1) tels que

xr—T _
T——r =1+ 1.
|z -z

6. Montrez que f(z) > fmin + (91,2 — Z1) et en déduire (5).

Dans une seconde partie, on considére I'algorithme de minimisation de f, qui calcule en
x € E le nouvel itéré x, comme solution de

inf (£(0)+ 31y~ 2?). g

7. Sachant que les fonctions de Conv(E) ont une minorante affine, montrez que le probléme (7)
a une solution et une seule.

8. Supposons que f ait un ensemble saillant de minimiseurs. Montrez que si z est suffisamment
proche de S, alors z, € S.
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Controle des connaissances (solutions succinctes)

Partie 1: Quatre sujets indépendants

1. Comme
C=Cy, avec Cy = {z e R™: |z —a| < |z -y},
yeP
il suffit de montrer que, pour y fixé dans P, C, est convexe et fermé pour qu’il en soit de
méme pour C. Or l'inégalité |z — af < [« — y| s’écrit aussi (on éléve au carré et on développe)
2" (y—a) < (Jy|* - [a]?)/2; elle est donc affine en z. Donc C,, est un demi-espace fermé de R™
(c’est la description de Voronoi d’un demi-espace), donc un convexe fermé.

Remarque. On notera que la fonction ¢ : @ — |z —a| — |z — y| (avec a et y fixés) n’est pas
convexe. Par exemple le long de t — 2z := (1 —t)a +ty, on a

—|y-al] sit<0 (constante)
o) =4 2t-1)|y-a|] si 0<t<g1 (affine)
ly—al si 1<t (constante).

2. On note P/ I'ensemble a droite dans (1).

[Py ¢ P{] Cette inclusion s’obtient facilement en multipliant chaque membre de l'inégalité
Aqyx1 + Agxo <D par un y > 0 dans le noyau de A-2r.

[P1 > P/] Voici deux approches possibles.
e Sizye P,ona
b—Ayz e (R nN(AD))*
={y: (42 -4y DTy>0}"
={Aszs +5:520},

par le lemme de Farkas. Dés lors, il existe un xo tel que Ajzq + Asaws < b.

On peut aussi procéder comme suit :

b- A1I1 € (RT ﬂN(A;—))Jr

= (R7)*+ (N(47))*
=R7+R(A2)  (RP")" =R et N(A7)" =R(A2)
=R+ R(Az),

ou la premiére égalité vient de ce que (K1 nKy)" = Kj + K3 si K et Ky sont des cones
convexes fermeés et la seconde vient du fait que R + R(A3) est fermé (c’est un polyédre
convexe comme somme de 2 polyédres convexes). Comme ci-dessus, il en résulte qu’il existe
un xo tel que Ajzq + Asxo <.

e On observe que le probléme d’optimisation linéaire
inf (b— Ayz1)Ty
AJy=0
y20



a une solution (par exemple y = 0, car son objectif est > 0 sur son ensemble admissible, par
hypotheése). On prend comme lagrangien la fonction

(y, (2,8)) = (b— Ayxy) Ty a3 Ay —s'y.

Les contraintes d’un probléme d’optimisation linéaire étant qualifiées, les conditions d’opti-
malité affirment alors 'existence de multiplicateurs (2, s) tels que

Al.Il +A2I2+S=b et s> 0.
Donc Ajxq + Asxs < b, c’est-a-dire (z1,x2) € P, ce qui signifie que x1 € P;.
. On a en effet 9f(x) = ATO(| - |)(Ax - b) (sous-différentiel de la composition d’une fonction

convexe et d’une application affine). Comme 9(| - |)(v) = {y: |y, <1, y"v = |v|} (séance
de TD7), le résultat s’ensuit.

. On peut écrire (P) comme le probléme

inf sup v -y (Az - b+v).
(z,v)eR™xR™ yeR™

De ce point de vue, on obtient comme probléme dual

sup inf v -y (Az - b+v) ()
YeR™ (z,v)eR"xR™

= sup (87 = sup (ATy) o = sup [y - o]

yeR™
- sup by siATy=0cet |y|, <1
yerm | —00 sinon,

ot 'on a utilisé la conjuguée Zp, de la norme. Ce dernier probléme est équivalent au problé-
me (D).

. o Le probléeme (P) peut aussi s’écrire inf {|y - b : y € R(A)} qui a une solution y € R(A)
(car le critére est continu coercif et I’ensemble admissible est fermé non vide), donc il existe
un x € R” tel que y = Az et ce x est solution de (P).

e Le probléme (D) consiste & maximiser une fonction continue sur un compact non vide; il
a donc une solution.

o Typiquement, lorsque (P) et (D) ont une solution, l'absence de saut de dualité se montre
au moyen des conditions d’optimalité.

Comme une contrainte de (D) est non différentiable et que ’on n’a pas vu de conditions
d’optimalité pour ce cas, on utilise la condition d’optimalité de (P) en une solution x,
qui s’écrit 0 € Of(x). Alors, par (2), il existe un 3" € R™ tel que ATy’ =0, |[y/[, < 1 et
()T (Az - b) = |Az - b|| ou —(y")Tb = | Az - b| = val(P). On voit alors que y = —y’ vérifie
les contraintes de (D) avec un cott égal a val(P). Comme val(D) < val(P), on en déduit
que y est solution de (D) et qu’il n’y a pas de saut de dualité.

. (a) L’ensemble C est I'intersection du convexe R(AT) et de I'ensemble des solutions de (P),
qui s’écrit Sol(P) :== {x e R" : ||[Az - b|| = val(P)} = {z e R" : |Az - b| < val(P)} (il est
convexe comme ensemble de sous-niveau de fonction convexe x — |Ax - b|). C’est donc
un convexe.

(b) Six € Sol(P), on peut écrire = xg+x1 avec 29 € N(A) et 21 e N(A)* = R(AT). Comme
Az —b= Az - b, il sensuit que 21 € R(AT) nSol(P) = C. Donc z € C + N (A).
Inversement, si x = x1 + zg avec x1 € C' et g € N(A), on a Az — b= Az, - b, si bien que
| Az —b|| = val(P), ce qui signifie que z: € Sol(P).

(c) L’ensemble C contient les solutions de (P) qui sont dans I'image de AT. Lorsque || = |||z,
cet ensemble contient 'unique solution de norme minimale de (P).



5. En effet, (P) se récrit alors comme suit

Min(y ¢)ernxkm 2o ti
—tiS(Ax—b)iSti, Vie[l:m],

qui est bien un probléme d’optimisation linéaire (minimisation d’une fonction linéaire sur un
polyedre convexe).

N

Remarque. Si | - || est la norme {1, en résolvant (P), on cherche & satisfaire exactement le
plus grand nombre possible d’équations scalaires du systéme Ax = b (qui est éventuellement non
réalisable), tout en minimisant erreur | Az - b|1, sans savoir a priori quelles sont ces équations
scalaires qui peuvent étre résolues exactement. Ceci est illustré en dimension m = 2 a la figure 1.
On voit que la solution Z; obtenue avec la norme ¢; rend la seconde composante de Az égale

R(A)

Figure 1: Meilleures solutions Z; en norme {1 et Zs en norme {5, ainsi que les courbes de
niveau de la fonction y € R? = |y - b];.

a celle de b, donc (AZ; —b)2 = 0; alors que la solution Zo, obtenue avec la norme ¢, rend toutes
les composantes de AZo différentes de celles de b. Par ailleurs, la résolution en norme fo, qui
ne demande que la résolution d’un systéme linéaire, est moins cotiteuse que la résolution en
norme {1, qui requiert la résolution d’un probléme d’optimisation linéaire.

4. 1. La conjuguée s’écrit en x*:
F*(@*) = sup («*) Ta ~ |z]o.
reBq

En prenant x = 0 € By, on obtient

fr(@)>0. 9)
2. En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient
fr@®) < sup |2* oo lzl1 = ]o
xreB1

=0 siz=0
<lz*]leo =1 size By ~{0}
< (J2" e -1)" (10)
3. » Supposons d’abord que [z [ < 1. En utilisant les inégalités (9) et (10), on en déduit que
fr(@) =0.

* Supposons maintenant que |2* oo > 1. Si ||| o = ||, on obtient en prenant = = sgn(z} )e’ €
By que f*(x*) 2 |2*| s — 1. Alors (10) implique que f*(z*) = 2" |0 — 1.

4. Par définition, on a

F (@) = sup (a") e~ f*(2") = sup (¢7) a ~ (J2" [ ~1)".

z*eR" z*eRn



¢ Supposons dans un premier temps que |z [; < 1. Considérons successivement les supremums
en z* € R™ avec les contraintes additionnelles |2 e <1 et |2 ||oo 2 1:

sup (2*)Tw~f*(2") = sup (z%)Tz =zl

=+l lz* o<1
et
sup (")~ f* (")
lz*loe>1
*\T *
= sup (27) @ - (2w — 1)
2= [loo>1
< sup 2" |e (Jzfi - 1) +1 [Holder]
2*floo>1 —
<0
= lz|1 [en prenant |x*||e = 1, le plus petit possible].
Deés lors

|z <1 = 7 (@) = ]

e Supposons maintenant que |z, > 1. Alors, il existe un =} tel que |z} [e < 1 et (27)Tz > 1.
En prenant z* de la forme tz] avec ¢ > 0, on voit que

F@)> sup o t(@l) e -tfelfeo+1> sup  t[(a]) e~ el ]e] + 1 = +oo.

t51/]2} | 1|2 oo e
>0
Conclusion : on a montré que, sur la boule unité de la norme ¢4, ||-|1 est la plus grande fonction

convexe qui minore la fonction non convexe | - ||p (alors que sur R™ cette plus grande fonction
convexe est nulle).

Partie 2 : Ensemble saillant de minimiseurs

1. L’ensemble S s’écrit aussi S :={x € E: f(x) < fmin}. C’est un convexe fermé (car f est convexe
fermée et S est un ensemble de sous-niveau de f), non vide (par hypotheése). Donc le projeté
d’un point x € E sur S existe et est unique.

2. Voici deux démonstrations possibles.

o Comme 7 est le projeté de To+au sur S et Tg € S,on a |g| = [(Zo+au)-Z| < | (Zo+au) -] =
alul = a.

e On prend le produit scalaire de g := Zg + au — T avec g et on utilise le fait que (g, o - z) < 0.
On trouve ||g|? < a{g,u) < a|g| (Cauchy-Schwarz). Donc |g| < a.

3. Soit z € E. On a

(9,2 =Ps(x)) + (9, Ps(x) - x)

(g, - Pg(x)) [Z =Pgs(Zo + au) et Pg(x) € S|
alz -Pg(x)] [Cauchy-Schwarz et | g < o]
adg(x) [définition de dg(x)]

f)-f@) (6],

<97$_‘f)

NN IN N

qui est l'inégalité recherchée.



4. Parle point 3, g € 9f (). Alors, on a montré que ’élément générique de 'ensemble a gauche dans
(6), To + au, qui est égal & T + g, est donc dans 'ensemble & droite dans (6). Ceci démontre (6).

5. On utilise directement (6) avec Z € S et (x —z)/|z - Z| € B.
6. En utilisant le fait que g1 € 9f(Z1), T1 € S et en substituant la valeur de
g1 =2-T1+a(z-2)/|x-z|,

on trouve

o _ _ _ _
M(m—x,x—xl)-k(xl—x,xl—x).
—_———

>0

f(.I) 2 fmin+ (glvx_'f1> 2 fmin+

On se libére du dernier terme, qui est positif par une caractérisation de la projection. En
partageant x — Z1 = (x — T) + (T — T1) dans le second terme, on obtient

f@) 2 fom +ads(z) + ——— (T — 2,71 - T).
|l -2 — — ——
>0

On obtient (5) en observant que le dernier terme est positif par une caractérisation de la pro-
jection.

7. Comme ¢, := f + 3| - -z est fermée (car f l'est), le probléme (7) aura une solution si I'on
montre que ¢, (y) - +oo lorsque ||y| - oo. Soit y — (&, y) + @ une minorante affine de f. En
utilisant Cauchy-Schwarz, on trouve

1
va(y) > (Gydraxgly—af
1 2 1 2
> = 1€l Iyl + o+ 5ly1® - Iyl o] + 3 el
1 1,
> (=lyl- 1€l - ta+ = .
(3191~ 161 -l ) Iyl + @+ 5 o]

On en déduit que ¢, (y) = +oo lorsque |y|| = oo et done que (7) a au moins une solution.

L’unicité vient de la stricte convexité de ¢, dérivant elle-méme de la stricte convexité de |-—z?.

8. Siz e S+aB, d’aprés (6), il existe un T € S tel que x = T + g, avec g € Jf(Z), ce qui s’écrit aussi
0€0f(Z)+Z-x. Ceci montre que Z est 'unique solution de (7). Dés lors z, = T et donc z, € S.



