SOLUTIONS

1 Existence d’une solution primale-duale strictement complémentaire

1. « Montrons que BN N = @.

On ne peut avoir ¢ € BN N, car on aurait alors une solution primale z avec x; > 0
et une solution duale (y, s) avec s; > 0. Comme ’ensemble des solutions primales-
duales est un produit cartésien (ce sont des points-selles du lagrangien), le triplet
(x,y, s) serait une solution primale-duale qui contredirait la complémentarité.

e Montrons que BUN = [1:n] si, et seulement si, l’'on a complémentarité stricte.

[=] La convexité de Sp implique qu'il existe z € Sp tel que xp > 0. De méme, la
convexité de S, implique qu'il existe (y,s) € Sp tel que sy > 0. Alors, B U
N = [1:n] montre que (z,y,s) est une solution primale-duale est strictement
complémentaire (on utilise aussi le fait que I’ensemble des solutions primales-
duales est un produit cartésien).

<| 1 (z,y,s) est une solution primale-duale strictement complémentaire, alors

Si luti imale-dual i 1 i 1
{ie[l:in]:x; >0 CBet{ie[l:n]:s >0} CN.Par (10.1), on voit que
BUN =[1:n].

2. L’ensemble admissible de (P;) est formé des solutions de (Pp) et nous avons supposé
qu’il y en avait. Par ailleurs, par définition de B, sa valeur optimale est nulle. Ce pro-
bléme d’optimisation linéaire a donc les mémes solutions que celles du probléme (FPp).

3. On choisit une solution z de (FPy) avec (zg)p > 0. Les conditions d’optimalité assure
I'existence de (yo, so) tel que

ATyo+s9=c
Al‘():b
O§SQJ_$0>O.

Comme z est aussi solution de (P), il existe (y1,s1,%1) € R™ x R™ x R tel que

ATy + 51 +epe = tic

AJZQ =b

0 < S1 1 ) 2 0

0 <t 1 (CTx() - Val(PQ)) < 0.

En additionnant les relations correspondantes de ces deux systémes, on voit que
(z,y,s) défini par

Yo+ u 80+ s1+epe

= et - - =

T 1+4 ' 1+4

est solution primale-duale de (Py), que zp = (x9)p > 0 et que spe > 0. Il s’agit donc
d’une solution strictement complémentaire de (FPp).
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2

Polyéedres convexes imbriqués

o [(4) = (i1)] A premiére vue, le probléme de savoir quand est-ce que le polyédre Py est

3

contenu dans le polyédre Pp semble compliqué. Le probléme se clarifie si ’on remarque
que cela revient & montrer que P4 est contenu dans chaque demi-espace {x € R" :
Bj.x < b1}, pour i € [1:mp], ou B;. est la i-iéme ligne de B. Ce dernier probléme peut
s’exprimer par ’optimisation linéaire.

Soient ¢ € [1:mp]. Considérons le probléme d’optimisation linéaire en x € R™ suivant
inf, —B;.x
Ax < a.

Par hypotheése, ce probléme est réalisable (car P4 # &)) si bien que sa valeur optimale
n’est pas +o0o. Par ailleurs, si (i) a lieu, sa valeur optimale est > —b;, ou b; est la i-iéme
composante de b, car chaque fois que Ar < a, on a Bx < b et donc B;.x < b;. Le
probléme a donc une solution, disons ; € R”. Le lagrangien du probléme s’écrit

(z,y;) € R" x R™ — —B;.x +y; (Az — a).
Par les conditions d’optimalité, on a I'existence d’'un y; € R™4, tel que
Bi::yz—'I—A, OéyiJ_(A:Z"i—a)go.

Alors, on a

yla = yi Az [complémentarité]
= Bi% (B =y, Al
< b [valeur optimale > —b;].

On obtient la condition (i7) en prenant la i-iéme ligne de Y égale a y..

[(ii) = (7)] Supposons que (ii) ait lieu et que & € Py, si bien que Az < a. Alors, en
utilisant les propriétés de Y données dans (i), on a

Bxr=Y Az <Ya<b
R~

>0 <a

Donc x € Pp et (i) a lieu.

Alternative de Motzkin non homogéne

Voici deux démonstration possibles.

1) On utilise le lemme de Farkas.

* [(i) = (#4)] Comme (i) a lieu, il existe € R, sp € RI"?, s¢ € R} et € > 0 tels
que
Axr = a, Bx + sp = b, Cx+ sc =c—ce,

ol e est le vecteur de uns de R™¢. Ceci peut s’écrire

a A 00
b e|B I 0] (R"xRI xR}I). (10.3)
c—ee 0 0 I
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Par le lemme de Farkas, cette relation est équivalente & la suivante

a
b €1 (a,8,7) € R4 x R™B x R™C :
Cc—¢&e
AT BT CT\ /a "
0 I 0] (8] e{Or} xR xR} . (10.4)

0 0 )\
Dés lors, si (o, B7) € R™4 x R x R'C vérifie ATa+ BT84+ CTy =0, on a
ala+b f4+cTy>ceeln.

Par conséquent, si les hypothéses du point (i7) ont lieu, c’est-a-dire si (a, B7) €
R™4 x RT'E x RY'C vérifie ATa + BTA+CTy=0eta'a+b"B+c'y<0,0na

0=a'a+b"f+cy=eey >0,

si bien que les inégalités de cette chaine sont en réalité des égalités. On en déduit
que v = 0 (parce que EeT’y =0 et ee > 0) et aussi que ala+b"8=0 (parce que
ala+b"B+cTy=0ety=0).

e |(i1) = (4)] Il suffit de trouver un € > 0 tel que 'on ait (10.4), car alors (10.3) a lieu
(par le lemme de Farkas) et (i) s’ensuit. Autrement dit, il suffit de montrer que

Je >0,V (a, B7) € R™ x RP x R’ vérifiant
ATa+B"B+CTyv=0,onaa’a+b"B4+cTy >celr.

On choisit de raisonner par ’absurde en supposant que

Ve >0, 3 (ae, Be:) € R™4 x RI'P x R vérifiant

10.5
ATa, + BT +CTy. =0et ao. + 0. + Ty < ceTr.. (10.5)

On prend une suite de € | 0 et on note

AT BT CT
mma(a T+ L e = (G ).
ot || - || est la norme euclidienne (ce choix raffiné de ¢. est guidé par la forme de la
condition (i7) ; le choix plus commun de t. := ||(ae, B:,7:)|| permettrait de passer a
la limite comme ci-dessous, mais pas de conclure).

Observons que t. > 0, car sinon l'inégalité stricte dans (10.5) ne peut avoir lieu.
Observons ensuite qu'avec z. := (ae, B 7 ) /te, la suite {Mz.} est bornée dans R"+1
(mais {z:} n’est pas nécessairement bornée), parce que les n premiéres composantes
de M z. sont nulles et sa derniére composante est majorée par

|aT04€ + bT5€| + |CT7€| < |aTOz€ + bTﬁe| llell 1ve l

< + =1+ ||c|.
te te \aTaE + bTBE’ (Al Il

En extrayant une sous-suite au besoin, on peut donc supposer que {Mz.} converge.
Mais {Mz.} C M(R™4 x R'® x RI'?), qui est un polyédre convexe (donc un
fermé), donc sa limite appartient & ce polyédre convexe. Alors, on peut trouver
(o, By) € R™4 x RT'Z x R tel que Mz, — M(«, 57).
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En divisant les membres de 1’égalité et de l'inégalité stricte de (10.5) par t., en
observant que {e'v./t.} est bornée par ||e|| et en passant a la limite lorsque ¢ | 0,
on trouve

ATa+B"B+CTy =0 et ala+b"B+c"y<0
Par (ii), on en déduit que
ala+b"=0 et v =0.

Ceci apporte la contradiction attendue car soit t. = ||7|| pour une infinité de € et
dans ce cas on ne peut pas avoir v = 0, soit t. = |a"ae + b' 5| pour une infinité
de € et dans ce cas on ne peut pas avoir a'a +bT 8 = 0.

2) On utilise la dualité en optimisation linéaire.

La condition (i) suggére de considérer le probléme d’optimisation linéaire suivant

inf, 0
Ar=a
Bxr <b
Czx < c,

(10.6)

dans lequel la contrainte d’inégalité stricte Cz < ¢ de (i) a été remplacée par une
contrainte d’inégalité non stricte pour avoir un ensemble admissible fermé. On cherche
alors ce que peut nous apprendre son dual lagrangien. Comme ce probléme s’écrit aussi

infsup o' (Az —a) + 8T (Bz —b) + 4" (Cz — ¢),
T 20
420

son dual lagrangien s’écrit

sup inf o (Az —a) + BT (Bz —b) + 7" (Cx —¢)

530 °
450
= sup inf —a'a — bTﬁ - ch + (ATa + B8+ C’TV)Tx
g0 *
450

ou encore
SUP(q,3,7) —a'a—b'g—cTy
ATa+ BT+ CTyv=0
B=0
v = 0.

(10.7)

 [() = (i9)] Si (i) a lieu, le = donné vérifie les contraintes de (10.6) et ce probléme
a ce point z comme solution et comme valeur optimale val (10.6) = 0. Alors le
probléme dual (10.7) a aussi une solution et une valeur optimale nulle.
Soit (e, B,7) € R™4 x R'Z x RY'C vérifiant ATa+ BT+ CTy=0eta’a+b'3+
¢y < 0 comme dans (ii). Alors (a,3,7) est solution du probléme dual (10.7) et
on a
ata+b"f+cTy=0. (10.8)

136



Enfin, en retranchant (ATa + BT8 + CTy)Tz = 0 (ot x est la solution primale
donnée par (7)) et (10.8), on obtient

(Az —a)Ta+ (Bz—b)" B +(Cz—¢)7 v =0.
— —_— ~— o

On en déduit que v = 0. Alors (10.8) délivre a'a + bT 3 = 0.

* |(ii) = (i)| Le probléme dual (10.7) est réalisable et sa valeur optimale est positive
(en prenant a = 0, § = 0 et v = 0). Si (i7) a lieu, alors val (10.7) = 0 et le
probléme dual (10.7) a une solution. Dés lors, le probléme primal (10.6) a aussi
une solution (dualité forte). En prenant des solutions primales-duales strictement
complémentaires (il en existe toujours en OL), disons zg et (ag, 5o, 7o), on doit avoir
Cxy < ¢, car y9 = 0 par (i¢). On a donc trouvé un point zy qui vérifie (7).

4 Ellipsoide circonscrit de volume minimal

1.

3.

Soit H € 8™. En développant ¢, (X + H) = ||(X + H)y||?, on obtient
ey(X + H) = ¢,(X)+y HXy +y" XHy + || Hy|*.

Les termes linéaires en H forment la dérivée directionnelle ¢}, (X) - H, qui s’écrit aussi
(on utilise le fait que tr AB = tr BA)

c,(X)-H= tr(nyTH + nyXH) = (nyT + nyX, H). (10.9)

/
Y

On en déduit le résultat.

. La matrice examinée s’écrit
m .
M=> 4@y =YY,
i=1
ol
Yi=(yt - oy, (10.10)

On en déduit que, pour v € R”, " Mv = |Y Tv||? > 0.

Dés lors, M est définie positive si, et seulement si, Y est surjective, c’est-a-dire si, et
seulement si, les vecteurs y* engendrent R™.

(a) La matrice eI est dans 2" pour € € |0, min; ||y?||~}].

(b) Si £ n’est pas borné, on peut trouver une suite de matrice X € 27, telles
que || Xk|| — oo. On peut aussi supposer que X/||Xx|| = X (on extrait une
sous-suite au besoin; 8" est de dimension finie!). Bien sir || X|| = 1. D’autre
part, en passant & la limite dans || X,y¢|| < 1, on obtient Xy’ = 0 pour tout i,
ce qui s’écrit aussi XY = 0. La surjectivité de Y conduit alors & X = 0, en
contradiction avec || X|| = 1.

(c) Soit Zy :={X € Z : f(X) < f(Xo)}. Comme S™ est un espace métrique
(c’est un espace euclidien!), il suffit de montrer que pour toute suite de matrices

{Xi} C 2 telles que X — X, on a X € 2.
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En passant a la limite dans || X.y’|| < 1, on obtient || Xy|| < 1. D’autre part,
de l'inégalite f(Xy) < f(Xo), on déduit que det X3 > Cp := exp(—f(Xp)) =
det Xy > 0, si bien que det X > Cp > 0 (par la continuité du déterminant). Les
valeurs propres de X sont donc toutes strictement positives (par la continuité
des valeurs propres on savait déja aussi qu’elles étaient positives), donc X € 2.
On a aussi f(X) < f(Xp), car f est continue sur 2". Donc X € 2.

(d) D’apres les points précédents, 2 est un compact non vide (8™ est de dimension
finie) et f est continue sur Zy; donc le probléme min{f(X) : X € Zp} a au
moins une solution X. Celle-ci est évidemment aussi une solution de (10.2).

(e) L'unicité vient de ce que 2~ est convexe (convexité de S, et convexité de la
norme ¢3) et de la stricte convexité de f sur 2~ (pour tout X € 2 et tout
H € 8" non nul, f/(X) - H?> = tr(X~Y2HX~1/2)2 > 0 [formule vue]).

4. 11 suffit de montrer qu’il existe D € 8™ telle que c;i (X)- D < 0 pour les i vérifiant
| Xv¢|| = 1. D’aprés (10.9), on a

¢ (X)-D=(y)" XDy’ + (y')" DXy".

On voit qu’il suffit de prendre D = —X, puis qu’alors c;i (X)-D = —-2|Xy'|?> <0

(y* # 0 pour les indices considérés et X est inversible).

5. Soit A; le multiplicateur associé & la contrainte || Xy?||? < 1, si bien que le lagrangien
est défini sur ™ x R™ par

(X, A) = —logdet X + > X (| Xy'[> - 1).
i=1
En une solution primale-duale (X, ), on a
0=Vxl(XN)=-X"+3 X\ (Xg/(yi)T + yi(yi)TX) .
i=1

Les conditions de KKT s’écrivent alors

X 1=XYAYT+YAYTX

I Xy'| <1 et A >0, pour tout i (10.11)

NI Xy = 1) =0,

ott A = diag(\1,...,\yn) et Y est définie en (10.10).

6. Sim =n, Y est carrée inversible et S := Y TY = 0. On vérifie alors que la solution
primale-duale s’écrit

X=YS32yT e A= %I.

En effet,

e YS™IWWT =17 car S712YTY S—1/2 = J et donc S~1/2Y T est I'inverse de Y S~1/2
et I =(YS—H2)(5~12yT) =y §-1yT,
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o Xl =YS2YT car XYSV2YT =V S32yTy s~ 12y T =y s~y T =T

e XYAYTHYAYTX = %YS_I/zYT—F%YS_lﬂYT = X! sibien que la premiére
condition d’optimalité est vérifiée;

o Xy = XY = YS™ V2 done | Xy'|? = (¢')TS™12YTY S~ 1/2¢8 = 1 et les

contraintes sont toutes actives.

Il n’y a pas d’autre solution primale, car les conditions de KKT sont suffisantes et
que (10.2) n’a qu’une solution.

Remarque Ce probléme a déja été discuté par John [3; 1948] dans son travail sur les con-
ditions d’optimalité et repris par de nombreux auteurs, dont Dyer [2; 1992]. En I’absence
d’expression analytique de l’ellipsoide de volume minimal, celui-ci pourra étre calculé
numériquement par divers algorithmes : un algorithme de points intérieurs qui trouve une &-
solution en O(m3- log(m/e)) opérations [4 ; 1996], une combinaison des méthodes de points
intérieurs et d’activation de contraintes pour grands problémes [5; 2004], 'algorithme de
Frank et Wolfe [1; 2008|. Pour un état de 'art sur le sujet, voir [6; 2016].
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