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⑦ Définition du problème

Un problème d' optimisation linéaire est

un problème d' optimisation dans lequel on

minimise une fonction linéaire sur un

polyeidreconuexe.si (E,
c.
,

- s ) est

l' espace
euclidien sous -jacent , il

s'écrit

(E) inf cc
,
x )

,

n EP

où c C- LE et I est un polyèdre
convexe

.

Il y a plusieurs
manières de représenter I

Forme Canonique

P = M finie de demi - espaces fermés

¥ cc
,
. > =
CE

cela permet
de faire
des dessins-c:#

La : cannabis

] Sol

D= bx c- E : Ax S b)

[ caisse >
E bi ,

Ai c-fun]
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Forme standard (dans Rm)

Ê÷÷Ëîî:îî:÷±m-
en

= { x C- IRM : Ax = b
,
270 }

÷

Les 2 formes sont
"

Equivalentes
"

• Canonique → standard

Ankh → Arts = s
,
s >° (variables d'écart)

x = le - U
, 470 ,

U> 0

→ Au - Av ts =b§ ,
v
, s ) 70

•
Standard → canonique

÷: →

¥ÏÏ÷:
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⑦ Etude du problème

① Existence de solution

(g) Ûrf 4427 ce E-

{
x EI D= polyèdre convexe

¢) a une solution

⇒ ne CPD c- IR

⇒ (Pc) est neoeisoeoee (
vol CPU sta)

{ az) esr Érné Creed > - a)

Dém ⑦ évident

⑦ I = h cc ,
n> : x c- I I c IR

↳ polyèdre convexe ⇒ un virtuelle de R .

fermé

Soit due) anti
minimisante du probante (P # f)

XD CI ,
as → voeaz)

C- I fermé

⇒ we CR) C- I

⇒ ne CPD = c çà >, à
EP

⇒ à c- Soe CR )
D



② Conditions d' optimalité 5

pour ④
min ctx

{ ç÷b←g dans R
"

← s

• lagrangien l (a) y, s) =
Ex -j' A-x -b) - six

•
les contraintes sontqmÜ , car affines (

oc-A)

.
Le problème

est convexes

Donc x c- Soe ( Pc)

⇒ 3- Cy, s) c- Km x
K" :

Fg ts = c{ [Ê! es > °
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③ Dualité

④ Isf En

{ tu ;] llmsiskàu -ztfxx-b)
- six

④ ⇒ cûnf sys lexis
)

570

④c) ⇒ sup vif long, s)
y

L = Conty - Dtx + btj
570

(4) sup bîg

{ ÷:-c
On en déduit la relation de dualité faible

vol CDD f vol CR)
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Duœité fout

Les prep n'
étes suivantes sont Equivalentes

(i ) (PD et CDL) sont nèoeèsobles

Cii) (Pd a une solution

(iii) (DL) a une solution

Dans ces conditions ne c) = vue

Dém (mes
• lD⇒ . ④ est redisse ⇒ MCR) L ta

• we CDD sur ⇒ neck) s -§
- t

> -a (B)arsledûû
."⇒i l' iii.ans

> .

ce sont les co de D

⇒ CDD a r solution

• liii) LDD assouvir ⇒ CO ! 3" ta Laisse

•
ctx - btj = LÀ5) Tà -#= s'tn = o foyer) D

Rms D la seule manière d' avoir un
saut de dualité

est d'avoir vol (Po) = ta ,
we CDD = - a

exempt :

↳ ne CPD = ta ↳ vol CDD = - a

2) On peut avoir vol CDL) = vol Cpu) c- f-• , ta}

excories .
A = 0

,
b = o

,
c c o ⇒ vol (Pc) = - •

• A> o , b #o , c >
o ⇒ vol (Dc) - t a pz
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'

co du dual

4,5) C- Se CDD ⇒
3- se tee

que
Atgtstc

¥ :S :"
Déni (DD est un problème convexe

et

ses contraintes sont affines , donc

ses co sont nécessaires et suffisantes

Coqrouqien : fan pbl
de maximisation

lfcq.SI/lxczD=-bTgtxT(ATgts-c)-zTsDye=o⇒ An = b ttyts > a
⇐ { tonçbstx"me ⇒ ⇒}ËË! zo

D

Structure cartésienne des CO

x e Soe CR)

4 ,
DE Soe CDD

⇐ t' + sac} taoïste
> .

Dein ⑦ par
le code (E) et CDL)

⑦ se c- Seck ) ⇒ 7f, : tjrs> c¥ :¥txx .
(y ,» c- Sol CDD ⇒ Ià : t'y + Sac¥: à > .

Il reste à montrer
que
str

str = (c- ATZITX = Ex - btg = o en vol c) = volCR )
D
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1Ère (3 du chemin central) 12

si FS # § : 7cm, » : fffzt.EC , {%

de D¥ a une unique
soluté au

2) (%) a une solution Zµ= Camp , su)

• unique en qu , su)
• unique en y,

si A est surjective

Denis Denis Soit (xD une soute minimisant

Il suffit de montrer que
Cash) est banni

Par l' absurde : sinon
,
J' s.si : Hahn →a

• HE ,
→

<

• the b ⇒ A④ connait

"

Ë: " ,¥i±ÊU

Ed o
O

⇒cT
¥# ⇒ Il y, s ) : tg ts = c I d s > °

vosstd So §d=o
⇒⑦

% %
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En -µ ? logsri 13

est strictement convexe.

quoi = c-µ X
-le X-Digly.am

D'pris = µ X
" so

a) au (1) ± co de

nui En
-

µ § leg ni

{ Arab ← y

⇒ c-µ
X
- '
e - tg ⇒{

tn - b

s :#
'
e

⇒ 4¥: ⇐ tous
D
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z = Guy, D

AI + s = c

tt: :L,⇒ e) l'¥ à
X = Diog Cm , - - s

,
xn)

S = Dig (s , e. ,
Sm )



MI (convergence de l' œqo de PI tt

aux petits pas )

D l' olqo converge : f-(zu ) → 0 linéairement

2) confié : on a

t Est
dû que

le > FÉ log {
Dein 1)

→
zum Z 24

À Cztd) = fr (xtdxtftds)

= +± ) + ± d÷ds
e- Ë) ET Sant Xds -_ orteils _ dntttdy ⇒

-| ↳â¥d=s !

= ND trucs
-pas

= 0f47
'

= (r- Fn ) À G) → o
linéairement

2) tu = G-E) rien

ça,

#
lgpîh = log G- fa) + bg tw,

| ⇐ logettes
et



¥
- fu + log Fm

ç - 8hpm + log Fo

bg ftg t - 4¥ s loge si

/

k7Ê⑨
⇒ on a ft ke si

Fo
D


