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Dein 1 - u) voir séance 1

5) Sort à c.) = f- '(x ;D .

Soient do et de C- dom Sn . Alors

@+ tdi) E dom f fon tro petit EpouxD

Ans pour x
c- [osD , ma

£ - a) d. + lnde )

= ffi ¥ [f- Cnt t'a
- a) dotxdi) -for]
-

4-a) Cnttdotx Cxttde)
C-drmf

| pom
to petit

{ ftp.tz-k-xjfcnttddtxfcnttdd-ftxs]
par

convexité de f- §

Cr-xJfcnstxfaeJI@xjqeca.IxxsnCda)

6) admis

D
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2) Sous - différentiel

④ lemme fondamental

si f E Env (E) , ne dem f , a
* C- E

dois les propriétés suivantes sont équivalentes

(G) A de E : f- ' (x ; d) > sx*, ds

(SD tg EE : f4 ) > fast ex
*

, y - x )

(s) x c- affenage attifa
- f4)

(Sn) font f-
* Get) E c x* ,

x >

Css) for) t f-
* Cnit) = (x *, x>

Bein
% dme f

*CHER

Ën + t'ti
④ ⇒

⑤ "Is
- ns
) ⇒④

f-4) 7 fin) + en
*
, y - as

<Mns - fans > en
*
, y >

- f4) , Hye E

⑨⇒ coins - fans ? qq.eu »
- f4) #KM



car on a tg l' uieqoliti 6

f-
*fr47 soit

,
x ) - fcx)

f- *Git) tfcx) >
txt

,
ses

⇒ de TE

•
si fcnttd) et

d
,

tttso

⇒ f-
' G ; d)

= ta

• flnttd) L to you un
tso

-

lttso petit

confus - fou) -ft > <Hy , - f4 )
Ay C- TE

prenons g-
xttd

,

Eso petit

"¥- fins >cxfxft-d-fenttdjlmflnttd-fbs.cn?ds
tu

⇒ f-
' ln ;D) 7 en# ds

D
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Il
3) Propriétés

On suppose toujours que f- C- Env CE) et x C- domf
(donc fois C-IR)

⑦ Propriétés géométriques

Ofce) est un convexe fermé (éventuellement vide !)

Dém

THE dftn
fan) + f-

*tit) s en# as

⇐ ftth - ci, ns
E - for)

⇒ 2fG) = f HEE : f*G*)-Mass
- fais }

x
*
↳ f-

*Cnit) - confus

et dou Cent (E)

l'=éat un convexe fermé

+nfttt
D¥Éà :*

si x C- Cdm f)
°

My 2ft) et un convexe an non vide

Denis 2f Ca) ent un coin f1 (à- dessus) ,
mince ( fhèa pg 9 et x C- (dem f) a) et

borné (admis) D
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IBJ Règle de bascule

§ f- C- Cent Æ) , a
* C- E

dy x* C- afin) ⇒ x c- 2ff

Bein

x
* c- afin
⇒ fait f-

*hit) = en# as pa (SD

f-¥4) en f- C- Gmt AE )

⇐ #*↳ +¥4# = coins

⇒ x Edf
* Cuit) par (E)

D



④ Optimalité B

D à c- argminf ⇒ o c- afin)

2) f C- Cent CE ) ⇒ arqouûrf = 2f40)

3) f C- Cent (E) (arqnnù f) est un

O E (dm f-*F) ⇒ ( convexe fermé mouride

iiïï:* .. . ."

⑦ f4) > foi) , Hy
c-E

arpent prendre 2*70

⑦ idem

⇒ ° C- 2ff

a) àGauguin¥ o EdfG) ⇒ à c- 2f
*G)

3) aeqmif = cible de son niveau de f- /fÛéî )
•

=
csble tonnerre fermé

• oe (dmfito ⇒
çhgçy
¥6) * ¢

any "mûf (pointD

D
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④ Formule du max

si x c- (dem f)
et

alors f
' fi
,
d) = max dit

,
d>

[
* c- dftx)

formule du max

Doin
ne 1dm f)

*

¥» f.
la ;-) c- Cent (E)

⇒ f
' (x ;-) est l' enveloppe supérieure

(conspira) de ses minorant affines

Mnhn que f)fi, . )
est l'enveloppe supérieure de

ses minorante linéaires

si 3nFEÆ# Etre f- ' fr ; ds >
cri
,
dstx

IDEE

•
dnstd

, ¥ , 1-→ a ⇒

f) ci, d) >
art
,
ds
,
Ade E

✓ . du ⇒ X f0

⇒ f-
' Cn ; d) 7

<si, ds >
cri

,
ds ta

⇒ f-
' G ; d) = sup <si, ds

NAGE

<Hy > fflx;D , ttz c- LEµ *c- dfcns par c)

= sup
* Edge»

4k¥ ds

D
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IEJ Détection de la différentiabilité

On dit que f cst Gâteaux - différentiable G-diff)
en re si

• f-
'

Cn ; d) existe pour tort deF.d '→ f-
' Cn ; d) est linéaire

( c'est moins fort que la Fréchet - différentiabilité ,
on

qènirvl , mais qui volent pour les fondions convexes)

si f C- CouvŒ)
,
x E Colom f)

°

de D f est G- différentiable

⇒ 2f Gr ) =L D }

2) dans ce cas
, Dfds) =D .

Dém D⑦ . fyx ; d) = < Dfens , d> Adele
Csi)
⇒ Dfcn) C- dfcx)

• si DE 2f GD ⇒
= flan ; d) % CD

,
ds

,
Adele

⇒ Du =D

⑦ f-
' Gi

,
d) = sup ( x*,

ds = CD
, ds

ntedftns
⇒ f-

' (x ;D est linéaire

2) On l' a fait au passage
y
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① Règles de calcul

• ses h I.I :

si . fr , - -
-

, fp C- Gnu (E)

•

a :p]
Cdm fr50 # ¢

• Xp , n . - , Xp C- Rt

de 2 ÇÊ
,

fi ) G) = IÊ
."

" 'fi"

î î

somme de fonctions somme d'ensembles

Dém ② d-pu ,
admis

③ Soir x¥ C- 2f,- G) , y C- En

⇒ f- G) 7 film + en¥ , y
-ns , Ay c-Æ

⇒ fzxifjcz) > § x.f) G) t t"

✓ YEE

C- dtzxie.cn)
B
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• Pnéampnihôn par une fonction affine
- - - -

- - -
- -

-
- - - - - - -

-

Si • a ! E →F est affine

a G) = Axxb
,

A C- LCÆ
, F)cbc-F.geEnv (F) telle

que

Cdm g) en RCA) # ¢

•
se C- LE tel

que
alors C- dem q

dois J (g. a) G) = 1- * (ag ( aces ) )

Dois ② admis

③ Soit y
* C- 2g Calm ) .

Alors

g ( y
' ) 7 glam ) + cy

*

, j'- acm>

Soir n' C- E et j
'
: = alors = A-n' tb .

Ona(
Lg. @ GD > glaces + < A*z* , n'- x)

vrai Ax
' EE ⇒ A-*y

* C- 2 (go a) Ca)

D
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• Enraye±peue

si . (fi ) :⇐ famille de fonctions annexes

telles que f : = FEE fi c- CourCÆ)

•
x C- dom f

•
Icn) = f i EI : films = fers }

abois 2f G) a à ¥, 2ff )

avec égalité si
• I compact

•
tn C- dmf , i → film) est

s.es

• x C- ( dom f)
°

Dein

§
Y

a

③ à montrer que 2f. G) c 2f G) ton
c-EICH

à c- 2fr GD ,

f-G) 7 fils ) a fiait
Ca?
, y

-as, tg c- IE

d-
f- CD

⇒ x¥ Edf G) D
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• Entre

_

Ereinte
.

a-
Soit q : Ex IF → À

•
La fonction marginale de q

est la fonction

f- ? E → AI définie en x C- LE par

fin) = inf pong)
JEF

- y convexe ⇒ f- convexe (voir TDI)

- y E Env (Ex F)

f- > - o ) ⇒ f- c- convoi)

Dém Il reste à montrer que f # ta

Q propre ⇒ Bao
, yo ) : q tro , yo)

< ta

Alors

fluo) = vif ycxocy ) S Qlnayo ) sta

JEF
B

a- On munit ŒXIF du produit scolaire

induit par
ceux de E et F :

44g) , Cnip) )# ×#
=L niaise + <y, j'Xp
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si . Y E Gnu (EXE)
• la fonction marginale f de y est dans GNUŒ)

• x E dem f et f- Cx) = q Ca ,g.) où zoetf

de afin) =p x*c-E : Cxx
,} c- 2yd,§ }

l'
on suppose que

l'4¥ pong)
YE

est atteint en g.
EF

Doin

site afin)

⇒ fois 7 f- G) + mains ,
fr ' EE CD

⇒ y ai,yD > étang? + ex *, n'a> ,
Aki EEXF

⑦ eu ceci , y) > foi)

⑦ en prenant
l'uûf en y

' EF qui| n' apparaît qu' à gauche

⇒ ytiiy ' ) > ylniyo) + «x # os , Ca !Y
') - G, y ) >

Hay ') C- EXE

⇐ Cnit
,
a) Edqtr , g.) par §»

D


