
SOLUTIONS

1 Enveloppe convexe

1. Soit C un convexe. Par définition, C contient les combinaisons convexes formées
à partir de deux éléments de C (m = 2). On raisonne ensuite par récurrence en
supposant que C contient les combinaisons convexes formées de m éléments de C
(m > 2). Alors pour une combinaison convexe de m+ 1 éléments de C, on écrit (on
peut supposer que t1 6= 1, sinon le résultat est évident) :

m+1∑

i=1

tixi = t1x1 + (1− t1)

(
m+1∑

i=2

ti
1− t1

xi

)

.

Cet élément est dans C car les facteurs de t1 et de 1− t1 sont dans C (par récurrence
pour le second).

Réciproquement, si C contient toutes les combinaisons convexes de ses éléments, il
contient les combinaisons convexes formées de deux éléments. Donc C est convexe.

2. Il est facile de voir que l’ensemble des combinaisons convexes des éléments de P est
un convexe. Il contient donc coP qui est le plus petit convexe contenant P .

Inversement, par la première partie, coP étant un convexe, il contient toutes les
combinaisons convexes des éléments de coP donc de P .

3. Supposons que x ∈ coP s’écrive comme combinaison convexe de m > n+1 éléments
xi de P : x =

∑m
i=1 tixi, avec t := (t1, . . . , tm) ∈ ∆m. Il suffit de montrer que l’on

peut écrire x comme combinaison convexe de m − 1 des xi. On peut supposer que
tous les ti > 0 (sinon le travail est fait).

En nombre m > n+1, les xi sont affinement dépendants, si bien que l’on peut trouver
α := (α1, . . . , αm) 6= 0, tel que

m∑

i=1

αixi = 0 et
m∑

i=1

αi = 0.

Comme α 6= 0, il existe un indice k tel que αk > 0 (cet indice k sera mieux choisi
par la suite). On peut donc écrire

xk = −
∑

16i6m
i 6=k

αi

αk
xi et x =

∑

16i6m
i 6=k

(

ti − tk
αi

αk

)

xi.

On voit que
∑

16i6m, i 6=k (ti − tkαi/αk) = 1, si bien que le résultat sera démontré si
ti − tkαi/αk > 0 pour tout i 6= k. Ceci s’écrit encore (on se rappelle que αk > 0) :

αk

tk
>

αi

ti
, pour tout i 6= k.

Cette condition spécifie comment choisir l’indice k := argmax{αi/ti : 1 6 i 6 m},
qui fournit bien un αk > 0.

101



2 Face exposée d’un convexe

1. On note α = min {cTx : x ∈ C}. Soient x0 et x1 ∈ C tels que x = (x0 + x1)/2 ∈ E.
Alors cTxi > α (car xi ∈ C) et cTx0+cTx1 = 2cTx = 2α (car x ∈ E). Donc cTxi = α
et les xi ∈ E.

Le singleton {0} de l’ensemble R
2
+ ∪ {x ∈ R

2 : x(2) > x2(1)} est une face, mais n’est
pas exposé.

2. D’abord, il est clair qu’un ensemble de la forme F = {x ∈ P : (Bx − b)I = 0} est
une face de P . En effet, F est convexe. D’autre part, si x0 et x1 ∈ P sont tels que
x = (x0 + x1)/2 ∈ F , alors 0 = (Bx − b)I = 1

2(Bx0 − b)I +
1
2 (Bx1 − b)I . Comme

(Bxi − b)I 6 0, on en déduit que (Bxi − b)I = 0, c’est-à-dire xi ∈ F .

Montrons la réciproque. Soit F une face (non vide) de P . Pour définir I, on prend
x0 ∈ F−◦ (non vide8) et ensuite I = {i : (Bx0− b)i = 0}. Montrons que F = {x ∈ P :
(Bx− b)I = 0}.

(a) Soit x ∈ F . Alors x ∈ P . Comme x0 ∈ F−◦ et x ∈ F , on a (1−t)x0+ tx ∈ F ⊂ P
pour |t| petit, ce qui implique que 0 > (1−t)(Bx0−b)I+t(Bx−b)I = t(Bx−b)I .
Donc (Bx− b)I = 0.

(b) Inversement, montrons qu’un x ∈ P vérifiant (Bx− b)I = 0 est dans F . Il suffit
de montrer que, pour t < 0 proche de zéro, xt := (1−t)x0+tx est dans P . D’une
part (Bxt−b)I = 0. D’autre part, (Bxt−b)Ic = (1−t)(Bx0−b)Ic+t(Bx−b)Ic 6
0, pour t < 0 assez proche de zéro, car (Bx0 − b)Ic < 0.

3. Soit F = {x ∈ P : (Bx− b)I = 0} une face de P , supposée non vide. Il faut trouver
c ∈ R

n tel que F = argmin {cTx : x ∈ P}. Les conditions d’optimalité de ce problème
s’écrivent en partie

ATy −BTs = c, s > 0, sT(Bx− b) = 0,

ce qui donne la forme que doit avoir c. On définit eI ∈ R
m par

ei =

{

1 si i ∈ I

0 sinon.

On prend (complémentarité stricte pour la contrainte Bx 6 b)

s = eI , y arbitraire et c = ATy −BTs.

On pose (c’est la valeur du critère dual)

α := aTy − bTs.

Pour tout x ∈ P , on a cTx > α (on multiplie Ax = a par y et Bx 6 b par −s).
Pour x ∈ F , on a cTx = α. Donc F ⊂ argmin {cTx : x ∈ P}. Il reste à montrer
que si x ∈ argmin {cTx′ : x′ ∈ P}, alors x ∈ F . Dans ce cas, on a cTx′ > cTx, pour
tout x′ ∈ P , ce qui s’écrit aussi eTI (Bx′ − Bx) 6 0, pour tout x′ ∈ P . En prenant
x′ ∈ F , on a eTI (b − Bx) 6 0. En utilisant Bx 6 b dans cette inégalité, on obtient
(Bx− b)I = 0.

8 On a noté F
−◦ l’intérieur relatif de F , qui est non vide si F est non vide.
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3 Fonction conjuguée d’une forme quadratique

1. On a

f∗(x∗) = sup
x∈E

(〈x∗, x〉 − f(x)) = sup
x∈E

(

−1

2
〈Ax, x〉+ 〈x∗ − b, x〉

)

. (12.17)

Comme A est inversible, le sup est atteint pour x = A−1(x∗ − b). On trouve alors

f∗(x∗) = −1

2
〈A−1(x∗ − b), (x∗ − b)〉+ 〈x∗ − b,A−1(x∗ − b)〉

=
1

2
〈A−1(x∗ − b), (x∗ − b)〉.

2. Supposons maintenant que A est seulement semi-définie positive. Si x∗ − b /∈ R(A),
le système Ax = x∗ − b n’a pas de solution et le problème concave en (12.17) est
non borné. Donc f∗(x∗) = +∞. Si x∗ − b ∈ R(A), x∗ est de la forme Ax + b et
f∗(x∗) = f∗(Ax+ b) = 1

2〈Ax, x〉 comme ci-dessus.

4 Représentations du sous-différentiel

1. (a) En effet, pour t > 0, on a

f(x+ tx∗) > f(x) + 〈x∗, (x+ tx∗)− x〉 = f(x) + t‖x∗‖2 > f(x),

car t > 0 et x∗ 6= 0.

(b) Contre-exemple du livre incliné légèrement ouvert.

On considère la fonction convexe f : R2 → R définie en x ∈ R
2 par

f(x) = max(2x1 + x2,−2x1 + x2).

La figure 12 représente les courbes de niveaux de f et le sous-gradient x∗ = (2, 1) ∈

∂f(0)
x∗

Fig. 12: Courbes de niveau de la fonction f : x2 7→ max(2x1 + x2,−2x1 + x2) et son sous-
différentiel en zéro. Le sous-gradient x∗ ∈ ∂f(0) est une direction de montée de f
en 0, mais −x∗ n’est pas une direction de descente de f en 0.

∂f(0). On voit que si x∗ est bien une direction de montée de f en 0, f croît aussi le
long de la direction −x∗. Le calcul donne d’ailleurs

f(0− tx∗) = −2(−tx∗)1 + (−tx∗)2 = −2(−2t) + (−t) = 3t > 0 = f(0).
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2. A : S n’est pas convexe et ne peut donc pas être x+ ∂f(x).

B : On peut avoir S = x + ∂f(x) (par exemple le sous-différentiel de la norme ℓ2 en
zéro et la boule unité pour cette norme, ce qui ressemble à la figure B).
Dans ce cas, x ∈ x+ ∂f(x) ou encore 0 ∈ ∂f(x), si bien que x est un minimiseur
de f .
On a même 0 ∈ int ∂f(x). Dès lors, quel que soit y ∈ R

2 différent de x, on peut
trouver un ε > 0 tel que ε(y − x) ∈ ∂f(x). On en déduit que

f(y) > f(x) + ε(y − x)T(y − x) > f(x),

si bien que x est l’unique minimiseur de f .

C : Étant donné la forme de C, f croît en x lorsque l’on se dirige vers le bas. De
manière plus précise, supposons que S = x + ∂f(x) et que s ∈ ∂f(x). Ce s est
nécessairement non nul puique x /∈ S. Alors on peut trouver un α ∈ ]0, 1[ tel que
x′ := x + αs ∈ C. Montrons que f(x′) 6 f(x), ce qui conduit à une contradiction
puisque f croît strictement en x le long de s ∈ ∂f(x) \ {0} (point 1.a).
D’une part, pour ε > 0 assez petit, x′′ := x+(α+ε)s s’écrit comme une combinaison
convexe de deux points de C, donc

f(x′′) 6 f(x′). (12.18)

Alors, par convexité, pour t := ε/(α+ε) ∈ ]0, 1[, on a f(x′) 6 (1−t)f(x′′)+tf(x) 6
(1− t)f(x′) + tf(x) [par (12.18)], si bien que

f(x′) 6 f(x).

D : S peut être x+∂f(x) (exemple dans le syllabus). Si S = x+∂f(x), x ne minimise
pas f car x /∈ x+ ∂f(x).

5 Sous-différentiel d’une norme

1. En utilisant l’inégalité triangulaire, puis l’homogénéité positive, on a pour t ∈ [0, 1] :

‖(1− t)x+ ty‖ 6 ‖(1− t)x‖+ ‖ty‖ 6 (1− t)‖x‖+ t‖y‖.
Donc ‖ · ‖ est convexe. Elle est évidemment propre (elle est à valeurs dans R), fermée
(une norme est continue, donc s.c.i.) et a la fonction nulle comme minorante affine.

2. L’inégalité est vérifiée si u = 0. Supposons à présent que u 6= 0.

Si ‖u‖ = 1, on a par définition de ‖v‖d : |〈u, v〉| 6 ‖v‖d.

Si u est non nul et ‖u‖ 6= 1, on a ‖(u/‖u‖)‖ = 1 et donc : |〈(u/‖u‖), v〉| 6 ‖v‖d ou
encore |〈u, v〉| 6 ‖u‖ ‖v‖d.

3. Si ‖x∗‖d 6 1, on a par Cauchy-Schwarz généralisé :

f∗(x∗) 6 sup
x

(‖x∗‖d − 1
︸ ︷︷ ︸

60

)‖x‖ 6 0.

Comme d’autre part, on a toujours f∗(x∗) > 0 (en prenant x = 0 dans la définition),
f∗(x∗) = 0.

Si ‖x∗‖d > 1, on peut trouver x0 ∈ R
n tel que ‖x0‖ = 1 et 〈x∗, x0〉 > 1. Alors, quel

que soit t ∈ R, f∗(x∗) > 〈x∗, tx0〉 − ‖tx0‖ = t(〈x∗, x0〉 − 1). Donc f∗(x∗) = +∞.
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4. En utilisant le calcul de f∗

x∗ ∈ ∂f(x) ⇐⇒ f(x) + f∗(x∗) = 〈x∗, x〉
⇐⇒ ‖x∗‖d 6 1 et 〈x∗, x〉 = ‖x‖.

Cas particuliers.

(a) Évident.

(b) Si x 6= 0 et x∗ ∈ ∂f(x), on a ‖x‖ = 〈x∗, x〉 6 ‖x∗‖d‖x‖; donc ‖x∗‖d = 1.

(c) r Pour ‖ · ‖1, la formule (12.2) permet d’écrire

x∗ ∈ ∂(‖ · ‖1)(x) ⇐⇒ x∗ ∈ B̄∞ et
∑

i∈[1 :n] x
∗
ixi =

∑

i∈[1 :n] |xi|
⇐⇒ x∗ ∈ B̄∞ et

∑

i∈[1 :n](x
∗
i sgn(xi)− 1)|xi| = 0

⇐⇒ x∗ ∈ B̄∞ et x∗i = sgn(xi), ∀ i : xi 6= 0,

où la dernière équivalence vient du fait que x∗i sgn(xi) 6 1 pour tout i ∈ [1 :n].
La formule reste valable si x = 0.

r La norme ‖ · ‖p est différentiable en x 6= 0 et son gradient est donné par la
formule (12.4).

r Pour ‖ · ‖∞, la formule (12.2) permet d’écrire

x∗ ∈ ∂(‖ · ‖∞)(x) ⇐⇒ x∗ ∈ B̄1 et
∑

i∈[1 :n]

x∗ixi = max
i∈[1 :n]

|xi|. (12.19)

Donc si x∗ ∈ ∂(‖ · ‖∞)(x), le côté droit de l’équivalence montre que

max
i∈[1 :n]

|xi| =
∑

i∈[1 :n]

x∗ixi 6
∑

i∈[1 :n]

|x∗i | |xi| 6 max
i∈[1 :n]

|xi|, (12.20)

où la dernière inégalité vient de ce que x∗ ∈ B̄1. On a donc égalité partout dans
(12.20). Alors

∑

i∈[1 :n] |x∗i | |xi| = ‖x‖∞ et |x∗| ∈ ∆n (le simplexe unité de R
n)

impliquent que x∗i = 0 si |xi| < ‖x‖∞ et |x∗i | = 1 si |xi| = ‖x‖∞ (c’est-à-dire
i ∈ I). Alors la première égalité dans (12.20) montre que sgn(x∗i ) = sgn(xi)
pour i ∈ I et que

∑

i∈I |x∗i | = 1. On a montré que x∗ ∈ co{sgn(xi)ei : i ∈ I}.
Réciproquement, si x∗ ∈ co{sgn(xi)ei : i ∈ I}, les conditions du côté droit de
l’équivalence (12.19) sont vérifiées et donc x∗ ∈ ∂(‖ · ‖∞)(x).

5. (a) Comme f ∈ Conv(E), on a f = f∗∗. Il suffit alors de montrer que f∗∗(·) = ‖·‖dd.
On a vu que f∗ = IB̄D

. Alors

f∗∗(x) = sup
x∗∈E

〈x∗, x〉 − f∗(x∗)

= sup
x∗∈E

〈x∗, x〉 − IB̄D
(x∗)

= sup
‖x∗‖d61

〈x∗, x〉

= ‖x‖dd.
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(b) Pour la première affirmation, on utilise le fait que le problème (12.1) a une
solution y (maximisation d’une fonction continue sur un compact) et ce y peut-
être pris sur la frontière de l’ensemble admissible (c’est-à-dire de norme un).

Pour la deuxième affirmation, on utilise le fait que le problème (12.6) a une
solution (maximisation d’une fonction continue sur un compact) et ce y peut-
être pris sur la frontière de l’ensemble admissible (c’est-à-dire de norme duale
un). De plus ‖x‖dd = ‖x‖.

(c) Par la seconde affirmation du point (b) et l’expression de ∂f(x), on voit que
∂f(x) 6= ∅ (ce fait peut aussi se déduire du fait qu’une fonction convexe et pro-
pre est sous-différentiable en tout point dans l’intérieur relatif de son domaine,
qui est ici E tout entier).

L’expression de ∂f(x) s’obtient comme suit :

x∗ ∈ argmax
s∈B̄D

〈s, x〉

⇐⇒ ‖x∗‖d 6 1 et 〈x∗, x〉 = ‖x‖dd [définition de l’argmax]

⇐⇒ ‖x∗‖d 6 1 et 〈x∗, x〉 = ‖x‖ [point 5.(a)]

⇐⇒ x∗ ∈ ∂f(x) [point 4].

Une autre manière d’arriver au même résultat est de noter que

x∗ ∈ ∂f(x)

⇐⇒ x ∈ ∂f∗(x∗) [règle de bascule]

⇐⇒ x∗ ∈ argmax
y∈E

〈y, x〉 − f∗(y)

⇐⇒ x∗ ∈ argmax
‖y‖d61

〈y, x〉 [f∗ = IB̄d

].

6 Sous-différentiel de la valeur propre maximale

1. On a
λmax(A) = sup

‖x‖=1
xTAx.

Comme enveloppe supérieure de fonctions linéaires (de A), λmax : Sn → R est convexe
et fermée.

Quel que soit A ∈ Sn, λmax(A) ∈ R; donc l’application est propre.

Quel que soit x de norme 1, A 7→ xTAx est une minorante linéaire de λmax.

2. Par définition
λ∗
max(A

∗) = sup
A∈Sn

(〈A∗, A〉 − λmax(A)).

• En prenant A = 0, on voit que λ∗
max(A

∗) > 0.

• Si A∗ ∈ Sn
+ et trA∗ = 1, A∗ est de la forme

∑

i λiviv
T

i , où les valeurs propres
λi > 0,

∑

i λi = 1 et les vecteurs propres sont pris unitaires : ‖vi‖2 = 1. Alors
trA∗A =

∑

i λiv
T

i Avi 6 λmax(A); dans ce cas λ∗
max(A

∗) = 0.

• Si trA∗ 6= 1, en prenant A = αI dans la définition de λ∗
max(A

∗), on trouve que
λ∗
max(A

∗) > supα∈R α(trA∗ − 1) = +∞.
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• Si A∗ /∈ Sn
+, A∗ a une valeur propre λ < 0 et un vecteur propre associé v de

norme 1; en prenant A = αvvT, on trouve que λ∗
max(A

∗) > supα∈R(αλ − α+) =
supα<0 αλ = +∞.

3. (a) En utilisant le point 2

A∗ ∈ ∂λmax(A) ⇐⇒ λmax(A) + λ∗
max(A

∗) = 〈A∗, A〉
⇐⇒ A∗ ∈ Sn

+, trA∗ = 1 et 〈A∗, A〉 = λmax(A).

On a donc montré

∂λmax(A) = {A∗ ∈ Sn
+ : trA∗ = 1, trA∗A = λmax(A)}.

• Soit A∗ ∈ ∂λmax(A). Avec la décomposition spectrale A∗ =
∑n

i=1 λiviv
T

i (des
vi de norme 1), on doit avoir (λ1, . . . , λn) ∈ ∆n et trA∗A =

∑n
i=1 λiv

T

i Avi =
λmax(A). Ceci implique que λi = 0 si vTi Avi < λmax(A), c’est-à-dire si vi
n’est pas un vecteur propre associé à λmax(A). Dès lors ∂λmax(A) ⊂ co{vvT :
‖v‖2 = 1, Av = λmax(A)v}.

• Réciproquement, si A∗ =
∑n

i=1 λiviv
T

i avec (λ1, . . . , λn) ∈ ∆n et les vi
vecteurs propres unitaires de A associés à λmax(A), on a A∗ ∈ Sn

+, trA∗ = 1,
trA∗A =

∑m
i=1 λiv

T

i Avi = λmax(A). Donc A∗ ∈ ∂λmax(A).

(b) λmax(·) est différentiable en A si, et seulement si, ∂λmax(A) est un singleton,
c’est-à-dire si, et seulement si, ∂λmax(A) est le singleton {vvT}, où ±v sont les
uniques vecteurs propres unitaires maximaux, c’est-à-dire si, et seulement si,
λmax(A) est simple.

(c) Pour utiliser le théorème des fonctions implicites, on introduit l’application F :
R
n × R× Sn → R

n × R définie par

F (v, λ,A) =

(
Av − λv
‖v‖22 − 1

)

.

Les couples propres unitaires (v, λ) de A sont ceux vérifiant F (v, λ,A) = 0
et cette équation définit implicitement la dépendance de (v, λ) par rapport
à A. Pour que (v, λ) puisse s’exprimer comme une fonction de A dans le voisi-
nage d’un triplet (v1, λ1, A1) vérifiant F (v1, λ1, A1) = 0, il suffit de montrer
l’inversibilité de F ′

(v,λ)(v1, λ1, A1). On suppose que λ1 est la plus grande valeur
propre de A1 et qu’elle est simple. Si F ′

(v,λ)(v1, λ1, A1) · (w,µ) = 0, on a

A1w − λ1w − µv1 = 0

vT1 w = 0.

En multipliant scalairement la première équation par v1 6= 0 et en utilisant
A1v1 = λ1v1, on trouve µ = 0. Alors la première équation et l’unicité du vecteur
propre associé à λ1, montre que w est parallèle à v1. La seconde équation donne
alors w = 0. Le théorème des fonctions implicites assure l’existence d’une fonc-
tion implicite A 7→ (v(A), λ(A)) telle que F (v(A), λ(A), A) = 0 pour tout ma-
trice A ∈ Sn voisine de A1. Si on note v̇1 := v′(A1) ·B et λ̇1 := λ′(A1) ·B, on a
F ′
v(v1, λ1, A1) · v̇1 + F ′

λ(v1, λ1, A1) · λ̇1 + F ′
A(v1, λ1, A1) · B = 0 ou encore

A1v̇1 − λ1v̇1 − λ̇1v1 +Bv1 = 0

vT1 v̇1 = 0.
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En multipliant la première équation par v1, on trouve λ̇1 = vT1 Bv1 = tr v1v
T

1 B =
〈v1vT1 , B〉. Donc ∇λ1(A1) = v1v

T

1 .

7 Sous-différentiel de la distance à un ensemble

1. Soit x∗ ∈ E. On a successivement

d∗C(x
∗) = sup

x∈E

(

〈x∗, x〉 − dC(x)
)

= sup
x∈E

sup
y∈C

(

〈x∗, x〉 − ‖x− y‖
)

= sup
y∈C

sup
x∈E

(

〈x∗, x− y〉 − ‖x− y‖+ 〈x∗, y〉
)

= sup
y∈C

(

sup
x∈E

(

〈x∗, x〉 − ‖x‖
)

+ 〈x∗, y〉
)

= sup
y∈C

(

IBD
(x∗) + 〈x∗, y〉

)

= IBD
(x∗) + σC(x

∗).

2. On a successivement

x∗ ∈ ∂dC(x) ⇐⇒ d∗C(x
∗) + dC(x) = 〈x∗, x〉

⇐⇒ x∗ ∈ BD et σC(x
∗) + ‖x− x̄‖ = 〈x∗, x〉

⇐⇒ x∗ ∈ BD et

sup
y∈C

〈x∗, y − x̄〉 = 〈x∗, x− x̄〉 − ‖x− x̄‖. (12.21)

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz généralisée dans (12.21) et le fait que
x∗ ∈ BD, on voit que 〈x∗, y − x̄〉 6 0 pour tout y ∈ C, c’est-à-dire que x∗ ∈ NC(x̄).
Alors supy∈C 〈x∗, y− x̄〉 = 0 (en prenant y = x̄) et 〈x∗, x− x̄〉 = ‖x− x̄‖ par (12.21).

Réciproquement, x∗ ∈ NC(x̄) et 〈x∗, x−x̄〉 = ‖x−x̄‖ impliquent directement (12.21).

3. On peut écrire la distance comme une fonction marginale :

dC(x) = inf
y∈E

ϕ(x, y), où ϕ(x, y) = ‖x− y‖+ IC(y).

Dès lors

x∗ ∈ ∂dC(x) ⇐⇒ (x∗, 0) ∈ ∂ϕ(x, x̄) (voir le syllabus)

⇐⇒ ϕ(x′, y′) > ϕ(x, x̄) + 〈x∗, x′ − x〉, ∀(x′, y′) ∈ E× E

⇐⇒ ‖x′ − y′‖ > ‖x− x̄‖+ 〈x∗, x′ − x〉, ∀(x′, y′) ∈ E×C.

Il faut maintenant montrer que x∗ vérifie

‖x′ − y′‖ > ‖x− x̄‖+ 〈x∗, x′ − x〉, ∀(x′, y′) ∈ E× C (12.22)

si, et seulement si, x∗ vérifie

x∗ ∈ BD ∩NC(x̄) et 〈x∗, x− x̄〉 = ‖x− x̄‖. (12.23)

Cette équivalence aurait sans doute été difficile à trouver si l’on n’avait pas déjà
calculé ∂f(x) en se servant de la conjuguée f∗.
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Fig. 13: Différentiabilité de dC et non-différentiabilité de dP

• Supposons que x∗ vérifie (12.22).

– En prenant x′ = x + v, avec v arbitraire dans E, et y′ = x̄ ∈ C, on trouve
que 〈x∗, v〉 6 ‖v‖, donc x∗ ∈ BD.

– En prenant z quelconque dans C, x′ = x− x̄+ z et y′ = z ∈ C, on trouve
que 〈x∗, z − x̄〉 6 0 donc x∗ ∈ NC(x̄).

– En prenant x′ = y′ = x̄ ∈ C, on trouve que ‖x − x̄‖ 6 〈x∗, x − x̄〉. En
prenant x′ = 2x − x̄ et y′ = x̄ ∈ C, on trouve que ‖x − x̄‖ > 〈x∗, x − x̄〉.
Dès lors ‖x− x̄‖ = 〈x∗, x− x̄〉.

On a montré que x∗ vérifie (12.23).

• Supposons que x∗ vérifie (12.23). Soit (x′, y′) ∈ E× C. Alors

‖x− x̄‖
︸ ︷︷ ︸

=〈x∗,x−x̄〉

+〈x∗, x′ − x〉 = 〈x∗, x′ − x̄〉

= 〈x∗, x′ − y′〉+ 〈x∗, y′ − x̄〉
︸ ︷︷ ︸

60

6 ‖x∗‖d
︸ ︷︷ ︸

61

‖x′ − y′‖

6 ‖x′ − y′‖.

4. On a ‖y‖d = sup{〈y, x〉: ‖x‖ 6 1} 6 ‖y‖ par Cauchy-Schwarz. Par ailleurs ‖y‖d =
sup{〈y, x〉: ‖x‖ 6 1} > ‖y‖ en prenant x = y/‖y‖ (le cas où y = 0 est trivial).

5. Soit x∗ ∈ ∂dC(x).

(a) Si x /∈ C, x 6= x̄. Alors 〈x∗, x− x̄〉 = ‖x− x̄‖ et x∗ ∈ B impliquent que ‖x∗‖ = 1
et x∗ ‖ (x − x̄) (Cauchy-Schwarz), c’est-à-dire x∗ = (x − x̄)/‖x − x̄‖. Le sous-
différentiel étant réduit à ce seul point x∗, dC est différentiable (voir la figure 13,
tracé de gauche).

(b) Si x ∈ C◦, alors x̄ = x, NC(x̄) = {0} et on voit que ∂dC(x) = {0}. Donc dC est
différentiable en x avec un gradient nul.

(c) Si x ∈ C\C◦, alors x̄ = x et ∂dC(x) = B ∩NC(x).

6. On prend par exemple P := {x ∈ R
2: x2 > x1} ∪ {x ∈ R

2: x2 6 −x1}, qui n’est pas
convexe, et x = (1, 0) /∈ P . Pour t ∈ [0, 1], on a dP (x+te2) = dP (x−te2) = (1−t)/

√
2,

si bien que

d′P (x; e
2) = d′P (x;−e2) = − 1√

2
.
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Dès lors dP n’est pas différentiable en x (voir la figure 13, tracé de droite).

7. (a) Supposons que x ∈ P . Alors dP (x) = 0 et, comme dP est différentiable en x, on
a pour tout h ∈ E :

d′P (x) · h = lim
t↓0

dP (x+ th)

t
> 0.

Dès lors d′P (x) = 0, ce qui contredit l’hypothèse.

(b) Comme dP est non expansive,

d′P (x) · h = lim
t↓0

dP (x+th)− dP (x)

t
6 ‖h‖,

si bien que ‖∇dP (x)‖ 6 1.

(c) Il s’agit de la minimisation sur un fermé non vide, d’une fonction continue
tendant vers l’infini à l’infini.

(d) Montrons d’abord que pour t ∈ [0, 1], x̄ est aussi une projection de xt := x +
t(x̄−x). En effet, s’il existait un point x̄t ∈ P tel que ‖xt − x̄t‖ < ‖xt − x̄‖, on
aurait ‖x− x̄t‖ 6 ‖x − xt‖ + ‖xt − x̄t‖ < t‖x − x̄‖+ (1−t)‖x− x̄‖ = ‖x− x̄‖,
ce qui contredirait le fait que x̄ est une projection de x sur P .

Par ailleurs, on a

d′P (x) · (x̄− x) = lim
t↓0

dP (xt)− dP (x)

t

= lim
t↓0

(1−t)‖x̄− x‖ − ‖x̄− x‖
t

= −‖x̄− x‖.

Par Cauchy-Schwarz et ce qui précède, on trouve que

‖x̄− x‖ = 〈−∇dP (x), x̄− x〉 6 ‖∇dP (x)‖ ‖x̄− x‖ 6 ‖x̄− x‖.

On a donc égalité partout, ce qui implique que ∇dP (x) est parallèle à x̄− x et
de norme 1. On en déduit le résultat.

(e) La formule ∇dP (x) = (x− x̄)/‖x− x̄‖ implique que x̄ est déterminé de manière
unique.

8 Sous-différentiel de la fonction duale d’un problème d’optimisation
quadratique convexe

1. On se rappelle qu’un problème quadratique est borné si, et seulement si, il a une
solution (Frank et Wolfe). Alors λ ∈ dom δ si, et seulement si, le problème quadra-
tique dans (12.8) a une solution ou encore si, et seulement si, il existe un x tel que
∇q(x) +ATλ = 0 ou Hx+ g +ATλ = 0, ce qui conduit à (12.9).

2. Soit λ ∈ dom δ. Par le point précédent, il existe un x tel que Hx = −(g + ATλ).
Ces x sont solutions du problème quadratique dans (12.8). En particulier, il en est
ainsi de la solution de norme minimale, à savoir xλ := −H†(g +ATλ). Alors δ(λ) =
−[q(xλ) + λT(Axλ − b)], ce qui conduit à la formle (12.10).
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3. On sait que λ∗ ∈ ∂δ(λ) si, et seulement si, λ minimise µ 7→ δ(µ)− (λ∗)Tµ sur dom δ,
ce qui conduit à (12.11).

Le problème d’optimisation convexe (12.11) a des conditions nécessaires et suffisantes
d’optimalité, qui s’écrivent : il existe un z ∈ R

n tel que






Sλ+ v + b− λ∗ +Az = 0
Hz = 0
ATλ+ g ∈ R(H).

On en déduit (12.12).

9 Mécaniques lagrangienne et hamiltonienne sur un espace vectoriel

1. C’est évident :
d

dt

(
∂L

∂q̇

)

=
d

dt
(mq̇) = mq̈

et
∂L

∂q
= −∇V (q) = F (q).

2. On a
H(p, q) = sup

q̇∈Rn

(

pTq̇ − m

2
‖q̇‖22 + V (q)

)

.

Le maximum ci-dessus est obtenu pour q̇ = p/m, si bien que

H(p, q) =
1

2m
‖p‖22 + V (q).

Les équations d’Hamilton (12.15) s’écrivent alors

q̇ =
∂H

∂p
=

p

m
et ṗ = −∂H

∂q
= −∇V (q) = F (q).

On en déduit l’équation de Newton F (q) = mq̈.

3. Si q̇ est solution du problème de maximisation en (12.14) et si L est différentiable
par rapport à son second argument, on a

p =
∂L

∂q̇
(q, q̇, t). (12.24)

L’équation d’Euler-Lagrange s’écrit alors

ṗ =
∂L

∂q
(q, q̇, t). (12.25)

4. Avec q̇ solution du problème de maximisation en (12.14), l’hamiltonien s’écrit

H(p, q, t) = pTq̇ − L(q, q̇, t).

Ce q̇, donné par (12.24), est fonction de p et de q. En dérivant la formule ci-dessus,
on a alors, pour i = 1, . . . , n :

∂H

∂pi
= q̇i +

n∑

k=1

pk
∂q̇k
∂pi

−
n∑

k=1

∂L

∂q̇k

∂q̇k
∂pi

= q̇i,
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grâce à (12.24). De même, pour i = 1, . . . , n :

∂H

∂qi
=

n∑

k=1

pk
∂q̇k
∂qi

− ∂L

∂qi
−

n∑

k=1

∂L

∂q̇k

∂q̇k
∂pi

= −∂L

∂qi
= −ṗi,

grâce à (12.24) et (12.25).

Pour en savoir davantage, on pourra consulter [1, 3, 4, 2, 5].
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