SOLUTIONS

1 Notion de direction de descente

Les courbes de niveau étant des ellipses, la fonction est soit strictement convexe, soit
strictement concave. La direction du gradient en y montre qu’elle est strictement concave
(faire une coupe le long de la droite y + RV f(y)). Donc la courbe de niveau encercle une
«colline» de f. C’est donc dans le dessin A que d est de descente.

2 Pas optimal pour un critére quadratique

1. Soit xg41 = xx + apdy. Le pas oy, est optimal si

0= f'(zy1) - di = (g1 + axAdy) T dp.

On en déduit

gp di
ap = — T 5
d, Ady,
qui est > 0, car dj est une direction de descente (ggdk < 0) et A est définie positive.
2. On a
T 042 T
ferr = fi+ argpdi + rdp Ady,
Gk+1 = gk + apAdy.

En multipliant scalairement la seconde équation par Sfdj,, en observant que gg k=
0 et en retranchant la premiére équation, on obtient

ay
Jev1— fe = 79}1%,
si bien que
—o(f, —
aj = M (5.19)
gr dy,

qui ne fait plus intervenir A.

Remarque. La formule (5.19) peut donner une estimation du pas a prendre le long
de d pour une fonction non linéaire quelconque, a condition que l'on ait une idée
de la décroissante de f (c’est souvent le cas). Le pas oy donné par (5.19) est appelé
pas de Fletcher.

3 Mise en ceuvre de la régle de Wolfe

1. Si on passe indéfiniment dans 2.7, on a o — +00 et
flan + ady) < fr +wiagy dy,

ce qui impliquerait que f n’est pas bornée inférieurement sur z; + Rdg. Par consé-
quent, aprés un nombre fini d’itérations, @ < +o0.
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. A chaque itération, |@ — «| est divisé par deux, donc les suites croissante («) et

décroissante (@) convergent vers la méme valeur é.
3. On passe a la limite dans
flag +ady) > fr, + awigy dy (5.20)

et dans
flan + ady) < fr + awigg dy.

4. Par passage & la limite dans

g(xk, + ady) Tdy, > wagy dy.

5. En retranchant (5.3) de (5.20), en divisant le résultat par (& — &) et en passant a la
limite, on trouve le résultat.

6. De (5.5) et w1 < wa, on déduit que
g(wp + ady) " dy > wagf dy,

ce qui contredit (5.4).

Remarque. En pratique, aux étapes 2.2 et 2.8, on utilise des formules d’interpolation
avec sauvegardes plutot que de diviser l'intervalle [«, @] par 2.

4 Acceptation du pas unité dans les méthodes de Newton et de

quasi-Newton
1. On utilise le développement de Taylor de f(xy + di) autour de xy:
fzy + dy)
= Flwn) + ol i+ ATV ) + /0 (Pt tde) — o)) - B
= fGew) + gl d+ ATV )i+ o))
Alors

flay +dg) — flzy) —wigp di
1
= (1—wi)gidy+ §dZV2f($k)dk + o(||d|I?)

1 1
(5 — w1)di Mydy + 5 (V> f(ax) = Mi) di + o di )

2

1
< —(5 — wi)dj, Mydy + o(||di||*)
< 0,

pour k assez grand. On a utilisé le fait qu’il existe une constante C' > 0 telle que
d} Midy, > C||dk||?, ce que I'on voit en utilisant (5.6) et le fait que V2 f(z.) est définie
positive.
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2. On utilise le développement de Taylor de g(zj + di) autour de xy :

1
e +dy) = g+ V2f(2r)de +/ (V2 f (g + tdy) — V2 f () dy dt
0
= g+ VZf(zr)di + o(||dk ).
On en déduit

g(xr, + di) T dg — wagy di

= —wagpdi + gpdi + di V2 f (@) dy + o([|di]|?)
wod] My — df (My = V2 f () )i + o(l|di 2
w2 C||dg||> + o\ dy||*)
0,

VoWV

pour k assez grand. On a utilisé le fait qu’il existe une constante C' > 0 telle que
d} Midy, > C||dk||?, ce que I'on voit en utilisant (5.7) et le fait que V2 f(z.,) est définie
positive.

5 Probléme de moindres-carrés linéaire

1. On peut donner beaucoup de démonstrations. Commengons par les plus longues!

e — C’est clair si A est injective car alors, avec A = Apin(ATA) > 0, on a
1 1
flz) = §a:TATAx —bT Az + §Hb|]2
A 1
> 2l — 1A blal + 5 b1
si bien que f(z) — 400 lorsque ||z| — oo.

— Si A =0, tout point de R™ est solution.

— Si A est non nulle, mais n’est pas injective, on décompose R™ en N'(A) (dans
lequel f ne varie pas) et le sous-espace vectoriel supplémentaire R(AT) # {0}.
Si les colonnes de Y forment une base de R(AT) et les colonnes de Z forment

une base de N'(A), on a
R" = R(Y) ® R(Z).
Donc x s’écrit Yu + Zv et le probléme revient & minimiser en
%HAYU _ B2,
Mais AY est injective (car AYu = 0 implique que Yu € R(AT)NN(A) = {0}

et donc u = 0 car Y est injective). Dés lors ce probléme a une solution (par
la premiére partie), soit u,, et les solutions du probléme sont de la forme

ou x4, = Yu, (cela provient de I'unicité de w,, voir plus loin).
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e Au lieu d’utiliser la démonstration «topologique» ci-dessus, on utilise une dé-
monstration « calculatoire », en écrivant la condition d’optimalité et en montrant
que celle-ci a toujours une solution. Elle s’écrit

AT Az = ATh. (5.21)

Elle a une solution car ATh € R(AT) = R(ATA) (en effet, on vérifie facilement
que N(A) = N(ATA) et on «dualise» cette relation — on prend I’orthogonal).
L’équation (5.21) est appellée I’équation nomale du probléme de moindres-carrés
linéaire. Elle est donc équivalente & ce probléme.

e On observe que le probléme consiste a projeter b sur R(A) (qui est un convexe
fermé non vide!). Il existe une unique projection. Celle-ci est de la forme Az,
(le x4 n’est pas nécessairement unique cependant) et x, est solution du probléme
de moindres-carrés.

e On utilise I'exercice 9 de la séance 1, en notant que le critére est quadratique et
borné inférieurement.

2. Si A est injective, f est strictement convexe et le probléme a une solution unique.
Inversement, si A n’est pas injective et si x, est solution, tout point de z, + N(A)
est encore solution.

3. On a montré ci-dessus que l’ensemble des solutions est de la forme z, + N (A), on .
est une solution arbitraire (dont I'existence a été démontrée).

Comme Az, = Pgra)b (projection orthogonale de b sur I'image de A), la valeur
optimale s’écrit val(P) = 3||(I — Pz (4))b|I*>. On note que I —Pr(4) = PRr(a)t, si bien
que

1
val(P) = 5| Priaye I
4. L’équation d’optimalité du premier ordre s’écrit
AT Az = AT

Elle prote le nom d’équation normale. Comme le probléme est convexe I’ensemble
des solutions du probléme de moindres-carré est ’ensemble des solutions de cette
équation.

(a) On projette 0 sur un sous-espace affine, qui est certainement un convexe fermé
non vide!

(b) La probleéme (5.9) est convexe et les contraintes sont qualifiées (car linéaires).
Alors & est solution de (5.9) si, et seulement si, il existe un A € R (non
nécessairement unique) tel que

24+ ATAN=0 ou I ATA\ (2\ [ 0 (5.22)
ATAz = ATb ATA 0 AN T \ATy) '
Comme Z est déterminé de maniére unique par cette équation (pas A si A n’est

pas injective), il est fonction linéaire du second membre, lui-méme fonction
linéaire de b. Donc & dépend linéairement de b.
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(d)

Par les conditions d’optimalité, & € R(AT), clairement.
Inversement, z est solution de (5.8), il vérifie ’équation normale AT Az = ATb.
Si, de plus, z € R(AT), alors il existe un A € R” tel que x = —AT A\ (car
R(AT) = R(ATA)). Alors (z, )\) vérifie les conditions d’optimalité de (5.9), qui
sont suffisantes pour affirmer que z est la solution de norme minimale.
i. Si A=0, A" =0 (car & = 0 quel que soit b).
ii. Comme # € R(AT), on peut écrire & = Yu, ce qui donne (on a vu ou on
montre facilement que YTATAY est inversible — on a besoin que Y existe
ici et donc que A # 0)

u=(YTATAY)"lYTATp

et donc
F=Y(YTATAY) 'y TA .

Forcément

At =Y (Y TATAY)"lYyTAT,

iii. On vérifie d’abord que toute solution z de I’équation normale vérifie Uz =
YW Th. Quant & # il est dans R(AT) = R(U), si bien que & = Uu. On
déduit de la premiére équation de (5.22) que u = Y71V Th et donc que
& =UX"1VTh. Dés lors

At =Us-1yT |

6 Probléme de moindres-carrés non linéaire: méthode de Gauss-Newton

1. On a

2.

Vi)=J@) r(z) et Vf(x)=J(x) J(z)+ Z ri(z)V2r; ().
i=1

Comme le cott de (5.10) s’écrit

1
deRw Vf(xp) d+ §dTJ(3:k)TJ(:Ek)d,

on voit que 'on passe de 'algorithme de Newton a I'algorithme de Gauss-Newton en
négligeant le terme Y 0_, 7;(2)V?r;(zx) du hessien de f en zy, ce qui permet de ne
pas devoir calculer les dérivées secondes de 7.

Il est donc raisonnable de s’attendre a une convergence rapide dans le voisinage d’une
solution z, si r(z,) est petit ou si les V2r;(x) sont petits (probléme qui n’est pas
trop non linéaire).

(a)
(b)

Le probléme (5.10) a toujours au moins une solution car c¢’est un probléme de
moindres-carrés linéaire.

Il faut ensuite vérifier que dj, est une direction de descente de f en xj (si xg
n’est pas stationnaire) pour que le recherche linéaire fonctionne. Par optimalité
de dg, on a

I8 Tpdy, + Ty, =0,
si bien que
V) T = = Jrd|?,

qui est < 0 si x, n’est pas stationnaire (en effet, dans ce cas Jydy # 0).
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3. (a) Sous les hypothéses énoncées, dj = —(J,;r Ji) "IV fi. et les suites de matrices
{JT I} et {(JTJx) 1} sont bornées.

Il s’en suit que le cosinus de 'angle 6 entre dp et —V f; est uniformément
positif.
On peut aussi le montrer directement : en notant C' > 0 une constante générique,
on a |[JIrg| < C||Jxdg| et donc
~Vf(z)"d Jpdy||? Jid
cos 0y — I @k) di HTk el ol kdill
IVF @)l Nkl ([T 7l el |
du fait de 'uniforme injectivité de Ji. D’aprés la condition de Zoutendijk, ceci
implique que Vf(x) — 0, c’est-a-dire la convergence de 1’algorithme.

C,

(b) D’aprés 'hypothése (i7), lorsque zy est voisin de x., My := J}| Jj est inversible
et dj est donc donnée par la formule

dy = — M 'V f(zy).
Comme, d’apreés 'hypothese (7)),
My, = V2 f(2.) = My, — J(2.) " (2:) = O(||lzy, — 2.)),

et que V2f(x.) = J(2.)TJ(z) est définie positive, la convergence est quadra-
tique.

Remarque. Cette étude montre que, contrairement a la méthode de Newton, I’algorithme
de Gauss-Newton est toujours bien défini et génére toujours des directions de descente. Sa
convergence est assurée sous des conditions trés souvent vérifiées (la technique des régions
de confiance permet de faire face au cas ou l'uniforme injectivité de J(x) ne serait pas
vérifiée). Par contre, la vitesse de convergence peut étre assez lente si le résidu n’est pas
nul en la solution ou si 7 est fortement non linéaire (on s’écarte alors de la méthode de
Newton).

7 Approximation de rang un d'une matrice symétrique

1. Premiére méthode. Le critére est continu et tend vers 'infini a 'infini. Pour ce dernier
point, on peut utiliser I'une des minorations suivantes du critére z — f(z):

1

F@) = SIMIp = o2t [p)* = S (IM]lF = [|2]%)?,

1
2

1 2 T 1 4 1 2 2 1 4
F@) = SIMIE - 2T M + lal* > SIMIE - Ml + Sl

Chaque fonction minorante tend vers U'infini lorsque ||z|| tend vers l'infini.

Deuzxieme méthode. On récrit le probléme comme un probléme sur I’espace vecto-
riel 8" :
. 1 2
inf = —||M — X[,
XeSt 2
rg(X)<1
ou rg(X) désigne le rang de X. Ce probléme a une solution car son ensemble admis-
sible est fermé (le rang est s.c.i.) non vide (la matrice nulle est admissible) et son
critére tend vers I'infini & U'infini.
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2. On a pour tout h € R":
fl(x)-h=—-2a"Mh+2(z"h) |z|>

La condition d’optimalité du premier ordre s’écrit f'(x) - h = 0 pour tout h € R™,
c’est-a-dire
Mz = ||z||z.

Donc une solution x est soit le vecteur nul, soit un vecteur propre de M (donc non
nul) dont la valeur propre est A = ||z||?.

Dés lors, si A\; < 0 (c’est-a-dire M < 0), z = 0 (sinon M aurait une valeur propre

A= [|z|? > 0).
3. La condition du second ordre s’écrit f”(z) - h2 > 0 pour tout h € R™. Or on a
F'(@) - B2 = —2 T MR+ 2 ol B + A Th)?.

Alors, = ne peut pas étre nul (car A; > 0 montre que I'on ne peut avoir f”(0)-h? > 0
pour tout h) et donc x est un vecteur propre de M de valeur propre A = ||z|?
(point 2). Pour h L z, on trouve

() - h* = —2hTMh+ 2||z|* ||l
On doit donc avoir AT Mh < ||z||?||h||* = A||A]|? pour tout h L z. Donc A = A;.

4. Soit T une solution du probléme, qui est donc un vecteur propre de M associé a
la valeur propre maximale A; et de norme )\}/ 2. Calculons la valeur optimale du
probléme. On note Ay > Ay > --- > A, = 0 les valeurs propres de M et v; des vecteurs

propres orthonormaux associés. Sans perte de généralité, on peut supposer que vy || T
T

1

et donc T = j:)\i/ 2?)1. En utilisant la décomposition spectrale M = ). \jv;v
voit que le cofiit optimal vaut

on

1< L
val(P) = 3 Z \vo] —Z2 || = 3 Z P
i=1 F =2

Ce cotit optimal est obtenu par tout vecteur propre x de valeur propre maximale Ay

et de norme /\}/ 2 (on adapte la décomposition spectrale a ce vecteur propre x).

8 Valeurs singuliéres

1. Il s’agit de maximiser une fonction continue sur un compact (fermé borné) de E x F.

2. Sil'on note c(z,y) = (3(||lz]|> — 1), 2(|ly[[* — 1)) la contrainte, on a pour (a, 8) € R?:

e = (1) e s = (5).

Comme en un point admissible, x # 0 et y # 0, ¢ (x,y)* est injective. On en déduit que
d(z,y) est surjective et donc que la contrainte est qualifiée.

On peut aussi voir directement que ¢/ (z,y) est surjective, car on peut atteindre (o, 3)
par ¢ (x,y) en 'appliquant a (h, k) = (az, By).
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3. [=] On introduit la lagrangien

A 7
Uz,y, A\, p) = —(Az,y) + §(|le2 -1+ §(||y\|2 - 1).

Les conditions de Lagrange s’écrivent

Aty = Az
Ax = py
I2]? i (5.23)
ly[* = 1.

En multipliant la premiére équation par z, la seconde par y et en tenant compte des
contraintes, on voit que A = u. Donc, avec z = (z,y), on a Az = Az, ce qui montre
que z est un vecteur propre de A, de valeur propre A.

En ce point stationnaire, le critére vaut (Ax,y) = ully||* = A.

[<] Si z = (z,y) est un vecteur propre de A, de valeur propre \, vérifiant |z| = ||y|| = 1,
on a A*y = Az et Az = Ay, ce qui montre que les conditions (5.23) sont vérifiées et
donc que (z,y) est un point stationnaire de (P).

4. Si (z,7) est solution de (P) et \ := (AZ,7), la qualification des contraitnes (point 2) et
le point 3 montrent que (Z, y) est un vecteur propre de A de valeur propre A = (AZ, ).

On note que A > 0. En effet, si A = 0 alors A := (AZ, %) = 0, Sinon, on peut trouver un
de norme 1 tel que Az # 0; en prenant y = Ax/[|Az|, on obtient (Az,y) = ||Az|| # 0
et donc la valeur optimale A de (P) est positive.

Soit & présent (x,y) un vecteur propre de A de valeur propre A; il suffit de montrer que

A A

e Siz =0,alors A\ =0 (car Az = \y et (x,) # 0) et donc A < ), car on a vu que
A= 0.

e On raisonne de méme si y = 0.

e Maintenant, si  # 0 et y # 0, on peut supposer que ||z|| = ||y|| = 1. Par le point 3,
A = (Az,y), si bien que A est inférieur & la valeur optimale de (P) qui est .

9 Formule de BFGS

1. On a vu a la séance 1 que Id € Conv(S™); donc aussi ¢ € Conv(S™). Alors M € ST
minimise 1 si, et seulement si, V¢)(M) = 0. On a pour H € §":

W'(M)-H=trH— (M"Y H)={U—- M H).

Donc V(M) = I — M~ et I'unique minimiseur de 1 est M = I.

2. Si le probléme (5.11) a une solution M celle-ci est dans S¥, et satisfait la contrainte
y=Ms. Alors y's = s"Ms >0, car s # 0.

3. Une contrainte affine est toujours qualifiée.

Si on note ¢(M) = Ms —y, on peut aussi vérifier que la jacobienne ¢/ (M) est surjective.

Pour H € §",onad(M)-H = Hs.
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Méme dans ce cas particulier, il n’est pas si simple de construire explicitement une
matrice H € 8™ (elle doit étre symétrique puisque ¢ : 8™ — R) telle que /(M) - H =y,
un vecteur donné dans R™. On peut prendre (c’est la formule SR1):

N
% siyTs#0
y's

(y=—s)y—9)T7

Isl13

Il est en général plus aisé d’utiliser le procédé non constructif consistant a vérifier
que ¢/ (M)* est injective, ce qui se déduit immédiatement du fait que, pour z € R":
(M) z=(zs" +527)/2.

. Par sa convexité, sa régularité et la qualification de sa contrainte, le probléme (5.11)
a une solution M si, et seulement si, M vérifie ses conditions d’optimalité du premier
ordre. On note

I —

sinon.

Wy = MO_ L
Le lagrangien du probléme est la fonction £ : 8” x R"® — R définie par
OM,N) = (W 2MW?) + AT (y — Ms).

Calculons-en le gradient par rapport & M en M € 87 . Sachant que V(M) = I-M—1,
on obtient

Gy (M) = (I — (W 2Mw?) -t w2 HW, /%) — ATHs
T T
= (Wo— M1 H)— <¥,H>.
Donc, en notant W = M1,
AT+ AsT
Varl(M,\) = Wo — W — %
et U'optimalité s’écrit
AT+ AsT
W= W, — S —;— S
Il reste a déterminer A en utilisant la contrainte Wy = s, ce qui conduit &
T T
oy YA Y8
s = Wyy 5 S 5 A

En prenant le produit scalaire avec y et en utilisant le fait que y's > 0, on trouve
y"A = y"(Woy — s)/(y"s) qui, injecté dans la relation ci-dessus, fournit la valeur du
multiplicateur
y' (s — Woy)
yTs (yTs)?
En utilisant celle-ci dans la formule de W ci-dessus, on trouve

_ T _ T L.
(s — Woy)s 4T—s(s Woy) Y (s . I/12/011)331 (5.24)
y's (y's)

Par un calcul laborieux, mais mécanique, on vérifie que M donné par (5.12) est bien
I'inverse de W donné par (5.24) (il suffit de vérifier que MW = I).

—2
A= (s — Woy) +

W =Wy+
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10 Méthodes des régions de confiance

1. La fonction f est continue et le domaine admissible est fermé, borné, non vide.

2. Omn va écrire les conditions de Kuhn et Tucker. Pour cela, il faut montrer que la contrainte
est qualifiéce en z. Seul le cas ou ||Z|| = A est & considérer. Alors, z # 0 et donc
Ve(z) = & # 0. La contrainte est donc qualifiée.

Il existe alors un multiplicateur A tel que les conditions de Kuhn et Tucker soient
vérifiées. En remplagant la contrainte de (5.13) par la contrainte équivalente (mais dif-
férentiable) c(x) < 0, on trouve les conditions (5.14), (5.15) et (5.16).

3. Si ||z|| < A, T est dans U'intérieur du domaine admissible et est donc minimum local du
probléme sans contrainte. La condition nécessaire du second ordre dit que V2f(z) = A
est semi-définie positive.

D’autre part, (5.16) implique que A = 0. On a donc démontré (5.17).

4. (i) Si||z|| = A, le cone critique (définition 1.20, remarque 1.21) contient les h € R™
tels que ¢(Z) - h = 2" h = 0. Pour ces h, on a donc (Théoréme 1.22)

hTV2 0z, \h=hT(A+ X)h > 0.
(73) Clest clair, car si ||z|| = ||Z||, alors x est admissible et donc f(Z) < f(z).
(73i) En utilisant (5.14), on a

1

f(@) = §ETA:Z" —b'z
1 -
= §:iTA§; —zT Az — \||z|)?
1 _
= ——z'Az - )|z~
2
Pour ||z|| = ||Z]|, on a alors d’aprés (ii), la relation ci-dessus et (5.14)
1 A A 1
—§7TA37 - §Hf”2 - §Hl’”2 = —§7TA37 - Allz|?
= f(@)
< f@)
= ll‘TA:E —b'x
2
1 _
= §xTA:17 — (A4 Az

La relation entre les membres extrémes donnent le résultat.

(iv) Cest une équation du second degré dont le discriminant vaut 4(z"h)2 > 0. 11y a
donc deux racines réelles distinctes.

(v) Soient h € R™ tel que Z'h # 0 et « la racine non nulle de 'équation de (iv). On
prend x = T + ah. On a ||z|| = ||Z|| et en appliquant (ii7), on trouve le résultat

(o #0).
5. La condition (5.17) est vérifiée grace aux points 3, 4(i) et 4(v).
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6. (i) D’aprés (5.14), 7 vérifie la condition d’optimalité V, £(Z,A) = 0 du probléme.
D’autre part, application  +— £(z, \) est convexe, car d’aprés (5.17) V2 _0(x, \) =
A+ M est semi-définie positive. Alors T est solution du probléme (la condition
d’optimalité du premier ordre est une CNS lorsque le probléme est convexe).

(74) Pour les x tels que [|z]| < A, on a

f@) = HEX) lpar (5.16)
< Mz, A) [par 6(4)]
< f(o) [car |z < A et A > 0].

Ceci démontre le résultat.

11 Conditions d'optimalité du second ordre

Il faut déterminer les multiplicateurs optimaux A associés & la contrainte en chaque
point stationnaire. L’unique contrainte ¢ est qualifiée en tout point admissible x, car

Ve(x) = x # 0. Le lagrangien s’écrit
Uz, \) = 3(2} +23) + 3(a? + 23— 1)

et les conditions de Lagrange sont

:El(ilﬁl—l—)\) =0
xo(r2+A) =0
2 +ai=1.

Les multiplicateurs associés A\ sont donc

r==+(0,1) — A=Fl,
r = =£(1,0) — A =Fl,
r=+(1/v2,1/V?2) —  A=F1/V2

Le hessien du lagrangien s’écrit

2x1 + A 0
0 229 + A

L=V20(z,\) = (

et, par la qualification de la contrainte, I’espace tangent & la contrainte est
T,.X = {d tx1dy + xody = 0}.

Considérons chaque point stationnaire.
« Point z = £(0,1). L'espace tangent est T, X := {d : do = 0} et d" Ld = \d? = Fd?, si
bien que

o x = (0,1) est un maximum local strict (critére valant 1/3),
o z = (0,—1) est un minimum local strict (critére valant -1/3),

o Point x = £(1,0). L’espace tangent est T, X := {d : d; = 0} et d' Ld = \d3 = Fd3, si
bien que
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x = (1,0) est un maximum local strict (critére valant 1/3),
x = (—1,0) est un minimum local strict (critére valant -1/3),
o Point z = 4+(1/v/2,1/v/2). L'espace tangent est T, X := {d : d; +dy =0} et d' Ld =
“\dI = +(1/v2) 3, si bien que
o z = (1/v/2,1/v/2) est un minimum local strict (critére valant 1/(3v/2)),
o x=—(1/v2,1/4/2) est un maximum local strict (critére valant —1/(3v/2)),

Le dernier cas peut paraitre contre-intuitif si 'on ne regarde que les deux points du cas
(pas si 'on compare avec les valeurs du critére aux points des autres cas), car la valeur du
critére est plus grande au minimum local qu’au maximum local. En réalité les courbes de
niveau du critére sont comme & la figure 6 et la théorie ne nous a pas trahi. Un minimum

Fig. 6: Courbes de niveau du critére et contrainte pour le probléme (5.18).

global est donc atteint en z = (0,—1) et x = (—1,0).
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