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Jean-Yves Marion Professeur, École des Mines de Nancy, INPL, Nancy, France
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It is more important that a proposition be interesting than that it be true.

Alfred North Whitehead
Adventures of Ideas

Permettez-moi de vous répéter ce que je vous disais ici : traiter la nature par le cylindre, la
sphère, le cône, le tout mis en perspective... et les lignes parallèles à l’horizon donnent

l’étendue, soit une réaction à la nature. Les lignes perpendiculaires à cet horizon donnent de
la profondeur. Car la nature, pour nous les hommes, est plus en profondeur qu’en surface.

Lettre de Georges Braque à Émile Bernard
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Introduction

Cette thèse concerne l’étude de la combinaison de deux formalismes de calculs, la
réécriture et le lambda-calcul, tous deux nés à la frontière entre l’informatique et la
logique.

Généralités

Notre point de départ pourraient être les travaux de Frege puis de Russell sur les
systèmes formels. Poursuivant les idées de Leibniz, ceux-ci ont pour objectif de clarifier le
statut des mathématiques, en partant de l’hypothèse que les concepts mathématiques ont
une origine logique. L’idée est de pouvoir, en utilisant des transformations symboliques,
ramener tout énoncé mathématique à un énoncé logique dont la validité puisse être elle
aussi vérifiée de manière symbolique.

Ce projet aboutit à la description de systèmes de raisonnement formels, c’est-à-dire
de description symbolique (et discrète) des énoncés mathématiques. Le programme de
Hilbert projetait d’utiliser de tels systèmes pour formaliser l’arithmétique, et de donner
une preuve de la correction de cette formalisation par des moyens « finitaires ».

Une caractéristique importante des systèmes formels est qu’ils sont eux-mêmes des
objets mathématiques. Ainsi, un système formel peut servir de cadre pour la description
d’autres systèmes formels, en particulier de lui-même. Le second théorème d’incomplétude
de Gödel donne une limite à cette réflexivité : un système formel cohérent et suffisamment
puissant pour formaliser l’arithmétique (et donc se formaliser lui même) ne peut prouver
sa propre cohérence.

Il s’en suit que tout système formel suffisamment puissant permet de formuler des
propositions dont il ne peut établir ni la vérité ni la fausseté, c.-à-d. qui ne sont ni vraies
ni fausses de son point de vue. Ainsi, la non prouvabilité d’une proposition dans un
système formel n’implique pas sa fausseté.

Cela amène à s’intéresser non plus seulement à la prouvabilité dans un système formel,
mais à la manière dont se fait cette prouvabilité, c’est-à-dire à s’intéresser à la notion de
preuve. De ce point de vue, l’enjeu se déplace donc vers les systèmes de déduction. La
déduction naturelle et le calcul des séquents sont des systèmes de déduction introduits
par Gentzen qui mettent l’accent sur un aspect dynamique des preuves : la réduction
des coupures. Ceci donne une interprétation calculatoire des déductions, via l’algorithme
d’élimination des coupures (ou de normalisation des preuves). Cette interprétation calcu-
latoire est particulièrement pertinente pour la logique intuitionniste. En effet, les règles
de la déduction naturelle intuitionniste correspondent à l’explication intuitionniste des
connecteurs logiques [ML84].
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Introduction

La notion de calcul apparaît aussi avec des descriptions formelles de machines de cal-
cul, telles que la machine de Turing. Ces machines permettent une formulation d’une
variante du « paradoxe » de Gödel : d’une part, il existe une machine de Turing uni-
verselle qui peut simuler le comportement de n’importe quelle machine de Turing sur
n’importe quelle entrée, et d’autre part il n’existe pas de machine de Turing donnant
une réponse observable à la question « Est-ce que telle machine de Turing s’arrête lors-
qu’elle est exécutée avec telle entrée ? ». Ainsi, il y a des fonctions qui sont calculables
par des machines de Turing et d’autres qui ne le sont pas. La thèse de Turing postule que
n’importe quelle fonction « effectivement » calculable est calculable par une machine de
Turing.

Notons que la réalisabilité, due à Kleene, offre un cadre pour comparer les notions
de calcul de Gentzen et de Turing. Voir [Oos02] pour un rapide survol historique de ce
domaine.

Les systèmes formels sont d’une grande importance en informatique. En effet, d’une
part ils permettent de formaliser les langages de programmation, et d’autre part la des-
cription formelle des systèmes formels permet de les informatiser eux-mêmes. En somme,
les systèmes formels donnent des outils pour informatiser l’étude des systèmes informa-
tiques, et donc pour automatiser une partie du raisonnement sur ces systèmes. Cet aspect
est un enjeu fondamental pour le développement de systèmes informatiques complexes,
surtout dans un contexte où la sûreté de fonctionnement est primordiale.

Objets d’étude

Notre travail concerne l’étude de la réécriture et du lambda-calcul, dont la combinaison
est intéressante vis-à-vis du calcul dans le sens de Turing et dans le sens de Gentzen.

Ce sont des formalismes similaires (le lambda-calcul est une forme de réécriture),
mais qui correspondent cependant à des approches différentes. Nous renvoyons le lec-
teur à [Bar84, Kri90] pour plus détails sur le lambda-calcul, et à [DJ90, Ter03] pour la
réécriture.

Lambda-calcul

Le lambda-calcul, inventé par Alonzo Church, est un formalisme intéressant par de
nombreux aspects.

Tout d’abord, il permet de calculer au sens de Turing : toutes les fonctions sur les
entiers calculables par les machines de Turing (c.-à-d. les fonctions récursives de Kleene)
y sont codables. C’est un formalisme d’expressions, ce qui le rend plus souple et facile à
utiliser que les machines de Turing. Par ailleurs, le lambda-calcul dispose d’une straté-
gie d’évaluation séquentielle, qui trouve la forme normale d’un lambda-terme lorsqu’elle
existe.

D’autre part, le lambda-calcul peut être typé. Le typage est une manière d’exprimer une
abstraction du comportement d’un lambda-terme en lui associant un type. Les types sont
utilisés dans des règles de typage permettant de contrôler la formation des lambda-termes,
c.-à-d. la façon dont on peut les composer. L’isomorphisme de Curry-Howard établit une
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correspondance entre les termes typables dans certains systèmes de types et les preuves
de certains systèmes de déduction naturelle. Par exemple, les termes simplement typés
du lambda-calcul pur sont les preuves de la déduction naturelle pour la logique minimale
intuitionniste. Cette correspondance peut aussi se retrouver au niveau algorithmique, les
règles d’évaluation du calcul correspondant à la réduction des coupures. Par exemple,
dans le cas du lambda-calcul simplement typé, la β-réduction correspond exactement à
la réduction des coupures du connecteur « implication ». Ainsi, le lambda-calcul est aussi
un système de calcul dans le sens de Gentzen.

Ceci est particulièrement intéressant pour la logique intuitionniste, car son caractère
constructif permet d’extraire de certaines preuves des programmes corrects par construc-
tion. Par exemple, une preuve intuitionniste qu’il existe un algorithme de tri pour les
listes contient cet algorithme.

Par ailleurs, il existe des systèmes de types décrivant des propriétés calculatoires des
lambda-termes, comme par exemple les types intersection [CD78]. De tels système ne sont
en général pas sujets à l’isomorphisme de Curry-Howard, et leur signification logique n’est
pas évidente.

Le lambda-calcul est donc un formalisme intéressant pour servir de base à la program-
mation fonctionnelle ainsi qu’aux assistants à la preuve, qui l’utilisent pour représenter
les preuves de systèmes de déduction. Il a cependant certaines limitations. En effet,
c’est un formalisme qui décrit essentiellement le sujet du calcul. Il donne une description
relativement fine d’une procédure de calcul, grâce à laquelle on peut coder beaucoup d’al-
gorithmes. Mais ces codages sont souvent ardus et pas toujours efficaces. Une utilisation
pratique du lambda-calcul requiert donc de lui ajouter d’autres moyens de définitions de
fonctions. De fait, les langages fonctionnels (typés) Ocaml [LDG+07], ML [MTHM97] et
Haskell [PJ03], ainsi que les assistants à la preuve comme Coq [Tea06] et Agda [Coq]
utilisent des extensions du lambda-calcul.

Réécriture

Une possibilité d’extension du lambda-calcul est d’y ajouter des symboles algébriques
et des fonction définies par réécriture. La réécriture est un formalisme qui permet de
définir des fonctions de manière équationnelle, simplement en décrivant (récursivement)
le résultat de l’application d’une fonction sur tel ou tel schéma d’entrée.

De même que le lambda-calcul, la réécriture est un formalisme Turing complet. Mais à
la différence du lambda-calcul, il se préoccupe plus de la manière dont les fonctions sont
spécifiées que de la manière dont elles sont évaluées. Ce mode de description est beaucoup
plus souple et a priori plus simple à appréhender que le lambda-calcul, mais par contre, il
est moins opérationnel. En effet, il n’existe pas pour la réécriture de procédure séquentielle
d’évaluation qui trouve toujours la forme normale d’un terme lorsqu’elle existe [HL91].

La réécriture peut donc être vue comme un outil de spécification de fonctions, qui
permet de décrire l’objet d’un calcul. De ce point de vue, il est intéressant d’étendre la
réécriture en réécriture conditionnelle. Si on voit la réécriture comme résultant de l’orien-
tation de spécification équationnelles atomiques, alors la réécriture conditionnelle corres-
pond à l’orientation de spécifications équationnelles utilisant des clauses de Horn. C’est
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d’ailleurs cette forme de réécriture qui est utilisée dans les langages Maude [CDE+07]
et Elan [BCD+06].

Combinaison du lambda-calcul et de la réécriture

L’intérêt de l’étude de la combinaison du lambda-calcul et de la réécriture est donc
d’obtenir un formalisme qui permet de profiter à la fois des caractéristiques logiques et
d’ordre supérieur du lambda-calcul, et de la souplesse d’utilisation de la réécriture. Un
tel formalisme est intéressant pour le calcul dans le sens de Turing et dans le sens de
Gentzen, et peut ainsi servir de base à la fois à des langages de programmation et à des
systèmes de preuve.

Comme nous l’avons dit, nous nous intéressons à la combinaison du lambda-calcul et
de la réécriture en considérant les deux formalismes au même niveau : le lambda-calcul
étend la réécriture et la réécriture étend le lambda-calcul.

Lorsqu’on se place dans le cadre de l’isomorphisme de Curry-Howard, cela permet
d’ajouter au lambda-calcul des constructions reflétant au niveau des preuves certains
connecteurs logiques. C’est le cas par exemple du lambda-calcul avec produits, qui cor-
respond à la logique intuitionniste minimale avec conjonctions.

D’autre part, dans un système de déduction, la réécriture peut aussi être intégrée au
niveau des types. C’est typiquement le cas de la déduction modulo [DHK03], dans laquelle
les propositions sont identifiées par une congruence qui peut être issue d’un système de
réécriture.

Ces deux niveaux d’intégration de la réécriture ne sont pas nécessairement indé-
pendants. Par exemple, dans les systèmes avec types dépendants comme le calcul des
constructions [CH88], les types peuvent dépendre des termes de preuves. Ainsi, un sys-
tème de réécriture au niveau des preuves induit une congruence au niveau des types.

Ces deux niveaux peuvent aussi cohabiter dans un même système. Par exemple, l’as-
sistant à la preuve Coq est basé sur une extension du calcul des constructions, le calcul
des constructions inductives [CP88], qui utilise un mécanisme de définitions inductives
dont les règles de réduction réécrivent aussi bien des types (élimination forte) que des
termes (élimination faible).

Enfin, la combinaison du lambda-calcul et de la réécriture peut être un cadre syntaxique
pour la réalisabilité, comme par exemple dans [BBC98]. Nous n’avons pas abordé cette
question, bien que les preuves de normalisation forte du lambda-calcul typé que nous
étudions aux chapitres 9 et 10 utilisent la « réductibilité1 », qui est une technique issue
de la réalisabilité.

Cohérence équationnelle et cohérence déductive

Les notions de calcul de Turing et de Gentzen donnent lieu, dans le cadre de la com-
binaison de la réécriture et du lambda-calcul, à deux notions cohérences.

— La « cohérence équationnelle » est la propriété que la théorie équationnelle décrite
par une relation de réécriture n’est pas triviale.

1« reducibility » en Anglais.
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— La « cohérence déductive » est la propriété que, via l’isomorphisme de Curry-
Howard, le système de déduction correspondant à une extension du lambda-calcul
est cohérent.

Au regard de ces deux formes de cohérences, nous étudions deux propriétés de la
combinaison de la réécriture et du lambda-calcul :

— la confluence, qui permet d’assurer la cohérence équationnelle et le déterminisme
des calculs ;

— la normalisation forte, qui permet d’assurer la cohérence déductive et la terminaison
des calculs.

Le plus souvent, la normalisation faible suffit pour obtenir la cohérence déductive d’un
système de types vu comme un système logique. Cependant, comme la réécriture n’a en
général pas de moyen d’évaluation effectif, dans notre cas il est important du point de
vue de la terminaison d’étudier la normalisation forte plutôt que la normalisation faible.
D’autre part, la normalisation forte est intéressante en pratique car elle permet le choix
d’une stratégie de normalisation, qui peut donc être fait sur des critères d’efficacité. De
plus, elle permet, par lemme de Newman, d’assurer la confluence à partir de la confluence
locale.

Enfin, rappelons que la cohérence équationnelle et la cohérence déductive sont liées.
— Dans des systèmes avec types dépendants, l’incohérence équationnelle peut amener

à une relation d’égalité incohérente et à l’incohérence déductive.
— Comme on le verra au chapitre 6, l’incohérence déductive du lambda-calcul non

typé (c’est-à-dire « uni-typé », voir par exemple [AC98]), peut amener à l’incohé-
rence calculatoire en présence de réécriture.

Survol du contenu

Partie I Réécriture conditionnelle et lambda-calcul

Dans cette première partie nous présentons les objets de base sur lesquels nous allons
travailler.

Au chapitre 1, nous définissons précisément les termes que nous utilisons. Les termes
du lambda-calcul contiennent un lieur de variables qui impose d’identifier les termes
qui ne diffèrent que par renommage de leur variables liées. Nous utilisons une relation
d’alpha-conversion inspirée de celle de Krivine [Kri90] pour expliciter les liens entre les
algèbres de termes du premier ordre (utilisés pour la réécriture du premier ordre) et
les termes quotientés par alpha-conversion. En particulier, nous montrons précisément
comment une algèbre de termes du premier ordre peut être vue comme un sous-ensemble
des lambda-termes quotientés par alpha-conversion.

Le chapitre 2 rappelle des notations concernant les relations et systèmes de réécriture.
Nous présentons au chapitre 3 le lambda-calcul et la réécriture. Nous insistons sur la

manière dont s’articulent ces deux formalismes, et essayons de motiver l’étude de leur
combinaison. En partant de la réécriture du premier ordre, nous passons au lambda-
calcul non typé, puis au lambda-calcul typé. Nous rappelons les limitations des codages
possibles dans ces systèmes, ce qui motive le fait de travailler sur des extensions du
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lambda-calcul, puis nous rappelons le théorème de Böhm, qui suggère que ces extensions
soient aussi des extensions de la syntaxe du lambda-calcul. Une possibilité est d’étendre
la syntaxe du lambda-calcul par des symboles algébriques et d’étendre la β-réduction par
des fonctions définies par réécriture sur ces symboles.

Le chapitre 4 est consacré à la réécriture conditionnelle. Nous montrons en particulier
que pour un système conditionnel du premier ordre, la relation de réécriture condition-
nelle sur les lambda-termes est le quotient par alpha-conversion de la relation de réécriture
conditionnelle sur les termes du premier ordre.

Partie II Confluence

Dans cette seconde partie, nous étudions la confluence de la combinaison du lambda-
calcul et de la réécriture conditionnelle.

Nous commençons au chapitre 5 par quelques rappels sur l’utilisation des relations
de réécriture parallèles pour la confluence des systèmes de réécriture orthogonaux et du
lambda-calcul. Ensuite, nous montrons comment ces notions sont étendues à la réécriture
conditionnelle, ce qui nous permet d’aborder brièvement la différence entre confluence et
confluence par niveaux.

Enfin, nous rassemblons quelques points importants liés à la modularité. Cela nous
permet de caractériser la confluence par la confluence close et d’évoquer la possibilité
d’un lien entre d’une part le fait que la confluence n’est pas préservée lorsqu’on ajoute
aux termes du premier ordre des éléments d’une algèbre non libre (comme par exemple
des termes infinis), et d’autre part le fait que la confluence n’est en général pas préservée
par combinaison de systèmes non disjoints. De plus, en utilisant nos développements sur
l’alpha-conversion, nous montrons que la confluence de la réécriture conditionnelle du
premier ordre est préservée lorsqu’on passe des termes du premier ordre aux lambda-
termes quotientés par alpha-conversion. Ceci est intéressant pour compléter la preuve de
préservation de la confluence par curryfication de [Kah95], qui ne prend pas en compte
cette question.

Au chapitre 6, nous présentons quelques études systématiques sur la confluence de la
combinaison du lambda-calcul et de la réécriture. Nous abordons de plus la question de
la combinaison de la réécriture du premier ordre avec l’η-réduction du lambda-calcul,
et donnons une preuve qui nous semble nouvelle du fait, que si R est un système de
réécriture du premier ordre, alors la cohérence de =R implique la cohérence de =βηR sur
les termes typés dans le système F [BT88, BTG89, BTG94]. Cela implique que, sur les
termes typés, la βηR-conversion est cohérente lorsque la R-conversion l’est aussi, bien
que la βηR-réduction ne soit par toujours confluente lorsque que la βR-réduction est
confluente.

Le chapitre 7 est consacré à l’étude de la préservation de la confluence pour la réécriture
conditionnelle combinée au lambda-calcul. Notre approche a été essentiellement d’étendre
à la réécriture conditionnelle les résultats présentés au chapitre 6 sur la combinaison du
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lambda-calcul à la réécriture non-conditionnelle. Nous avons de plus amélioré un résultat
de Dougherty [Dou92] sur la confluence de la réécriture combinée au lambda-calcul. Le
résultat original montre, pour un système de réécriture du premier ordre confluent R,
que la βR-réduction est confluente sur les termes fortement β-normalisants satisfaisant
certaines conditions. Nous avons étendu le résultat aux termes faiblement β-normalisants
satisfaisant des conditions similaires. Le contenu de ce chapitre a été publié dans [BKR06].

Enfin, au chapitre 8 nous présentons des résultats préliminaires sur l’extension à la ré-
écriture conditionnelle du résultat de Kahrs [Kah95] sur la préservation de la confluence
par curryfication de la réécriture non conditionnelle. Nous montrons de plus que la
confluence sur les termes clos n’est en général pas préservée par curryfication de la ré-
écriture non conditionnelle.

Partie III Normalisation forte et réductibilité

Cette troisième partie concerne les preuves par réductibilité de la normalisation forte de
la réécriture combinée au lambda-calcul typé. Dans ces preuves, les types sont interprétés
par des ensembles de termes fortement normalisants, et on montre que l’interprétation
est adéquate, c.-à-d. que les termes typables appartiennent à l’interprétation de leur type.

Le chapitre 9 est un exposé général des preuves de normalisation forte par réductibi-
lité. Nous commençons par le lambda-calcul simplement typé avec produits, puis nous
présentons quelques point importants sur l’insertion de la réécriture dans ces preuves.

Nous abordons enfin le système F [Gir72], dont la spécificité logique amène à envisa-
ger la réductibilité sous forme de familles d’ensembles de termes fortement normalisants
vérifiant certaines conditions de clôture. Nous appelons ces familles d’ensembles des « fa-
milles de réductibilité ». Nous explicitons un lien entre l’utilisation d’une intersection
dans l’interprétation par réductibilité du système F et la non terminaison du système F
combiné à certains systèmes de réécriture polymorphes non paramétriques. De plus, nous
donnons une généralisation des candidats de réductibilité de Girard qui utilise une notion
de terme neutre basée sur l’interaction entre une relation de réécriture et des « contextes
d’élimination ».

Dans le chapitre 10, nous discutons la stabilité par union de familles de réductibilité.
Nous présentons un système de types intersection et union qui est correct et complet
vis-à-vis de la normalisation forte de systèmes de réécriture « simples » combinés au
lambda-calcul. Cela nous permet de voir que pour certains systèmes de réécriture simples
confluents, on peut typer des termes non fortement normalisants si on ajoute au système
une règle d’élimination des types union. Comme cette règle est validée par toute famille
de réductibilité stable par union, nous en déduisons qu’il existe des systèmes de réécriture
simples confluents qui n’admettent pas de famille de réductibilité stable par union.

Nous étudions ensuite des conditions pour la stabilité par union de familles de réducti-
bilité. Nous donnons une condition nécessaire et suffisante sur une relation de réécriture
et un ensemble de contextes d’élimination pour que les candidats de réductibilité de Gi-
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rard soient stables par union. Nous donnons de plus une condition nécessaire et suffisante
pour que la clôture par union d’une famille de biorthogonaux forme une famille de réduc-
tibilité, et montrons à l’aide de la réécriture simple que cette condition est strictement
plus générale que la condition de stabilité par union des candidats de réductibilité de
Girard. Ceci nous permet de raffiner l’incorporation de la réécriture dans les ensembles
saturés de Tait, et ainsi de comparer plus précisément les ensembles saturés de Tait aux
candidats de Girard en présence de réécriture.

Notons que notre condition pour la stabilité par union des candidats de Girard nous
renseigne de manière intéressante sur leur structure « algébrique » : ils sont stables par
union exactement lorsque ce sont les ensembles non vides de termes fortement normali-
sants clos par le bas pour un ordre d’observation faible.

Enfin, nous donnons une interprétation des types par des ensembles clos par biorthogo-
nalité, qui, bien que non stable par union, est « complète » vis-à-vis de la normalisation
forte dans notre système avec élimination des types unions : pour tout système de ré-
écriture simple, la typabilité avec élimination de l’union implique la normalisation forte
si et seulement si cette interprétation est adéquate pour le typage dans ce système. Cela
donne une forme de contenu calculatoire aux biorthogonaux car le typage avec la règle
d’élimination de l’union spécifie une propriété de « bonne interaction » entre les réduits
d’un terme neutre lorsqu’il est substitué dans un terme fortement normalisant.

Une grande partie du contenu de ce chapitre a été publiée dans [Rib07a, Rib07b].

Le chapitre 11 est consacré à la présentation d’un critère de terminaison pour la com-
binaison de la réécriture conditionnelle au lambda-calcul simplement typé avec produits
et types inductifs du premier ordre. C’est à notre connaissance le premier critère de ter-
minaison pour la réécriture conditionnelle (d’ordre supérieur) qui permette de prendre
en compte, dans l’argument de terminaison, l’information donnée par la satisfaction des
conditions des règles de réécriture.

Il repose sur un système de types contraints par des formules de l’arithmétique de
Presburger avec booléens, qui contient notamment des types contraints existentiels. Nous
présentons un schéma d’algorithmes pour la vérification du typage dans ce système.
Ce schéma d’algorithmes utilise un processus « bidirectionnel » de vérification et de
synthèse de types, qui fonctionne par génération de contraintes dans l’arithmétique de
Presburger. La sémantique par réductibilité de ce système repose sur l’interprétation
des types existentiels par des unions et sur une interprétation « singleton » des types
inductifs du premier ordre.

D’autre part, nous montrons comment utiliser notre notion de candidats de réductibi-
lité avec des types inductifs en utilisant des « destructeurs » de types inductifs.

Un grande partie du contenu de ce chapitre a été publiée dans [BR06].
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Notations et notions de base

Nous rappelons ici quelques notions de base.

Relations

Si A est un ensemble et n ∈ N alors An est défini par induction sur n comme suit

A0 =def ∅
An+1 =def A×An .

Nous appelons relations les couples (A,R) où A est un ensemble et R ∈ P(A) (P(A)

est l’ensemble des parties de A). Si n ∈ N, une relation n-aire sur A1, . . . , An est une
relation (A1 × · · · × An, R). Si A1 = · · · = An = A, on dit que R est une relation n-aire
sur A et on désigne (An, R) par (A,R).

Lorsque R est une relation binaire, il est souvent agréable d’écrire aRb pour (a, b) ∈ R.
Si (A×B, R) et (A×B, R ′) sont des relations binaires, alors (A×B, R∪R ′), (A×B, R∩R ′)
et (A×B, R\R ′) en sont aussi. La composition de (A×B, R) et (B×C, R ′) est la relation
binaire (A× C, R · R ′) définie par

R · R ′ =def {(a, c) | ∃b ∈ B. a R b ∧ b R ′ c} .

La relation (A× C, R · R ′) est aussi notée (A× C, RR ′).

Relations d’équivalence

Une relation binaire (A,R) est une relation d’équivalence si elle est

réflexive : a R a pour tout a ∈ A,

transitive : (a R b et b R c) implique a R c pour tout a, b, c ∈ A,

symétrique : a R b implique b R a pour tout a, b ∈ A.

Si (A,R) est une relation d’équivalence, alors le quotient de A par R, noté A/R est
l’ensemble des classes d’équivalence pour R :

B ∈ A/R si et seulement si ∃a ∈ A. B = {b ∈ A | a R b} .

Fonctions

Si A et B sont deux ensembles, une fonction de A dans B est une relation (A × B, F)

telle que
∀x ∈ A. ∀y, y ′ ∈ B.

(
x F y ∧ x F y ′

)
=⇒ y = y ′ .
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On écrit F : A → B pour dire que F est une fonction de A dans B. Le domaine de F est
la partie Dom(F) de A telle que

∀x. x ∈ Dom(F) si et seulement si ∃y. x F y .

La fonction F est totale si Dom(F) = A et partielle sinon. Pour tout x ∈ Dom(F), on
écrit F(x) pour désigner l’unique y ∈ B tel que x F y.

Il est pratique de convenir que les valuations sont des fonctions de domaine fini, et que
les assignements sont des fonctions totales.

Si A et I sont deux ensembles, une famille d’éléments de A indexée par I est une
fonction totale F : I→ A. On désigne F par (ai)i∈I, où ai = F(i) pour tout i ∈ I.

Relations bien fondées

La partie stricte d’une relation binaire (A,≤) est la relation binaire (A,<) telle que

a < b si (a ≤ b et b 6≤ a) .

L’équivalence engendrée par la relation binaire (A,≤) est la relation binaire (A,') telle
que

a ' b si (a ≤ b et b ≤ a) .

Une relation binaire (A,≤) est dite
— quasi bonne si pour tout X ⊆ A non vide, il existe a ∈ X tel que

∀b ∈ X. b 6< a .

Un tel a est dit minimal.
— bien fondée s’il n’existe pas de suite infinie strictement décroissante, c’est-à-dire de

famille (ai)i∈N telle que ai > ai+1 pour tout i ∈ N.
Il est aisé de voir qu’une relation quasi bonne est bien fondée. Supposons l’existence

d’une suite infinie strictement décroissante (ai)i∈N. Alors l’ensemble X =def {ai | i ∈ N}

a un élément minimal ai0 , donc en particulier ai0+1 6< ai0 , ce qui contredit le fait que
(ai)i∈N est une suite infinie strictement décroissante.

L’inverse est vrai si on dispose d’une fonction de choix h qui à chaque partie non vide
X de A associe h(X) ∈ X. Supposons donc que (A,≤) soit une relation bien fondée qui
n’est pas quasi bonne. Il existe donc X ⊆ A, non vide qui n’a pas d’élément minimal. On
construit alors une suite infinie strictement décroissante comme suit :

a0 =def h(X)

ai+1 =def h({b ∈ X | b < ai}) .

Proposition 1 (Principe d’induction) Soit (A,≤) une relation quasi bonne et P une
partie de A vérifiant

∀a. (∀b. b < a =⇒ b ∈ P) =⇒ a ∈ P .

Alors A = P.
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On appelle extension produit des relations binaires (A1, R1), . . . , (An, Rn) la relation
(R1, . . . , Rn) ⊆ An ×An définie par

(a1, . . . , an) (R1, . . . , Rn) (b1, , . . . , bn)

si et seulement si (∃i. ai Ri bi ∧ ∀j 6= i. aj = bj) .

Lorsque (A1, R1) = · · · = (An, Rn) = (A,R), on écrit

(a1, . . . , an) R (b1, . . . , bn)

au lieu de
(a1, . . . , an) (R, . . . , R) (b1, . . . , bn) .

L’extension lexicographique des relations binaires (A1, R1), . . . , (An, Rn) est la relation
(R1, . . . , Rn)lex ⊆ An ×An définie par

(a1, . . . , an) (R1, . . . , Rn)lex (b1, . . . , bn)

si et seulement si (∀i. ai Ri bi ∧ ∀j < i. aj = bj) .

Lorsque (A1, R1) = · · · = (An, Rn) = (A,R), on écrit

(a1, . . . , an) Rlex (b1, . . . , bn)

au lieu de
(a1, . . . , an) (R, . . . , R)lex (b1, . . . , bn) .

Proposition 2 Les relations (R1, . . . , Rn) et (R1, . . . , Rn)lex sont bien fondées dès lors
que les relations R1, . . . , Rn le sont.

Multiensembles

Les mutliensembles permettent de combiner des relations bien fondées de manière très
pratique. Nous les utilisons notamment à la section 7.2.3.

Étant donné un ensemble A, un multiensemble sur A est une fonction M : A→ N telle
que l’ensemble {a ∈ A | M(a) 6= 0} est fini. Si M1 et M2 sont deux multiensembles sur
A, alors M1 +M2 est le multiensemble sur A tel que

∀a ∈ A. (M1 +M2)(a) = M1(a) +M2(a) .

Pour tout a ∈ A, on écrit a ∈M lorsque M(a) > 0. Il est pratique d’écrire les multien-
sembles entre accolades, comme les ensembles.

L’extension multiensemble d’une relation binaire R sur A est la plus petite relation
Rmul telle que pour tous multiensembles M et M ′ sur A

∀a ∈ A.
(
∀b ∈M ′. b R a

)
=⇒ M+M ′ Rmul M+ {a} .

Proposition 3 La relation Rmul est bien fondée lorsque R est bien fondée.
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Mots

Nous utilisons à la section 1.1 des mots pour construire une algèbre libre particulière.
Nous rappelons ici les notions dont nous avons besoin sur ce sujet.

Un mot sur un ensemble A est une fonction partielle ω : N→ A de domaine fini telle
que pour tout i ∈ N, si i + 1 ∈ Dom(f) alors i ∈ Dom(f). On désigne par A∗ l’ensemble
des mots sur A.

Un mot ω de domaine {0, . . . , n} s’écrit linéairement sous la forme

ω(0).ω(1). · · · .ω(n)

Le mot vide sur A est la fonction ε : N→ A de domaine vide. On le note ε. Il est pratique,
au niveau des notations, de confondre l’élément a ∈ A avec la fonction ω de domaine {0}

telle que ω(0) = a.
Si ω1 et ω2 sont deux mots de domaines respectifs {0, . . . , n} et {0, . . . ,m}, alors le

mot ω1.ω2 est la fonction de domaine {0, . . . , n + m} telle que

∀i ∈ Dom(ω1.ω2). (ω1.ω2)(i) =

{
ω1(i) si i ≤ n

ω2(i − n) sinon

Si B est un ensemble de mots sur A et si a ∈ A, alors a.B désigne l’ensemble de mots
{a.ω | ω ∈ B}.

Ordinaux dénombrables

Nous utilisons à la partie III des ordinaux dénombrables. Nous rappelons ici leur défi-
nition, en nous basant sur la présentation de [Gal91].

Nous avons besoin des notions suivantes.
— Un ensemble O est dénombrable si c’est l’ensemble vide ou s’il existe une fonction

surjective f : N→ O.
— Un ensemble ordonné (O,≤) est bien ordonné si pour tout sous-ensemble non vide

X de O,
∃x ∈ O. ∀y ∈ X. x ≤ y .

— Un sous-ensemble X ⊆ O est strictement borné si

∃x ∈ O. ∀y ∈ X. y < x .

Un ensemble (O,≤) satisfait les axiomes des ordinaux dénombrables si

(i) O est bien ordonné par ≤,

(ii) tout sous-ensemble strictement borné de O est dénombrable,

(iii) tout sous-ensemble dénombrable de O est strictement borné.

Les éléments de O sont appelés ordinaux dénombrables. Nous distinguons l’ordinal 0, les
ordinaux successeurs et les ordinaux limites.

— Il suit de (iii) que O a un minimum, noté 0, qui est la borne supérieure de ∅.
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— D’autre part, il suit de (iii) et de (i) que tout sous-ensemble dénombrable X de O

a une plus petite borne supérieure stricte dans O. En particulier, pour tout a ∈ O,
la plus petite borne supérieure de {a} dans O est le successeur de a, qui est noté
a + 1.

— Un ordinal limite est un ordinal a de O différent de 0 tel qu’il n’existe pas de b ∈ O

tel que b = a+1. Si X ⊆ O est dénombrable mais n’a pas d’élément maximal, alors
la plus petite borne supérieure de X dans O est l’ordinal limite

∨
X. De plus, pour

tout ordinal limite a, on a a =
∨

{b | b < a}.
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Première partie

Réécriture conditionnelle et
lambda-calcul
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Chapitre 1

Structures de termes

Ce chapitre est consacré aux constructions de base sur les termes. Pour pouvoir mani-
puler convenablement les termes avec lieurs, en particulier les λ-termes, il faut pouvoir
identifier les termes qui ne diffèrent que par renommage de leurs variables liées. Pour
ce faire, les termes avec lieur sont définis comme les quotients de termes du premier
ordre modulo α-équivalence. Nous utilisons une relation d’α-équivalence inspirée de celle
de Krivine [Kri90], que nous notons =α. Cette relation a l’avantage d’être facilement
axiomatisable.

Certaines classes d’α-équivalence ne contiennent que des termes sans variables liées. Ce
sont alors des singletons pour =α, qui représentent des termes du premier ordre, mais n’en
sont pas à proprement parler si on définit les termes du premiers ordre « concrètement »
comme étant des arbres ou des mots. Cependant, ces quotients sont bien des algèbres
libres et à ce titre peuvent être considérés comme des termes. Afin de pouvoir traiter ceci
rigoureusement, nous définissons les termes du premier ordre d’une façon un peu plus
abstraite que celle décrite dans les textes standards [MT92, BN98].

Une question importante, une fois définie une relation d’α-équivalence, est de pouvoir
trouver un représentant d’une classe d’équivalence donnée. Pour ce faire, nous utilisons
les termes de de Bruijn [Bar84]. Ces termes sont construits sur une signature particulière
dans laquelle les variables sont encodées par des entiers. Ceci permet, tout en restant au
premier ordre, de ne pas avoir de problème de renommage. Afin de pouvoir utiliser les
termes de de Bruijn comme représentants des classes d’α-équivalence de Krivine, nous
étudions les rapports entre =α et la relation d’équivalence sur les termes du premier
ordre qui identifie les termes ayant même représentation de de Bruijn. Nous montrons
que ces deux relations coïncident pour les termes du premier ordre vérifiant la condition
que dans un terme λx.t, la variable x n’est pas liée dans t. Nous appelons cette condition
la « convention de Barendregt locale », en référence à la convention 2.1.13 de [Bar84].

1.1 Termes du premier ordre

Nous rappelons ici certaines notions fondamentales concernant les termes du premier
ordre. Nos termes sur Σ et X sont les éléments de Σ-algèbres libres sur X . Leur structure
provient uniquement de la liberté de l’algèbre, elle est indépendante de son implantation,
c’est à dire de la nature de ses éléments : ce peuvent être indifféremment des arbres, des
mots, ou bien quelque chose d’autre. Nous utilisons des notions classiques, présentées dans
les livres [MT92, BN98] et les notes de cours [CJ96] (voir aussi [GTWW77]). Cependant,
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Chapitre 1 Structures de termes

notre définition des termes comme algèbre libre quelconque ne se trouve pas dans ces
références.

Définition 1.1.1 (Algèbres) Soit une famille d’ensembles dénombrables Σ = (Σn)n∈N
que nous appelons signature.

— Une Σ-algèbre est un couple A = (A,ΣA) où A est un ensemble et ΣA est un
ensemble qui contient une fonction fA : An → A pour chaque f ∈ Σn.

— Étant données deux Σ-algèbres A = (A,ΣA) et B = (B, ΣB), un morphisme de
Σ-algèbres h : A→ B est une fonction h : A→ B telle que pour tout f ∈ Σn, pour
tout a1, . . . , an ∈ A, on ait h(fA(a1, . . . , an)) = fB(h(a1), . . . , h(an)).

— Une Σ-algèbre A = (A,ΣA) est une sous-algèbre d’une Σ-algèbre B = (B, ΣB) si la
fonction identité Id : A→ A induit un morphisme d’algèbres de A dans B.

— Étant donné un ensemble X disjoint de chacun des Σn, une Σ-algèbre A = (A,ΣA)

et une injection i : X → A, on dit que A est libre sur X pour i si pour toute Σ-
algèbre B = (B, ΣB), pour toute fonction j : X → B, il existe un unique morphisme
j : A → B tel que j ◦ i = j (voir figure 1.1). Le morphisme j : A → B est dit
canonique pour (A,B, j).

X
j //

i
  @

@@
@@

@@
@@

B

A
j

??

Fig. 1.1: j ◦ i = j

Notons que A est une sous algèbre de B si et seulement si A ⊆ B et pour tout f ∈ Σn,
pour tout a1, . . . , an ∈ A, on a fA(a1, . . . , an) = fB(a1, . . . , an).

Lorsque le contexte le permet, nous désignons
⊎

n∈N Σn par Σ. Nous disons que Σ est
d’arité n si Σm = ∅ pour tout m 6= n. Les éléments de Σ sont notés avec la police sans
sérif, par exemple f, g, h, . . . mais aussi pivot, filter, etc.

Remarque 1.1.2 Il est aisé de voir que deux Σ-algèbres libres sur X sont isomorphes,
et ce pour un unique isomorphisme. En effet, soient A = (A,ΣA) et B = (B,ΣB) deux
Σ-algèbres libres sur X respectivement pour (_)A et (_)B. Alors, (_)A : B → A et
(_)B : A→ B sont les uniques morphismes tels que

(_)A ◦ (_)B = (_)A (_)B ◦ (_)A = (_)B .

Il s’en suit que

((_)A ◦ (_)B) ◦ (_A) = (_)A ((_)B ◦ (_)A) ◦ (_B) = (_)B .
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1.1 Termes du premier ordre

Or la liberté de A et B implique que les identités IdA : A→ A et IdB : B → B sont les
uniques morphismes tels que

IdA ◦ (_)A = (_)A IdB ◦ (_)B = (_)B ;

d’où
(_)A ◦ (_)B = IdA (_)B ◦ (_)A = IdB .

Les isomorphismes (_)A : B → A et (_)B : A → B sont appelés respectivement isomor-
phisme canonique de B → A et isomorphisme canonique de A→ B.

Toutes les algèbres (même lorsqu’elles ne sont pas libres), contiennent une notion
canonique d’objets générés à partir des variables et par itération des fonctions de la
signature. Lorsque l’algèbre n’est pas libre, ces objets ne peuvent pas être vus comme
des termes. Nous les appelons donc « pré-termes ».

Définition 1.1.3 (Pré-termes d’une algèbre) Soit un ensemble dénombrable X , une
Σ-algèbre A = (A,ΣA) et une injection (_)A : X → A. L’ensemble Ter(ΣA,XA) des
pré-termes sur (A, (_)A) est le plus petit sous-ensemble de A tel que

— si x ∈ X alors xA ∈ Ter(ΣA,XA),
— si f ∈ Σn et t1, . . . , tn ∈ Ter(ΣA,XA) alors fA(t1, . . . , tn) ∈ Ter(ΣA,XA).

Notons que (Ter(ΣA,X ), ΣA) est une Σ-algèbre.

Remarque 1.1.4 La définition de Ter(ΣA,XA) fournit un principe d’induction sur les
éléments de cet ensemble. En effet, on peut voir Ter(ΣA,XA) comme étant le plus petit
ensemble satisfaisant aux règles suivantes :

(Var)
xA ∈ Ter(ΣA,XA)

(x ∈ X )

(Symb)
t1 ∈ Ter(ΣA,XA) . . . tn ∈ Ter(ΣA,XA)

fA(t1, . . . , tn) ∈ Ter(ΣA,XA)
(f ∈ Σn)

Alors, raisonner par induction sur Ter(ΣA,XA) revient à raisonner par induction sur la
hauteur des arbres de preuves construits par les règles (Var) et (Symb). Notons que si
A n’est pas libre, alors il peut y avoir plusieurs arbres de preuve pour t ∈ Ter(ΣA,XA).
Nous dirons « par induction sur t ∈ Ter(ΣA,XA) » ou même « par induction sur t » au
lieu de « par induction sur Ter(ΣA,XA) ».

Le lemme suivant est bien connu. Notre cas est cependant différent du cas habituel
(voir par exemple le lemme 3.4.8 de [MT92]) car nos algèbres libres sont libres pour des
injections X → A qui ne sont pas nécessairement des inclusions.

Lemme 1.1.5 Soit deux Σ-algèbres A = (A,ΣA) et B = (B, ΣB). Si (_)A : X → A est
une injection et j1, j2 : Ter(ΣA,XA)→ B sont deux morphismes tels que j1(xA) = j2(xA)

pour tout x ∈ X , alors j1 = j2.
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Preuve. On montre que j1(t) = j2(t) en raisonnant par induction sur les arbres de
preuves de t ∈ Ter(ΣA,XA). On raisonne par cas sur la dernière règle utilisée.

(Var) Dans ce cas t =A xA avec x ∈ X , et par hypothèse on a j1(xA) = j2(xA).
(Symb) Dans ce cas, t =A fA(t1, . . . , tn) avec f ∈ Σn. Par hypothèse d’induction on a

j1(ti) = j2(ti) pour tout i ∈ {1, . . . , n}. On en conclut que j1(t) = j2(t) car

j1(fA(t1, . . . , tn)) = fB(j1(t1), . . . , j1(tn))

et j2(fA(t1, . . . , tn)) = fB(j2(t1), . . . , j2(tn)) .

Le théorème d’existence d’algèbres libres est un résultat classique d’algèbre universelle.
Exhiber une algèbre libre revient à décrire une représentation des termes, c’est-à-dire leur
implantation. Il en existe plusieurs : ce sont des arbres dans [CJ96], mais ils peuvent être
aussi des mots sur l’alphabet Σ ∪ X ∪ { ‘(‘ , ‘)‘ , ‘, ‘ }, comme dans [GTWW77]. Nous
considérons le cas des arbres.

Théorème 1.1.6 Soit une signature Σ et un ensemble X disjoint de Σ. Il existe une
Σ-algèbre A = (A,ΣA) et une injection i : X → A telles que A est libre sur X pour i.

Rappelons que N∗ désigne l’ensemble des mots finis sur N.

Preuve. Soit T le plus petit ensemble de fonctions partielles de N∗ → Σ ∪ X tel que
— pour tout x ∈ X la fonction xT de domaine {ε} telle que xT (ε) = x est dans T ;
— pour tout f ∈ Σn, pour tout t1, . . . , tn ∈ T , la fonction fT (t1, . . . , tn) de domaine

{ε} ∪ 1.Dom(t1) ∪ · · · ∪ n.Dom(tn) telle que

fT (t1, . . . , tn)(ε) = f et fT (t1, . . . , tn)(i.p) = ti(p)

est dans T .
On munit T d’une structure de Σ-algèbre en assignant à chaque f ∈ Σn la fonction

fT : t1, . . . , tn ∈ T 7→ fT (t1, . . . , tn).
Montrons que c’est une Σ-algèbre libre sur X pour (_)T : x ∈ X 7→ xT . Soit A =

(A,ΣA) une Σ-algèbre et une fonction j : X → A. Alors, la fonction j : T → A dé-
finie par induction sur T par j(xT ) =def j(x) pour tout x ∈ X et j(fT (t1, . . . , tn)) =def
fA(j(t1), . . . , j(tn)) pour tout f ∈ Σn est un morphisme de (T, ΣT ) dans A tel que j◦(_)T =

j. D’autre part, il est aisé de voir que T = Ter(ΣT ,XT ). D’après le lemme 1.1.5, j est donc
le seul morphisme de (T, ΣT )→ A tel que j ◦ (_)T = j.

La propriété suivante est fondamentale pour pouvoir considérer comme ensemble de
termes n’importe quelle algèbre libre.

Proposition 1.1.7 (Séparation) Si A est libre sur X , alors
— pour tout x ∈ X , pour tout f ∈ Σn et a1, . . . , an ∈ A, on a xA 6=A fA(a1, . . . , an),
— pour tout f ∈ Σn, tout g ∈ Σm, tout a1, . . . , an ∈ A et tout b1, . . . , bm ∈ A, si

fA(a1, . . . , an) =A gA(b1, . . . , bm) alors on a n = m, f = g et ai = bi pour tout
i ∈ {1, . . . , n}.
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Preuve. Tout d’abord il est clair que cette propriété est satisfaite pour l’algèbre libre
d’arbres (T, ΣT ) définie dans la preuve du théorème 1.1.6.

Soit maintenant une Σ-algèbre A = (A,ΣA) libre sur X pour (_)A. Il existe donc un
unique morphisme j : A → (T, ΣT ) tel que j ◦ (_)A = (_)T . La liberté de (T, ΣT ) et A
implique que c’est un isomorphisme, en particulier qu’il est injectif. Il s’en suit :

— Pour tout x ∈ X , pour tout f ∈ Σn, pour tout a1, . . . , an ∈ A, on a xT 6=
fT (j(a1), . . . , j(an)). Or j(xA) = xT et j(fA(a1, . . . , an)) = fT (j(a1), . . . , j(an)), donc
xA 6= fA(a1, . . . , an).

— Pour tout f ∈ Σn, g ∈ Σm, pour tout a1, . . . , an ∈ A, pour tout b1, . . . , bm ∈ A, si
fA(a1, . . . , an) = gA(b1, . . . , bm), alors fT (j(a1), . . . , j(an)) = gT (j(b1), . . . , j(bm)).
On a donc f = g, m = n et j(ai) = j(bi) pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Comme j est
injectif, on en déduit que ai = bi pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

Lemme 1.1.8 Soient une signature Σ et un ensemble X disjoint de Σ. Si A = (A,ΣA)

est une Σ-algèbre libre sur X pour l’injection (_)A : X → A alors,
(i) l’algèbre (Ter(ΣA,XA), ΣA) est libre sur X pour (_)A,
(ii) A = Ter(ΣA,XA).

Preuve. Soit T =def Ter(ΣA,XA) et T =def (T, ΣA).
(i) On vérifie que T est bien une Σ-algèbre libre sur X pour (_)A. Pour toute Σ-algèbre

B = (B, ΣB) avec j : X → B, on étend (_)A en un morphisme j : T → B, en posant
par induction j(xA) =def j(x) et j(fA(a1, . . . , an)) =def fB(j(a1), . . . , j(an)). Cette
définition est correcte d’après la remarque 1.1.4 et la proposition 1.1.7 (rappelons
que T ⊆ A). De plus, cette extension est unique d’après le lemme 1.1.5.

(ii) On sait déjà que T ⊆ A, montrons que A ⊆ T .
Comme A est libre sur X , il existe i : A → T tel que i ◦ (_)A = (_)A. De plus,
T étant une sous-algèbre de A, l’identité IdT est un morphisme de T → A. On
a donc (IdT ◦ i) ◦ (_)A = (_)A. Or, la liberté de A implique que IdA est le seul
morphisme tel que IdA ◦ (_)A = (_)A. Il s’en suit que IdT ◦ i = IdA.
Donc, pour tout a ∈ A, on a i(a) = (IdT ◦ i)(a) = IdA(a) = a, soit a ∈ T car
i(a) ∈ T .

Il s’en suit que nous pouvons utiliser comme termes du premier ordre les pré-termes
d’une algèbre libre quelconque.

Définition 1.1.9 (Termes du premier ordre) Étant donnés une signature Σ et un
ensemble de variables X disjoint de Σ, un ensemble de termes sur (Σ,X ) est une Σ-algèbre
libre sur X .

L’ensemble V(t) des variables de t ∈ Ter(ΣA,XA) est défini inductivement comme
suit :

— V(xA) =def {x},
— V(fA(t1, . . . , tn)) =def

⋃
1≤i≤n V(ti).

Un terme t est dit clos lorsque V(t) = ∅. Soit Ter(ΣA) l’ensemble des termes clos de
Ter(ΣA,XA).
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Remarque 1.1.10 Les arbres de preuves de 1.1.4 peuvent être étiquetés de la manière
suivante : chaque application de la règle (Var) à la variable x est étiquetée par xA et
chaque application de la règle (Symb) au symbole f est étiquetée par fA. Il est aisé de
voir que l’ensemble d’arbres ainsi construit est isomorphe à Ter(ΣA,XA) et peut être
vu comme une Σ-algèbre libre sur X (une fois muni des bonnes opérations). Ainsi, nous
avons pu donner une structure d’arbre aux éléments d’une algèbre libre quelconque. Ceci
justifie l’idée qu’il est approprié de voir les termes comme des arbres, même s’il ne sont
pas implantés comme tels.

Lorsque le contexte le permet, on écrit Ter(Σ,X ) pour désigner un ensemble quelconque
de termes sur (Σ,X ).

Remarque 1.1.11 (Grammaires de termes) Nous écrivons X pour désigner un en-
semble infini dénombrable dont les éléments peuvent être énumérés par (xi)i∈N. Par
convention, quand nous manipulons une signature Σ, nous supposons qu’elle est disjointe
de X , sauf mention du contraire.

Nous écrivons
t ∈ T ::= x | f(t1, . . . , tn)

où x ∈ X et f ∈ Σn, pour désigner un ensemble T arbitrairement choisi parmi les en-
sembles des termes sur (Σ,X ).

Nous rappelons ici quelques opérations classiques et fondamentales sur les termes du
premier ordre. Nos notations sont celles de [DJ90]. La proposition 1.1.7 assure la correc-
tion de ces définitions pour les algèbres libres. Rappelons que les éléments des algèbres
libres sont des termes finis.

Définition 1.1.12 (Positions, occurences et remplacements) Soit t ∈ Ter(Σ,X ).

(i) L’ensemble des positions dans t est l’ensemble Pos(t) de mots sur N défini induc-
tivement comme suit :

Pos(x) =def {ε}

Pos(f(t1, . . . , tn)) =def {ε} ∪ 1.Pos(t1) ∪ · · · ∪ n.Pos(tn) si f ∈ Σn .

(ii) Étant donné p ∈ Pos(t), le sous-terme de t à la position p, noté t|p, est défini
inductivement comme suit :

t|ε =def t

f(t1, . . . , tn)|i·p =def ti|p si f ∈ Σn .

Si il existe p ∈ Pos(t) tel que t|p = u, nous dirons que u a une occurrence dans t.

(iii) Le remplacement dans t de t|p par un terme u est le terme t[u]p défini inductive-
ment comme suit :

t[u]ε =def u

f(t1, . . . , tn)[u]i·p =def f(t1, . . . , ti[u]p, . . . , tn) si f ∈ Σn .

32



1.1 Termes du premier ordre

(iv) Enfin, l’ensemble des occurrences d’un terme u dans t est le plus petit ensemble
Occ(t, u) tel que Occ(t, u) =def {ε} si t = u, et sinon,

Occ(f(t1, . . . , tn), u) =def
⋃

1≤i≤n i.Occ(ti, u) si f ∈ Σn .

Dans certaines situations, il est plus lisible de noter t[u]p par t[p← u].

Remarque 1.1.13 Toutes ces constructions sont indépendantes du choix d’une Σ-
algèbre particulière. Ainsi, si Ter(ΣA,XA) et Ter(ΣB,XB) sont deux ensembles de termes
sur (Σ,X ), et si i : A→ B est un isomorphisme, alors pour tout t, u ∈ Ter(ΣA,XA) et tout
p ∈ Pos(t) on a V(t) = V(i(t)), Pos(t) = Pos(i(t)), i(t|p) = i(t)|p, i(t[u]p) = i(t)[i(u)]p,
et Occ(t, u) = Occ(i(t), i(u)).

Rappelons qu’une valuation est une fonction de domaine fini.

Définition 1.1.14 (Substitutions du premier ordre) Soit une valuation σ : X →
Ter(ΣA,XA). On l’étend en une substitution du premier ordre σ : Ter(ΣA,XA) →
Ter(ΣA,XA) définie inductivement comme suit :

σ(xA) =def σ(x) si x ∈ Dom(σ)

σ(xA) =def xA sinon
σ(fA(t1, . . . , tn)) =def fA(σ(t1), . . . , σ(tn)) si f ∈ Σn .

Remarque 1.1.15 La liberté de Ter(ΣA,XA) sur X implique que σ est en fait l’unique
morphisme de A→ A tel que σ ◦ (_)A = σ.

Lorsque le contexte le permet, nous écrivons σ pour désigner la substitution issue
de la valuation σ. Si σ est la valuation qui associe ti à xi pour i ∈ {1, . . . , n}, alors
[~x 7→ ~t] désigne la substitution issue de σ et t[~x 7→ ~t] désigne son application au terme t.
L’ensemble {V(σ(x)) | x ∈ Dom(σ)} des variables d’une substitution σ est noté V(σ).

Proposition 1.1.16 Soient un terme t ∈ Ter(Σ,X ) et deux substitutions σ, σ ′ telles
que V(t) ∩ Dom(σ) = V(t) ∩ Dom(σ ′). Si σ(x) = σ ′(x) pour tout x ∈ V(t) ∩ Dom(σ),
alors σ(t) = σ ′(t).

Preuve. Par induction sur t.
t = x ∈ X . Comme x ∈ V(t), si x ∈ Dom(σ), par hypothèse on a x ∈ Dom(σ ′),

donc σ(t) = σ(x) = σ ′(x) = σ ′(t). Sinon, par hypothèse x /∈ Dom(σ ′) donc
σ(t) = t = σ ′(t).

t = f(t1, . . . , tn). Comme V(ti) ⊆ V(t), on a V(ti) ∩ Dom(σ) = V(ti) ∩ Dom(σ ′) pour
tout i ∈ {1, . . . , n}, donc par hypothèse d’induction σ(ti) = σ ′(ti), d’où σ(t) =

σ ′(t).

En particulier, si V(t)∩Dom(σ) = ∅, alors on a σ(t) = t. En effet, sur V(t), σ coïncide
avec la substitution de domaine vide.

Si σ et θ sont deux substitutions, alors θ◦σ est la substitution définie par la valuation
θ ◦σ(x) = θ(σ(x)), et dont le domaine est Dom(σ). Il est bien connu que la composition
des valuations ne se retrouve pas directement au niveau des substitution. En effet, avec
σ =def [x 7→ y] et θ =def [y 7→ z], on a (θ ◦ σ)(f(x, y)) = f(z, y), alors que θ(σ(f(x, y))) =

f(z, z). On a donc besoin d’hypothèses sur le domaine et les variables des substitutions.
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Lemme 1.1.17 (Composition des substitutions du premier ordre) Soit un terme
t ∈ Ter(Σ,X ) et deux substitutions σ, θ telles que Dom(σ)∩(Dom(θ)∪V(θ)) = ∅. Alors,

θ(σ(t)) = θ ◦ σ(θ(t)) .

Preuve. Par induction sur t.
t = x ∈ X . Si x ∈ Dom(θ), alors x /∈ Dom(σ) par hypothèse, donc θ(σ(x)) = θ(x).

Comme le domaine de σ est disjoint des variables de θ, on a θ ◦ σ(θ(x)) = θ(x).
Sinon, supposons que x ∈ Dom(σ). Alors, θ(σ(x)) = θ ◦ σ(x), et on a le résultat
recherché car θ(x) = x.
Enfin, si x /∈ Dom(σ) ∪ Dom(θ), alors θ(σ(x)) = x = θ ◦ σ(θ(x)).

t = f(t1, . . . , tn). Par hypothèse d’induction, pour tout i ∈ {1, . . . , n} on a θ(σ(ti)) =

θ ◦ σ(θ(ti)), d’où le résultat recherché.

Proposition 1.1.18 Pour tout terme t ∈ Ter(Σ,X ), et toutes variables x, y, z ∈ X , si
y /∈ V(t) alors

t[x 7→ z] = t[x 7→ y][y 7→ z] .

Preuve. Par induction sur t.
t ∈ X . Si t = x, alors t[x 7→ z] = z et t[x 7→ y][y 7→ z] = y[y 7→ z] = z.

Sinon, t[x 7→ z] = t. Or t[x 7→ y][y 7→ z] = t[y 7→ z], donc t[x 7→ y][y 7→ z] = t car
y /∈ V(t).

t = f(t1, . . . , tn). Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, y /∈ V(ti) donc par hypothèse d’induction,
ti[x 7→ z] = ti[x 7→ y][y 7→ z], d’où le résultat.

Pour les termes du premier ordre, les contextes sont des termes « à trou », contenant
exactement une occurrence d’une variable notée [ ].

Définition 1.1.19 (Contextes) Un contexte sur L ⊆ Ter(ΣApp) est un terme C ∈ L

contenant exactement une occurrence de la variable [ ]. On pose C[t] =def C[t/[ ]] pour
tout t ∈ L.

Si R est une relation binaire sur L ⊆ Ter(ΣApp,X ), et C[ ], D[ ] sont deux L-contextes
alors on note C[ ]RD[ ] si CRD. Dans le cas où C[ ] FD[ ] pour une fonction F : L→ L,
on pose F(C[ ]) =def D[ ].

Toutes les constructions présentées ici s’étendent aux algèbres multisortées.

Définition 1.1.20 (Algèbres multisortées) Une signature multisortée est la donnée
— d’un ensemble S de sortes,
— d’une famille d’ensembles (Σs1,...,sn,s)s1,...,sn,s∈Sn+1 .

Une (S, Σ)-algèbre A est composée
— d’une famille d’ensembles disjoints (As)s∈S ,
— pour tout s1, . . . , sn, s ∈ Sn+1, d’une fonction fA : As1

× · · · ×Asn → As.

Lorsque le contexte le permet, on désigne f ∈ Σs1,...,sn,s par f : s1 × · · · × sn → s et on
écrit f : s si n = 0.
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1.2 Termes du lambda-calcul et alpha-conversion

Nous introduisons ici les termes du λ-calcul, aussi appelés λ-termes. La syntaxe du λ-
calcul contient un lieur de variable. Afin d’avoir une notion de substitution qui permette
de définir la β-réduction, nous devons identifier les λ-termes qui ne diffèrent que par
le nom de leur variables liées. Cette identification est axiomatisée par la relation d’α-
conversion. L’ensemble des λ-termes est donc un ensemble de termes du premier ordre
quotienté par l’α-conversion.

Définition 1.2.1 (Lambda-termes bruts) Étant donnés une signature Σ et un en-
semble X infini dénombrable et disjoint de Σ, les λ-termes bruts sont les éléments de
l’ensemble L(Σ) décrit par la grammaire suivante :

t, u ∈ L(Σ) ::= x | f(t1, . . . , tn) | t·u | λx.t

où f ∈ Σn et x ∈ X .

L’ensemble L(Σ) des λ-termes bruts est donc un ensemble de termes sur la signature
Σ ∪ {_ · _} ∪ {λx._ | x ∈ X }. De ce fait, le symbole d’application _ · _ est un symbole
binaire du premier ordre, et on pourrait le considérer comme un symbole de la signature.
Ce n’est pas ce que nous avons choisi de faire dans ce qui suit : il nous semble plus intuitif
de traiter le cas de _ ·_ séparément des symboles de Σ.

Précisons quelques conventions d’écriture et de vocabulaire. Nous désignons L(∅) par L
et les termes de L sont dits purs. Le symbole _ ·_ d’application est souvent implicite : au
lieu de t ·u, nous écrivons t u ou même tu lorsque le contexte le permet. Nous adoptons
la convention usuelle que le parenthésage de l’application associe à gauche : (tu)v est
noté tuv. Par ~t nous désignons une liste de termes t1, . . . , tn de longueur |~t| =def n, avec
n ∈ N.

Remarque 1.2.2 Les λ-termes bruts étant des termes du premier ordre sur la signature
Σ, ils sont munis de la substitution du premier ordre. Mais cette opération ne voit pas
l’abstraction comme un lieur, et de ce fait ne se préoccupe pas d’éventuelles captures de
variables. Par exemple, on a (λx.y)[y 7→ x] = λx.x.

Pour que l’abstraction soit considérée comme un lieur, il faut pouvoir identifier les
termes qui ne diffèrent que par renommage de leurs variables liées, comme par exemple
λx.x et λy.y.

Commençons par définir ce que sont les variables libres et liées d’un terme.

Définition 1.2.3 (Variables libres, variables liées) Les ensembles des variables libres
et liées d’un terme t, respectivement notés FV(t) et BV(t), sont définis inductivement
comme suit :

Si t = x ∈ X alors FV(t) = {x} et BV(t) = ∅ ,

Si t = f(t1, . . . , tn) alors FV(t) =
⋃

1≤i≤n FV(ti) et BV(t) =
⋃

1≤i≤n BV(ti) ,

Si t = t1 t2 alors FV(t) = FV(t1) ∪ FV(t2) et BV(t) = BV(t1) ∪ BV(t2) ,

Si t = λx.t1 alors FV(t) = FV(t1) \ {x} et BV(t) = BV(t1) ∪ {x} .
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Ces notions sont étendues aux valuations σ : X → L(Σ) de la façon suivante. On pose

FV(σ) =def
⋃

{FV(σ(x)) | x ∈ Dom(σ)} ,

BV(σ) =def
⋃

{BV(σ(x)) | x ∈ Dom(σ)} .

Notons que FV(σ) et BV(σ) ne sont pas nécessairement des ensembles disjoints.

Remarque 1.2.4 Il est important de noter que pour tout t ∈ L(Σ), les variables de t

sont toutes soit des variables libres, soit des variables liées : V(t) ⊆ FV(t) ∪ BV(t). De
plus, FV(t) ⊆ V(t), mais en général BV(t) 6⊆ V(t) : la variable x est liée dans le terme
λx.t même si elle n’apparaît pas dans t.

Nous pouvons maintenant définir l’α-conversion. Notre définition est inspirée de celle
de Krivine [Kri90]. Elle se fait par induction sur la taille des termes, que l’on définit
comme suit.

Définition 1.2.5 (Taille d’un terme) La taille d’un terme t ∈ L(Σ), notée |t| est
définie inductivement comme suit :

|x| =def 1 si x ∈ X
|f(t1, . . . , tn)| =def 1 + |t1| + · · ·+ |tn| si f ∈ Σn

|t1 t2| =def 1 + |t1| + |t2|

|λx.t1| =def 1 + |t1|

Notons que si z est une variable, alors |t[x 7→ z]| = |t|.

Définition 1.2.6 (Alpha-conversion) La relation binaire d’α-conversion, notée =α,
est définie par induction sur la taille des termes comme suit :

x =α x ,

f(~t) =α f(~u) si ~t =α ~u ,

t1t2 =α u1u2 si t1 =α u1 et t2 =α u2 ,

λx.t =α λy.u si t[x 7→ z] =α u[y 7→ z] pour tout z ∈ X sauf un nombre fini .

Il est aisé de voir que =α est une relation d’équivalence sur L(Σ). De plus, pour tout
t, u ∈ L(Σ), si t =α u, alors on a Pos(t) = Pos(u).

Remarque 1.2.7 Notre relation d’α-conversion est directement inspirée de celle de
Krivine [Kri90]. Elle est cependant différente, du fait de sa notion de subsitution du
premier ordre. Dans notre cas, la substitution du premier ordre voit les abstractions λx

comme des symobles algébriques λx._ et on a (λx.t)[x 7→ u] = λx.(t[x 7→ u]), alors que
dans [Kri90], on a (λx.t)[x 7→ u] = λx.t.

Exemple 1.2.8 (Termes alpha-convertibles)

(i) On a λx.x =α λy.y car pour tout z ∈ X , on a

x[x 7→ z] = z = y[y 7→ z] .
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(ii) Si z 6= x, y, alors on a λx.z =α λy.z : pour tout z ′ ∈ X ,

z[x 7→ z ′] = z = z[y 7→ z ′] .

(iii) On a λx.λx.x =α λx.λy.x. En effet, si y 6= x alors pour tout z ∈ X \ {x, y} on a

(λx.x)[x 7→ z] = λx.z =α λy.z = (λy.x)[x 7→ z] .

Ceci est en désaccord avec l’exemple d’α-conversion donné dans la définition 2.1.11
de [Bar84], ainsi qu’avec celle de [Kri90] (voir aussi la remarque 1.2.7). Nous re-
viendrons sur ce sujet dans les sections 1.5 et 1.6.

Voici quelques propriétés importantes de =α. Elles sont prouvées dans [Kri90] dans les
termes purs et s’étendent aisément à notre cas.

Proposition 1.2.9 (Proposition 2, p. 6 dans [Kri90]) Soient t, t ′ et ~u des termes,
et ~x une séquence de variables distinctes. Si t =α t ′ et aucune variable libre de ~u n’est
liée dans t, t ′, alors t[~x 7→ ~u] =α t ′[~x 7→ ~u].

Lemme 1.2.10 (Lemme 6, p. 7 dans [Kri90]) Soit t ∈ L(Σ) et Z un ensemble fini
de variables. Il existe un t ′ ∈ L(Σ) α-équivalent à t tel qu’aucune variable de Z n’est liée
dans t ′.

La proposition 1.2.9 a pour conséquence que =α passe au contexte. Le seul cas non
trivial est celui de l’abstraction. Or, si t =α t ′, alors t[x 7→ z] = t ′[x 7→ z] pour tout
z ∈ X \ (FV(t) ∪ FV(t ′)), donc λx.t =α λx.t ′ car FV(t) ∪ FV(t ′) est fini.

Définition 1.2.11 (Lambda-termes) L’ensemble des λ-termes sur Σ est Λ(Σ) =def
L(Σ)/=α.

De même que pour les λ-termes bruts, on écrit Λ au lieu de Λ(∅), et les λ-termes de
Λ sont dits purs.

Pour tout t ∈ L(Σ), soit [t] =def {t ′ ∈ L(Σ) | t ′ =α t}. Par définition, chaque terme de
Λ(Σ) peut être écrit [t] pour un t ∈ L(Σ). Cette notation est étendue aux valuations :
[σ] est l’ensemble des valuations σ ′ de même domaine que σ et telles que σ(x) =α σ ′(x)

pour tout x ∈ Dom(σ). Pour les variables x ∈ X nous écrivons x ∈ Λ(Σ) au lieu de
[x] ∈ Λ(Σ).

Lemme 1.2.12 (Structure des lambda-termes) Définissons les opérations :
— _ ·_ : Λ(Σ)×Λ(Σ)→ Λ(Σ) telle que

[t] · [u] = {u1 · u2 | u1 =α t1 ∧ u2 =α t2} ,

— pour chaque f ∈ Σn, f(_, . . . ,_) : Λ(Σ)× · · · ×Λ(Σ)→ Λ(Σ) telle que

f([t1], . . . , [tn]) = {f(u1, . . . , un) | u1 =α t1 ∧ . . . ∧ un =α tn} ,

— pour chaque x ∈ X , λx._ : Λ(Σ)→ Λ(Σ) telle que

λx.[t1] = {λy.u1 | u1[y 7→ z] =α t1[x 7→ z] pour tout z ∈ X sauf un nombre fini} .
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On a alors :

(i) [t1 · t2] = [t1] · [t2],

(ii) [f(t1, . . . , tn)] = f([t1], . . . , [tn]),

(iii) [λx.t1] = λx.[t1].

Preuve. Assurons nous que ces fonctions sont bien définies, c’est à dire qu’elles ne
dépendent pas du choix des représentants des classes d’α-équivalence. C’est trivial pour
les cas (i) et (ii) (transitivité de =α). Considérons le cas de λx.[t1]. Soit t ′1 =α t1, montrons
que λx.[t1] = λx.[t ′1]. Si λy.u1 ∈ λx.[t1], alors il existe un ensemble fini Z ⊆ X tel que
pour toute variable z non dans Z, on ait u1[y 7→ z] =α t1[x 7→ z]. Par la proposition 1.2.9,
pour tout z non dans BV(t1) ∪ BV(t ′1), on a t1[x 7→ z] =α t ′1[x 7→ z]. Il s’en suit que
u1[y 7→ z] =α t ′1[x 7→ z] pour tout z /∈ Z ∪ BV(t1) ∪ BV(t ′1), et donc que λy.u1 ∈ [λx.t ′1].

Le reste de la preuve est une conséquence directe de la définition 1.2.6.

Remarque 1.2.13 Il s’en suit que les termes de Λ(Σ) peuvent être naturellement décrits
par la grammaire suivante :

t, u ∈ Λ(Σ) ::= x | f(t1, . . . , tn) | t·u | λx.t

où f ∈ Σn et x ∈ X . Les sous-ensembles de Λ(Σ) contenant les termes construits sans
abstractions sont intéressants. Nous montrons dans le théorème 1.4.4 que ce sont des
termes du premier ordre.

Notons que pour tout u ∈ [t], on a |u| = |t|. De ce fait, on peut étendre la notion de
taille de la définition 1.2.5 aux λ-termes modulo α-conversion.

Définition 1.2.14 (Taille d’un lambda-terme) La taille d’un terme [t] ∈ Λ(Σ), notée
|[t]| est définie par |[t]| =def |t|.

À cause de l’α-conversion, on ne peut, sur Λ(Σ), définir la notion de sous-terme comme
on l’a fait pour les termes du premier ordre en 1.1.12.(ii). Le problème vient du fait cette
notion de sous-terme ne commute pas avec l’α-conversion.

Exemple 1.2.15 Sur L(Σ), on a λx.x =α λy.y, mais λx.x|1 = x 6= y = λy.y|1.

De se fait, un λ-terme t ∈ Λ(Σ) peut avoir plusieurs sous-termes à la position p ∈
Pos(t). Rappelons que Pos(u) = Pos(t) pour tout u ∈ [t].

Définition 1.2.16 (Positions et sous-termes d’un lambda-terme) Soit [t] ∈ Λ(Σ).

(i) On définit l’ensemble des positions de [t], noté Pos([t]), par

Pos([t]) =def Pos(t) .

(ii) On définit l’ensemble des sous-termes de [t] à la position p ∈ Pos([t]), noté [t]|p,
par

[t]|p =def {[u|p] | u ∈ [t]} .
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Remarque 1.2.17 Si [u] ∈ [t]|p, alors on peut avoir u 6=α t|p. Par exemple, [y] ∈ [λx.x]|1
mais y 6=α x. Cependant, on a toujours |[u]| = |[t|p]| et Pos([u]) = Pos([t|p]).

On ne peut donc pas définir les λ-contextes sur Λ(Σ) comme des termes de Λ(Σ) à
trous, comme on l’a fait en 1.1.19 pour Ter(Σ,X ). Par contre, chaque λ-contexte peut
être représenté par un terme à trou de L(Σ).

Définition 1.2.18 (Lambda-contextes) L’ensemble des λ-contextes est le plus petit
ensemble de fonctions Λ(Σ) → Λ(Σ) qui contient l’identité [ ] : Λ(Σ) → Λ(Σ) et tel que
si C[ ] est un λ-contexte, alors

— pour tout x ∈ X , la fonction C[λx.[ ]] : u 7→ C[ ](λx.u) en est un,
— pour tout t ∈ Λ(Σ), la fonction C[[ ] · t] : u 7→ C[ ](u · t) en est un,
— pour tout t ∈ Λ(Σ), la fonction C[t · [ ]] : u 7→ C[ ](t · u) en est un,
— pour tout f ∈ Σn, pour tout t1, . . . , tn ∈ Λ(Σ), pour tout i ∈ {1, . . . , n}, la fonction

C[f(t1, . . . , ti−1, [ ], ti+1, . . . , tn)] : u 7→ C[ ](f(t1, . . . , ti−1, u, ti+1, . . . , tn))

en est un.

Si C[ ] est un λ-contexte, on désigne C[ ](t) par C[t]. Les λ-contextes sont aussi appelés
« contextes ».

Définition 1.2.19 Soit L ⊆ Λ(Σ). Si C[ ] : Λ(Σ) → Λ(Σ) est un contexte tel que
C[t] ∈ L pour tout t ∈ L, alors c’est un L-contexte, noté C[ ] : L→ L.

On définit maintenant la relation « sous-terme » dans Λ(Σ).

Définition 1.2.20 Étant donnés t, u ∈ Λ(Σ), on dit que u est un sous-terme de t s’il
existe un contexte C[ ] différent de l’identité tel que t = C[u].

Remarque 1.2.21 La relation sous-terme sur Λ(Σ) ne préserve pas les classes d’α-
équivalence. En effet, x et y sont des sous-termes de [λx.x] car [λx.x] = [λy.y].

1.3 Substitution sans capture

Nous allons maintenant définir la substitution sans capture. Notre définition diffère de
celle de Krivine donnée dans son livre [Kri90]. En effet, cette dernière pose des difficultés
si on a besoin de définir une relation de réécriture sur Λ(Σ) comme étant le quotient d’une
relation de réécriture sur L(Σ). C’est typiquement ce que nous faisons à la section 4.3
pour la réécriture conditionnelle puis au chapitre 8 pour traiter la préservation de la
confluence par curryfication.

Cela nous amène à définir la substitution sans capture sur Λ(Σ) à partir d’une notion
de substitution sans capture qui est une fonction partielle sur L(Σ). Cette façon de faire
semble originale.
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Définition 1.3.1 (Substitution partielle sans capture) Étant donnée une valuation
σ sur L(Σ), la substitution sans capture _σ est la fonction partielle L(Σ)→ L(Σ) définie
comme suit :

xσ =def σ(x) si x ∈ Dom(σ)

xσ =def x sinon
f(t1, . . . , tn)σ =def f(t1σ, . . . , tnσ) si f ∈ Σn

(t1 t2)σ =def t1σ t2σ

(λx.t1)σ =def λx.(t1σ) si x /∈ Dom(σ) ∪ FV(σ)

C’est à cause de la dernière clause que la fonction _σ : L(Σ)→ L(Σ) n’est pas totale. En
particulier, tσ n’est pas définie si BV(t) ∩Dom(σ) 6= ∅. Par contre, si σ est la valuation
de domaine vide, alors tσ est défini.

Lorsque le contexte le permet, nous identifions une substitution _σ à sa valuation σ.
On désigne par FV(σ) l’ensemble {FV(σ(x)) | x ∈ Dom(σ)} des variables libres de σ, et
par BV(σ) l’ensemble {BV(σ(x)) | x ∈ Dom(σ)} l’ensemble de ses variables liées.

Lorsqu’elle est définie, la substitution partielle sans capture correspond à la substitu-
tion du premier ordre. Rappelons qu’une valuation est une fonction de domaine fini.

Proposition 1.3.2 Pour tout t ∈ L(Σ) et toute valuation σ : X → Λ(Σ), si tσ est
défini, alors tσ = σ(t).

Preuve. Par induction sur t.

t = x ∈ X . Si x ∈ Dom(x), alors, tσ = σ(x) = σ(t). Sinon, tσ = t = σ(t).

t = f(~t). Comme ~tσ est défini, on a ~tσ = σ(~t) par hypothèse d’induction. Il s’en suit
que f(~t)σ = f(~tσ) = f(σ(~t)) = σ(f(~t)).

t = t1t2. Comme t1σ et t2σ sont définis, par hypothèse d’induction t1σ = σ(t1) et
t2σ = σ(t2), donc t1t2)σ = σ(t1θ2).

t = λx.t1. Comme tσ est défini, on a tσ = λx.(t1σ). Or, comme t1σ est défini, il suit de
l’hypothèse d’induction que t1σ = σ(t1), d’où tσ = σ(λx.t1) = σ(t).

Remarque 1.3.3

(i) Notons que tσ est défini si BV(t) est disjoint de FV(σ) et de Dom(σ). C’est en
particulier le cas lorsque t ne contient pas de variables liées.

(ii) Grâce au lemme 1.2.10, pour tout t ∈ L(Σ), pour toute substitution σ, il existe
t ′ =α t tel que t ′σ est défini.

La proposition 1.3.2 nous permet d’étendre la proposition 1.1.16 aux substitutions sans
capture.

Proposition 1.3.4 Soient t ∈ L(Σ) et σ, σ ′ sont deux substitutions telles que tσ et
tσ ′ soient définis. Si FV(t) ∩ Dom(σ) = FV(t) ∩ Dom(σ ′) et σ(x) = σ ′(x) pour tout
x ∈ FV(t) ∩ Dom(σ) alors on a tσ = tσ ′.
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Preuve. Tout d’abord, par la proposition 1.3.2, comme tσ et tσ ′ sont définis, on a
tσ = σ(t) et tσ ′ = σ ′(t).

De plus, comme tσ et tσ ′ sont définis, on a BV(t)∩Dom(σ) = BV(t)∩Dom(σ ′) = ∅.
Il s’en suit que FV(t)∩Dom(σ) = V(t)∩Dom(σ) et FV(t)∩Dom(σ) = V(t)∩Dom(σ).
Par la proposition 1.3.4 on a donc σ(t) = σ ′(t), d’où tσ = tσ ′.

En particulier, si FV(t)∩Dom(σ) = ∅, alors on a tσ = t. En effet, sur FV(t), σ coïncide
avec la substitution de domaine vide.

Si σ est la valuation qui associe ti à xi pour i ∈ {1, . . . , n}, alors [t1/x1, . . . , tn/xn]

désigne la substitution issue de σ et t[t1/x1, . . . , tn/xn] désigne son application au terme
t. De plus, σ[u/x] désigne la substitution de domaineDom(σ)∪{x} telle que σ[u/x](x) = u

et σ[u/x](y) = σ(y) pour tout y ∈ Dom(σ) \ {x}.

Proposition 1.3.5 Soit t, u ∈ L(Σ) et σ une substitution. Si t(σ[u/x]) est défini et
x /∈ FV(σ) ∪ Dom(σ), alors (tσ)[u/x] est défini et t(σ[u/x]) = (tσ)[u/x].

Preuve. Par induction sur t.

t = y ∈ X . Si y = x, alors x(σ[u/x]) = u = x[u/x] = σ(x)[u/x] car x /∈ Dom(σ). Si
y ∈ Dom(σ) alors y(σ[u/x]) = σ(y) = σ(y)[u/x] car x /∈ FV(σ).

t = t1t2 et t = f(t1, . . . , tn). Par hypothèse d’induction.

t = λy.t1. Comme t(σ[u/x]) est défini, on a y /∈ (Dom(σ) ∪ {x} ∪ FV(σ) ∪ FV(u)) et
t(σ[u/x]) = t1(σ[u/x]). Par hypothèse d’induction (t1σ)[u/x] est défini et on a
t1(σ[u/x]) = (t1σ)[u/x]. De plus, comme y /∈ Dom(σ) ∪ FV(σ), tσ = λx.t1σ et
comme y /∈ {x} ∪ FV(u) on a (tσ)[u/x] = λx.((t1σ)[u/x]).

Étant données R ⊆ L(Σ)×L(Σ) et deux substitutions σ, σ ′, on note σRσ ′ si Dom(σ) =

Dom(σ ′) et σ(x) R σ ′(x) pour tout x ∈ Dom(σ). Dans la proposition suivante, nous
utilisons le fait que les valuations sont à domaine fini.

Proposition 1.3.6 Soit un terme t ∈ L(Σ) et une substitution σ.

(i) Si t ′ et t ′′ sont des termes α-équivalents à t tels que t ′σ et t ′′σ sont définis, alors
t ′σ est α-équivalent à t ′′σ.

(ii) Si tσ est défini et σ ′ =α σ, alors tσ ′ est défini et α-équivalent à tσ.

Preuve.

(i) Par induction sur la taille de t. Soient t ′ et t ′′ deux termes α-équivalents à t tels
que t ′σ et t ′′σ soient définis.

t ∈ X . Dans ce cas, [t] = {t}, donc t = t ′ = t ′′, c.-à-d. t ′σ = t ′′σ.

t = f(~t). Par définition de =α, on a t ′ = f(~t ′) et t ′′ = f(~t ′′) avec~t ′,~t ′′ α-équivalents
à ~t. Par hypothèse d’induction, on a ~t ′σ =α ~t ′′σ, d’où f(~t ′)σ =α f(~t ′′)σ.

t = t1t2. Comme pour le cas précédent : Par définition de =α, on a t ′ = t ′1t
′
2 et

t ′′ = t ′′1 t ′′2 avec t ′i, t
′′
i α-équivalents à ti (i ∈ {1, 2}). Par hypothèse d’induction,

on a t ′iσ =α t ′′i σ, et il s’en suit que (t ′1t
′
2)σ =α (t ′′1 t ′′2 )σ.
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t = λx.t1. Par définition de =α, on a t ′ = λx ′.t ′1, t ′′ = λx ′′.t ′′1 et il existe trois
ensembles finis Z,Z ′, Z ′′ ⊆ X tels que

t ′1[x
′ 7→ z] =α t ′′1 [x ′′ 7→ z] pour tout z ∈ X \ Z ,

t1[x 7→ z] =α t ′1[x
′ 7→ z] pour tout z ∈ X \ Z ′ ,

et t ′′1 [x ′′ 7→ z] =α t1[x 7→ z] pour tout z ∈ X \ Z ′′ .

Donc, avec Y =def Z1 ∪ Z ′ ∪ Z ′′ on a un sous-ensemble fini de X tel que
t1[x 7→ z], t ′1[x

′ 7→ z] et t ′′[x ′′ 7→ z] sont α-équivalents pour tout z ∈ X \ Y.
Comme t ′σ et t ′′σ sont définis, on a x ′, x ′′ /∈ Dom(σ)∪FV(σ). Par conséquent,
étant donné une variable z /∈ Y ∪ Dom(σ) ∪ FV(σ), on a

t ′1σ[x ′ 7→ z] = t ′1[x
′ 7→ z]σ et t ′′1 σ[x ′′ 7→ z] = t ′′1 [x ′′ 7→ z]σ .

Il s’en suit que t ′1[x
′ 7→ z]σ et t ′′1 [x ′′ 7→ z]σ sont définis, et comme t ′1[x

′ 7→ z]

et t ′′1 [x ′′ 7→ z] sont α-équivalents à t1[x 7→ z], par hypothèse d’induction on a
t ′1[x

′ 7→ z]σ =α t ′′1 [x ′′ 7→ z]σ.
Comme t ′1σ[x ′ 7→ z] =α t ′′1 σ[x ′′ 7→ z] pour toute variable non dans l’ensemble
fini Y ∪Dom(σ)∪ FV(σ), nous avons λx ′.(t ′1σ) =α λx ′′.(t ′′1 σ). Nous concluons
que (λx ′.t ′1)σ =α (λx ′′.t ′′1 )σ car x ′, x ′′ /∈ Dom(σ) ∪ FV(σ).

(ii) Par induction sur t. Rappelons que σ et σ ′ ont même domaine et même variables
libres.
t = x ∈ X . Si x ∈ Dom(σ), alors tσ = σ(x) =α σ ′(x) ; sinon, tσ = x = tσ ′.
t = f(~t). Par hypothèse d’induction, ~tσ =α ~tσ ′ ; donc f(~t)σ =α f(~t)σ ′.
t = t1t2. Par hypothèse d’induction, tiσ =α tiσ

′ pour tout i ∈ {1, 2}. Il s’en suit
que (t1t2)σ =α (t1t2)σ

′.
t = λx.t1. Comme tσ est défini, la variable x n’apparaît pas dans Dom(σ)∪FV(σ) ;

et par définition on a tσ = λx.(t1σ) ainsi que tσ ′ = λx.(t1σ
′). Par hypothèse

d’induction on a t1σ =α t1σ
′, donc (λx.t1)σ =α (λx.t1)σ

′.

Grâce à la propriété 1.3.6, nous pouvons définir la substitution sans capture sur Λ(Σ)

à partir de la substitution partielle sur L(Σ).

Proposition 1.3.7 Soit une valuation σ : X → Λ(Σ). La relation qui à chaque terme
[t] ∈ Λ(Σ) associe l’ensemble des [t ′σ ′] pour t ′ ∈ [t] et σ ′ ∈ [σ] tels que t ′σ ′ soit défini
est une fonction totale de Λ(Σ) vers Λ(Σ).

Preuve. Soit [t] ∈ Λ(Σ) et σ ′ ∈ [σ]. Comme le domaine de σ ′ est fini, le lemme. 1.2.10
implique qu’il existe t ′ ∈ [t] tel que BV(t ′) soit disjoint de Dom(σ) et de FV(σ). Il s’en
suit que l’ensemble des [t ′σ ′] tels que t ′σ ′ est défini n’est pas vide. La proposition 1.3.6 dit
que c’est un singleton : si t ′′ =α t ′, σ ′′ =α σ ′ et t ′′σ ′′ est défini, alors [t ′σ ′] = [t ′′σ ′′].

Définition 1.3.8 (Substitution sans capture) Étant donnée une valuation [σ] de X
dans Λ(Σ), la substitution sans capture sur Λ(Σ), notée _[σ] : Λ(Σ)→ Λ(Σ), est définie
par [t]σ =def [t ′σ ′] pour σ ′ ∈ [σ] et t ′ ∈ [t] tel que t ′σ ′ est défini.
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Nous identifions dès que possible une substitution _[σ] à sa valuation [σ]. Remarquons
que si tσ est défini, alors [t][σ] = [tσ].

Nous allons maintenant vérifier qu’en utilisant la notation de la remarque 1.2.13, la
substitution sans capture est bien celle que nous attendons. Rappelons que θ ◦ σ est la
substitution issue de la valuation θ ◦ σ(x) = θ(σ(x)) de domaine Dom(σ).

Lemme 1.3.9 Soit un terme t ∈ Λ(Σ) et une substitution σ.
(i) Alors,

— xσ = σ(x) si x ∈ Dom(σ), xσ = x sinon,
— f(~t)σ = f(~tσ),
— (t1t2)σ = t1σ t2σ,
— (λx.t1)σ = λx.(t1σ) si x /∈ Dom(σ) ∪ FV(σ), et
— (λx.t1)σ = λz.(t1[z/x])σ si z /∈ FV(t1) ∪ Dom(σ) ∪ FV(σ).

(ii) Si de plus θ est une substitution telle que Dom(σ) ∩ (Dom(θ) ∪ FV(θ)) = ∅, alors

(tσ)θ = tθ(θ ◦ σ) .

Preuve.

(i) On raisonne par cas sur t. Soient t ′ ∈ L(Σ) et σ ′ tels que t = [t ′] et σ = [σ ′], c’est
à dire tσ = [t ′][σ ′].
t = x ∈ X . Dans ce cas, t ′ = x et [t ′][σ ′] = [t ′σ ′]. On a [t ′σ ′] = [σ ′(x)] = σ(x) si

x ∈ Dom(σ) et [t ′σ ′] = [x] = x sinon.
t = f(~t). Dans ce cas, t ′ = f(~t ′) et tσ = [f(~t ′)σ ′] = [f(~t ′σ ′)] = f([~t ′σ ′]) = f(~tσ).
t = t1t2. Dans ce cas, t ′ = t ′1t

′
2 et

tσ = [(t ′1t
′
2)σ

′] = [t ′1σ
′ t ′2σ

′] = [t ′1]σ
′ [t ′2]σ

′ = t1σ t2σ .

t = λx.t1. Tout d’abord, supposons que x /∈ Dom(σ)∪ FV(σ). Soit u1 ∈ t1 tel que
t1σ = [u1σ

′]. Alors grâce à au lemme 1.2.12, on a

λx.t1σ = λx.[u1σ
′]

= {λy.u ′
1 | u ′

1[y 7→ z] =α u1σ
′[x 7→ z] pour tout z sauf un nombre fini}

= [λx.u1σ
′] .

Comme x /∈ Dom(σ) ∪ FV(σ), on a λx.(u1σ
′) = (λx.u1)σ

′, et on en déduit
que

(λx.t1)σ = [λx.u1][σ
′] = [(λx.u1)σ

′] = [λx.(u1σ
′)] = λx.(t1σ) .

Maintenant, soit z /∈ Dom(σ)∪ FV(σ)∪ FV(t1). Alors, grâce à ce qui précède,
on a λz.(t1[z/x]σ) = (λz.t1[z/x])σ. Si on montre que λz.t1[z/x] = λx.t1, alors
on obtient λz.(t1[z/x]σ) = (λx.t1)σ, ce qui conclut la démonstration.
Grâce au lemme 1.2.10, il existe t ′1 ∈ t1 tel que

BV(t ′1) ∩ ({z} ∪ FV(σ) ∪ Dom(σ)) = ∅ .
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Alors, la proposition 1.3.2 implique que t ′1[z/x] = t ′1[x 7→ z] ∈ t1[z/x].
Comme z /∈ FV(t ′1) ∪ BV(t ′1), en utilisant la proposition 1.1.18, on en déduit
que pour toute variable z ′, t ′1[x 7→ z ′] = t ′1[z/x][z 7→ z ′]. Donc

λx.t1 = λx.[t ′1]

= {λy.u1 | u1[y 7→ z ′] =α t ′1[x 7→ z ′] ∀ z ′ sauf un nombre fini}
= {λy.u1 | u1[y 7→ z ′] =α t ′1[z/x][z 7→ z ′] ∀ z ′ sauf un nombre fini}
= λz.[t ′1[z/x]] = λz.t1[z/x] .

(ii) Soit σ ′ ∈ σ et θ ′ ∈ θ telle que Dom(σ) ∩ (BV(θ ′)) = ∅ et t ′ ∈ t tel que (t ′σ ′)θ ′

soit défini.
Comme V(θ ′) ⊆ (FV(θ ′)∪BV(θ ′)) et Dom(σ ′)∩(Dom(θ ′)∪FV(θ ′)∪BV(θ ′)) = ∅,
on a Dom(σ ′) ∩ (Dom(θ ′) ∪ V(θ ′)) = ∅, donc θ ′(σ ′(t ′)) = θ ′ ◦ σ ′(θ ′(t ′)) par
le lemme 1.1.17. Or, la proposition 1.3.2 implique que (t ′σ ′)θ ′ = θ ′(σ ′(t ′)) et
t ′θ ′(θ ′ ◦ σ ′) = θ ′ ◦ σ ′(θ ′(t ′)).
On en déduit que [(t ′σ ′)θ ′] = [t ′θ ′(θ ′ ◦ σ ′)], soit (tσ)θ = tθ(θ ◦ σ).

Remarque 1.3.10 Le lemme 1.3.9.(ii) implique qu’étant donné un terme λx.t et une
substitution σ, on peut toujours se ramener à un cas où x /∈ Dom(σ) ∪ FV(σ) tout en
restant dans la même classe d’α-équivalence : si x ∈ Dom(σ) ∪ FV(σ), alors pour tout
z /∈ Dom(σ) ∪ FV(σ) ∪ FV(t), on a (λx.t)σ = λz.(t[z/x]σ) = (λz.t[z/x])σ dans Λ(Σ).

Pour finir, voici comment définir une substitution sur un sous-ensemble L de Λ(Σ), et
comment relier deux substitutions par une relation et une fonction.

Définition 1.3.11 Soit L ⊆ Λ(Σ). Si σ : X → Λ(Σ) est une substitution telle que
tσ ∈ L pour tout t ∈ L, alors c’est une L-substitution, notée σ : X → L.

Définition 1.3.12 Étant donnés L ⊆ Λ(Σ), une relation R ⊆ L×L et deux substitutions
σ, σ ′ : X → L, on note σ R σ ′ si Dom(σ) = Dom(σ ′) et si σ(x) R σ ′(x) pour tout
x ∈ Dom(σ).

Dans le cas où σ F σ ′ pour une fonction F : L→ L, on pose F(σ) =def σ ′.

1.4 Termes du premier ordre parmi les lambda-termes

Nous nous intéressons, dans cette section, aux sous-ensembles de Λ(Σ) constitués des
termes applicatifs et des termes « du premier ordre ». Nous montrons que notre notion
d’algèbre A = (A,ΣA) libre pour une injection i : X → A donnée nous permet de voir
ces ensembles respectivement comme une (Σ ∪ {_ ·_})-algèbre et comme une Σ-algèbre,
toutes les deux libres sur X .

Définition 1.4.1 On définit par ΣApp =def Σ ] {_ · _} l’extension applicative d’une
signature Σ.

Nous commençons par le cas des termes applicatifs, qui donnent lieu à une ΣApp-algèbre
libre sur X .
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Définition 1.4.2 (Termes applicatifs)

(i) L’ensemble LApp(Σ) des λ-termes bruts applicatifs sur (Σ,X ) est l’ensemble des
termes générés par la grammaire suivante :

t, u ∈ LApp(Σ) ::= x | f(t1, . . . , tn) | t·u

où x ∈ X et f ∈ Σn.
(ii) L’ensemble ΛApp(Σ) des λ-termes applicatifs sur (Σ,X ) est l’ensemble

ΛApp(Σ) =def {[t] | t ∈ LApp(Σ)} .

Les λ-termes applicatifs sont des singletons.

Proposition 1.4.3 Si t est un terme brut applicatif, alors [t] = {t}.

Notre notion d’algèbre libre sur X nous permet de voir ΛApp(Σ) comme une ΣApp-
algèbre libre pour l’injection x ∈ X 7→ [x] = {x} ∈ ΛApp(Σ).

Théorème 1.4.4 Soit ΣApp l’ensemble constitué des opérations suivantes, définies
en 1.2.12 :

— _ ·_ : Λ(Σ)×Λ(Σ)→ Λ(Σ),
— f(_, . . . ,_) : Λ(Σ)n → Λ(Σ) pour chaque f ∈ Σn.

Alors (ΛApp(Σ), ΣApp) est une ΣApp-algèbre libre sur X pour l’injection x ∈ X 7→ [x].

De ce fait, toutes les constructions de la section 1.1 sont définies sur ΛApp(Σ). De plus,
elles correspondent à celles sur LApp(Σ) :

— Pour tout t ∈ LApp(Σ), on a V([t]) = V(t), de plus V([t]) = FV([t]).
— Pour tout t, u ∈ LApp(Σ), et [v] ∈ Λ(Σ) on a Pos([t]) = [Pos(t)], [t]|p = [t|p],

[t][[v]]p = [t[v]p] et Occ([t], [u]) = Occ(t, u).
— Pour toute substitution du premier ordre σ(_) : X → LApp(Σ), on définit _σ :

X → ΛApp(Σ) par xσ =def [σ(x)] pour tout x ∈ Dom(σ(_)). On a alors [u]σ =

[σ(u)] pour tout u ∈ LApp(Σ).
Nous écrivons Ter(ΣApp,X ) pour désigner (ΛApp(Σ), ΣApp). Il est facile d’en déduire

une Σ-algèbre libre sur X en utilisant la propriété suivante.

Proposition 1.4.5 Soient Σ et Σ ′ deux signatures telles que Σ ′ ⊆ Σ et A = (A,ΣA)

une Σ-algèbre. Alors A ′ =def (A, {fA | f ∈ Σ ′}) est une Σ ′-algèbre, qui de plus est libre sur
X pour i si A est libre sur X pour i.

Nous notons Ter(Σ,X ) la Σ-algèbre issue de Ter(ΣApp,X ) par la proposition 1.4.5.
Elle est donc libre sur X pour l’injection x ∈ X 7→ [x] = {x} ∈ ΛApp(Σ).

Remarque 1.4.6 Les contextes sur L ⊆ Ter(ΣApp,X ) définis en 1.1.19 sont iso-
morphes aux λ-contextes sur L ⊆ Ter(ΣApp,X ) définis en 1.2.18 : tout λ-contexte sur
L ⊆ Ter(ΣApp,X ) peut être vu comme un terme C ∈ L contenant exactement une oc-
currence de la variable [ ]. On a alors C[t] = C[t/[ ]] pour tout t ∈ Λ(Σ).

Inversement, tout contexte C sur L ⊆ Ter(ΣApp,X ) définit un unique λ-contexte C[ ]

sur L tel que C[t/[ ]] = C[t] pour tout t ∈ Λ(Σ).
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1.5 Convention de Barendregt locale

Revenons sur l’exemple 1.2.8.(iii), qui dit que

λx.λx.x =α λx.λy.x .

Cet exemple contredit la notion d’α-conversion utilisée dans [Bar84], qui est en fait la
relation d’équivalence identifiant les termes ayant même représentant de de Bruijn.

Le problème vient du fait que dans λx.λx.x, la variable x liée par le premier λ est
aussi liée par le second λ. Il faudrait choisir laquelle de ces deux abstractions lie la
variable de tête de λx.λx.x, et sur ce point, l’α-conversion de Krivine ne coïncide pas
avec l’identification des termes ayant même représentation de de Bruijn.

Afin d’avoir une correspondance entre la notion d’α-conversion formelle de Krivine et
l’identification des λ-termes par leur représentants de de Bruijn, nous pouvons ne pas
considérer les termes, tels que λx.λx.x, qui ont un sous-terme de la forme λx.u dans lequel
x ∈ BV(u).

Cette restriction est un sous-cas de la « convention de Barendregt ». Telle qu’énoncée
en 2.1.13 dans [Bar84], c’est une condition globale sur les λ-termes apparaissant dans les
énoncés, preuves, etc, qui dit que les variables libres et liées sont toujours différentes.

En fait, nous n’avons pas besoin d’une méta-condition globale sur tous les termes appa-
raissant dans le texte. Nous utilisons une version locale de la convention de Barendregt,
qui s’énonce comme une restriction de l’ensemble de termes considéré, et dont on peut
prouver la correction.

Définition 1.5.1 (Convention de Barendregt locale)

— Un terme t ∈ L(Σ) vérifie la convention de Barendregt locale si pour tout sous-
terme λx.u de t, on a x /∈ BV(u).

— L’ensemble des termes qui vérifient la convention de Barendregt locale est noté
LB(Σ).

— On dit qu’une substitution partielle sans capture σ vérifie la convention de Baren-
dregt locale si σ(x) ∈ LB(Σ) pour tout x ∈ Dom(σ).

Lorsque le contexte le permet, on dit « convention de Barendregt » au lieu de « conven-
tion de Barendregt locale ».

Voyons maintenant que l’on peut se restreindre aux termes vérifiant cette propriété.

Proposition 1.5.2 Soient un terme t ∈ L(Σ) et σ une substitution partielle sans
capture. Alors,

(i) il existe t ′ =α t tel que t ′ ∈ LB(Σ),

(ii) si t et σ vérifient la convention de Barendregt et sont tels que tσ soit défini, et si
de plus BV(t) ∩ BV(σ) = ∅, alors tσ vérifie la convention de Barendregt,

(iii) il existe t ′ et σ ′ vérifiant la convention de Barendregt, respectivement α-équivalents
à t et σ tels que t ′σ ′ soit défini et vérifie la convention de Barendregt.

Preuve. En utilisant le lemme 1.2.10.
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Exemple 1.5.3 Le terme λx.λx.x qui ne vérifie pas la convention de Barendregt est
α-équivalent au terme λx.λy.x qui appartient à LB(Σ).

1.6 Termes de de Bruijn

Afin de pouvoir passer facilement des termes bruts du λ-calcul, c’est à dire non quotien-
tés par =α, aux λ-termes, il s’avère très pratique d’utiliser des représentants canoniques
de ses derniers. En fait, nous ne choisissons pas vraiment un représentant dans chaque
classe d’α-équivalence ; au lieu de cela, nous utilisons des termes d’une autre syntaxe qui
est isomorphe à Λ(Σ), ce sont les termes de de Bruijn.

Dans cette section, nous montrons que l’α-conversion de Krivine identifie exactement
les termes vérifiant la convention de Barendregt qui ont même représentant de de Bruijn.
Ce résultat est à notre connaissance nouveau.

Il permet, une fois définie une traduction inverse des termes de de Bruijn vers les λ-
termes vérifiant la convention de Barendregt, de montrer que ces deux ensembles sont
isomorphes modulo =α.

Définition 1.6.1 (Termes de de Bruijn) Étant donnée une signature Σ, l’ensemble
TdB(Σ,X ) des termes de de Bruijn sur Σ est défini par la grammaire suivante :

t, u ∈ TdB(Σ,X ) ::= x | m | f(t1, . . . , tn) | t·u | λt

où x ∈ X , m ∈ N et f ∈ Σn.

L’ensemble TdB(Σ,X ) est donc un ensemble de termes sur (ΣdB,X ), où ΣdB est la
signature Σ ] {λ_, _ ·_} ] {m | m ∈ N}.

Habituellement, les termes de de Bruijn (et c’est tout leur intérêt) ne contiennent
pas de variables de termes ; elles sont encodées dans les indices. Cependant, pour notre
utilisation des termes de de Bruijn, on gagne en souplesse si on autorise des termes avec
des variables libres. Cela nous sera utile à la section 4.3 lorsque nous utilisons les termes
de de Bruijn pour étudier la correspondance entre la réécriture sur Λ(Σ) et la réécriture
sur L(Σ). Notons que ces variables ne sont pas utilisées de la même manière que les
métavariables d’unification de [DHK00].

La notion habituelle de variable libre correspond à la notion d’indice libre pour les
termes de de Bruijn.

Définition 1.6.2 La hauteur de de Bruijn d’une occurrence p dans t ∈ TdB(Σ,X ),
notée |p|t, est définie inductivement comme suit :

|ε|t =def 0

|1.p|λt =def |p|t + 1

|i.p|f(t1,...,tn) =def |p|ti

|i.p|t1t2
=def |p|ti

.

Une occurrence p d’un indice m dans t est dite libre si m > |p|t.
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Précisons, pour ne pas faire d’ambiguïté, que pour les termes de de Bruijn, nous uti-
lisons l’expression « terme clos » de la même manière que pour les termes du premier
ordre : les termes de de Bruijn clos sont ceux de TdB(Σ).

Voyons maintenant comment les termes de de Bruijn représentent les classes d’α-
équivalence. Pour cela, nous utilisons la traduction habituelle des λ-termes vers les termes
de de Bruijn.

Définition 1.6.3 Un référentiel pour un terme t ∈ LB(Σ) est une liste R de variables
distinctes telles que FV(t) ⊆ R et BV(t) ∩ R = ∅.

Si R est un référentiel pour un terme, et m ∈ N est tel que m ≤ |R|, alors R[m] est la
m-ème variable de R.

Définition 1.6.4 Étant donné un terme t ∈ LB(Σ) et un référentiel R pour t, le repré-
sentant de de Bruijn de t dans R est le terme tR ∈ TdB(Σ) défini inductivement comme
suit :

xR =def m où R[m] = x

f(~t)R =def f(~tR)
(t1t2)R =def t1R t2R
(λx.t1)R =def λ(t1x·R)

où x · R dénote la liste de tête x et de queue R.

Remarquons que la définition est correcte car on suppose que t vérifie la convention
de Barendregt. Autrement, dans le cas d’une abstraction (λx.t1)R, on ne pourrait pas
assurer l’hypothèse d’induction que x · R est fait de variables distinctes.

La condition de linéarité des référentiels permet d’obtenir la proposition suivante, qui
dit que la traduction de de Bruijn ne varie pas lorsqu’une variable libre est renommée
par une variable fraîche, dès lors que ce renommage est aussi effectué dans le référentiel.
On note ~x ·~y pour la concaténation des listes ~x et ~y. Si R est la liste linéaire ~x ·x ·~y, alors
R[x 7→ z] est la liste ~x · z · ~y.

Proposition 1.6.5 (Invariance par renommage) Soit t ∈ LB(Σ) et R un référentiel
pour t. Alors, pour tout z /∈ FV(t) ∪ BV(t) ∪ R et tout x /∈ FV(t), on a

(t[x 7→ z])R[x 7→z] = tR .

Preuve. On montre, par induction sur t, que si ~x · x · ~y est un référentiel pour t et
z /∈ BV(t) ∪ FV(t) ∪ ~x · x · ~y alors (t[x 7→ z])~x·z·~y = t~x·x·~y.

t = y ∈ X . Si x = y, alors t[x 7→ z]~x·z·~y = z~x·z·~y. On a z~x·z·~y = x~x·x·~y car z, x /∈ ~x · ~y.
Sinon, t[x 7→ z]~x·z·~y = y~x·z·~y = y~x·x·~y car x, z 6= y.

t = f(~t). Comme z /∈ FV(ti) ∪ BV(ti) ∪ ~x · x · ~y pour tout i ∈ {1, . . . , n}, par hypothèse
d’induction on a ti[x 7→ z]~x·z·~y = ti~x·x·~y, d’où le résultat recherché.

t = t1t2. Idem.
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t = λy.t1. Alors, comme z /∈ BV(t)∪FV(t)∪~x ·x ·~y, on a z /∈ BV(t1)∪FV(t1)∪y ·~x ·x ·~y,
donc par hypothèse d’induction, comme y /∈ ~x · x · ~y et comme y /∈ BV(t1) (par
la convention de Barendregt) on a t1[x 7→ z]y·~x·z·~y = t1y·~x·x·~y, d’où (λy.t1)[x 7→
z]~x·z·~y = (λy.t1)~x·x·~y.

On en déduit que sur les termes vérifiant la convention de Barendregt locale, l’α-
conversion de Krivine identifie exactement les termes ayant même traduction de de
Bruijn.

Lemme 1.6.6 (Lemme fondamental des termes de de Bruijn) Pour tout t, u ∈
LB(Σ) et pour tout référentiel R pour t et u, on a

t =α u si et seulement si tR = uR .

Preuve. On raisonne par induction sur la taille de t.
t = x ∈ X . On a t =α u si et seulement si t = u si et seulement si tR = uR.
t = f(~t). On a t =α u si et seulement si u = f(u1, . . . , un) avec ti =α ui pour tout

i ∈ {1, . . . , n}, donc, par hypothèse d’induction, si et seulement si (ti)R = (ui)R
pour tout i ∈ {1, . . . , n}, si et seulement si tR = uR.

t = t1t2. Idem.
t = λx.t1. Supposons que t =α u. Dans ce cas, u = λy.u1, et il existe Z ⊆fin X tel que

t1[x 7→ z] =α u1[y 7→ z] pour tout z ∈ X \Z. Donc, si z /∈ Z∪FV(t1, u1)∪BV(t1, u1),
alors par la proposition 1.6.5, on a t1[x 7→ z]z·R = t1x·R et u1[y 7→ z]z·R = u1y·R. Or,
par hypothèse d’induction, comme t1[x 7→ z] =α u1[y 7→ z], on a t1[x 7→ z]z·R =

u1[y 7→ z]z·R. On en déduit que (λx.t1)R = (λy.u1)R.
Réciproquement, supposons que tR = uR. On a donc t = λx.t1 et u = λy.u1 avec
(t1)x·R = (u1)y·R. Donc, par la proposition 1.6.5, on a (t1[x 7→ z])z·R = (u1[y 7→ z])z·R
pour tout z /∈ (BV(t, u)∪ FV(t, u)∪ R). Par hypothèse d’induction (t1 et t1[x 7→ z]

ont même taille), on obtient t1[x 7→ z] =α u1[y 7→ z] pour toute variable z non
dans l’ensemble fini BV(t, u) ∪ FV(t, u) ∪ R, c’est-à-dire λx.t1 =α λy.u1.

Remarque 1.6.7 Le lemme 1.6.6 n’est en général pas vrai sur les termes qui ne vérifient
pas la convention de Barendregt. Les référentiels construits à partir de ces termes peuvent
contenir des doublons. Par exemple, (λx.λx.x)· = (λx.x)x = xx·x. Il faut alors choisir, pour
le terme xx·x, l’indice qui correspond à x dans la liste x ·x. La sémantique habituelle (voir
par exemple [DHK00]) est de prendre le premier : xx·x = 1. Ceci correspond à l’idée que
dans le sous-terme λx.x de λx.λx.x, toute occurrence de x est liée par l’abstraction de
λx.x. Le terme λx.λx.x devrait donc être α-équivalent à λy.λx.x.

C’est pour cela que nous utilisons la convention de Barendregt locale.

Afin de pouvoir passer de TdB(Σ) à LB(Σ), nous utilisons l’inverse de l’opération (_)R
définie en 1.6.4. À notre connaissance, cette définition est originale.

Définition 1.6.8 Soit t ∈ TdB(Σ,X ). Une liste R de variables distinctes est un référen-
tiel pour t si sa longueur est plus grande que le plus grand indice libre dans t.
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Étant donné un référentiel R pour t ∈ TdB(Σ) et une énumération (xi)i∈N de X , on
définit tR ∈ LB(Σ) par induction sur t comme suit :

mR =def R[m]

(f(t1, . . . , tn))R =def f(tR1, . . . , t
R
n)

(t1 t2)
R =def tR1 tR2

(λt)R =def λx|R|+1.(t
x|R|+1·R)

où |R| est le plus grand indice de variable apparaissant dans R pour l’énumération (xi)i∈N
(voir 1.1.11).

On vérifie aisément que FV(tR) ⊆ R et donc que tR ∈ LB(Σ) pour tout t ∈ TdB(Σ). Les
opérations (_)R et (_)R sont inverses l’une de l’autre modulo α-conversion.

Théorème 1.6.9 (Isomorphismes de de Bruijn)

(i) Pour tout v ∈ TdB(Σ), si R est un référentiel pour v, on a (vR)R = v.

(ii) Pour tout v ∈ LB(Σ), si R est un référentiel pour v, on a (vR)
R =α v.

Preuve.

(i) Par induction sur v ∈ TdB(Σ).

v = m. On a (vR)R = (R[m])R = m.

v = f(t1, . . . , tn), v = t1 t2. Par hypothèse d’induction.

v = λt. On a (vR)R = (λx|R|+1.(t
x|R|+1·R))R = λ((tx|R|+1·R)x|R|+1·R). Donc, par hypo-

thèse d’induction, (vR)R = λt = v.

(ii) On déduit de (i) que pour tout v ∈ LB(Σ), on a ((vR)
R)R = vR, d’où (vR)

R =α v par
le lemme fondamental des termes de de Bruijn (1.6.6).

Pour finir, voici deux propriétés « évidentes » des termes de de Bruijn.

Remarque 1.6.10

(i) Si t ∈ TdB(Σ,X ) est applicatif et σ est une substitution telle que tσ ∈ TdB(Σ),
alors (tσ)R = t(σR).

(ii) Si t ∈ L(Σ) est applicatif et σ est une substitution, alors (tσ)R = t(σR).
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Chapitre 2

Réductions

Dans ce chapitre, nous présentons les notions et notations de base pour manier des
relations de réécriture et des systèmes de réécriture.

Les relations de réécriture sont des relations binaires sur un ensemble de termes qui sont
stables par contexte et substitution. Les relations de réécriture qui nous intéressent sont
générées par des ensembles de règles de transformations locales sur les termes, appelés
systèmes de réécriture.

Nous commençons par rappeler les propriétés des relations de réécriture qui peuvent
s’énoncer au niveau des relations binaires. Nous rappelons ensuite les relations de réécri-
ture, et insistons sur les relations de réécriture parallèles qui nous seront très utiles à la
partie II. Enfin, nous rappelons la notion de système de réécriture, ainsi que les relations
de réécritures qui en sont issues.

2.1 Systèmes de réduction abstraits

Nous présentons ici certaines notions et propriétés utiles pour les relations de réécriture,
mais qui peuvent être comprises dans le cadre plus abstrait des relations binaires.

Définition 2.1.1 (Systèmes de réduction abstraits) Un système de réduction abs-
trait (ou ARS) est une relation binaire notée (A,→).

L’intérêt de la notion d’ARS n’est donc pas sa définition, mais plutôt qu’elle permet
de distinguer les propriétés fondamentales des relations de réécriture qui peuvent être
exprimées pour des relations binaires arbitraires.

Étant donné un ARS (A,→), nous écrivons a→ b pour (a, b) ∈→. Lorsque le contexte
le permet, nous désignons l’ARS (A,→) par →.

Remarque 2.1.2 Dans certains contextes il peut être intéressant d’avoir une définition
plus fine de système de réduction abstrait. C’est par exemple le cas dans [Ter03], où un
système de réduction abstrait est un ensemble équipé d’une famille de relations binaires
(→i)i∈I.

Définition 2.1.3 (Réductions) Étant donné un ARS (A,→), une (A,→)-réduction
est une famille (ai)i∈I d’éléments de A, indexée par un ensemble non vide I ⊆ N et telle
que pour tout i ∈ N, si i + 1 ∈ I alors i ∈ I et ai → ai+1.

Une (A,→)-réduction (ai)i∈I est dite finie si I est fini, et issue de a si a0 = a.
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Bien entendu, si (ai)i∈I est une →-réduction, alors 0 ∈ I.

Définition 2.1.4 (Relations dérivées) Étant donné un ARS (A,→), définissons
— sa clôture transitive (A,→+) par

→+ =def {(a0, ai) | (ai)i∈I est une →-réduction et i ∈ I} ,

— sa clôture réflexive (A,→=) par →= =def → ∪{(a, a) | a ∈ A},
— sa clôture réflexive et transitive (A,→∗) par →∗ =def →= ∪→+,
— son symétrique (A,←) par ← =def {(a, b) | b→ a},
— sa clôture symétrique (A,↔) par

↔ =def {(a0, ai) | (ai)i∈I est une (→ ∪←)-réduction et i ∈ I} ,

— sa clôture par joignabilité (A, ↓) par ↓ =def {(a, b) | ∃c (a→∗ c←∗ b)},
— se clôture en au plus n ∈ N pas (A,→n) par

→n =def {(a0, am) | (ai)0≤i≤n est une →-réduction et m ≤ n} .

Avec ces notations, ↔∗ désigne la clôture réflexive et transitive de ↔, c’est donc la
clôture réflexive, symétrique et transitive de →. Il nous arrive de la dénoter aussi par =.

Définition 2.1.5 (Réduits et formes normales) Soit un ARS (A,→) et a ∈ A.
— L’ensemble des (A,→)-réduits en un pas de a ∈ A est (a)→ =def {b | a→ b}.
— L’ensemble des (A,→)-réduits de a ∈ A est (a)∗→ =def {b | a→∗ b}.

Un élément a ∈ A est en forme normale pour (A,→) (ou encore, est en forme (A,→)-
normale) si (a)→ = ∅. L’ensemble des éléments en forme normale pour (A,→) est dénoté
par NF (A,→).Un élément a de A a une forme (A,→)-normale si (a)∗→ contient une forme
(A,→)-normale.

Lorsque le contexte le permet, nous écrivons « forme normale » au lieu de « forme
normale pour (A,→) » et NF au lieu de NF→.

Définition 2.1.6 (Normalisation) Soit un ARS (A,→).

(i) L’ensemble des éléments fortement normalisants de (A,→) est le plus petit ensemble
SN (A,→) tel que pour tout a ∈ A,(

∀b ∈ A. a→ b =⇒ b ∈ SN (A,→)

)
=⇒ a ∈ SN (A,→) .

(ii) L’ensemble des éléments faiblement normalisants de A est le plus petit ensemble
WN (A,→) contenant NF (A,→) et tel que pour tout a ∈ A,(

∃b ∈ A. a→ b ∧ b ∈ WN (A,→)

)
=⇒ a ∈ WN (A,→) .

Un ARS (A,→) est dit fortement normalisant si A = SN (A,→) et faiblement normalisant
si A = WN (A,→).
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Lorsque le contexte le permet, nous écrivons SN→ au lieu de SN et WN→ au lieu de
WN .

Proposition 2.1.7 Un élément a d’un ARS (A,→) est
— faiblement normalisant si et seulement si il a une forme normale,
— fortement normalisant si et seulement si toutes les réductions issues de a sont

finies.

Définition 2.1.8 (Confluence) Un ARS (A,→)

— est confluent si pour tout a, b, c ∈ A, si a←∗ b→∗ c alors il existe d ∈ A tels que
a→∗ d←∗ c,

— est localement confluent si pour tout a, b, c ∈ A, si a ← b → c alors il existe
d ∈ A tels que a→∗ d←∗ c,

— vérifie la propriété du diamant si pour tout a, b, c ∈ A, si a ← b → c alors il
existe d ∈ A tels que a→ d← c.

Ces différentes formes de confluence sont dépeintes sur la figure 2.1.
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Fig. 2.1: Confluence

Il est clair que la propriété du diamant implique la confluence, qui à son tour implique
la confluence locale. Il est bien connu que la confluence locale n’implique pas, en général,
la confluence.

Lemme 2.1.9 (Lemme de Newman) Un ARS fortement normalisant est confluent
si et seulement s’il est localement confluent.

Ceci est faux si on remplace « fortement normalisant » par « faiblement normalisant ».

Proposition 2.1.10 (Propriété de Church-Rosser) Un ARS (A,→) est confluent
si et seulement s’il vérifie la propriété de Church-Rosser : a↔∗ b implique a ↓ b.

Définition 2.1.11 (Consistance) Un ARS (A,→) est dit consistant s’il existe deux
éléments a, b ∈ A tels que a 6↔∗ b.

Remarque 2.1.12 Il est clair qu’un ARS confluent qui a au moins deux formes normales
distinctes est consistant.
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Définition 2.1.13 (Commutation) Deux ARS (A,→1) et (A,→2) commutent si pour
tout a, b, c ∈ A tels que a←∗

1 b→∗
2 c, il existe d ∈ A tel que a→∗

2 d←∗
1 c. En image :

· 2
∗

//

1 ∗

��

·

1∗

��
·

2

∗ // ·

La commutation de relations permet d’obtenir la confluence de l’union de relations de
réécriture.

Théorème 2.1.14 (Lemme de Hindley-Rosen — Théorème 3.5 dans [Ros73])
Soit (A,→i)i∈I une famille d’ARS telle que→i et→j commutent pour tout i, j ∈ I. Alors,
l’ARS (A,

⋃
i∈I →i) est confluent.

Voici un lemme simple et particulièrement utile pour montrer la commutation de deux
relations

Lemme 2.1.15 Soient deux ARS (A,→1) et (A,→2) tels que pour tout a, b, c ∈ A,
si a ←1 b →2 c alors il existe d ∈ A tel que a →∗

2 d ←1 c. Alors (A,→1) et (A,→2)

commutent. En image :

· 2 //

1

��

·

1

��

· 2
∗

//

1 ∗

��

·

1∗

��

implique

·
2

∗ // · ·
2

∗ // ·

Preuve. Par induction sur→∗
2 on montre (i), et on en déduit (ii) par induction sur→∗

1.

· 2
∗

//

1

��

·

1

��
·

2

∗ // ·

· 2
∗

//

1 ∗
��

·

1∗
��

·
2

∗ // ·
(i) (ii)

La définition suivante rappelle la notion d’ARS stratifié, qui est très utile pour traiter
la réécriture conditionnelle (présentée au chapitre 4).

Définition 2.1.16 (Stratification) Soit un ARS (A,→) et (A,→i)i∈I une famille
d’ARS. Si →=

⋃
{→i | i ∈ I}, on dit que (A,→) est stratifié et que (A,→i)i∈I est

une stratification de (A,→).
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2.2 Relations de réécriture et congruences

Les stratifications donnent lieu à des notions de confluence plus fines que celles de la
définition 2.1.8.

Définition 2.1.17 (Confluences stratifiées) Soit un ARS (A,→) et sa stratification
(A,→i)i∈I. On dit que (A,→) est

— confluent par niveaux lorsque (A,→i) est confluent pour tout i ∈ I,
— confluent en profondeur1 lorsque pour tout i, j ∈ I, →i et →j commutent.

Les notions de confluence, confluence par niveaux et confluence profondes sont repré-
sentées figure. 2.2.

·

∗
��>

>>
>>

>>
>>

∗
����

��
��

��
�

·
∗

��

·
∗

��·

·
i

∗
��>

>>
>>

>>
>>

i
∗

����
��

��
��

�

·

i

∗

��

·

i

∗

��·

·
i

∗
��>

>>
>>

>>
>>

j

∗
����

��
��

��
�

·

i

∗

��

·

j

∗

��·
Confluence Confluence par niveaux Confluence profonde

Fig. 2.2: Confluences pour →=
⋃

{→i | i ∈ I}

2.2 Relations de réécriture et congruences

La définition de la notion de relation de réécriture et de congruence dépend de l’en-
semble des termes considéré. Pour cela, nous utilisons les notions de contexte et de
substitution spécialisées à un sous-ensemble L ⊆ Λ(Σ) donné, définies en 1.2.19 et 1.3.11
respectivement.

Définition 2.2.1 (Relations de réécriture) Soit L ⊆ Λ(Σ).
— Une relation binaire R sur L est une congruence sur L si pour tout t, u ∈ L, t R u

implique C[t] R C[u] pour tout contexte C[ ] : L→ L.
— Une relation binaire R sur L est stable par substitution sur L si pour toute substi-

tution σ : X → L, pour tout t, u ∈ L, t R u implique tσ R uσ.
— Une relation binaire R sur L est une relation de réécriture sur L si c’est une

congruence sur L qui est stable par substitution sur L.

Une relation qui est une congruence est aussi dite « stable par contexte ».

Remarque 2.2.2

1shallow confluence en Anglais
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— Les relations de réécriture sur Λ(Σ), Ter(Σ,X ) et Ter(Σ) correspondent évidem-
ment aux cas L = Λ(Σ), L = Ter(Σ,X ) et L = Ter(Σ) respectivement.

— La Σ-algèbre Ter(Σ,X ) étant libre sur X , on peut définir une relation de réécriture
sur une Σ-algèbre Ter(ΣA,XA) libre sur X comme étant une relation binaire R

sur Ter(ΣA,XA) telle que {(i(t), i(u)) | t R u} est une relation de réécriture sur
Ter(Σ,X ), où i est l’isomorphisme canonique de Ter(ΣA,XA)→ Ter(Σ,X ).

— Il est équivalent de dire que R est une congruence sur L si pour tout t, u ∈ L, t R u

implique
– pour tout x ∈ X , si λx.t, λx.u ∈ L, alors λx.t R λx.u,
– pour tout v ∈ L, si tv, uv ∈ L, alors tv R uv,
– pour tout v ∈ L, si vt, vu ∈ L, alors vt R vu,
– pour tout f ∈ Σn, pour tout v1, . . . , vn ∈ L, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, si

f(v1, . . . , vi−1, t, vi+1, . . . , vn), f(v1, . . . , vi−1, u, vi+1, . . . , vn) ∈ L

alors

f(v1, . . . , vi−1, t, vi+1, . . . , vn) R f(v1, . . . , vi−1, u, vi+1, . . . , vn) .

Lemme 2.2.3 (Clôture par contexte) Étant donnée une relation binaire R sur L ⊆
Λ(Σ), soit R la plus petite relation binaire sur L satisfaisant aux règles suivantes :

(R)
t R u

t Rctx u
(Abs)

t Rctx u

λx.t Rctx λx.u

(App)
t1 Rctx u1 t2 Rctx u2

t1t2 Rctx u1u2
(Symb)

t1 Rctx u1 . . . tn Rctx un

f(t1, . . . , tn) Rctx f(u1, . . . , un)

où, dans la règle (Symb), f est un symbole d’arité n. Alors,
(i) R est la plus petite relation sur L qui contient R et qui est stable par contexte ;
(ii) si R est stable par substitution sur L, alors R est une relation de réécriture sur L.

2.3 Réduction parallèle

Lorsque l’on travaille sur la commutation de deux relations de réécritures, comme c’est
souvent le cas en section 6.1 et au chapitre 7, on a besoin de la stabilité par substitution
des relations de réécriture et d’une autre propriété, apparentée, qui correspond plutôt à
la réduction dans les substitutions :
Stabilité par substitution : t→ u implique t[v/x]→ u[v/x].
Réécriture dans les substitutions : t→ u implique v[t/x]→ v[u/x].
La propriété de « réécriture dans les substitutions » n’est en général pas vérifiée par les
relations de réécriture, et ce pour deux raisons :

(i) le terme v peut ne pas contenir la variable x, et dans ce cas on a v[t/x] = v[u/x],
(ii) le terme v peut dupliquer la variable x, et dans ce cas on a v[t/x]→+ v[u/x].
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La propriété de « réécriture dans les substitutions » est satisfaite par les relations de
réécritures réflexives et transitives.

Lemme 2.3.1 Soit → une relation de réécriture sur L ⊆ Λ(Σ) et t, u, v ∈ L. Si t→∗ u

alors v[t/x]→∗ v[u/x].

Preuve. Par induction sur v.

Cependant, les relations transitives ne correspondent pas précisément à cette propriété :
elles permettent de rassembler plusieurs pas de réécriture en un seul, mais sans distinguer
entre des pas « disjoints », comme c’est le cas dans v[t/x]→+ v[u/x] et des pas successifs
comme dans la réduction a→ b→ c de la relation de réécriture {a 7→ b, b 7→ c}.

Il existe une notion générique de relation de réécriture qui correspond très bien à la
réécriture dans les substitutions. Il s’agit de la réécriture parallèle.

Définition 2.3.2 (Relation de réécriture parallèle) Une relation B de réécriture
sur L ⊆ Λ(Σ) est dite parallèle si

— pour tout x ∈ X , si x ∈ L alors xB x,
— si t1t2, u1u2 ∈ L alors

(t1 B u1 et t2 B u2) implique t1t2 B u1u2

— si f(t1, . . . , tn), f(u1, . . . , un) ∈ L alors

(∀i ∈ {1, . . . , n}. ti B ui) implique f(t1, . . . , tn)B f(u1, . . . , un)

Remarque 2.3.3 Les relations de réécriture parallèles sont réflexives.

Proposition 2.3.4 Soit R une relation binaire sur L ⊆ Λ(Σ) stable par substitution, et→‖R la plus petite relation sur L contenant R et satisfaisant aux règles suivantes :

(BVar)
x →‖R x

(BAbs)
t1 →‖R u1

λx.t1 →‖R λx.u1

(BApp)
t1 →‖R u1 t2 →‖R u2

t1t2 →‖R u1u2
(BSymb)

t1 →‖R u1 . . . tn →‖R un

f(t1, . . . , tn) →‖R f(u1, . . . , un)

où, dans la règles (Symb), f ∈ Σn. Alors,

(i) la relation →‖R est une relation de réécriture parallèle sur L,
(ii) on a R ⊆→‖R⊆ R∗, (où R∗ est la clôture réflexive et transitive de R, définie en 2.1.4).

Preuve.

(i) Il suffit de montrer que →‖R est une relation de réécriture. Elle est stable par
contexte par (ii). Il reste à montrer qu’elle est stable par substitution.
Soit σ une L-substitution et t, u ∈ L tels que t→‖R u. On montre que tσ→‖R uσ

par induction sur t→‖R u. Le cas de la règle (BVar) suit de la réflexivité de →‖R,
et celui des règles (BAbs), (BApp) et (BSymb) de l’hypothèse d’induction. Dans
le cas où t R u, on conclut grâce à l’hypothèse que R est stable par substitution.
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(ii) On a R ⊆→‖R par définition et on montre →‖R⊆ R∗ par induction sur les règles de
la définition 2.3.2.

Ainsi, on peut définir la clôture parallèle d’une relation sur L ⊆ Λ(Σ).

Définition 2.3.5 Soit R une relation binaire sur L ⊆ Λ(Σ). La clôture parallèle de R

sur L est la relation →‖Rsubst où Rsubst est la clôture de R par L-substitutions.

Lorsque le contexte le permet, on écrit →‖R pour désigner →‖Rsubst . La propriété de
réécriture dans les substitutions est facilement obtenue. On la présente ici dans une
forme un peu plus générale, qui sera très utile par la suite. Rappelons que d’après la
définition 1.3.12, si R est une relation binaire sur Λ(Σ) et si σ, σ ′ sont deux substitutions,
alors σ R σ ′ signifie que Dom(σ) = Dom(σ ′) et que σ(x) R σ ′(x) pour tout x ∈ Dom(σ).

Lemme 2.3.6 Soit R une relation binaire sur L ⊆ Λ(Σ). Alors, σRσ ′ implique tσ→‖R
tσ ′ pour toute L-substitution σ et pour tout t ∈ L.

Preuve. Par induction sur t.

2.4 Systèmes de réécriture

Dans cette section, nous rappelons la définition de système de réécriture de termes.
Notre définition est un peu plus générale que la définition habituelle. Elle permet de
rendre compte harmonieusement de la réécriture usuelle, de la réécriture conditionnelle
et du λ-calcul. Nous reprenons la terminologie de [Ter03].

Définition 2.4.1 (Systèmes de réécriture de termes) Un système de réécriture de
termes (ou TRS) sur L ⊆ Λ(Σ) est une relation binaire R sur L telle que lR r implique
l /∈ X et FV(r) ⊆ FV(l).

Une paire (l, r) ∈ R est une règle de réécriture de R, aussi notée l 7→R r.
À un TRS (L,R) on associe l’ARS (L,→R) où →R est la plus petite relation de ré-

écriture sur L qui contient R.

Remarque 2.4.2

— Comme pour les relations de réécriture (voir remarque. 2.2.2), la notion de TRS a
pour cas particulier les TRS sur Λ(Σ), Ter(Σ,X ) et Ter(Σ).

— De même, un TRS sur une Σ-algèbre libre Ter(ΣA,XA) est une relation binaire R
sur Ter(ΣA,XA) telle que {(i(t), i(u)) | tR u} est un TRS sur Ter(Σ,X ), où i est
l’isomorphisme canonique de Ter(ΣA,XA)→ Ter(Σ,X ).

— Si (Λ(Σ),R) est un système de réécriture où R est stable par substitution, alors
par le lemme 2.2.3, (Λ(Σ),R) est une relation de réécriture (où R est la clôture de
R par contexte, définie en 2.2.3).

— On écrit (L, 7→RR ′) pour l’union des TRS (L, 7→R) et (L, 7→ ′
R), et (L,→R∪R ′) pour

la relation de réécriture qui en est issue.
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— Selon les définitions 2.4.1 et 2.3.2, les relations de réécriture parallèles ne forment
pas des TRS car ce sont des relations réflexives, qui contiennent donc {(x, x) | x ∈
X }.

Exemple 2.4.3

— Si (Λ(Σ),R) est un TRS, alors il en est de même pour (Λ(Σ),→R).
— La notion de système de réécriture correspond à l’idée de règle de réécriture : R

est vu comme un ensemble de règles l 7→R r.

Proposition 2.4.4 (Stabilité par renommage) Un renommage est une bijection sur
X . Si R est un TRS sur L ⊆ Λ(Σ) et ρ est un renommage tel que ρ(FV(R)) ⊆ L, alors→R=→Rρ, où Rρ =def {(lρ, rρ) | l 7→R r}.
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Chapitre 3

Réécriture et lambda-calcul

Dans ce chapitre, nous articulons les objets d’étude centraux de cette thèse : la réécri-
ture, le λ-calcul et leur combinaison.

Nous partons de la réécriture du premier ordre sur Ter(Σ,X ) et de son extension
aux termes applicatifs Ter(ΣApp,X ). Nous en considérons deux variantes : la réécriture
algébrique, qui est l’extension naturelle de la notion de premier ordre « sémantique » aux
termes applicatifs, et la réécriture applicative à droite, qui autorise n’importe quel terme
de Ter(ΣApp,X ) dans les membres droits de règles. Nous donnons quelques exemples
de systèmes algébriques, comme les paires surjectives, et de systèmes applicatifs, comme
l’itérateur et le récurseur sur les entiers.

Nous passons ensuite au λ-calcul. Nous commençons par le cas non typé puis présentons
deux calculs typés : le λ-calcul simplement typé et le système F. Ce dernier système
permet de coder certaines des fonctions présentées dans le cadre de la réécriture, par
exemple le schéma d’itération sur les entiers de Church. Cependant, les possibilités de
codage du λ-calcul ne semblent pas suffisantes, en particulier pour les paires surjectives
et pour le schéma de récursion sur les entiers. Il faudrait donc étendre la β-réduction.
Pour mieux comprendre quelles sont les possibilités d’extensions du λ-calcul, un résultat
important est le théorème de Böhm : sur les λ-termes purs et β-normalisants, il n’y a
pas d’extension stricte consistante de la βη-conversion.

Cela suggère d’accompagner les extensions de la β(η)-réduction par des extensions
de la syntaxe du λ-calcul. Une possibilité, à la laquelle est consacrée cette thèse, est
d’étendre la β-réduction par des règles de réécriture opérant sur des λ-termes étendus
avec symboles algébriques, c’est-à-dire sur des termes de Λ(Σ). Nous voyons ensuite
comment adapter le λ-calcul typé à la réécriture, ce qui nous permettra de considérer
brièvement les combinaisons du λ-calcul et de la réécriture pour quelques exemples, dont
les paires surjectives et le schéma de récursion sur les entiers.

3.1 Réécriture au premier ordre

Dans cette section, nous rappelons les définitions concernant la réécriture au premier
ordre : termes algébriques, systèmes de réécriture algébriques et systèmes de réécriture
applicatifs. Nous donnons aussi quelques exemples de tels systèmes. La réécriture du
premier ordre usuelle est la réécriture sur les termes du premier ordre.

Définition 3.1.1 (TRS du premier ordre) Un TRS du premier ordre est un TRS
sur Ter(Σ,X ).
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Il est souvent utile d’isoler les symboles qui sont à la tête de règles de réécriture. Ils
sont dits « définis », alors que les autres symboles sont des « constructeurs ».

Définition 3.1.2 (Symboles définis et constructeurs) Soit R un TRS du premier
ordre sur Ter(Σ,X ). Un symbole f ∈ Σ est défini dans R s’il existe une règle f(~l) 7→R r.
Les symboles qui ne sont pas définis dans R sont des constructeurs de R.

Voici une définition des booléens et des paires comme TRS du premier ordre.

Exemple 3.1.3 (Booléens) Les booléens sont définis par ΣBool =def {true, false}. Il sont
éliminés par l’itérateur iterBool(_, _, _), qui est défini par le système de réécriture

iterBool(x, y, true) 7→iterBool x iterBool(x, y, false) 7→iterBool y .

Le terme iterBool(u, v, b) correspond à la construction « if b then u else v » des langages
de programmation. On peut la définir par les règles suivantes :

ite(true, x, y) 7→ite x et ite(false, x, y) 7→ite y .

Exemple 3.1.4 (Paires) Les paires sont construites par le symbole binaire (_, _) et
éliminées par les symboles unaires π1_ et π2_ définis par le système de réécriture

π1(x, y) 7→π x π2(x, y) 7→π y .

Parfois, il est aussi intéressant d’ajouter la règle suivante, dite de surjectivité, qui implante
une forme d’extensionalité pour le constructeur (_, _) :

(π1t, π2t) 7→SP t .

Les termes du premier ordre contiennent aussi les termes applicatifs. Ainsi, un TRS sur
Ter(ΣApp,X ) est aussi un TRS du premier ordre. Rappelons que les termes applicatifs
sur une signature Σ sont générés par la grammaire :

t, u ∈ Ter(ΣApp,X ) ::= x | f(t1, . . . , tn) | t u

où x ∈ X et f ∈ Σn.

Exemple 3.1.5 (Fonction identité) Voici une définition de la fonction identité sur les
termes applicatifs :

id · x 7→id x .

On a id · t→id t pour tout t ∈ Λ(Σ).

Dans l’exemple 3.1.5, on peut voir la variable x comme étant une variable « du premier
ordre ». Mais avec un symbole d’application, on peut aussi avoir des variables ayant « une
sémantique d’ordre supérieur », c’est-à-dire qui ont « vocation » être substituées par des
« fonctions ».
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Exemple 3.1.6 (Traitement des erreurs) On représente les « erreurs » par un sym-
bole err défini par la règle

err · x 7→err err .

On peut lui adjoindre la règle suivante, qui force les fonctions à être « strictes » vis-à-vis
de la propagation d’erreurs :

x · err 7→strict err .

Dans ce système, la variable x a une « sémantique d’ordre supérieur » : on peut avoir

err ←id id · err →strict err .

Ainsi, lorsque l’on dispose d’un symbole d’application, les notions « syntaxiques » et
« sémantiques » de premier ordre ne coïncident plus. Dans le terme x · err, la variable x a
une « sémantique d’ordre supérieur » (nous disons qu’elle est active), alors que le terme
x · err est syntaxiquement un terme du premier ordre : c’est un élément de Ter(ΣApp,X ).

La notion « sémantique » naturelle de termes du premier ordre nous semble être celle
de terme algébrique, c’est-à-dire de terme applicatif sans variable active. Nous parlons de
termes au premier ordre pour désigner les éléments de Ter(ΣApp,X ). Ils correspondent
à la notion syntaxique de premier ordre.

Définition 3.1.7 (Termes algébriques)

— Une variable x est active dans un terme t si t a un sous-terme la forme x u.
— Un terme applicatif est algébrique s’il ne contient pas de variable active.

Les termes algébriques de Λ(Σ) ont une forme très agréable, ils sont construits selon
la grammaire suivante :

t ::= x | f(t1, . . . , tn)tn+1 . . . tn+m

où x ∈ X , f ∈ Σn et m ≥ 0. Les membres gauches des règles des systèmes de réécriture
que nous utilisons sont très souvent algébriques (bien que ce ne soit pas le cas de 7→strict).

Définition 3.1.8 (Systèmes de réécriture applicatifs et algébriques) Soit R un
TRS sur L ⊆ Λ(Σ).

— On dit que R est algébrique à gauche (resp. à droite) si l (resp. r) est algébrique
pour tout l 7→R r.

— On dit que R est algébrique s’il est algébrique à gauche et à droite.
— On dit que R est applicatif à gauche (resp. à droite) si l (resp. r) est applicatif

pour tout l 7→R r.

Par exemple, le système 7→err de l’exemple 3.1.6 est algébrique alors que le système
7→strict ne l’est pas.

Un TRS algébrique sur Λ(Σ) est donc un TRS sur Ter(ΣApp,X ). Lorsque que l’on
considère la relation de réécriture sur Λ(Σ) issue d’un TRS applicatif, on obtient un TRS
qui n’est plus applicatif, mais qui conserve certaines propriétés intéressantes provenant
de sa parenté applicative.
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Définition 3.1.9 Un TRS R est issu d’un TRS R ′ si pour tout l 7→R r il existe une
substitution σ et deux termes l ′ 7→R ′ r ′ tels que l = l ′σ et r = r ′σ.

L’intérêt des TRS issus de TRS applicatifs est qu’ils préservent « l’applicativité » des
termes.

Proposition 3.1.10 Si R est un TRS issu d’un TRS applicatif à droite, alors

(t ∈ Ter(ΣApp,X ) ∧ t→R u) =⇒ u ∈ Ter(ΣApp,X ) .

Il est possible d’avoir des fonctions définies en utilisant à la fois le symbole d’application
et des symboles de fonction d’arité non nulle. C’est ainsi que nous définissons les entiers
et les listes.

Exemple 3.1.11 (Entiers) Les entiers unaires de Peano sont construits par le symbole
0 et le symbole unaire S(_). On pose ΣNat =def {0, S(_)}.

Par exemple, la fonction « strictement supérieur », des entiers vers les booléens, peut
être représentée par le symbole > et les règles suivantes :

> 0 y 7→> false
> S(x) 0 7→> true
> S(x) S(y) 7→> > x y .

On peut définir la soustraction entière sur la signature Σminus =def ΣNat ∪ {minus} par les
règles suivantes :

minus x 0 7→minus x

minus 0 y 7→minus 0

minus S(x) S(y) 7→minus minus x y .

Elles peuvent être complétées par les règles non-linéaires suivantes :

minus x x 7→minus 0 minus S(x) x 7→minus S(0) .

Exemple 3.1.12 (Listes) Les listes que nous utilisons sont construites sur la signature
ΣList =def {[ ], (_ :: _)}, où [ ] représente la liste vide et (x :: xs) représente la liste xs sur
laquelle est empilé l’élément x. Voici quelques opérations de base :

car (x :: l) 7→car x

car [ ] 7→car err
cdr (x :: l) 7→cdr l

cdr [ ] 7→cdr err

get l 0 7→get car l

get l S(n) 7→get get (cdr l) n

length [ ] 7→length 0

length (x :: l) 7→length S(length l)

Cependant, dans beaucoup d’utilisations des termes applicatifs, l’application est le seul
symbole d’arité non nulle. Ce sont des systèmes curryfiés.
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Exemple 3.1.13 (Curryfication) On peut faire correspondre aux termes sur ΣNat et
ΣList respectivement un sous ensemble des termes construits sur les signatures (ΣNatC)App

et (ΣListC)App, où

ΣNatC =def {0C , SC} et ΣListC =def {nil, cons} .

Par exemple,

S(0) correspond à SC · 0C
et (S(0) :: [ ]) correspond à (cons · (SC · 0C)) · nil

La traduction canonique de Ter(ΣNat ∪ ΣList,X ) vers Ter((ΣNatC ∪ ΣListC)App,X ) s’ap-
pelle curryfication. Nous l’étudions de façon plus précise au chapitre 8.

Remarque 3.1.14 (Fonctions strictes) Le système 7→err∪strict semble avoir des carac-
téristiques intéressantes pour les systèmes curryfiés : les fonctions définies par des sys-
tèmes curryfiés confluents dont la combinaison avec 7→err∪strict reste confluente peuvent
être vues comme des fonctions strictes vis-à-vis de la propagation des erreurs.

C’est le cas, pas exemple, de la version curryfiée du système présenté à l’exemple 3.1.3 :

iteC · true · x · y 7→iteC x iteC · true · x · y 7→iteC y .

Un exemple de fonction non stricte est la fonction eat définie par la règle

eat · x 7→eat eat .

On alors un pic injoignable :

err ←strict eat · err →eat eat .

Une telle caractérisation des fonctions strictes serait plus difficile avec des systèmes du
premier ordre. En effet, les règles prenant en compte err dépendraient de la signature :
on aurait une règle

f(x1, . . . , err, . . . , xn) 7→ err

pour chaque f ∈ Σn et chaque i ∈ {1, . . . , n}.

Ainsi, le symbole d’application donne aux systèmes curryfiés, ou de manière plus géné-
rale aux systèmes au premier ordre, une forme différente de celle des systèmes du premier
ordre. En particulier, dans le système 7→id de l’exemple 3.1.5, le symbole d’application
est un symbole défini au sens de la définition 3.1.2, alors que le symbole id ne l’est pas.
Une notion plus générale de symbole défini semble nécessaire.

Définition 3.1.15 (Symboles définis et constructeurs algébriques) Soit R un
système algébrique à gauche sur Λ(Σ). Un symbole f ∈ Σ est algébriquement défini par R
s’il existe une règle de la forme f(~l)~l ′ 7→R r. Les symboles qui ne sont pas algébriquement
définis dans R sont des constructeurs algébriques de R.
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La notion de règle effondrante joue un rôle important dans l’étude de la combinaison
de relations de réécriture.

Définition 3.1.16 (Règle effondrante) Une règle de réécriture l 7→ r est effondrante
si r est une variable.

Voyons enfin un exemple utilisant des variables actives dans les membres droits.

Exemple 3.1.17 (Itérateurs et récurseurs pour les entiers) Il existe des élimi-
nateurs canoniques pour les entiers, ce sont l’itérateur et le récurseur. Ces systèmes de
réécriture sont applicatifs mais pas algébriques : ils ont une « sémantique d’ordre supé-
rieur » tout en étant, syntaxiquement, des systèmes du premier ordre.

(i) L’itérateur iter est défini par les règles suivantes :

iter u v 0 7→iter u iter u v S(n) 7→iter v (iter u v n) .

Notons que dans la seconde règle, le terme v n’a pas d’accès direct au terme n qui
est en train de se faire éliminer. De ce fait, iter ne permet pas de coder certains
algorithmes, comme par exemple le calcul du prédécesseur en temps constant.

(ii) Le récurseur rec est défini par les règles suivantes :

rec u v 0 7→rec u rec u v S(n) 7→rec v (rec u v n) n .

C’est le système de réécriture sous-jacent au système T de Gödel (voir 3.7.2). Les
fonctions calculées par les systèmes rec et iter sont les mêmes, bien que certains
algorithmes exprimables dans rec ne le soient pas dans iter, comme par exemple le
calcul du prédécesseur en temps constant.

3.2 Lambda-calcul non typé

Un formalisme naturel pour pouvoir manipuler des variables actives et des fonctions
d’ordre supérieur est le λ-calcul. Dans cette section, nous présentons certaines notions im-
portantes dans le cas non typé. Commençons par rappeler la définition de la β-réduction
et certaines de ses propriétés.

Définition 3.2.1 (Béta-réduction) La notion de β-réduction est la plus petite relation
7→β telle que pour tout t, u ∈ Λ(Σ),

(λx.t)u 7→β t[u/x] .

La relation de β-réduction, notée →β, est la clôture par contexte de 7→β.

Proposition 3.2.2 La relation de β-réduction est une relation de réécriture.

Preuve. Grâce au lemme 2.2.3, il suffit de montrer que pour tout t, u ∈ Λ(Σ), pour
toute substitution σ, ((λx.t)u)σ 7→β (t[u/x])σ.

Comme noté en 1.3.10, on peut supposer que x /∈ Dom(σ) ∪ FV(σ), c’est à dire que
Dom([u/x]) est disjoint de (Dom(σ)∪FV(σ)). Par le lemme 1.3.9, on a alors (t[u/x])σ =

tσ(σ ◦ [u/x]) = tσ[uσ/x]. D’autre part, comme x /∈ Dom(σ) ∪ FV(σ), on a ((λx.t)u)σ =

(λx.tσ)(uσ), ce qui conclut la démonstration.
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Remarque 3.2.3 Il s’en suit que (Λ(Σ),→β) est la relation de réécriture issue du TRS
(Λ(Σ), 7→β). C’est donc aussi un TRS.

Une propriété importante de la β-réduction est sa confluence.

Théorème 3.2.4 La relation →β est confluente.

Une des preuves de ce résultat est présentée en 5.1.2.

Exemple 3.2.5 (Fonction identité) Un des termes les plus simples que l’on peut
former est la fonction identité :

Id =def λx.x .

Pour tout t ∈ Λ(Σ), on a Id t→β t.

On écrit λ_.t pour λx.t avec x /∈ FV(t). D’autre part, λx, y.t et λx y.t désignent
λx.λy.t.

Le λ-calcul dispose d’un moyen d’évaluation privilégié : la stratégie de réduction dite
« normale », qui trouve toujours la forme β-normale d’un terme lorsqu’elle existe. Cette
stratégie est basée sur la notion de réduction de tête. Dans cette section, nous rappelons
des définitions et résultats sur ces notions.

Lemme 3.2.6 (Notation de Wadsworth) Tout terme t ∈ Λ(Σ) s’écrit de manière
unique sous une des trois formes suivantes :

λx1 . . . xp.(λx.t)ut1 . . . tn (a)
λx1 . . . xp.x t1 . . . tn (b)
λx1 . . . xp.f(t1, . . . , tn) tn+1 . . . tn+m (c)

où n, m, p ≥ 0, x ∈ X et f ∈ Σn.
Dans les cas (b) et (c), on dit que t est en forme β-normale de tête.

Définition 3.2.7 (Réduction de tête, réduction normale)

— La réduction faible de tête est la plus petite relation →whβ
telle que pour tout

n ≥ 0, pour tout t, u, t1, . . . , tn ∈ Λ(Σ) on ait,

(λx.t)ut1 . . . tn →whβ
t[u/x]t1 . . . tn .

— Le réduction de tête est la plus petite relation →h telle que pour tout t, u ∈ Λ(Σ)

on ait,
λ~x.t →h λ~x.u si t →whβ

u .

Un terme est en forme normale de tête s’il est en forme →h-normale.
— La réduction normale est la plus petite relation →n telle que pour tout terme t,

(i) si t→h u alors t→n u,

(ii) sinon t est de la forme λ~x.h t1 . . . tn où h n’est pas une application et
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– si h est en forme β-normale, et tj est en forme β-normale pour tout j < i,
alors ti →n t ′i implique

λ~x.h t1 . . . ti−1 ti ti+1 . . . tn →n λ~x.h t1 . . . ti−1 t ′i ti+1 . . . tn ,

– sinon, on est dans le cas (c) du lemme 3.2.6 et il existe i ≤ n tel que tj est
en forme β-normale pour tout j < i ; alors ti →n t ′i implique

λ~x.f(t1, . . . , ti−1, ti, ti+1, . . . , tn) tn+1 . . . tn+m →n

λ~x.f(t1, . . . , ti−1, t ′i, ti+1, . . . , tp) tn+1 . . . tn+m .

La réduction normale est une réduction standard.

Remarque 3.2.8 On a →whβ
⊆ →h ⊆ →n ⊆ →β.

Théorème 3.2.9 (Normalisation — Théorème 13.2.2 dans [Bar84]) Si t a une
forme β-normale, alors la réduction normale termine sur t.

Le λ-calcul étant un formalisme Turing complet, il existe des λ-termes qui admettent
des β-dérivations infinies. Nous les appelons des « termes infinis ».

Exemple 3.2.10 (Termes « infinis ») Considérons les termes

ω =def λx.xx et Ω =def ωω .

Le terme Ω se réduit en lui même :

Ω →β ωω →β . . . .

On peut aussi former des combinateurs de point fixe. Par exemple, pour tout t ∈ Λ(Σ),
posons

ωt =def λx.t(xx) et Yt =def ωtωt .

On a alors
Yt →β t Yt →β t (t Yt) →β . . . .

On étend les termes ωt et Yt aux symboles unaires f(_) ∈ Σ1 comme suit :

ωf =def λx.f(xx) et Yf =def ωfωf .

Cela donne
Yf →β f(Yf) →β f(f(Yf)) →β . . . .

3.3 Lambda-calcul typé

Un des moyens de sélectionner les λ-termes en fonction de leur comportement (p. ex.
d’éviter d’avoir des termes infinis) est d’imposer des contraintes sur leur construction.
Cela peut être fait en utilisant du typage.

Nous rappelons ici des systèmes de types pour le λ-calcul issus de l’isomorphisme de
Curry-Howard. Nous nous intéressons essentiellement aux systèmes à la Curry : les abs-
tractions sont celles du λ-calcul pur, elles n’ont pas d’annotations de types. Les systèmes à
la Church, dans lesquels les abstractions possèdent une information de type sont évoqués
en 3.3.3. Cette présentation est bien sûr très succincte, voir [Bar92, GLT89, Kri90, Miq01]
pour plus de détails.

68



3.3 Lambda-calcul typé

3.3.1 Lambda-calcul pur simplement typé

Les types du λ-calcul simplement typé correspondent usuellement aux formules de la
logique intuitionniste minimale : ils sont construits à partir d’un ensemble de types de
base et du constructeur binaire _ ⇒ _. Nous gagnons en souplesse en autorisant les
types de base à avoir une arité.

Définition 3.3.1 (Types simples) Étant donnée une signature B = (Bi)i∈N, l’ensemble
T⇒(B) des types simples sur B est l’ensemble engendré par la grammaire suivante :

T,U ∈ T⇒(B) ::= B(T1, . . . , Tn) | T ⇒ U

où B ∈ Bn.

L’ensemble T⇒(B) est bien entendu identique à Ter(B ∪ {_⇒ _}). On écrit T⇒ pour
désigner T⇒(∅). Lorsque le contexte le permet, on désigne T⇒(B) par T (B).

Les termes du λ-calcul simplement typé sont ceux du λ-calcul pur :

t, u ∈ Λ⇒ ::= x | λx.u | tu

où x ∈ X . Nous les considérons égaux modulo α-conversion, comme défini en 1.2.
Rappelons qu’une valuation est une fonction de domaine fini.

Définition 3.3.2 (Contextes de typage) Un contexte de typage pour T⇒(B) est une
valuation Γ : X → T⇒(B).

Nous écrivons x : T ∈ Γ lorsque Γ(x) = T et x ∈ Γ lorsque x ∈ Dom(Γ). Quand x /∈ Γ ,
on désigne par Γ, x : T le contexte tel que (Γ, x : T)(x) = T et (Γ, x : T)(y) = Γ(y) pour
tout y 6= x.

Les règles de typage sont les suivantes.

(Ax)
Γ, x : T ` x : T

(⇒I)
Γ ` t : U⇒ T Γ ` u : U

Γ ` tu : T
(⇒E)

Γ, x : U ` t : T

Γ ` λx.t : U⇒ T

En mettant tout ensemble, obtient le système λ⇒(B).

Définition 3.3.3 (Lambda-calcul simplement typé) On désigne par λ⇒(B) le λ-
calcul simplement typé avec types de base dans B, constitué

— de l’ensemble de termes Λ⇒,
— de l’ensemble de types T⇒(B),
— de la relation de typage dénotée par Γ `⇒ t : T , définie comme étant la plus petite

relation _ ` _ : _ close par les règles de typage (Ax), (⇒I) et (⇒E),
— de la règle de réduction

(λx.t)u 7→β t[u/x] .
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Remarque 3.3.4 (Isomorphisme de Curry-Howard) Les dérivations de typage de
ce calcul sont isomorphes aux dérivations de la logique propositionnelle minimale : c’est
l’isomorphisme de Curry-Howard.

Notons que, pour autant, les termes de ne sont pas isomorphes aux dérivations, et ce
pour deux raisons :

(i) d’une part, le typage à la Curry implique que le terme λx.x est une preuve de la
proposition A⇒ A pour toute proposition A ;

(ii) d’autre part, les affaiblissements n’étant pas pris en compte de manière explicite,
le terme λx.x est typable dans n’importe quel contexte Γ , en particulier lui corres-
pondent les dérivations suivantes :

A ` A

` A⇒ A

B, A ` A

B ` A⇒ A

Exemple 3.3.5 Pour tout T ∈ T⇒(B), on a

`⇒ Id : T ⇒ T .

3.3.2 Système F

Le système F a été introduit indépendamment par Girard et Reynolds dans les années
70. Girard l’a utilisé pour résoudre positivement, avec des outils de la « théorie de la
preuve », la « conjecture de Takeuti » selon laquelle la logique du second ordre admet
l’élimination de coupures [Gal89] ; et Reynolds l’a utilisé comme formalisation de la notion
de polymorphisme paramétrique.

On considère deux versions du système F. Pour la première, la quantification de types
∀X._ ne laisse pas de trace au niveau des termes, elle est dite implicite. Pour la seconde,
au contraire, les introductions et éliminations de la quantification ∀X._ sont reflétées au
niveau des termes par des constructions correspondantes, cette version est dite explicite.
Dans le cadre du calcul des constructions, les différences entre quantifications implicites
et explicites sont étudiées dans [Miq01].

D’un point de vue pratique, la différence essentielle entre le système F explicite à la
Church et le système F implicite à la Curry est que la vérification du typage est décidable
dans le premier alors qu’elle est indécidable dans le second [Wel99].

3.3.2.(a) Types du second ordre

Les types du système F usuel correspondent aux formules de la logique propositionnelle
minimale du second ordre. Comme pour le λ-calcul simplement typé, nous utilisons des
types de base avec arité.

Comme ils contiennent un lieur, les types du second ordre sont en fait des quotients
pour une relation d’α-conversion. Le traitement est très similaire à celui effectué pour les
λ-termes en 1.2 et 1.3.

Définition 3.3.6 (Types du second ordre) Soit une signature B = (Bi)i∈N, et V un
ensemble dénombrable de variables de types.
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— L’ensemble Θ2(B) des types bruts du second ordre est l’ensemble généré par la
grammaire suivante

T,U ∈ Θ2(B) ::= X | B(T1, . . . , Tn) | T ⇒ U | ∀X.T

où B ∈ Bn et X ∈ V.
— L’ensemble T2(B) des types du second ordre est l’ensemble Θ2(B)/=αT , où =αT

est la plus petite relation d’équivalence sur Θ2(B) qui satisfait

X =αT X ,

B(~T) =αT B(~U) si ~T =αT ~U ,

T1 ⇒ T2 =αT U1 ⇒ U2 si T1 =αT U1 et T2 =αT U2 ,

∀X.T =αT ∀X.U si T [X 7→ Z] =αT U[Y 7→ Z]

pour tout Z ∈ V sauf un nombre fini .

Nous désignons par [T ]T la classe d’αT -équivalence de T ∈ Θ2(B).
— Les ensembles des variables libres et liées d’un type T , respectivement notés FV(T)

et BV(T), sont définis inductivement comme suit :

Si T = X ∈ V alors FV(T) = {X} et BV(T) = ∅ ,

Si T = B(T1, . . . , Tn) alors FV(T) =
⋃

1≤i≤n FV(Ti) et BV(T) =
⋃

1≤i≤n BV(Ti) ,

Si T = T1 ⇒ T2 alors FV(T) = FV(T1) ∪ FV(T2) et BV(T) = BV(T1) ∪ BV(T2) ,

Si T = ∀X.T1 alors FV(T) = FV(T1) \ {X} et BV(T) = BV(T1) ∪ {X} .

Notons, dans la définition 3.3.6, que Θ2(B) est l’ensemble

Ter(B ∪ {_⇒ _} ∪ {∀X._ | X ∈ V},V) .

De ce fait, l’opération de substitution simple T [X 7→ U] est définie en 1.1.14.
Nous définissons la substitution sans capture exactement comme en 1.3.

Définition 3.3.7 (Substitution de type sans capture) Étant donnée une valuation
θ sur Θ2(B), la substitution partielle sans capture _θ est la fonction partielle Θ2(B)→
Θ2(B) définie comme suit :

Xθ =def θ(X) si X ∈ Dom(θ)

Xθ =def X sinon
B(T1, . . . , Tn)θ =def B(T1θ, . . . , Tnθ) si B ∈ Bn

(T1 ⇒ T2)θ =def T1θ⇒ T2θ

(∀X.T1)θ =def ∀X.(T1θ) si X /∈ Dom(θ) ∪ FV(θ)

Étant donnée une valuation [θ]T : V → T2(B), la substitution sans capture sur T2(B),
notée _[θ] : T2(B)→ T2(B), est définie par [T ]T θ=def [T

′θ ′]T pour θ ′ ∈ [θ]T et T ′ =αT T

tel que T ′θ ′ est défini.

La propriété importante qui assure la correction de la définition 3.3.7 est la suivante.
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Proposition 3.3.8 Soit une valuation θ : V → T2(B). La relation qui à chaque [T ]T ∈
T2(B) associe l’ensemble des [T ′θ ′]T pour T ′ =αT T et θ ′ ∈ [θ]T tels que T ′θ ′ soit défini
est une fonction totale de T2(B) vers T2(B).

Preuve. Voir la proposition 1.3.7.

Si θ est la substitution sans capture sur T2(B) issue de la valuation qui associe Ti à Xi

pour i ∈ {1, . . . , n}, alors [[T1]T /X1, . . . , [Tn]T /Xn] désigne la substitution issue de θ et
[T ]T [[T1]T /X1, . . . , [Tn]T /Xn] désigne son application au type [T ]T ∈ T2(B). Enfin, θ[U/X]

est la substitution de domaine Dom(θ) ∪ {X} qui vaut U en X et qui est égale à θ sur
Dom(θ) \ {X}.

Rappelons quelques propriétés des substitutions sans capture prouvées à la section 1.3.

Proposition 3.3.9

(i) Si θ et θ ′ sont deux substitutions telles que FV(T) ∩ Dom(θ) = FV(T) ∩ Dom(θ ′)
et θ(X) = θ ′(X) pour tout X ∈ Dom(θ) ∩ FV(T) alors Tθ = Tθ ′.

(ii) Si FV(T) ∩ Dom(θ) = ∅ alors Tθ = T .
(iii) Si X /∈ Dom(θ) ∪ FV(θ) alors T(θ[U/X]) = (Tθ)[U/X].

Le raisonnement de 1.4 s’applique aussi ici. Ainsi, T⇒(B) est isomorphe en tant que
(B ∪ {_ ⇒ _})-algèbre à son quotient par =αT , ce qui permet de voir les types simples
comme un sous-ensemble des types du second ordre. Par convention, on écrit T ∈ T2(B)

pour désigner un type du second ordre.

Définition 3.3.10 Les contextes de typage pour T2(B) sont les valuations Γ : X →
T2(B).

Voyons maintenant les versions implicites et explicites du système F.

3.3.2.(b) Système F implicite

Les termes du système F implicite sont ceux du λ-calcul :

t, u ∈ Λ2 ::= x | tu | λx.t

où x ∈ X .
Ses règles de typage sont celles de λ⇒(B) plus les règles (∀ I) et (∀E) suivantes :

(∀ I)
Γ ` t : T

Γ ` t : ∀X.T
(X /∈ FV(Γ)) (∀E)

Γ ` t : ∀X.T

Γ ` t : T [U/X]

Définition 3.3.11 (Système F implicite) On désigne par λ2(B) le système F implicite
avec types de base dans B, constitué

— de l’ensemble de termes Λ2,
— de l’ensemble de types T2(B),
— de la relation de typage dénotée par Γ `2 t : T , définie comme étant la plus petite

relation _ ` _ : _ close par les règles de typage de λ⇒(B) plus (∀ I) et (∀E),
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— de la règle de réduction
(λx.t)u 7→β t[u/x] .

Exemple 3.3.12 La fonction Id a un type très naturel dans le système F implicite :

`2 Id : ∀X.X⇒ X .

3.3.2.(c) Système F explicite

Les termes du système F explicite contiennent l’information de typage de manière
explicite :

t, u ∈ Λ2Λ(B) ::= x | t u | λx.t

| t ·Λ T | ΛX.t

où x ∈ X , X ∈ V et T ∈ T2(B). Ses règles de typage sont celles de λ⇒(B) plus les règles
(∀ I) et (∀E) suivantes :

(∀Λ I)
Γ ` t : T

Γ ` ΛX.t : ∀X.T
(X /∈ FV(Γ)) (∀Λ E)

Γ ` t : ∀X.T

Γ ` t ·Λ U : T [U/X]

Lorsque le contexte le permet, les applications t ·Λ U qui correspondent à l’instantiation
de la quantification universelle du second ordre, sont écrites t ·U ou même tU.

Nous n’explicitons pas le traitement de l’α-conversion induit par le lieur ΛX._.

Définition 3.3.13 (Système F explicite) On désigne par λ2Λ(B) le système F impli-
cite avec types de base dans B, constitué

— de l’ensemble de termes Λ2Λ(B),
— de l’ensemble de types T2(B),
— de la relation de typage dénotée par Γ `2Λ t : T , définie comme étant la plus petite

relation _ ` _ : _ close par les règles de typage de λ⇒(B) plus (∀Λ I) et (∀Λ E),
— des règles de réduction

(λx.t)u 7→β t[u/x] (ΛX.t) ·Λ U 7→β t[U/X] .

Exemple 3.3.14 La fonction Id est typable de la manière suivante dans le système F
explicite :

`2Λ ΛX.Id : ∀X.X⇒ X .

Sauf précisé explicitement, nous manipulons toujours le système implicite. D’autre
part, il est parfois commode d’écrire λ⇒Λ(B) pour désigner λ⇒(B).

3.3.2.(d) Propriétés

Voici deux propriétés importantes du système F. Elles sont vraies pour les systèmes
implicite et explicite.

Lemme 3.3.15 (Préservation du type par réduction) Pour tout ty ∈ {⇒, 2, 2Λ},
si Γ `ty t : T et t→β u alors Γ `ty u : T .
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Théorème 3.3.16 (Normalisation forte) Pour tout ty ∈ {⇒, 2, 2Λ}, si Γ `ty t : T

alors t ∈ SN .

Au chapitre 9, nous revenons en détail sur les preuves par réductibilité de la normalisa-
tion forte du λ-calcul typé. Une preuve du théorème 3.3.16 est donnée à la section 9.2.2.

3.3.3 Lambda-calculs avec abstractions à la Church

Les λ-calculs typés peuvent être définis en utilisant une syntaxe différente pour les
termes, qui fait apparaître le type des variables sous les abstractions. Il s’agit d’abstrac-
tions à la Church. Voir [Bar92] pour une comparaison des systèmes à la Curry et des
systèmes à la Church.

La syntaxe des termes doit être adaptée. Voici par exemple ceux du λ-calcul simplement
typé à la Church :

t, u ::= x | tu | λx : T.u (3.1)

où x ∈ X et T ∈ T⇒(B).
Le fait d’avoir une annotation de type dans les abstractions implique en particulier

que les variables liées ont un type unique, qui de plus est donné par la construction du
terme.

Il existe un moyen simple d’avoir des λ-termes avec ces propriétés tout en restant
dans la syntaxe du calcul à la Curry : au lieu de marquer le type des variables dans les
abstractions, on assigne à chaque variable un unique type, dont on exige le respect par
les contextes de typage. Ainsi, pour ty ∈ {⇒, 2}, on suppose que X = (XT )T∈Tty(B) où les
XT sont des ensembles infinis dénombrables et deux à deux disjoints. On écrit xT pour
dire x ∈ XT . Comme les variables ont un type, on doit adapter la notion d’α-conversion
(voir définition 1.2.6). Seul le cas de l’abstraction est modifié :

λxU.t =α λyU.u si t[x 7→ z] =α u[y 7→ z] pour tout z ∈ XU sauf un nombre fini .

Définition 3.3.17 (Lambda-calculs à la Church) Soit ty ∈ {⇒, 2}. On désigne par
λCh

ty (B) le calcul dont
— les types sont ceux de Tty(B) ;
— les termes sont ceux de Λty(B), construits à partir de X = (XT )T∈Tty(B), dont

l’ensemble est désigné par ΛCh
ty (B) ;

— les règles de typage sont celles de λtyΛ(B), restreintes aux contextes de typage Γ

tels que x : T ∈ Γ implique x ∈ XT .
On note Γ `Ch

ty t : T lorsque Γ ` t : T est dérivable avec les règles de λCh
ty (B).

Remarque 3.3.18 Les versions usuelles du système F explicite (voir p. ex. [GLT89,
Gal89]) utilisent aussi des abstractions à la Church pour les variables de terme.

Exemple 3.3.19 Dans le système F à la Church, le terme Id n’existe pas en tant que
tel. Le terme qui lui correspond est IdCh =def ΛX.λxX.x, typé de la manière suivante :

`Ch
2 IdCh : ∀X.X⇒ X .
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Les calculs à la Church usuels (tels que 3.1) vérifient la propriété d’unicité du typage :
pour tout contexte Γ et tout terme t, il existe au plus un type tel que Γ ` t : T .

Les systèmes à la Church tels que nous les définissons ne sont en fait pas exactement
équivalents aux systèmes à la Church usuels. En particulier, l’unicité du typage est plus
forte : puisque le type des variables est fixé a priori, le type d’un terme est indépendant
du contexte de typage.

Lemme 3.3.20 (Unicité du typage) Soit ty ∈ {⇒, 2} et t ∈ ΛCh
ty . Alors(

Γ ` t : T et Γ ′ ` t : T ′
)

implique T = T ′ .

Remarque 3.3.21 Pour les systèmes à la Church tels que nous les définissons, si
Γ ` t : T et Γ ′ ` t : T alors Γ et Γ ′ coïncident sur FV(t). Lorsque le contexte le permet,
nous écrivons t : T au lieu de Γ ` t : T .

Les propriétés énoncées par 3.3.15 et 3.3.16 sont aussi satisfaites par les systèmes à la
Church.

Lemme 3.3.22 (Préservation du type par réduction) Pour tout ty ∈ {⇒, 2}, si
Γ `Ch

ty t : T et t→β u alors Γ `Ch
ty u : T .

Théorème 3.3.23 (Normalisation forte) Pour tout ty ∈ {⇒, 2}, si Γ `Ch
ty t : T alors

t ∈ SNβ.

3.4 Types de données dans le système F

Le système F est suffisamment puissant pour encoder beaucoup de types de données
intéressants. On peut trouver dans [GLT89, Kri90] plus de détails à ce sujet.

Dans cette section, nous voyons comment encoder dans le système F les types de
données présentés à la section 1.1 dans le cadre de la réécriture au premier ordre. Les
explications sur les codages imprédicatifs mélangent volontairement les constructions
algébriques et les λ-termes.

3.4.1 Booléens

Les booléens algébriques sont construits à partir de deux constructeurs true et false.
Le type des booléens est donc le plus petit type T tel qu’on a un élément de T dès lors
qu’on a true ou false. On pose

TBool =def ∀X. X⇒ X⇒ X .

On représente true et false par les deux habitants les plus simples possibles de TBool :

True =def λxy.x False =def λxy.y .
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On les élimine avec un terme IterBool u v t tel que IterBool u v True et IterBool u v False

simulent les comportements respectifs de iterBool(u, v, true) et de iteBool(u, v, false). C’est-
à-dire :

IterBool u v True →∗
β u et IterBool u v False →∗

β v .

Il doit donc pouvoir être typé comme suit :

u, v : U, b : TBool `2 IterBool u v b : U

Ces deux contraintes sont satisfaites en posant IterBool u v t =def t u v.

3.4.2 Paires

Les paires algébriques sont construites à partir d’un constructeur binaire (_, _). Donc
le type des paires A × B est le plus petit type T construit à partir d’une fonction dans
A⇒ B⇒ T . On pose

TA×B =def ∀X. (A⇒ B⇒ X)⇒ X .

On peut alors représenter (_, _) par

Pair =def λxλyλp.p x y : A⇒ B⇒ TA×B .

Le terme (a, b) correspond à Pair a b, dont la forme →whβ
-normale est λp.p a b.

Les deux projections sont codées à partir d’un itérateur de paires. C’est un terme
Iter_×_ u p tel que

Iter_×_ u (Pair a b) →β u a b ,

et qui doit donc être typé de la manière suivante :

u : A⇒ B⇒ U, p : TA×B `2 Iter_×_ u p : U .

On pose Iter_×_ u p =def p u et on code les projections par

Fst t =def Iter_×_ True t et Snd t =def Iter_×_ False t .

Alors on a

Fst (Pair a b) = (λp.p a b) True →β (λxy.x) a b →β a

Snd (Pair a b) = (λp.p a b) False →β (λxy.y) a b →β b

ainsi que
a : A,b : B `2 Fst (Pair a b) : A

a : A,b : B `2 Snd (Pair a b) : B .

Remarque 3.4.1 Ce typage utilise True et False avec les types A ⇒ B ⇒ A et
A ⇒ B ⇒ B respectivement. Ce n’est pas leur type en tant que booléens. Dans le
système F à la Church nous ne pourrions pas utiliser ces termes comme sélecteurs dans
les paires : dans ce système True et False sont les termes ΛX.λxXyX.x et ΛX.λxXyX.y

respectivement, qui ne peuvent avoir pour type ni A⇒ B⇒ A ni A⇒ B⇒ B.
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3.4.3 Entiers

Le type des entiers est le plus petit type T construit à partir d’une constante et d’un
symbole de fonction unaire. On pose donc

TNat =def ∀X. X⇒ (X⇒ X)⇒ X .

Les termes

Zero =def λxf.x et Succ =def λn.λxf.f(n x f)

sont de type TNat et représentant respectivement les constructeurs 0 et S(_). Pour tout
n ∈ N, le terme Sn(0) est représenté par le terme SuccnZero, dont la forme β-normale
est l’entier de Church λxf.fnx de type TNat.

Le système F permet aussi de coder l’itérateur iter(u, v, n) : avec

Iter u v n =def n u v ,

on a

Iter u v Zero = (λxf.x) u v →β u

Iter u v (Succ n) = (λxf.f(n x f)) u v →β v (n u v) = v (Iter u v n)

et
u : U, v : U⇒ U, n : TNat `2 Iter u v n : U .

3.4.4 Vers une extension du lambda-calcul

Nous avons vu comment coder dans le λ-calcul des types de données et leur schémas
d’itération. De plus, ces codages sont typables grâce aux types imprédicatifs du système F.
Cependant, ils souffrent de certaines limitations.

3.4.4.(a) Paires surjectives

Certaines interprétations catégorielles du λ-calcul valident les équations suivantes sur
les paires et les projections : étant donnés deux objets A1,A2, on a deux morphismes
πi : A1 × A2 → Ai (i ∈ {1, 2}) tels que pour tout objet B, pour tout fi : Ai → B

(i ∈ {1, 2}) et tout h : B→ A1 ×A2,

π1 ◦ (f1, f2) = f1

π2 ◦ (f1, f2) = f2

(π1 ◦ h, π2 ◦ h) = h .

(3.2)

On a vu en 3.1.4 une définition algébrique des paires et projections dans laquelle les
deux premières équations sont implantées par les règles 7→π et la dernière par la règle
7→SP. En 3.4.2, on a vu comment coder le système de réécriture →π dans la syntaxe du
λ-calcul pur et comment typer ce codage grâce aux types imprédicatifs du système F.
Cependant, Barendregt a montré que la règle 7→SP n’est pas codable par la β-conversion
dans le λ-calcul (voir [Bar84]).
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3.4.4.(b) Schéma de récursion

Le récurseur rec présenté à l’exemple 3.1.17.(ii) n’est pas définissable en temps borné
dans le système F : il n’y a pas de terme Rec tel qu’il existe k ∈ N tel que pour tout
terme n,

Rec u v 0 →k
β u et Rec u v (Succ n) →k

β v (Rec u v n) n . (3.3)

Cela provient d’un résultat de [Par89] disant qu’il n’y a pas, dans le λ-calcul (donc à
fortiori dans le système F), de terme calculant le prédécesseur d’un entier de Church en
temps borné. Or, un tel terme serait définissable s’il existait un terme Rec vérifiant (3.3).
En effet :

Rec 0 (λ_.λx.x) 0 →k
β 0 et Rec 0 (λ_.λx.x) (Succ n) →k+2

β n .

3.5 Extensionnalité et théorème de Böhm

Les limitations des codages dans le λ-calcul suggèrent d’enrichir la β-réduction. Dans
cette section, nous rappelons le théorème de Böhm : sur les λ-termes purs et normalisants,
il n’y a pas d’extension stricte consistante de la conversion du λ-calcul extensionnel. Cela
suggère d’étudier des extensions de →β sur Λ(Σ) avec Σ non vide.

Nous commençons par quelques rappels sur le λ-calcul extensionnel.

Définition 3.5.1 (Éta-réduction) La notion d’η-réduction est la plus petite relation
7→η telle que pour tout t ∈ Λ(Σ),

λx.tx 7→η t si x /∈ FV(t) .

La relation d’η-réduction, notée →η est la clôture par contexte de 7→η.

Remarque 3.5.2

— Sur Λ(Σ), la relation →η est confluente et fortement normalisante.
— De même que pour→β, comme 7→η est stable par substitution,→η est une relation

de réécriture par le lemme 2.2.3.
— Comme pour →β, il s’en suit que (Λ(Σ),→η) est la relation de réécriture issue du

TRS (Λ(Σ), 7→η). C’est donc aussi un TRS.

Le résultat suivant dit que =βη correspond exactement à l’extensionnalité de l’appli-
cation.

Théorème 3.5.3 (Curry — Théorème 2.1.29 dans [Bar84]) Soit =βext la plus
petite congruence sur Λ contenant 7→β et close pour la règle suivante :

∀v. tv =βext uv

t =βext u

Pour tout t, u ∈ Λ, on a t =βext u si et seulement si t =βη u.
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Théorème 3.5.4 (Confluence — [Bar84, Kri90]) La relation →βη est confluente.

Le lemme suivant dit que l’η-réduction ne crée pas de β-rédexes dans les termes β-
normaux.

Lemme 3.5.5 (Lemme 6 p. 52 dans [Kri90]) Si t est un terme β-normal tel que
t→η u, alors u est β-normal aussi.

Venons en au théorème de Böhm, qui dit que le seul moyen consistant d’étendre =ηβ

sur les termes β-normalisables est de rajouter des symboles de fonctions au λ-calcul. Ce
résultat est bien entendu faux sur Λ(Σ) avec Σ non vide.

Théorème 3.5.6 (Théorème de Böhm — Corollaire 2 p. 70 dans [Kri90]) Soit ≡
une congruence sur Λ qui contient =β. S’il existe deux termes β-normalisables t, u ∈ Λ

tels que t ≡ u mais t 6=βη u, alors ≡ est inconsistante sur Λ.

Remarque 3.5.7 SoitR un TRS sur Λ(Σ). S’il existe deux termes purs β-normalisables
t, u ∈ Λ tels que t =Rβ u, mais t 6=βη u, alors→Rβ est bien évidemment non confluente :
les formes β-normales respectives de t, u sont des termes →Rβ-normaux distincts mais
=Rβ-convertibles (comme ils sont purs, t et u ne contiennent pas de symbole de Σ, ils
sont donc en forme R-normale, ainsi que tous leurs β-réduits).

Ce que dit le théorème 3.5.6, c’est que =Rβ n’est de surcroît pas consistante, ce qui
est strictement plus fort : tous les termes de Λ sont identifiés par =Rβ, en particulier
True =Rβ False, ce qui permet d’identifier tous les termes de Λ(Σ).

3.6 Réécriture dans le lambda-calcul typé

Nous avons vu que le λ-calcul nécessite certaines extensions pour pouvoir y accom-
moder de façon satisfaisante des types de données. Le théorème de Böhm (3.5.6) nous
dit que les extensions de la βη-réduction, pour être consistantes, doivent s’accompagner
d’extensions de la syntaxe du λ-calcul pur. Une possibilité est l’étude d’extensions du
λ-calcul par des signatures algébriques et des systèmes de réécriture de termes utilisant
ces signatures.

Dans cette section, nous donnons les définissions permettant de parler rigoureusement
de réécriture dans le λ-calcul typé.

Définition 3.6.1 (Typage des constantes) Soit ty ∈ {⇒, 2}.
— Une signature typée est une paire (Σ, τ) où Σ est une signature et τ = (τn)n∈N est

une famille de fonctions τn : Σn → P(Tty(B)n+1).
— On dit que τn(f) est un typage algébrique lorsque τn(f) est singleton de la forme

{(B1, . . . , Bn, Bn+1 ⇒ · · ·⇒ Bn+m ⇒ B)} ,

où m ≥ 0 et B1, . . . , Bn+m ∈ B0.
— Si pour tout n ∈ N, τn(f) est algébrique pour tout f ∈ Σn, alors (Σ, τ) est une

signature algébrique.
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En particulier, τn(f) peut être une fonction partielle de Tty(B)n dans Tty(B). Lorsque
le contexte le permet, on écrit τ pour

⋃
n∈N τn. Pour ty ∈ {⇒, 2, 2Λ}, on étend de manière

directe les termes de Λty(B) à Λty(B, Σ) :

Λty(B, Σ) ::= . . . | f(t1, . . . , tn)

où f ∈ Σn. Les symboles de la signature sont typés de la manière suivante :

(Symb I)
Γ ` t1 : T1 . . . Γ ` tn : Tn

Γ ` f(t1, . . . , tn) : T
(T1, . . . , Tn, T) ∈ τ(f)

Remarque 3.6.2 Lorsque τn(f) est une fonction de Tty(B)n dans Tty(B) telle que

τ(f)(T1, . . . , Tn) = T [T1/X1, . . . , Tn/Xn]

pour tout T1, . . . , Tn ∈ Tty(B), alors la règle (Symb I) peut être écrite

Γ ` t1 : T1 . . . Γ ` tn : Tn

Γ ` f(t1, . . . , tn) : T [T1/X1, . . . , Tn/Xn]

Définition 3.6.3 (Système de type avec constantes) Étant donné ty ∈ {⇒, 2}, on
désigne par λty(B, Σ, τ) le système constitué du λ-calcul typé dont

— les termes sont ceux de Λty(B, Σ),
— les types sont ceux de Tty(B),
— la signature (Σ, τ) est typée dans Tty(B).
— les règles de typage sont celles de λty(B), auxquelles on ajoute la règle (Symb I).

On écrit Γ `tyτ t : T lorsque Γ ` t : T est dérivable dans λty(B, Σ, τ). Pour tout Γ à
valeurs dans Tty(B) et T ∈ Tty(B), on pose [Γ `tyτ T ] =def {t | Γ `tyτ t : T }.

Lorsque le contexte le permet, on écrit λty(B, Σ) pour désigner λty(B, Σ, τ), Σ étant
vue comme la signature typée (Σ, τ). Dans ce cas, Γ `ty t : T désigne Γ `tyτ t : T .

Une des propriétés intéressantes avec le typage est la suivante, dont la preuve est une
induction triviale :

Proposition 3.6.4 Soit ty ∈ {⇒, 2, 2Λ} et (Σ, τ) une signature algébrique. Si t ∈ Λty(Σ)

est un terme β-normal tel qu’il existe Γ à valeurs dans B0 et B ∈ B0 tels que Γ ` t : B,
alors t est algébrique.

La propriété 3.6.4 ne caractérise pas les termes algébriques si on n’impose pas que les
symboles algébriques soient complètement appliqués : le terme f de la signature typée
{f : B⇒ B} est algébrique mais n’est pas typable par un type de base.

Définition 3.6.5 Étant donnée une signature typée (Σ, τ) algébrique sur λ2(B, Σ, τ), les
termes algébriquement typés sont définis inductivement comme suit :

— si Γ est un contexte à valeurs dans B0 et B ∈ B0, alors x est algébriquement typé
dans Γ, x : B de type B,
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— si τ(f) = {(B1, . . . , Bn, Bn+1 ⇒ · · ·⇒ Bn+m ⇒ B)} et, pour tout i ∈ {1, . . . , n+m},
ti est algébriquement typé dans Γ de type Bi, alors f(t1, . . . , tn)tn+1 . . . tn+m est
algébriquement typé dans Γ de type B.

La propriété 3.6.4 caractérise les termes algébriquement typés. En utilisant la curryfi-
cation (chapitre 8), on peut ainsi construire une algèbre libre.

Remarque 3.6.6 Prenons une signature Σ, que l’on curryfie en ΣC (voir l’exemple 3.1.13
et le chapitre 8). On associe donc à chaque f ∈ Σn un fC ∈ ΣC0. On peut refléter cette
opération aux niveau des types, en associant à fC un type

τC(fC) = B⇒ · · ·⇒ B︸ ︷︷ ︸
n fois

⇒ B .

Les termes algébriquement typés dans λty({B}, ΣC0, τC) forment une Σ-algèbre libre sur X .
Il s’en suit que pour toute signature (Σ0, τ) algébriquement typée, les termes algébri-

quement typés de λty({B}, Σ0, τ) forment une Στ-algèbre sur X où

Στ =def

({
f | τ(f) = B⇒ · · ·⇒ B︸ ︷︷ ︸

n fois

⇒ B

})
n∈N

Tout ceci s’étend au cas multisorté, ce qui permet de prendre en compte le typage avec
plusieurs types de base.

Définition 3.6.7 (Système de réécriture typé) Étant donné ty ∈ {⇒, 2}, un système
de réécriture R sur Σ algébrique à gauche est un TRS typé dans λty(B, Σ, τ) si pour toute
règle l 7→R r,

(i) l est typable dans λty(B, Σ, τ) et
(ii) pour toute substitution σ, tout type T ∈ Tty(B) et tout contexte Γ à valeurs dans

Tty(B),
Γ ` lσ : T implique Γ ` rσ : T .

Un TRS typé dans λty(B, Σ, τ) est algébriquement typé dans λty(B, Σ, τ) si ses règles
sont faites de termes algébriquement typés.

Notons qu’un TRS algébriquement typé est nécessairement algébrique.

Remarque 3.6.8 Soit ty ∈ {⇒, 2} et R un TRS algébriquement typé dans λty(B, Σ, τ).
Comme les membres gauches des règles de R sont des termes algébriques qui ne sont pas
des variables, pour toute règle l 7→R t, il existe un unique type T ∈ Tty(B) tel que pour
toute substitution σ, si lσ est typable dans λty(B, Σ, τ), alors il existe un contexte Γ à
valeurs dans Tty(B) tel que Γ ` lσ : T .

Ces définitions s’adaptent facilement aux systèmes à la Church définis en 3.3.17 : si
ty ∈ {⇒, 2}, le système λCh

ty (B, Σ, τ) est le système λty(B, Σ, τ) dont les termes sont ceux
de ΛCh

ty (B, Σ) au lieu de Λty(Σ).
Le cas (ii) de la définition 3.6.7 permet d’étendre la préservation du typage par réduc-

tion à →βR (voir 3.3.15).
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Lemme 3.6.9 (Préservation du type) Soit ty ∈ {⇒, 2, 2Λ} et R un TRS typé dans
λty(B, Σ, τ). Si Γ `ty t : T et t→βR u alors Γ `ty u : T .

La définition suivante est une notation pour les congruences entre les termes typés de
certains systèmes. Rappelons que par la remarque 3.6.6, les termes algébriquement typés
de λty(B, Σ0, τ) forment une Στ-algèbre libre sur X .

Définition 3.6.10 (Congruence typée) Pour tout ty ∈ {⇒, 2, 2Λ}, pour toute signa-
ture Σ typée dans Tty(B) et pour toute congruence ≡ sur Tty(B, Σ, τ), on note

λty(B, Σ) `ty t ≡ u

lorsqu’il existe Γ à valeurs dans Tty(B) et T ∈ Tty(B) tel que t ≡ u dans [Γ `ty T ].
Si ≡ est une congruence sur λty(B0, Σ0, τ), on note

Ter(Στ,X ) `ty t ≡ u

lorsque t ≡ u sur les termes algébriquement typés de λty(B, Σ0, τ).

3.7 Exemples de combinaisons

Voici quelques systèmes dans lesquels sont combinés le λ-calcul et un système de ré-
écriture particulier. Nous revenons en particulier sur les paires surjectives (3.4.4.(a)) et
sur le récurseur des entiers (3.4.4.(b)).

3.7.1 Lambda-calcul avec produits finis

Nous avons vu que les paires surjectives n’étaient pas définissables dans le λ-calcul pur.
Voyons maintenant comment combiner le λ-calcul au système présenté en 3.1.4.

Définition 3.7.1 L’extension produit d’une signature B est B× =def B ] {_×_}.

Les symboles de la signature Σπ =def {(_, _), π1_, π2_} sont typés de la manière sui-
vante :

τ×((_, _)) : (A,B) ∈ Tty(B×)× Tty(B×) 7→ A× B

τ×(π1) : A× B ∈ Tty(B×) 7→ A

τ×(π2) : A× B ∈ Tty(B×) 7→ B .

Il est aisé de voir que le système { 7→π, 7→SP} est typé dans (Σπ, τ×). De plus, les instances
de la règle (Symb) pour τ× correspondent aux règles de typage usuelles du produit :

(×I)
Γ ` t1 : T1 Γ ` t2 : T2

Γ ` (t1, t2) : T1 × T2
(×E)

Γ ` t : T1 × T2

Γ ` πit : Ti
(i ∈ {1, 2})

Définition 3.7.2 (λ-calcul typé avec produits finis) Soit ty ∈ {⇒, 2, 2Λ}.
— On désigne Tty(B×) par Tty×(B).
— On appelle λ-calcul typé avec produits et on désigne par λty×(B) le système

λty(B×, Σπ, τ×) dont les règles de réductions sont 7→βπ.
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— On appelle λ-calcul typé avec produits et paires surjectives et on désigne par
λty×SP(B) le système λty(B×, Σπ, τ×) dont les règles de réductions sont 7→βπSP.

— Étant donnée un signature typée (Σ, τ), on appelle λ-calcul typé avec produits sur
(Σ, τ) et on désigne par λty×(B, Σ, τ) le système λty(B×, Σ ] Σπ, τ ] τ×).

Nous écrivons aussi λty×(B) pour désigner λ×ty(B).

Études non typées. Le système de réécriture 7→×SP a aussi été étudié dans un cadre non
typé. Sa non confluence a été montrée par Klop dans sa thèse [Klo80] (voir aussi [Bar84]
page 403 pour une courte histoire de la question).

Il est important de noter que la conversion reste consistante. Cela a été montré par
Scott [Sco75] en utilisant une méthode sémantique (voir l’exercice 18.4.19 dans [Bar84]).
Enfin, l’article [Vri89] montre avec des moyens syntaxiques que l’ajout des paires sur-
jectives à la syntaxe du λ-calcul est conservatif : pour tout t, u ∈ Λ, si t =βπSP u alors
t =β u. En particulier, cela entraîne la consistance de =βπSP.

3.7.2 Système T de Gödel

Nous avons vus en 3.4.4.(b) que le récurseur rec sur les entiers (voir l’exemple 3.1.17.(ii))
n’était pas définissable en temps borné dans le λ-calcul. Il semble donc approprié d’ajouter
le système 7→rec au λ-calcul.

Définition 3.7.3 L’extension entière d’une signature B est BNat =def B ] {Nat}.

On type la signature ΣNat de la manière suivante :

τNat(0) = {Nat} τNat(S) = {(Nat, Nat)} ,

et pour rec, on pose

τNat(rec) =def {T ⇒ (T ⇒ Nat⇒ T)⇒ Nat⇒ T | T ∈ T⇒(BNat)} ,

ce qui permet de typer les règles de réduction :

x : T, y : T ⇒ Nat⇒ T `Nat rec x y 0 7→rec x : T

z : Nat, x : T, y : T ⇒ Nat⇒ T `Nat rec x y S(z) 7→rec y (rec x y z) z : T

Nous verrons à l’exemple 5.1.5 que la relation →rec est confluente sur Λ(Σ) ; de plus, les
termes bien typés du système T sont fortement normalisants (voir par exemple [GLT89]).

Cette combinaison des récurseurs de type arbitraire sur les entiers au λ-calcul simple-
ment typé est le système T de Gödel. Il permet de coder toutes les fonctions prouvable-
ment totales de l’arithmétique de Peano du premier ordre [GLT89, Bar84].

Par exemple, la fonction > définie en 3.1.11 peut être codée dans le système T :

>rec x y =def rec false (rec (λ_, _.true) >aux y) x

où >aux =def λr.λ_, _.λz. rec false r z
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On vérifie aisément que

>rec 0 y →+
βrec false

>rec S(x) 0 →+
βrec true

>rec S(x) S(y) →+
βrec >rec x y .

3.7.3 Des co-produits à la réécriture d’ordre supérieur

Les duaux catégoriques des produits sont les co-produits. Les produits correspondent,
par l’isomorphisme de Curry-Howard, au « et » logique, et les co-produits correspondent
au « ou » intuitionniste.

Définition 3.7.4 L’extension co-produit d’une signature B est B+ =def B ] {_ + _}.

Voici comment définir le système. Soit ty ⊆ {⇒, 2, Λ, Nat,×}.
— Les termes sont enrichis des constructions suivantes :

t, u ∈ Λty(B+, Σ) ::= . . . | inj1t | inj2t | case(t, x1.t1, x2.t2) .

Notons que dans case(t, x1.t1, x2.t2), les variables x1 et x2 sont liées respectivement
dans t1 et t2. Les termes sont bien entendu quotientés par =α, dont la définition
est celle de 1.2.6 augmentée du cas suivant :

case(t, x1.t1, x2.t2) =α case(u, y1.u1, y2.u2)

si t =α u et pour tout i ∈ {1, 2},

ti[xi 7→ z] =α ui[yi 7→ z] pour tout z ∈ X sauf un nombre fini.

— Les règles de typage sont les suivantes :

Γ ` t : Ti

Γ ` injit : T1 + T2
(i ∈ {1, 2})

Γ, x : T1 ` t1 : U

Γ ` t : T1 + T2 Γ, x : T2 ` t2 : U

Γ ` case(t, x1.t1, x2.t2) : U

— Les règles de réduction sont les suivantes :

case(inj1u, x1.t1, x2.t2) 7→+ t1[u/x1]

case(inj2u, x1.t1, x2.t2) 7→+ t2[u/x2] .

Les réductions des co-produits posent une question difficile à la réécriture : la définition
d’un formalisme cadre pour les systèmes de réécriture avec variables liées. Cette ligne de
recherche a donné lieu à de nombreux travaux :

— Les « Combinatory Reduction Systems » de Klop [Klo80] (voir aussi [KOR93]).
— La réécriture d’ordre supérieure de Wolfram [Wol93] et Nipkow [Nip91, NP98],

étendue à la réécriture conditionnelle d’ordre supérieur [ALS94].
— Les systèmes d’ordre supérieur de van Oostrom et van Raamsdonk [OR94, Oos94,

Raa96].
— Les « Expression Reduction Systems » de Z. Khasidashvili [GKK05]
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L’enjeu de ces systèmes est de fournir un mécanisme de filtrage prenant en compte des
variables liées dans les membres gauches de règles et permettant de gérer les paires
critiques dues aux variables actives dans les membres gauche de règles. Nous ne nous
sommes pas intéressés à ce problème difficile.
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Chapitre 4

Réécriture conditionnelle

Ce chapitre concerne la réécriture conditionnelle. Nous commençons par les définitions
de règle conditionnelle et de relation de réécriture conditionnelle et donnons quelques
exemples. Ensuite, en utilisant les termes de de Bruijn, nous montrons que la réécriture
conditionnelle sur Λ(Σ) est le quotient par =α de la réécriture conditionnelle sur L(Σ)

modulo =α.

4.1 Définitions

Nous commençons par un exemple qui introduit les idées principales de la réécriture
conditionnelle. On aimerait définir, par réécriture, une fonction filter paramétrée par une
fonction booléenne p, qui se comporte ainsi :

— filter p [ ] se réécrit en [ ],
— filter p (t :: ts) se réécrit en t :: (filter p ts) si p t se réécrit en true,
— filter p (t :: ts) se réécrit en filter p ts si p t se réécrit en false.

Cette spécification peut être écrite en utilisant des règles de réécriture conditionnelle
(⊃ se lit « implique ») :

filter p [ ] 7→ [ ]

p x = true ⊃ filter p (x :: xs) 7→ x :: (filter p xs)

p x = false ⊃ filter p (x :: xs) 7→ filter p xs

(4.1)

Si nous essayons de définir une relation de réécriture → satisfaisant notre spécification,
cela donne

filter p (t :: ts) → t :: (filter p ts) si p t →∗ true .

En d’autres termes, lors de la définition de → dans le pas

filter p (t :: ts) → t :: (filter p ts) ,

nous avons besoin de savoir si p t→∗ true, donc d’utiliser la relation→. Cette circularité
est résolue par une définition inductive de la réécriture conditionnelle, dans laquelle
la relation → est stratifiée en relations (→i)i∈N, dont la correction est assurée par le
théorème du point fixe de Tarski. On pose → =def

⋃
i∈N →i, avec, dans notre exemple,→0 =def ∅ et →i+1 définie en fonction de →i par

filter p (t :: ts) →i+1 t :: (filter p ts) si p t →∗
i true .
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Venons en aux définitions formelles. Nous autorisons, dans l’évaluation des conditions,
l’utilisation d’une relation auxiliaire quelconque. De ce fait, dans le cas où L ⊆ Ter(Σ,X ),
les définitions présentées ici sont des extensions de celles présentées dans [DO90, Ohl02].
De plus, notre définition de réécriture conditionnelle normale est plus large que celles que
nous avons pu trouver dans la littérature.

Définition 4.1.1 (Règles de réécriture conditionnelle) Soit L ⊆ Λ(Σ). Une règle
de réécriture conditionnelle sur L est un tuple écrit sous la forme

d1 = c1 ∧ . . . ∧ dn = cn ⊃ l 7→ r

où d1, . . . , dn, c1 . . . , cn, l, r ∈ L.
Dans une règle de réécriture conditionnelle, on distingue
— le membre gauche l (aussi appelé lhs),
— le membre droit r (aussi appelé rhs),
— les conditions d1 = c1 ∧ · · ·∧ dn = cn.

Nous supposons que les membres gauches sont des termes algébriques qui ne sont pas des
variables et que FV(~d,~c, r) ⊆ FV(l).

Si r ∈ X , alors ~d = ~c ⊃ l 7→ r est dite effondrante.

Les règles de réécriture conditionnelle sont souvent appelées simplement « règles de
réécriture ». Lorsque |~d| = |~c| = 0, la règle ~d = ~c ⊃ l 7→ r est dite « non conditionnelle ».

Notons que pour les TRS algébriques à gauche, la notion de règle non-conditionnelle
effondrante définie en 3.1.16 est un cas particulier de règle conditionnelle effondrante.

Dans toute la suite, le symbole R désigne un ensemble de règles de réécriture. Les
symboles définis (resp. constructeurs) de R sont les symboles définis (resp. constructeurs)
du TRS {(l, r) | ~d = ~c ⊃ l 7→R r}.

Remarque 4.1.2 (Extension des remarques 2.2.2 et 2.4.2)

— Les notions de règles de réécriture conditionnelle sur Λ(Σ), Ter(Σ,X ) et Ter(X )

sont des conséquences immédiates de la définition 4.1.1.
— Si R est un ensemble de règles de réécriture sur L ⊆ Λ(Σ), alors (L,R) est un TRS

au sens de la définition 2.4.1.
— L’extension de la notion de règle de réécriture conditionnelle à une Σ-algèbre libre

Ter(ΣA,XA) se fait comme pour les relations de réécriture en 2.2.2 et les TRS
en 2.4.2 : on dit que ~d = ~c ⊃ l 7→ r est une règle de réécriture sur Ter(ΣA,XA)

si i(~d) = i(~c) ⊃ i(l) 7→ i(r) en est une sur Ter(Σ,X ), où i est l’isomorphisme
canonique de Ter(ΣA,XA)→ Ter(Σ,X ).

Remarque 4.1.3 Les conditions des règles conditionnelles ne sont pas symétriques : la
condition d = c n’est pas la même que la condition c = d. Cette distinction est justifiée
par la possibilité de définir des relations de réécriture conditionnelles qui évaluent les
conditions de façon asymétrique. C’est le cas par exemple, pour les règles définissant
filter en 4.1, de la condition p x = true qui est évaluée en testant si p t→∗ true.

Les notions de système algébrique et de système applicatif à droite définies en 3.1.8
pour les TRS sont étendues de la manière suivante à la réécriture conditionnelle.
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Définition 4.1.4 (Règles conditionnelles applicatives et algébriques) Une règle
conditionnelle ~d = ~c ⊃ l 7→ r est

— applicative à droite si r est applicatif,
— applicative si elle est applicative à droite et si les termes de ~d,~c sont applicatifs,
— algébrique à droite si r est algébrique,
— algébrique si elle est algébrique à droite et si les termes de ~d,~c sont algébriques.

Un système de réécriture conditionnel R est applicatif à droite (resp. applicatif, algé-
brique à droite, algébrique) si toutes ses règles le sont.

Étant donné un ensemble R de règles de réécriture conditionnelles, on peut construire
de nombreuses relations de réécritures selon la façon dont on évalue des conditions : par
conversion, par joignabilité ou par réduction. Dans chaque cas on peut choisir d’autoriser
des pas d’une autre relation de réécriture.

Définition 4.1.5 (Relations de réécriture conditionnelle) Soient L ⊆ Λ(Σ), R un
ensemble de règles de réécriture conditionnelle sur L et →R une relation de réécriture
sur L.

— La relation de réécriture R-conditionnelle semi-équationnelle issue de R sur L est
la relation →R(R)se

L
stratifiée par (→R(R)se

Li
)i∈N, où →R(R)se

L0
= ∅ et pour tout i ∈ N,→R(R)se

Li+1
est la plus petite relation sur L qui est close par contexte sur L et telle

que, pour toute règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r, pour toute substitution σ : X → L,

si ~dσ ↔∗
R(R)se

Li∪R ~cσ alors lσ →R(R)se
Li+1

rσ .

— La relation de réécriture R-conditionnelle par joignabilité issue de R sur L est la
relation →R(R)jo

L
stratifiée par (→R(R)jo

Li
)i∈N, où →R(R)jo

L0
= ∅ et pour tout i ∈ N,→R(R)jo

Li+1
est la plus petite relation sur L qui est close par contexte sur L et telle

que, pour toute règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r, pour toute substitution σ : X → L,

si ~dσ ↓R(R)jo
Li∪R

~cσ alors lσ →R(R)jo
Li+1

rσ .

— La relation de réécriture R-conditionnelle orientée issue de R sur L est la relation→R(R)o
L

stratifiée par (→R(R)o
Li

)i∈N, où →R(R)o
L0

= ∅ et pour tout i ∈ N, →R(R)o
Li+1

est la plus petite relation sur L qui est close par contexte sur L et telle que, pour
toute règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r, pour toute substitution σ : X → L,

si ~dσ →∗
R(R)o

Li∪R ~cσ alors lσ →R(R)o
Li+1

rσ .

Remarque 4.1.6 Rappelons que le pas de réécriture conditionnelle, c’est-à-dire le fait
de savoir si un terme se réécrit en un autre, n’est en général pas décidable [Kap84]
(voir aussi [Ohl02]), même pour des systèmes de réécriture donnant lieu à des relations
fortement normalisantes.

Il est parfois pratique d’écrire « réécriture se-R-conditionnelle », « réécriture jo-R-condi-
tionnelle » et « réécriture o-R-conditionnelle » au lieu de, respectivement, « réécriture
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R-conditionnelle semi-équationnelle », « réécriture R-conditionnelle par joignabilité », et
« réécriture R-conditionnelle orientée ». Lorsque→R= ∅, on écrit→RX au lieu de→R(R)X

(X ∈ {se, jo, o}). Dans ce cas, nous parlons de « réécriture X-conditionnelle » au lieu de
« réécriture X-R-conditionnelle ».

Nous devons vérifier que nous avons bien défini des relations de réécriture.

Proposition 4.1.7 Soit L ⊆ Λ(Σ), R un ensemble de règles de réécriture conditionnelle
sur L et →R une relation de réécriture sur L. Alors →R(R)X

Li
est une relation de réécriture

sur L pour tout X ∈ {se, jo, o}, et tout i ∈ N.

Preuve. Par induction sur i ∈ N, en utilisant le lemme 2.2.3.

Lorsque le contexte le permet, nous écrivons →RX
i

pour désigner →RX
Li

. Une forme de
réécriture conditionnelle importante en pratique est la réécriture conditionnelle normale.
C’est un cas particulier de réécriture orientée et de réécriture par joignabilité.

Définition 4.1.8 (Relation de réécriture conditionnelle normale) Soit L ⊆ Λ(Σ),
R un ensemble de règles de réécriture conditionnelle sur L, →R une relation de réécriture
sur L et X ∈ {jo, o}. Si pour toute règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r les termes ~c sont clos et en forme→R(R)X-normale, alors la relation de réécriture →R(R)X est une relation de réécriture
R-conditionnelle normale.

La propriété suivante, dont la preuve est longue mais évidente, dit qu’il n’y a en fait
qu’une seule relation de réécriture normale.

Proposition 4.1.9 Soit L ⊆ Λ(Σ), R un ensemble de règles de réécriture conditionnelle
sur L et →R une relation de réécriture sur L. Alors →R(R)jo est R-normale si et seulement
si →R(R)o l’est aussi et dans ce cas →R(R)jo=→R(R)o .

Preuve. La preuve se fait par induction sur les stratifications de →R(R)jo et →R(R)o .
Pour i ∈ N et X ∈ {jo, o}, nous disons que →R(R)X

i+1
est normale si pour toute règle

~d = ~c ⊃ l 7→R r les termes ~c sont clos et en forme→R(R)X
i
-normale. Par convention, nous

disons que →R(R)X
0

est toujours normale. Il est évident que si →R(R)X est normale, alors→R(R)X
i

est normale pour tout i ≥ 0.
— Tout d’abord, supposons que →R(R)jo soit normale. On montre par induction

sur i ∈ N que →R(R)o
i

est normale et que →R(R)o
i
⊆→R(R)jo . Il s’en suit que→R(R)o⊆→R(R)jo , et donc que →R(R)o est normale.

Le cas de base i = 0 est trivial parce que →R(R)jo
0
= ∅ =→R(R)o

0
.

Supposons la propriété vraie pour i ≥ 0, et montrons que →R(R)o
i+1

est normale.
Pour toute règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r, comme les termes ~c sont en forme →R(R)jo-
normale, ils sont en forme en forme →R(R)o

i
-normale par hypothèse d’induction. Il

s’en suit que →R(R)o
i+1

est normale.
Maintenant, si t →R(R)o

i+1
u, alors il existe une règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r, une

substitution σ : X → L et un contexte C[ ] : L → L tels que t = C[lσ], u = C[rσ]

et ~dσ→∗ ~c. Par hypothèse d’induction, ~dσ→∗
R(R)jo ~c, donc C[lσ]→R(R)jo C[rσ].
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— La propriété inverse, qui dit que si →R(R)o est normale alors pour tout i ∈ N, la
relation →R(R)jo

i
est normale et →R(R)jo

i
⊆→R(R)o u, se montre exactement de la

même façon.

Il y a donc au plus une relation de réécriture normale sur un système conditionnel R.
Nous la notons →R(R)! .

La réécriture normale est la plus facile à manipuler parce que l’application d’une règle
ne nécessite que le test de normalisation, qui peut de plus être fait de façon aveugle
lorsque la relation de réécriture est confluente. Notons toutefois qu’avec notre définition,
le problème de savoir si un système est normal n’est pas décidable parce qu’en général, le
pas de réécriture conditionnelle n’est pas décidable. Les définitions courantes de réécriture
normale, comme par exemple celle de [Ohl02], sont en fait des restrictions décidables de
notre définition.

4.2 Exemples

Nous donnons ici quelques exemples de systèmes de réécriture conditionnelle.

4.2.1 Un système de manipulation de termes

Notre premier exemple est l’adaptation d’un programme CAML de [Hue86]. Il définit
des fonctions permettant, dans un terme représenté comme un arbre dont les succes-
seurs sont des listes de nœuds, de faire le remplacement d’un sous-terme à une certaine
occurrence par un autre sous-terme.

Ce système doit être lu en pensant à la combinaison de la réécriture conditionnelle et
du λ-calcul. Nous avons deux combinaisons en tête :

— la réécriture conditionnelle par joignabilité, que nous notons →R,
— la réécriture β-conditionnelle par joignabilité, que nous notons →R(β).
Commençons par une fonction apply telle que apply f n l applique f au n-ème élément

de l. Elle utilise la fonction auxiliaire app.

> (length l) n = true ⊃ apply f n l 7→apply app f n l

> (length l) n = false ⊃ apply f n l 7→apply err

app f 0 l 7→apply (f (car l)) :: (cdr l)

app f (s n) l 7→apply (car l) :: (app f n (cdr l))

On représente les termes du premier ordre comme des arbres avec des noeud node y l

où y est l’étiquette et l la liste des successeurs. Les positions sont des listes d’entiers et
la fonction occ appliquée aux arguments u et t teste si u est une occurrence de t. Nous
la définissons comme suit :

occ [ ] t 7→occ true
> (length l) x = false ⊃ occ (x :: o) (node y l) 7→occ false
> (length l) x = true ⊃ occ (x :: o) (node y l) 7→occ occ o (get l x)
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La fonction replace t o s remplace par s le sous-terme de t à l’occurrence o :

occ u t = true ⊃ replace t o s 7→replace rep t o s

occ u t = false ⊃ replace t o s 7→replace err

rep t [ ] s 7→replace s

rep (node y l) (x :: o) s 7→replace node y (apply (λz.rep z o s) x l)

Les symboles cdr, car, length et get sont définis par les systèmes 7→cdr, 7→car, 7→length et
7→get respectivement, présentés en 3.1.12 ; et le symbole > est défini par le système 7→>

présenté en 3.1.11. Le système

Tree =def { 7→car, 7→cdr, 7→get, 7→length, 7→occ}

est algébrique. Les règles de apply et de app sont applicatives à droite et celles de filter
contiennent dans leurs conditions une variables p en position active. Cette définition de
rep utilise une λ-abstraction dans un membre droit.

4.2.2 Règles conditionnelles de de Vrijer

Dans [Vri89], de Vrijer utilise la réécriture conditionnelle semi-équationnelle pour ob-
tenir un calcul ayant la même conversion que le λ-calcul avec paires surjectives. Les règles
sont celles de 7→× plus

π2x = y ⊃ (π1x, y) 7→lr x π1x = y ⊃ (y, π2x) 7→lr x .

La relation→β(×lr)se(β) (union de→β et de la réécriture β-conditionnelle semi-équation-
nelle pour le système 7→×lr) est confluente modulo une certaine relation d’équivalence,
ce qui permet à de Vrijer d’en déduire que =βπSP est une extension conservative de =β :

∀t, u ∈ Λ . λ⇒×SP `⇒× t =βπSP u si et seulement si λ⇒ `⇒ t =β u .

4.3 Quotient de la réécriture conditionnelle par
alpha-conversion

Dans cette section, nous utilisons les termes de de Bruijn pour montrer que la réécriture
applicative sur Λ(Σ) est le quotient par α-équivalence de la réécriture sur L(Σ) modulo
α-équivalence.

Comme nous nous focalisons sur le cas de la réécriture applicative, nous n’avons pas
besoin d’utiliser le formalisme développé dans [BKR05a] pour traiter la réécriture d’ordre
supérieur avec des indices de de Bruijn, ni d’utiliser la traduction étudiée dans [BKR05b]
de la réécriture d’ordre supérieur vers la réécriture du premier ordre modulo une théorie
équationnelle générée par un calcul de substitution.

Pour tout X ∈ {se, jo, o}, nous dénotons
— par →RX

Λ
la relation de réécriture X-conditionnelle issue de R sur Λ(Σ),
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— par →RX
L

la relation de réécriture X-conditionnelle issue de R sur L(Σ),
— par →RX

dB
la relation de réécriture X-conditionnelle issue de R sur TdB(Σ).

Du fait que Λ(Σ) = (L(Σ)/ =α), il naturel de vouloir avoir

∀i ∈ N . [t]→RX
Λi

[u] si et seulement si t→RX
Li

u . (4.2)

Le sens « si » ne pose pas de problèmes.

Lemme 4.3.1 Soient t, u ∈ L(Σ). Pour tout i ∈ N,

t→RX
Li

u implique [t]→RX
Λi

[u] .

Preuve. On raisonne par induction sur i ∈ N. On ne détaille que le cas de la réécriture
par joignabilité.

Le cas de base i = 0 est trivial. Soit i ∈ N et supposons la propriété vraie pour →RX
Li

.
Il est clair que cela implique qu’elle est vraie pour→∗

RX
Li

. Par induction sur t, on montre
que t→RX

Li+1
u implique [t]→RX

Λi+1
[u].

t = λx.t1. Dans ce cas, u = λx.u1 et ne t1 →RX
Li+1

u1, donc par hypothèse d’induction
[t1] →RX

Λi+1
[u1] et λx.[t1] →RX

Λi+1
λx.[u1], ce qui conclut la démonstration car

[λx.t1] = λx.[t1] et [λx.u1] = λx.[u1].
t = t1t2. Si u = u1u2 avec (t1, t2) →RX

Li+1
(u1, u2) alors on conclut directement par

hypothèse d’induction et le fait que [t1t2] = [t1][t2] et [u1u2] = [u1][u2].
Sinon, il y une règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r telle que t = lσ, u = rσ et il existe ~v tels que
~dσ→∗

RX
Li

~v et ~cσ→∗
RX
Li

~v. Par hypothèse d’induction, [~d][σ]→∗
RX

Λi

~v [~c][σ]→∗
RX

Λi

~v,
et on en déduit que [lσ] →RX

Λi+1
[rσ] (rappelons que toutes les règles de R sont

supposées applicatives).
t = f(t1, . . . , tn). Idem.

Par contre, la propriété inverse :

[t]→∗
RX

Λ
[u] implique t→∗

RX
L

u

n’est pas vraie en général, même pour la réécriture non conditionnelle. Le problème
de base est qu’en présence de règles non-linéaires à gauche, la réécriture sur →RX

L
ne

commute pas avec =α : on peut avoir t ′ =α t →RL u sans qu’il existe u ′ tel que
t ′ →RL u ′ =α u.

Exemple 4.3.2 Avec la règle non-linéaire minus x x 7→ 0, issue du système 7→minus
présenté en 3.1.11, on a

minus λx.x λx.x

L
��

=α minus λx.x λy.y

0

Comme le terme minus λx.x λy.y est une forme →L-normale, il n’existe pas de terme u ′

tel que 0 =α u ′ ←L minus λx.x λy.y.
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De ce fait, lorsque
[t] →RX

Λ
[u] ,

il est possible que le terme t ne soit pas le bon représentant de [t] pour avoir t→∗
RX
L

u.

Exemple 4.3.3 Comme λx.x =α λy.y, on a

minus [λx.x] [λy.y] →Λ 0 ,

mais le terme minus λx.x λy.y est →L-normal.

Ainsi, lorsque [t]→RX
Λ

[u], on peut au mieux espérer que

∃t ′, u ′ . t =α t ′ →RX
Li

u ′ =α u .

Ceci correspond à la réécriture modulo α-conversion sur L(Σ), au sens de [Hue80, JK86]
(voir aussi la section 2.5 de [DJ90] et la définition 2.5.1 de [Ohl02]).

Définition 4.3.4 (Réécriture modulo alpha-conversion) Soit X ∈ {se, jo, o} et R
un système conditionnel applicatif. Pour tout i ∈ N, la relation →RX

Li
/=α

⊆ L(Σ)× L(Σ)

est définie de la manière suivante :

t→RX
Li

/=α
u ⇐⇒def ∃t ′, u ′ . t =α t ′ →RX

Li
u ′ =α u .

Nous allons maintenant montrer que la relation→RX
L/=α

est la bonne notion de réécri-
ture sur L(Σ) pour avoir une correspondance naturelle avec la réécriture sur Λ(Σ) :

∀i ∈ N . [t]→RX
Λi

[u] si et seulement si t→RX
Li

/=α
u . (4.3)

Afin de passer de →RX
Λ

à →RX
L/=α

, il faut pouvoir choisir les bons représentants des
classes d’α-équivalence. Pour cela, les termes de de Bruijn semblent intéressants.

Exemple 4.3.5 Pour tout référentiel R, on a

(minus λx.x λy.y)R = minus (λ0) (λ0) →dB S(0) .

En utilisant les correspondances entre Λ(Σ), LB(Σ) et TdB(Σ) établies à la section 1.6,
nous montrons les équivalences suivantes : pour tout t, u ∈ LB(Σ), et tout référentiel R
pour t et u,

∀i ∈ N . [t]→RX
Λi

[u] ⇐⇒ tR →RX
dBi

uR ⇐⇒ (tR)
R →RX

Li
(uR)

R . (4.4)

Grâce au théorème 1.6.9, il est alors aisé d’en déduire (4.3).
L’exemple 4.3.5 se généralise à un système conditionnel applicatif quelconque.

Lemme 4.3.6 Soit R un ensemble de règles conditionnelles applicatives sur L(Σ) et
X ∈ {se, jo, o}. Soient t, u ∈ LB(Σ) et R un référentiel pour t et u. Pour tout i ∈ N,

[t]→RX
Λi

[u] implique tR →RX
dBi

uR .
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Preuve. On raisonne par induction sur i ∈ N.
Le cas de base i = 0 est trivial. Soit i ∈ N et supposons la propriété vraie pour →RX

Λi
.

Il est clair qu’elle est alors vraie pour →∗
RX

Λi

.
Montrons que [t]→RX

Λi+1
[u] implique tR →RX

dBi+1
uR. On raisonne par induction sur t

et on ne détaille la preuve que pour la réécriture la joignabilité.
t = λx.t1. Dans ce cas, u = λx.u1, et comme [λx.t1] = λx.[t1] et [λx.u1] = λx.[u1],

on a [t1] →RX
Λi+1

[u1]. Comme t1, u1 ∈ LB(Σ), x /∈ BV(t1, u1), donc x · R est un
référentiel pour t1 et u1. Par hypothèse d’induction, on a donc t1x·R →RX

dBi+1
u1x·R,

d’où λt1x·R →RX
dBi+1

λu1x·R, et on en déduit que (λx.t1)R →RX
dBi+1

(λx.u1)R car
(λx.t1)R = λt1x·R et (λx.u1)R = λu1x·R.

t = t1t2. Si u = u1u2 avec ([t1], [t2]) →RX
Λi+1

([u1], [u2]), alors on conclut grâce à l’hy-
pothèse d’induction car [t1t2] = [t1][t2] et [u1u2] = [u1][u2].
Sinon, il existe une règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r et une substitution [σ] telles que
[t] = [l][σ], [u] = [r][s] et il existe ~v tels que [~d][σ] →∗

RX
Λi

[~v] et [~c][σ] →∗
RX

Λi

[~v].

Comme R est applicative, on a [~d][σ] = [~dσ], [~c][σ] = [~cσ], d’où, par hypothèse
d’induction sur i, (~dσ)R ↓∗RX

dBi

(~cσ)R, soit ~d(σR) ↓∗RX
dBi

~c(σR) par 1.6.10.(ii). On a
donc l(σR)→RX

dBi+1
r(σR), c’est-à-dire (lσ)R →RX

dBi+1
(rσ)R.

t = f(t1, . . . , tn). Idem.

On passe tout aussi facilement de →RdB à →RL .

Lemme 4.3.7 Soit R un ensemble de règles conditionnelles applicatives sur L(Σ) et
X ∈ {se, jo, o}. Soient t, u ∈ TdB(Σ) et R un référentiel pour t et u. Pour tout i ∈ N,

t→RX
dBi

u implique tR →RX
Li

uR .

Preuve. On raisonne par induction sur i ∈ N.
Le cas de base i = 0 est trivial. Soit i ∈ N et supposons la propriété vraie pour →RX

dBi
.

Notons qu’elle est alors vraie pour →∗
RX

dBi

, la clôture réflexive et transitive de →RX
dBi

.

On montre que t →RX
dBi+1

u implique tR →RX
Li+1

uR. On raisonne par induction sur t

et on ne détaille la preuve que pour la réécriture par joignabilité.
t = λt1. Dans ce cas on a u = λu1 avec t1 →RX

dBi+1
u1. Comme R ′ =def x|R|+1 · R est un

référentiel pour t1 et u1, par hypothèse d’induction on a t1
R ′ →RX

Li+1
u1

R ′ , d’où

λx|R|+1.t1
R ′ →RX

Li+1
λx|R|+1.u1

R ′ . On a donc (λt1)
R →RX

Li+1
(λu1)

R car

(λt1)
R = λx|R|+1.t1

R ′ et (λu1)
R = λx|R|+1.u1

R ′ .

t = t1t2. Si u = u1u2 avec (t1, t2) →RX
dBi+1

(u1, u2) alors on conclut directement par
l’hypothèse d’induction car (t1t2)

R = t1
Rt2

R et (u1u2)
R = u1

Ru2
R.

Sinon il existe une règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r et une substitution σ telles que t = lσ,
u = rσ et il existe ~v tels que ~dσ→∗

RX
dBi

~v et ~cσ→∗
RX

dBi

~v. Par hypothèse d’induction
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sur i on obtient (~dσ)R →∗
RX
Li

(~v)R et (~cσ)R →∗
RX
Li

(~v)R. Comme R est applicative,

par 1.6.10.(i) on a (~dσ)R = ~d(σR), (~cσ)R = ~c(σR), l(σR) = (lσ)R et r(σR) = (rσ)R,
d’où (lσ)R →RX

Li+1
(rσ)R.

t = f(t1, . . . , tn). Idem.

On en déduit que les équivalences (4.4) sont vérifiés sur les termes de LB(Σ) (c’est-à-
dire satisfaisant la convention de Barendregt locale 1.5.1).

Théorème 4.3.8 Soit R un ensemble de règles conditionnelles applicatives sur L(Σ)

et X ∈ {se, jo, o}. Étant donnés t, u ∈ LB(Σ), et R un référentiel pour t et u, pour tout
i ∈ N, on a

[t]→RX
Λi

[u] ⇐⇒ tR →RX
dBi

uR ⇐⇒ (tR)
R →RX

Li
(uR)

R .

Preuve. [t] →RX
Λi

[u] implique tR →RX
dBi

uR par le lemme 4.3.6, qui à son tour im-
plique (tR)

R →RX
Li

(uR)
R par le lemme 4.3.7. On en déduit [(tR)

R] →RX
Λi

[(uR)
R] par le

lemme 4.3.1, soit [t]→RX
Λi

[u], car (tR)
R =α t et (uR)

R =α u par le théorème 1.6.9.(ii).

Grâce aux termes de de Bruijn, on peut donc montrer que →RΛ
est bien le quotient

de →RL/=α
par α-équivalence. Notons que nous prouvons (4.3) sur L(Σ), bien que le

théorème 4.3.8 ne concerne que les termes de LB(Σ).

Corollaire 4.3.9 (Quotient de →RL/=α
par =α) Soit X ∈ {se, jo, o} et R un système

conditionnel applicatif. Pour tout t, u ∈ L(Σ), on a

∀i ∈ N . [t] →RX
Λi

[u] si et seulement si t →RX
Li

/=α
u .

Preuve. Le sens « si » est le lemme 4.3.1. Montrons le sens inverse. Soient t, u ∈ L(Σ)

tels que [t]→RX
Λi

[u]. Par la proposition 1.5.2.(i), il existe t ′, u ′ ∈ LB(Σ) tels que t ′ =α t

et u ′ =α u. On a donc [t ′]→RX
Λi

[u ′], d’où (t ′R)
R →RX

Li
(u ′

R)
R par le théorème 4.3.8. Par le

théorème 1.6.9.(ii), on a (t ′R)
R =α t ′ et (u ′

R)
R =α t ′. On en déduit que t→RX

Li
/=α

u.

96



Deuxième partie
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Chapitre 5

Outils pour la confluence

Dans ce chapitre, nous présentons certains outils de base pour l’étude de la confluence.
Nous commençons par quelques rappels sur l’utilisation des relations de réécriture paral-
lèles avec les TRS orthogonaux et avec le λ-calcul.

Ensuite, nous montrons comment ces notions sont étendues à la réécriture condition-
nelle, ce qui nous permet d’aborder brièvement la différence entre confluence et confluence
par niveaux.

Enfin, nous rassemblons quelques points importants liés à la modularité, en particulier
la caractérisation de la confluence par la confluence close et un lien entre les termes infinis
et un exemple du fait que la confluence n’est en général pas préservée par combinaison
de systèmes non disjoints.

5.1 Systèmes orthogonaux et réécriture parallèle

Nous rappelons ici les formulations des preuves de confluence pour les systèmes ortho-
gonaux utilisant les relations de réécriture parallèles. Nous commençons par les TRS au
premier ordre, puis nous abordons le cas du λ-calcul.

5.1.1 Systèmes de réécriture de termes

Nous rappelons ici le résultat connu de la confluence des systèmes des réécriture or-
thogonaux au premier ordre. À notre connaissance, ce résultat a été prouvé pour la
première fois dans [Hue80]. Des propriétés plus fines sur l’espace des dérivations sont
étudiées dans [HL91] (nous ne les abordons pas ici). Pour les systèmes d’ordre supérieur,
le résultat le plus général est probablement [OR94].

Le seul obstacle possible à la confluence des systèmes de réécriture de termes est la
présence de paires critiques : quand deux membres gauches de règles peuvent se super-
poser à des positions non triviales, on peut choisir de réduire l’un ou l’autre rédex. Ce
choix peut être irréversible, et casser la confluence.

Notons, pour les TRS dénombrables, que grâce à la proposition 2.4.4 on peut toujours
se ramener à un TRS dont les règles n’ont pas de variables en commun, tout en préservant
la relation de réécriture.

D’autre part, rappelons que d’après ce que l’on a vu à la section 1.4, les termes appli-
catifs sur une signature Σ sont générés par la grammaire :

t, u ∈ Ter(ΣApp,X ) ::= x | f(t1, . . . , tn) | t u ,
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où x ∈ X et f ∈ Σn. De plus, d’après la définition 3.1.7, les termes algébriques sur Σ sont
générés par la grammaire suivante :

t ::= x | f(t1, . . . , tn)tn+1 . . . tn+m ,

où x ∈ X , f ∈ Σn et m ≥ 0.

Définition 5.1.1 (Paires critiques) Soit R un TRS sur L ⊆ Λ(Σ) qui est algébrique
à gauche, et l 7→R r,l ′ 7→R r ′ deux règles de réécriture de R qui n’ont pas de variables en
commun. Soit p une occurrence dans l qui n’est pas une occurrence de variable et telle
que p 6= ε s’il existe un renommage ρ tel que (l, r)ρ = (l ′, r ′), et soit σ l’unificateur le
plus général de l|p et de l ′. Alors

(l[r ′]pσ, rσ)

est une paire critique de l 7→R r et l ′ 7→R r ′. Une paire critique de la forme (t, t) est
dite triviale.

Notons que l|p, l ′|p et l[r ′]p sont bien définis car l et l ′ sont algébriques. Si t = lσ et
si on a une paire critique (l[r ′]pθ, rθ) pour deux règles l 7→R r et l ′ 7→R r ′ (dans ce cas
σ = σ ′ ◦ θ), alors on a le choix suivant pour la réduction de t :

t

%%KKKKKKKKKKKKK

{{xxxxxxxxxxx

r(σ ′ ◦ θ) (l[r ′]p)(σ ′ ◦ θ)

Ce choix peut être irréversible car rien n’assure que les termes r(σ ′ ◦ θ) et l[r ′]p(σ ′ ◦ θ)

soient joignables.
Les systèmes de réécriture sans paires critiques et linéaires à gauche sont dits ortho-

gonaux. Rappelons qu’un terme t est linéaire si pour tous sous-termes u, v de t à des
positions disjointes, on a FV(u) ∩ FV(v) = ∅.

Définition 5.1.2 (Systèmes de réécriture orthogonaux) Soit un système de réécri-
ture R sur L ⊆ Λ(Σ). Alors, si R est algébrique à gauche, on dit que R est

(i) linéaire à gauche si l est linéaire pour tout l 7→R r ;

(ii) non ambigu (resp. faiblement non ambigu) si
— pour toutes règles l 7→R r et l ′ 7→R r ′ (pas nécessairement distinctes),
— pour tout renommage ρ tel que FV(lρ, rρ) ∩ FV(l ′ρ, r ′ρ) = ∅,
les règles (l, r)ρ et (l ′, r ′)ρ ne forment pas de paire critique (resp. toute paire critique
entre (l, r)ρ et (l ′, r ′)ρ est triviale) ;

(iii) orthogonal (resp. faiblement orthogonal) s’il est linéaire à gauche et non ambigu
(resp. faiblement non ambigu).

La façon la plus simple de montrer la confluence des systèmes de réécriture orthogonaux
est d’utiliser une forme de réécriture parallèle. Cette technique est standard.
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5.1 Systèmes orthogonaux et réécriture parallèle

Lemme 5.1.3 (Mouvements parallèles) Soit R un TRS algébrique à gauche sur
L ⊆ Λ(Σ) et →‖R la clôture parallèle de R, au sens de 2.3.5. Si R est (faiblement)
orthogonal, alors →‖R vérifie la propriété du diamant sur L.

La confluence des systèmes de réécriture orthogonaux est un résultat bien connu. À
notre connaissance, il apparaît pour la première fois dans [Hue80] (c’est le lemme 3.3 et
le corollaire suivant).

Théorème 5.1.4 Si R est un TRS algébrique à gauche sur L ⊆ Λ(Σ) qui est (faible-
ment) orthogonal, alors →R est confluent sur L ⊆ Λ(Σ).

Exemple 5.1.5 Le système 7→rec présenté à l’exemple 3.1.17.(ii) est orthogonal : ses
règles

rec x y 0 7→rec x et rec x y S(z) 7→rec y (rec x y z) z

ne forment pas de paire critique. Par le théorème 5.1.4, la relation→rec est donc confluente
sur Λ(Σ).

Remarque 5.1.6 Ce qu’on vient de faire pour les système algébriques à gauche s’ap-
plique aussi aux systèmes applicatifs à gauche. Cependant, à cause du symbole d’appli-
cation, ces systèmes peuvent comporter de nombreuses paires critiques.

Un exemple est le fait que la fonction eat de la remarque 3.1.14 n’est pas stricte dans
le sens de 3.1.14. En effet, le système composé de

x · err 7→ err et eat · x 7→ eat

n’est pas confluent :
err ← eat · err → eat .

5.1.2 Lambda-calcul

Dans le cas du λ-calcul, on utilise aussi une relation de réécriture parallèle, mais contrai-
rement aux systèmes algébriques à gauche, cette relation n’est pas la clôture parallèle
de 7→β. En effet, cette relation ne vérifie pas la propriété du diamant car des rédexes
parallèles peuvent se retrouver emboîtés après un pas de réduction.

Exemple 5.1.7 Notons →‖β pour la clôture parallèle de 7→β au sens de 2.3.5. On a
alors

(λx.(λy.xx)Id)(Id Id)

‖β
ttjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

‖β
((QQQQQQQQQQQQQQQQ

(λy.(Id Id)(Id Id))Id (λx.xx)Id

On ne peut joindre ce pic avec un pas de →‖β car

((λy.(Id Id)(Id Id))Id)‖β = {(λy.(Id Id)(Id Id))Id, (Id Id)(Id Id),

(λy.Id Id)Id, (λy.(Id Id) Id)Id, (λy.Id(Id Id))Id}

((λx.xx)Id)‖β = {(λx.xx)Id, Id Id}
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donc
((λy.(Id Id)(Id Id))Id)‖β ∩ ((λx.xx)Id)‖β = ∅ .

La relation de β-réduction parallèle qui vérifie la propriété du diamant est la relation
dite de Tait et Martin-Löf.

Définition 5.1.8 (Béta-réduction parallèle) Soit Bβ la plus petite relation de réécri-
ture parallèle sur Λ(Σ) vérifiant la règle suivante :

(Bβ)
t1 Bβ u1 t2 Bβ u2

(λx.t1)t2 Bβ u1[u2/x]

Proposition 5.1.9 Soit deux termes t, t ′ et une substitution σ.
(i) Si tBβ t ′ alors tσBβ t ′σ.
(ii) La relation Bβ est une relation de réécriture parallèle sur Λ(Σ).

Le point (ii) du lemme suivant est crucial pour la propriété du diamant de Bβ.

Lemme 5.1.10 Soit un terme t et une substitution σ.
(i) Si σBβ σ ′ alors tσBβ tσ ′.
(ii) Si tBβ t ′ et σBβ σ ′ alors tσBβ t ′σ ′.

Nous pouvons maintenant montrer que Bβ satisfait la propriété du diamant.

Lemme 5.1.11 (Mouvements parallèles — [Bar84, Kri90, Tak95]) La relation
Bβ vérifie la propriété du diamant.

On en déduit la confluence de Bβ. Il s’en suit par le lemme 5.1.12 que→β est confluente
(théorème 3.2.4).

Lemme 5.1.12 →β ⊆ Bβ ⊆ →∗
β.

5.2 Confluence de la réécriture conditionnelle

Les stratifications de la réécriture conditionnelle donnent lieu à des raffinements de la
notion de confluence, déjà évoqués en 2.1.17.

Définition 5.2.1 (Confluences de la réécriture conditionnelle) Soit R un système
conditionnel et X ∈ {se, jo, o}. On dit que →R(R)X est

— confluent par niveaux lorsque →R(R)X
i

est confluent pour tout i ∈ N,
— confluent en profondeur lorsque pour tout i, j ∈ N, →R(R)X

i
et →R(R)X

j
commutent.

Les notions de confluence, confluence par niveaux et confluence profonde sont représen-
tées figure. 5.1. Il est clair que la confluence profonde implique la confluence par niveaux,
qui à son tour implique la confluence. Mais il est important de noter que la confluence
n’implique pas nécessairement la confluence par niveaux.

Nous rappelons ici certains résultats connus qui sont utilisés dans la suite, ou bien
que nous jugeons intéressants pour la compréhension de la réécriture conditionnelle, en
particulier en ce qui concerne la différence entre confluence et confluence par niveaux.
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Fig. 5.1: Confluences pour →R(R)X=
⋃

{→R(R)X
i

| i ∈ N}

5.2.1 Réécriture conditionnelle orthogonale

Nous présentons ici certains résultats connus sur les confluences de différentes formes
de réécriture conditionnelle. Ces résultats concernent les systèmes orthogonaux condi-
tionnels, pour lesquels il nous faut rappeler quelques notions.

La différence avec les systèmes de réécriture de termes est la notion de paire critique
conditionnelle, qui est plus riche que dans le cas non conditionnel. Les paires critiques
proviennent de la superposition de deux règles de réécritures dont les conditions, selon les
cas, peuvent ou ne peuvent pas être satisfaites en même temps. Cela amène à distinguer
entre les paires critiques « faisables » et « infaisables ». De plus, la satisfaction des paires
critiques dépend de la relation de réécriture conditionnelle considérée.

Définition 5.2.2 (Paires critiques conditionnelles) Soit R : ~d = ~c ⊃ l 7→ r et
R ′ : ~d ′ = ~c ′ ⊃ l ′ 7→ r ′ deux règles conditionnelles qui n’ont pas de variables en commun.
Soit p une occurrence dans l qui n’est pas une occurrence de variable et telle que p 6= ε

s’il existe un renommage ρ tel que Rρ = R ′ρ et soit σ l’unificateur le plus général de l|p
et de l ′. Alors

~dσ = ~cσ ∧ ~d ′σ = ~c ′σ ⊃ (l[r ′]pσ, rσ)

est une paire critique conditionnelle de R et R ′. Une paire critique est triviale si elle est
de la forme ~d = ~c ⊃ (t, t).

Notons que, comme pour le cas non conditionnel 5.1.1, l|p, l ′|p et l[r ′]p sont bien
définis car l et l ′ sont algébriques. De plus, la définition 5.2.2 restreinte à des règles non
conditionnelles donne la définition 5.1.1.

Supposons que t = lσ et que l’on a une paire critique

~dθ = ~cθ ∧ ~d ′θ = ~c ′θ ⊃ (l[r ′]pθ, rθ)

pour deux règles R : ~d = ~c ⊃ l 7→ r et R ′ : ~d ′ = ~c ′ ⊃ l ′ 7→ r ′ (dans ce cas σ = σ ′ ◦ θ).
Alors, si on oublie les conditions, on a le choix suivant pour la réduction de t :

r(σ ′ ◦ θ) ← t → (l[r ′]p)(σ ′ ◦ θ)
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L’important avec les règles conditionnelles est que ce choix n’est possible que si les condi-
tions des règles R et R ′ peuvent être satisfaites par une instance de θ. Bien sûr, il est
tout à fait possible que ce ne soit pas le cas.

Cette possibilité que les conditions des paires critiques soient satisfaites ou non s’appelle
faisabilité des paire critiques. Il y a autant de notions de faisabilité que de façons de tester
les conditions des paires critiques.

Définition 5.2.3 (Faisabilité des paires critiques conditionnelles) Une paire cri-
tique ~d = ~c ⊃ (t, u) est dite

— se-R-faisable s’il existe une substitution σ telle que ~dσ↔∗
R(R)se∪R

~cσ.

— jo-R-faisable s’il existe une substitution σ telle que ~dσ ↓R(R)jo∪R ~cσ.
— o-R-faisable s’il existe une substitution σ telle que ~dσ→∗

R(R)o∪R
~cσ.

Étant donné X ∈ {se, jo, o}, une paire critique qui n’est pas X-R-faisable est dite X-R-
infaisable.

Définition 5.2.4 (Réécriture conditionnelle orthogonale) Étant donnés une re-
lation de réécriture →R et X ∈ {se, jo, o}, un système conditionnel R linéaire à gauche
est

— X-R-orthogonal si toutes ses paires critiques sont X-R-infaisable,
— faiblement X-R-orthogonal si toutes ses paires critiques X-R-faisables sont triviales.

Remarque 5.2.5 Du fait que le pas de réécriture conditionnelle est indécidable (voir
remarque 4.1.6), le problème de savoir si un système de réécriture conditionnelle est
(faiblement) orthogonal est indécidable.

On a alors le résultat suivant.

Théorème 5.2.6 ([BK86, Ohl02]) Soit R un système conditionnel sur Ter(Σ,X ).

(i) Si R est faiblement se-orthogonal, alors →Rse est confluent.

(ii) Si R est normal et faiblement o-orthogonal, alors →R! est confluent par niveaux.

Rappelons que par la proposition 4.1.9, un système normal est o-orthogonal si et
seulement s’il est jo-orthogonal.

Remarque 5.2.7 Dans [Ohl02], il est seulement montré que →R! est confluent par
niveaux, mais il semble que la preuve puisse être étendue à la confluence profonde.

Il est bien connu que les systèmes o- et jo-orthogonaux ne sont pas nécessairement
confluents.

Exemple 5.2.8 ([BK86]) Voici un exemple classique de système orthogonal pour→Rse ,→Rjo et →Ro mais pour lequel →Rjo et →Rse ne sont pas confluents :

a 7→ f(a)
x = f(x) ⊃ f(x) 7→ b
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Le pic
f(b) ← f(f(a)) → b

qui se produit pour la réécriture semi-équationnelle, par joignabilité et orientée, n’est pas
joignable ni pour →Rjo , ni pour →Ro car les termes f(b) et b sont normaux pour ces
relations. Cependant, avec la réécriture semi-équationnelle, on a f(b)→Rse b.

5.2.2 Confluence par niveaux et confluence

On rassemble ici quelques éléments de comparaison entre la confluence et la confluence
par niveaux. On montre que tout système semi-équationnellement confluent par niveaux
est joignablement confluent.

Lemme 5.2.9 Si →R(R)se est confluent par niveaux alors pour tout i ∈ N, on a→R(R)se
i

=→R(R)jo
i
.

Preuve. On raisonne par induction sur i ∈ N. Le cas de base i = 0 étant évident,
supposons que →R(R)se

i
=→R(R)jo

i
avec i ∈ N. Alors, pour tout règle ~d = ~c ⊃ l →

r ∈ R, si ~dσ ↓R(R)jo
i

~dσ alors, par hypothèse d’induction on a ~dσ ↓R(R)se
i

~dσ, donc

lσ →R(R)se
i+1

rσ. Inversement, si ~dσ ↔∗
R(R)se

i
~cσ, alors ~dσ ↓R(R)se

i
~cσ car →R(R)se

i
est

confluent, donc ~dσ ↓R(R)jo
i

~cσ par hypothèse d’induction, soit lσ→R(R)jo
i+1

rσ. Il s’en suit
que lσ→R(R)se

i+1
rσ si et seulement si lσ→R(R)jo

i+1
rσ.

Le lemme 5.2.9 justifie le fait que lorsqu’elle est confluente par niveaux, la réécriture
semi-équationnelle puisse être implantée par la réécriture par joignabilité.

Corollaire 5.2.10 Si →R(R)se est confluent par niveaux alors →R(R)jo est confluent par
niveaux.

Il s’en suit qu’un système semi-équationnellement confluent peut ne pas être joignable-
ment confluent seulement si il n’est pas semi-équationnellement confluent par niveaux.

Exemple 5.2.11 Il existe aussi des relations terminantes qui sont confluentes mais pas
par niveaux. Avec le système

x = h(a) ⊃ f(x) 7→ a
x = a ⊃ h(x) 7→ x ,

on a
f(h(a)) →Rse

1
a car h(a) ↔∗

Rse
0

h(a)
et h(a) →Rse

1
a car a ↔∗

Rse
0

a .

Il s’en suit qu’on peut former le pic

a ←Rse
1

f(h(a)) →Rse
1

f(a) ,

qui ne peut être joint que par la réduction f(a)→Rse
2

a qui est déclenchée par h(a)↔∗
Rse

1
a.

La relation →Rse est donc confluente sans être confluente par niveaux.
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5.3 Modularité et extension de la signature

Cette section est dévolue à quelques remarques sur la modularité de la confluence.
Nous rappelons les résultats connus dans le cas de la réécriture du premier ordre, et les
étendons au cas des termes modulo α-conversion.

Ensuite, nous utilisons notre travail de la section 4.3 sur la réécriture avec termes de
de Bruijn pour obtenir une caractérisation de la confluence en fonction de la confluence
close.

Enfin, nous rappelons un exemple de non préservation de la confluence par combinaison
non disjointe. Cet exemple est adapté à la section 6.1 au cas de la combinaison de la
réécriture au λ-calcul. Nous en tentons une analyse à l’aide d’arbres de Böhm pour la
réécriture [KOV99].

5.3.1 Systèmes du premier ordre

Nous rappelons ici les résultats de modularité pour les combinaisons disjointes de
systèmes du premier ordre.

La modularité de la confluence pour les combinaisons disjointes de TRS premier ordre
est due à Toyama [Toy87]. La preuve a été simplifiée dans [KMTV94] puis dans [Jou06].

Théorème 5.3.1 ([Toy87]) Si (Ter(Σ1,X ),R1) et (Ter(Σ2,X ),R2) sont deux TRS
confluents tels que Σ1 ∩ Σ2 = ∅, alors le TRS (Ter(Σ1 ∪ Σ2,X ),R1 ∪ R2) est aussi
confluent.

Une relation →R(R)X de réécriture conditionnelle sur Ter(Σ,X ) est un TRS. On pour-
rait alors être tenté d’utiliser le théorème 5.3.1 pour obtenir la modularité de la confluence
pour la réécriture conditionnelle. Soient en effet deux relations de réécriture condition-
nelle (Ter(Σ1,X ),→RX

1
) et (Ter(Σ2,X ),→RX

2
) telles que Σ1 ∩ Σ2 = ∅. D’après le théo-

rème 5.3.1, le TRS (Ter(Σ1 ∪ Σ2,X ),→RX
1
∪ →RX

2
) est confluent. Mais le problème est

que nous voulons la confluence de la relation→(R1∪R2)X et il n’est pas clair que ces deux
relations coïncident.

Heureusement, il existe un résultat de modularité de la confluence pour la réécriture
conditionnelle, dû à Middeldorp [Mid91]. Malheureusement, le cas de la réécriture orientée
n’a pas été traité.

Théorème 5.3.2 ([Mid91]) Soient (Ter(Σ1,X ),R1) et (Ter(Σ1,X ),R2) deux systèmes
de réécriture conditionnels tels que Σ1 ∩ Σ2 = ∅. Pour tout X ∈ {se, jo},

si →R1
X
Ter(Σ1,X)

est confluent sur Ter(Σ1,X )

et si →R2
X
Ter(Σ2,X)

est confluent sur Ter(Σ2,X ),

alors →(R1∪R2)X
Ter(Σ1∪Σ2,X)

est confluent sur Ter(Σ1 ∪ Σ2,X ).

Un corollaire simple mais important est la préservation de la confluence par extension
de la signature.
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Corollaire 5.3.3 (Extension de la signature) Soit (Ter(Σ,X ),R) un système de
réécriture conditionnel, Σ ′ ⊇ Σ et X ∈ {se, jo}. Si →RX

Ter(Σ,X)
est confluent sur Ter(Σ,X ),

alors →RX
Ter(Σ ′,X)

est confluent sur Ter(Σ ′,X ).

5.3.2 Lambda termes

Voyons maintenant comment étendre ces résultats à la réécriture conditionnelle sur les
λ-termes, c’est-à-dire comment prendre en compte l’α-conversion.

Soit (_)App l’inverse à gauche de l’opération (_)App définie en 1.4.1 : ΣApp = Σ\{_·_},
de telle sorte que (ΣApp)App = Σ. Cette opération sert à simplifier les énoncés : quand
on passe de Ter(Σ,X ) à L(ΣApp) ou à Λ(ΣApp), on ne se préoccupe pas de savoir si Σ

contient ou pas un symbole d’application.
En combinant le corollaire 5.3.3 au corollaire 4.3.9, on obtient la préservation de la

confluence lors du passage des termes du premier ordre aux λ-termes. Étant donnée une
signature Σ, on étend les notations de la section 4.3 en posant →RX

Ter
=def →RX

Ter(Σ,X)
.

Rappelons que pour t ∈ L(Σ), [t] désigne la classe d’α-équivalence de t.

Théorème 5.3.4 (Confluence sur les lambda-termes) Soit X ∈ {jo, se} et R un
système conditionnel sur Ter(Σ,X ). Si →RX

Ter
est confluent sur Ter(Σ,X ), alors →RX

Λ

est confluent sur Λ(ΣApp,X ).

Preuve. Si →RX
Ter

est confluent sur Ter(Σ,X ), alors, par le corollaire 5.3.3, →RX
dB

est
confluent sur TdB(ΣApp).

On en déduit, en utilisant le théorème 4.3.8, que →RX
Λ

est confluent sur Λ(ΣApp) :
Soient [t], [u], [v] ∈ Λ(Σ) et R un référentiel pour t, u et v. Si [u]←∗

RX
Λ

[t]→∗
RX

Λ
[v], alors

uR ←∗
RX

dB
tR →∗

RX
dB

vR. Comme→RX
dB

est confluent sur TdB(ΣApp), il existe w ∈ TdB(ΣApp)

tel que uR →∗
RX

dB
w ←∗

RX
dB

vR. Comme les indices libres de w sont libres dans uR et dans
vR, R est aussi un référentiel pour w. Par le théorème 1.6.9.(i), on a donc (wR)R = w,
d’où [u]→∗

RX
Λ

[wR]←∗
RX

Λ
[v].

Le théorème 5.3.4 permet d’étendre le théorème 5.3.2 à la modularité de la confluence
pour la réécriture conditionnelle du premier ordre modulo α-conversion. L’opération
(_)App permet qu’un des systèmes (mais pas les deux) utilise un symbole d’application.

Théorème 5.3.5 (Modularité modulo alpha-conversion) Soient (Ter(Σ1,X ),R1)

et (Ter(Σ1,X ),R2) deux systèmes de réécriture conditionnels tels que Σ1 ∩ Σ2 = ∅. Pour
tout X ∈ {se, jo},
si →R1

X

Λ(Σ
App
1

)

est confluent sur Λ(Σ
App
1 ) et →R2

X

Λ(Σ
App
2

)

est confluent sur Λ(Σ
App
2 ),

alors →(R1R2)X
Λ(Σ1∪Σ2)App

est confluent sur Λ((Σ1 ∪ Σ2)
App).

Preuve. Si les relations→R1
X

Λ(Σ
App
1

)

et→R2
X

Λ(Σ
App
2

)

sont confluentes alors→R1
X
Ter(Σ1,X)

et →R2
X
Ter(Σ2,X)

le sont aussi. Il s’en suit par le théorème 5.3.2 que →(R1R2)X
Ter(Σ1∪Σ2,X)
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est confluent donc que →(R1R2)X
Λ((Σ1∪Σ2)App)

est confluent sur Λ((Σ1 ∪ Σ2)
App) par le

théorème 5.3.4.

Remarque 5.3.6 Il n’est pas clair que le théorème 5.3.5 puisse être obtenu en utilisant
des résultats sur la modularité de la confluence pour la réécriture modulo.

Par exemple, les résultat de [Jou06] ne s’appliquent pas car l’α-conversion est partagée
par les deux systèmes de réécriture.

On en déduit l’extension du corollaire 5.3.3 aux λ-termes.

Corollaire 5.3.7 (Extension de la signature modulo α-conversion) Soit R un
système conditionnel sur Ter(Σ,X ), Σ ′ ⊇ Σ et X ∈ {se, jo}. Si →RX

Λ(ΣApp)

est confluent

sur Λ(ΣApp), alors →RX
Λ(Σ ′App)

est confluent sur Λ(Σ ′App).

5.3.3 Une caractérisation de la confluence

Les résultats de modularité présentés ci-dessus, ainsi que les liens entre la réécriture
sur les λ-termes et la réécriture sur les termes de de Bruijn permettent de caractériser la
confluence en fonction de la confluence close.

Théorème 5.3.8 Soit R un système applicatif sur Λ(Σ) et X ∈ {se, jo}. Alors →RX
Λ

est confluent sur Λ(Σ) si et seulement si →RX
Ter(Σ ′)

est confluent sur Ter(Σ ′) pour tout

Σ ′ ⊇ ΣApp.

Preuve. Si →RX
Λ

est confluente sur Λ(Σ), alors elle est confluente sur Ter(ΣApp,X ),
donc → ′

RX
Ter(Σ ′)

est confluente sur Ter(Σ ′) pour tout Σ ′ ⊇ ΣApp par le corollaire 5.3.3.

Inversement, si →RX
Ter(Σ ′)

est confluent sur Ter(Σ ′) pour tout Σ ′ ⊇ ΣApp, alors →RX
dB

est confluent sur TdB(Σ). On en déduit la confluence de →RX
Λ

sur Λ(Σ) en utilisant le
théorème 4.3.8 : Soient [t], [u], [v] ∈ Λ(Σ) et R un référentiel pour t, u et v. Si [u] ←∗

RX
Λ

[t]→∗
RX

Λ
[v], alors uR ←∗

RX
dB

tR →∗
RX

dB
vR. Comme →RX

dB
est confluent sur TdB(Σ), il existe

w ∈ TdB(Σ) tel que uR →∗
RX

dB
w←∗

RX
dB

vR. Comme les indices libres de w sont libres dans
uR et dans vR, R est aussi un référentiel pour w. Par le théorème 1.6.9.(i), on a donc
(wR)R = w, d’où [u]→∗

RX
Λ

[wR]←∗
RX

Λ
[v].

5.3.4 Combinaisons non disjointes et termes infinis

Il est bien connu que la confluence n’est en général pas préservée lorsque les systèmes
peuvent partager des symboles. Dans cette section, nous tentons une explication intuitive
d’un exemple important pour comprendre les problèmes liés à la combinaison du λ-calcul
non typé et de la réécriture.

Le lemme de Hindley-Rosen dit que la confluence de la combinaison de relations de
réécriture confluentes suit de la commutation des deux relations. Dans le cas de deux
TRS algébriques à gauche R1 et R2, les relations →R1

et →R2
commutent lorsque R1
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et R2 sont linéaires à gauche et qu’il n’y a pas de paire critique entre une règle de R1 et
une règle de R2.

Théorème 5.3.9 ([Oos94] — Théorème 5.10.5 dans [Ter03]) Soient deux TRS
algébriques à gauche confluents (Ter(Σ1,X ),R1) et (Ter(Σ2,X ),R2). Si R1 et R2 sont
linéaires à gauche et s’il n’y pas de paire critique entre une règle de R1 et une règle de
R2 alors (Ter(Σ1 ∪ Σ2,X ),R1R2) est confluent.

L’hypothèse de linéarité à gauche ne peut être éliminée.

Exemple 5.3.10 (Exemple 8.2.1 dans [Ohl02]) Les deux règles non-linéaires sui-
vantes, issues du système 7→minus présenté en 3.1.11, induisent une relation confluente sur
Ter(Σminus,X ) :

minus x x 7→ 0 minus S(x) x 7→ S(0) .

Par contre, si on ajoute un symbole YS défini par la règle

YS 7→YS S(YS) ,

alors on a
minus YS YS

vvnnnnnnnnnnnnnnn

$$I
IIIIIIIIIIII

minus S(YS) YS

��

0

S(0)

Ce système est un exemple de combinaison avec constructeurs partagés : les symboles
partagés entre les deux systèmes ne sont que des constructeurs. Les combinaisons avec
constructeurs partagés sont un cas particulier de combinaisons hiérarchiques, dans les-
quelles les symboles partagés peuvent être définis dans un des deux systèmes dès lors
que toutes les définitions de symboles partagés se font dans le même système. Voir la
section 8 de [Ohl02] pour plus de détails à ce sujet.

Une manière simple de comprendre l’exemple 5.3.101, est de voir YS comme représen-
tant l’« entier infini »∞, le terme minus YS YS représentant l’opération∞−∞ qui n’est
pas définie. Essayons de voir comment YS représente ∞. Nous tentons une explication
intuitive utilisant la notion d’arbre de Böhm pour la réécriture développée en [KOV99].
On se base sur la présentation de [Ter03].

Les arbres de Böhm de la définition 12.9.10 de [Ter03] sont paramétrés par une notion
de termes « indéfinis », qui ont tous pour arbre de Böhm l’arbre minimal ⊥. Dans notre
cas, l’identification des termes n’ayant pas de forme normale de tête convient.

1Nous la devons à Gilles Dowek.
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Définition 5.3.11 Une forme normale de tête pour un TRS R algébrique à gauche est
un terme t tel qu’il n’existe pas de règle l 7→R r ni de substitution σ telles que t = lσ.

On applique la définition 12.9.10 de [Ter03] au système 7→YS , en utilisant comme en-
semble de termes indéfinis l’ensemble des termes n’ayant pas de forme normale de tête
pour 7→YS . Cet ensemble est vide car tous les termes ont une forme 7→YS-normale de
tête. De ce fait, il suit de la définition 12.9.10 de [Ter03] que l’arbre de Böhm de YS
est sa forme normale par réduction transfinie fortement continue, qui est unique par le
corollaire 12.8.15 de [Ter03]. À l’aide du théorème 12.2.1 de [Ter03], on peut représenter
cette forme normale par l’arbre infini suivant :

S

S

...

Notre intuition est que YS représente l’entier infini ∞, non pas seulement en étendant
la signature Σminus par une constante ∞ (ce qui aurait préservé la confluence par le
corollaire 5.3.3), mais, grâce à la règle 7→YS , en étendant « sémantiquement » l’algèbre
de termes Ter(Σminus,X ) avec des termes infinis.

C’est une manifestation du fait que bien que la confluence soit préservée par extension
de la signature (corollaire 5.3.7), elle n’est en général pas préservée par extension de
l’algèbre (par exemple par des éléments infinis).
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Chapitre 6

Réécriture combinée au lambda-calcul

Nous présentons ici quelques résultats d’études systématiques sur la combinaison du
λ-calcul et de la réécriture. Nous nous concentrons sur des propriétés liées à la confluence.

Après avoir vu comment l’exemple 5.3.10 s’instancie avec les points fixes définissables
dans le λ-calcul, nous passons en revue les travaux de [Mül92, BTM87, BT88, BTG89,
Oka89, Dou92] sur la confluence de la combinaison du λ-calcul et de la réécriture.

Ensuite, nous nous penchons brièvement sur l’extensionnalité. Nous commençons par
un exemple dans lequel l’extensionnalité fait perdre la confluence d’un système de ré-
écriture, puis nous rappelons quelques travaux [DCK94, DCK96, Xi96]. De plus, nous
donnons une nouvelle preuve du fait que sur les termes algébriques, la conversion exten-
sionnelle est une extension conservative de la conversion de la réécriture algébriquement
typée dans le système F, résultat dû à [BTG89, BTG94] pour le système F à la Church.
Notre preuve a l’avantage de ne pas utiliser de termes en forme normale βη-longue et de
fonctionner avec le système F à la Curry.

En particulier cela montre, que bien que possiblement non confluente, la combinaison
de la réécriture confluente et algébriquement typé au système F extensionnel engendre
une conversion consistante.

6.1 Confluence de la réécriture et du lambda-calcul

Comme montré par J.W. Klop dans sa thèse [Klo80], l’ajout d’un système de réécriture
confluent mais non-linéaire à gauche au λ-calcul non typé peut résulter en un système
non confluent. Un exemple très simple est présenté dans [BTM87]. Il peut être vu comme
une variation sur l’exemple 5.3.10, dans laquelle le système 7→YS est implanté par le
combinateur de point fixe YS du λ-calcul, présenté en 3.2.10.

Exemple 6.1.1 (Suite de l’exemple 5.3.10 — [BTM87]) La relation→βminus n’est
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pas confluente sur Λ(Σ) :

minus YS YS

wwnnnnnnnnnnnnnnn

$$I
IIIIIIIIIIII

minus S(YS) YS

��

0

S(0)

Nous renvoyons à la section 5.3.4 pour une tentative d’interprétation de cet exemple
à l’aide des arbres de Böhm de [KOV99]. Nous considérons deux moyens de s’en sortir :

— restreindre les règles de réécriture,
— restreindre la β-réduction.

6.1.1 Combinaisons non typées

Si on se restreint aux règles de réécriture dont les membres gauches sont linéaires, on
prive la réécriture de moyen de tester l’égalité des éléments arbitraires de l’algèbre. C’est
suffisant pour obtenir la préservation de la confluence.

La linéarité à gauche permet d’obtenir la propriété suivante, simple mais fondamentale.
Rappelons que σBβ σ ′ si et seulement si Dom(σ) = Dom(σ ′) et σ(x)Bβ σ ′(x) pour tout
x ∈ Dom(σ) (c’est une instance de la définition 1.3.12). Rappelons aussi que Bβ est une
relation réflexive.

Proposition 6.1.2 Soit t un terme algébrique et linéaire et σ une substitution telle que
tσBβ u. Alors u = tσ ′ avec σBβ σ ′ et σ(x) = σ ′(x) pour tout x /∈ FV(t).

Preuve. Par induction sur t.
t = x ∈ X . Dans ce cas, tσ = σ(x). Donc si σ ′ est telle que σ ′(x) = u et σ ′(y) = σ(y)

pour tout y 6= x, alors on a bien u = tσ ′ avec σ Bβ σ ′ et σ(y) = σ ′(y) pour tout
y /∈ FV(t).

t = t1t2. Comme t est algébrique, t1σ t2σ n’est pas un β-rédex, donc u = u1u2 avec
t1σBβ u1 et t2σBβ u2.
Par hypothèse d’induction, on a donc deux substitutions σ ′1 et σ ′2 telles que pour
tout i ∈ {1, 2} on ait σBβ σ ′i, ui = tiσ

′
i, et σ ′i(x) = σ(x) pour tout x /∈ FV(ti).

Comme t est linéaire, l’intersection de FV(t1) et de FV(t2) est vide, donc avec
σ ′ =def σ ′1 ] σ ′2, on a u = u1u2 = t1σ

′ t2σ
′ = tσ ′, σ Bβ σ ′ et σ(y) = σ ′(y) pour

tout y /∈ FV(t).
t = f(t1, . . . , tn). Similaire.

Lemme 6.1.3 ([Mül92]) Soit R un système de réécriture linéaire à gauche et algébrique
à gauche. Pour tout t, u, v ∈ Λ(Σ), si u Cβ t →R v alors il existe un terme w tel que
u→∗

R wCβ v.
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Preuve. On raisonne par induction sur t. Si t les deux réductions t Bβ u et t →R v

sont dans des sous-termes stricts de t, alors on conclut par hypothèse d’induction. Sinon,
par le lemme 3.2.6 il y a deux possibilités :

(i) t est unR-rédex lσ, avec v = rσ et l 7→R r. Alors, comme l est linéaire et algébrique,
par la proposition 6.1.2, il existe σ ′ telle que u = lσ ′ et σBβ σ ′, et il s’en suit que
rσBβ rσ ′ par le lemme 2.3.6. On a u→R rσ ′ Cβ rσ, donc w =def rσ ′ convient.

(ii) t est un β-rédex (λx.t1)t2, avec v = (λx.v1)v2 et u = u1[u2/x], où (t1, t2) →R
(v1, v2) et ti Bβ ui pour tout i ∈ {1, 2}.
Par hypothèse d’induction, il existe w1 et w2 tels que ui →∗

R wi Cβ vi pour tout
i ∈ {1, 2}. On en conclut que u1[u2/x] →∗

R w1[w2/x] par le lemme 2.3.1, et que
(λx.v1)v2Bβw1[w2/x] en utilisant la règle (Bβ) ; donc w=defw1[w2/x] convient.

On en déduit facilement que la confluence est préservée.

Théorème 6.1.4 (Confluence de →βR — [Mül92]) Soit un TRS R algébrique à
gauche et linéaire à gauche sur une signature Σ. Si →R est confluent sur Λ(Σ), alors→βR est confluent sur Λ(Σ).

Preuve. Du lemme 6.1.3 suit la commutation de →R et Bβ par le lemme 2.1.15. On
obtient ainsi la commutation de →R et →β grâce au lemme 5.1.12, et on en déduit la
confluence de →Rβ par lemme de Hindley-Rosen (théorème 2.1.14).

Remarque 6.1.5 En combinant le théorème 6.1.4 avec le théorème 5.1.4, on obtient
que si R est un TRS sur Λ(Σ) algébrique à gauche et orthogonal, alors→βR est confluent
sur Λ(Σ).

Nous avons vu à l’exemple 5.1.5 que le système 7→rec (présenté à l’exemple 3.1.17.(ii))
est orthogonal et algébrique à gauche. Il s’en suit que →βrec est confluente sur Λ(Σ).

Remarque 6.1.6

— En réalité, dans [Mül92], Müller ne prouve pas exactement la propriété exprimée
dans le lemme 6.1.3. Il n’utilise pas la relation Bβ de Tait et Martin-Löf, mais la
clôture parallèle de→β, que nous avons notée→‖β à l’exemple 5.1.7. Contrairement
à Bβ, cette relation ne satisfait pas la propriété du diamant.
Nous présentons le lemme 6.1.3 avec Bβ car nous utilisons la propriété du diamant
de Bβ en 7.2.1 pour l’extension du théorème 6.1.4 à la réécriture β-conditionnelle
(théorème 7.2.9).

— Le théorème 6.1.4 est subsumé par les résultats de [OR94]. Ces résultats concernent
une forme très générale de réécriture, et leur adaptation au raisonnement « strati-
fié » de la réécriture conditionnelle n’est pas claire.

6.1.2 Combinaisons typées

L’autre façon de faire est de limiter le λ-calcul. Un des moyens les plus naturels est de
se restreindre à une discipline de typage.
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Pour les systèmes présentés jusqu’à maintenant, la combinaison se passe plutôt bien.
En fait, l’interaction entre les deux systèmes est plutôt faible, comme le suggère le résultat
suivant.

Rappelons que d’après la remarque 3.6.6, Ter(Στ,X ) est isomorphe en tant que Σ-
algèbre libre sur X aux termes algébriquement typés de λty(B0, Σ0, τ), et que d’après la
définition 3.6.10, Ter(Στ,X ) ` t ≡ u signifie que t ≡ u sur les termes algébriquement
typés de λty(B0, Σ0, τ).

Théorème 6.1.7 (Extenstion conservative — [BTM87]) Soit R un TRS algébrique
algébriquement typé dans λ2(B0, Σ0). Pour tout t, u algébriquement typés on a

λ2(B0, Σ0) ` t =βR u si et seulement si Ter(Στ,X ) ` t =R u .

Avec des systèmes algébriquement typés, la réécriture peut être projetée sur les formes
β-normales bien typées. On peut alors se passer de la condition de linéarité gauche. Les
premiers résultats dans cette direction ont été obtenus pour le λ-calcul simplement typé
par [BT88]. Ils ont été étendus au système F explicite dans [BTG89].

Lemme 6.1.8 ([BT88, BTG89]) Soit ty ∈ {⇒, 2, 2Λ}, R un TRS algébriquement typé
dans λty(B0, Σ0) et t un terme bien typé de λty(B0, Σ0). Si t →R u alors βnf(t) →∗

R
βnf(u).

On en déduit facilement que t→∗
βR u implique βnf(t)→∗

R βnf(u).

Théorème 6.1.9 ([BT88, BTG89]) Soit ty ∈ {⇒, 2, 2Λ} et R un TRS algébriquement
typé dans λty(B0, Σ0). Si →R est confluent sur Λ(Σ), alors →Rβ est confluent sur les
terme typés de λty(B0, Σ0).

Remarque 6.1.10 (Curryfication) Notons que les résultats 6.1.7, 6.1.8 et 6.1.9 s’ap-
pliquent à des systèmes curryfiés, voir l’exemple 3.1.13 et le chapitre 8.

Comme les termes curryfiés algébriquement typés sur (Σ0, τ) sont des Στ-algèbres libres
(voir remarque 3.6.6), les travaux [BT88, BTG89] contiennent implicitement la préser-
vation de la confluence par curryfication typée.

Quelques mots sur la normalisation forte. Les résultats présentés jusqu’ici ne per-
mettent pas de prendre en compte les systèmes qui sont à la fois non-linéaires à gauche
et non-algébriques à droite. Mais lorsqu’on sait prouver la normalisation forte de →βR,
on peut utiliser le lemme de Newman (lemme 2.1.9), et obtenir la confluence de →βR à
partir de sa confluence locale.

Le « schéma général » de Jouannaud et Okada [JO91] est une condition suffisante pour
la normalisation forte (typée) de→βR pour les systèmes d’ordre supérieur. Étendu au λ-
cube dans [BFG97] (via un passage par les types intersection [BF96]), puis dans [Bla05b],
il donne, pour les systèmes applicatifs à gauche vérifiant les conditions du théorème 8.5
de [BFG97], une condition suffisante pour la confluence de →βR dans le λ-cube.

D’autre part, notons que pour les systèmes algébriquement typés, le théorème 6.1.9
s’étend à la normalisation forte. Nous revenons sur ce résultat à la section 9.4.
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6.1.3 Importance de l’arité

Daniel Dougherty a remarqué dans [Dou92], pour les systèmes de réécriture algébri-
quement typés dans le système F (voir définition 3.6.7), que le rôle du typage dans le
théorème 6.1.9 est essentiellement d’assurer la normalisation de →β et la projection des
dérivations de réécriture sur les termes β-normaux. Ces deux propriétés peuvent être
obtenues par des conditions plus faibles que le typage. Pour ce faire, Dougherty introduit
une restriction d’arité aux applications des symboles de fonction.

Rappelons que d’après la définition 3.1.7, les termes algébriques sur Σ sont donnés par
la grammaire suivante :

t ::= x | f(t1, . . . , tn)tn+1 . . . tn+m

où x ∈ X , f ∈ Σn et m ≥ 0.

Définition 6.1.11 (TRS avec arité applicative) Un terme algébrique t ∈ Λ(Σ)

respecte a : Σ→ N si, récursivement,
— t = x ∈ X , ou
— t = f(t1, . . . , tn)tn+1 . . . tn+m avec m ≤ a(f) et ti respecte a pour tout i ∈

{1, . . . , n + m}.
Un TRS R algébrique à gauche sur Λ(Σ) respecte a : Σ→ N si pour toute règle l 7→R r,

l et r respectent a et l = f(t1, . . . , tn)tn+1 . . . tn+m avec a(f) = m.

Proposition 6.1.12 Soit t un terme algébrique et σ une substitution. Si t respecte a

et σ(x) respecte a pour tout x ∈ Dom(σ), alors tσ respecte a.

On dit aussi que les TRS respectant une arité a : Σ → N sont « compatibles » avec
a. Les TRS avec arité empêchent les règles effondrantes (définies en 3.1.16) de créer des
β-rédexes lorsqu’elles sont appliquées à des termes algébriques respectant cette arité.

Dougherty utilise des ensembles de termes fortement β-normalisants qui respectent
une arité a compatible avec un système de réécriture R. Ces ensembles de termes sont
dits « (R, a)-stables ».

Définition 6.1.13 ((R, a)-stabilité) Étant donné un TRS R, un ensemble de termes
R ⊆ SNβ est (R, a)-stable si

— pour tout t ∈ R, si t→βR u alors u ∈ R,
— pour tout t ∈ R, si u est un sous-terme de t alors u ∈ R,
— pour tout terme f(t1, . . . , tn)tn+1 . . . tn+m ∈ R, on a m ≤ a(f).

Un terme est (R, a)-stable s’il appartient à un ensemble (R, a)-stable.

Lorsque le contexte le permet, nous parlons de « R-stabilité », ou même « stabilité »
au lieu de « (R, a)-stabilité ».

Exemple 6.1.14 La règle id x 7→ x définissant la fonction id implique que a(id) = 1.
De ce fait, le terme id Id y n’est pas stable. C’est un terme β-normal qui se réduit vers
le β-rédex Id y. Il est alors facile de construire un terme non stable qui met en défaut la
préservation de la confluence. Ainsi, le terme minus (id ωS ωS) (id ωS ωS) est β-normal
mais se 7→id-réduit vers minus YS YS. Comme vu à l’exemple 6.1.1, la relation →βminus
n’est pas confluente à partir de ce terme.
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Remarque 6.1.15 Le terme (id id) id n’est pas stable. Ainsi, comme le remarque Dou-
gherty dans [Dou92], la condition de stabilité prend bien en compte la réécriture algé-
brique, mais une adaptation est nécessaire pour prendre en compte la réécriture poly-
morphe.

Dans [Dou92], Dougherty prouve la préservation de la confluence sur les termes cur-
ryfiés, c’est-à-dire dans lesquels tous les symboles ont une arité algébrique nulle : Σi = ∅
pour tout i > 0, donc Σ = Σ0.

En fait, le plus important avec les termes stables est d’obtenir un analogue au lem-
me 6.1.8, c’est-à-dire d’obtenir la projection des dérivations de réécriture sur les formes
β-normales. C’est le lemme 6.1.16, qui est implicite dans la preuve du théorème 4.7.
de [Dou92]. On le montre par induction sur →β (c’est une relation bien fondée dans les
ensembles stables). Nous étendons ce résultat au cas de la réécriture conditionnelle et
aux termes faiblement β-normalisants en 7.1.2 et 7.2.2.

Lemme 6.1.16 Soit R est un TRS algébrique sur Λ(Σ) qui respecte a : Σ → N. Si t

est (R, a)-stable et t→R u alors βnf(t)→∗
R βnf(u).

On en déduit aisément la préservation de la confluence sur les termes stables.

Théorème 6.1.17 ([Dou92]) Si R est un TRS algébrique confluent sur Λ(Σ) qui res-
pecte a, alors →βR est confluent sur tout ensemble (R, a)-stable.

Dougherty montre aussi que la confluence est préservée par curryfication vers les en-
sembles stables. De plus, le théorème 6.1.17 est étendu au cas de la normalisation forte.

6.2 Consistance de la réécriture algébrique extensionnelle

Étant donné un système de réécriture R algébrique à gauche et confluent sur Λ(Σ0),
il est bien connu que la relation →ηR peut ne pas être confluente.

Exemple 6.2.1 Avec la fonction id définie en 3.1.5 on a la paire critique injoignable
suivante :

λx.id x

η

||xx
xx

xx
xx

xx
x

id

$$H
HHHHHHHHHH

id λx.x

La relation →ηR n’est donc pas confluente.

Cependant, on peut remarquer que les termes λx.x et id de l’exemple 6.2.1 sont ex-
tensionnellement égaux par βR-conversion : pour tout t, on a (λx.x)t =βR id t (donc
λx.x =Rext id au sens de 3.5.3). Si→βR est confluente, cela veut dire que la paire critique
de l’exemple 6.2.1, bien qu’injoignable, ne fait peut-être pas pour autant s’effondrer la
relation =βηR.

On peut alors se demander ce que l’on rajoute vraiment lorsqu’on considère =βηR, et
en particulier si la consistance de =βR implique la consistance de =βηR. Ce résultat est
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montré dans [BT88] (resp. [BTG89, BTG94]) pour les termes typés de λ⇒(B, Σ0) (resp.
de λ2(B, Σ0)), en passant par des termes en forme normale βη-longue. Nous donnons une
preuve simple de ce résultat à la section 6.2.2.

6.2.1 Confluence de la réécriture avec l’éta-expansion typée

On peut aborder la question de manière algorithmique, et essayer d’engendrer la
congruence =βηR en ajoutant à →βR une règle de réécriture, tout en conservant une
relation de réécriture confluente. C’est l’approche de [DCK94, Xi96], où est définie une
règle d’η-expansion, dont l’ajout à →βR préserve la confluence et la normalisation forte,
sur les termes typés, lorsque les règles de réécriture sont typables algébriquement et
linéaires à gauche.

La règle utilisée pour l’η-expansion est conditionnée par le type des termes, qui doit
donc être unique. On se place donc dans des systèmes à la Church pour lesquels on utilise
le lemme 3.3.20. La règle d’η-expansion conditionnelle est la suivante :

t 7→η+ λx.tx si t : U⇒ T et x ∈ XU \ FV(t) et t 6= λy.u .

Remarque 6.2.2 La règle η+ n’est pas confluente sur les termes non quotientés par
α-conversion : si x, y ∈ XU \ FV(t), alors

λy.ty ←η+ t →η+ λx.tx .

Mais comme pour tout y, x ∈ XU \ FV(t) on a λy.ty =α λx.tx, elle est confluente sur
ΛCh

ty (B, Σ0).

Le résultat suivant a été montré dans [DCK94, DCK96] pour λCh
× (B, Σ0) puis étendu

à λCh
2 (B, Σ0) dans [Xi96].

Théorème 6.2.3 ([DCK94, Xi96]) Soit ty ∈ {×, 2} et R est un TRS algébriquement
typé dans λCh

ty (B, Σ0) et linéaire à gauche. Si →R est confluente sur ΛCh
ty (B, Σ0), alors→βη+R est confluente sur ΛCh

ty (B, Σ0).

Comme =η+ et =η coïncident (pour λCh
× (B, Σ0), c’est le théorème 2.9 dans [DCK96]),

on déduit facilement la consistance de =βηR à partir de la confluence de R.

Corollaire 6.2.4 Soit ty ∈ {×, 2} et R est un TRS algébriquement typé dans λCh
ty (B, Σ0)

et linéaire à gauche. Si →R est confluente sur ΛCh
ty (B, Σ0), alors =βηR est consistante

sur ΛCh
ty (B, Σ0).

Notons que le corollaire 6.2.4 ne s’applique (directement) qu’aux systèmes à la Church.

6.2.2 Consistance de la réécriture avec éta-conversion

Dans cette section, nous donnons une nouvelle preuve du fait que la relation =βηR
est consistante sur les termes typé dans le système F, dès lors que R est un système de
réécriture algébriquement typé tel que =R est consistante.
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En comparaison de [BTG89, BTG94] notre approche a l’avantage de ne pas nécessiter
de connaître le type des variables sous les abstractions : on peut se placer dans le cadre
du λ-calcul typé à la Curry. Il nous semble de plus qu’elle est plus simple, dans la mesure
où nous n’avons pas besoin de la notion de forme normale βη-longue.

Nous ne définissons pas de relation confluente simulant l’η-réduction. La propriété
principale est le lemme 6.2.5, qui repose sur un raisonnement équationnel suggéré par
l’exemple 6.2.1. Une conséquence importante de ce lemme est une preuve syntaxique de
l’extension du théorème 6.1.7 à la βη-conversion.

Nous ne prouvons le lemme 6.2.5 que pour λ2(B, Σ0). La preuve semble s’étendre sans
difficulté au cas de λty(B, Σ0) pour ty ∈ {×,×2,×2Λ, 2Λ}.

Lemme 6.2.5 Soit (Σ0, τ) une signature algébrique sur T2(B) et R un TRS algébri-
quement typé dans λ2(B, Σ0, τ). Soient t, u ∈ Λ2(Σ0) deux termes β-normaux tels qu’il
existe Γ à valeurs dans B et B ∈ B tels que Γ ` t : B et Γ ` u : B. Si λ2(B, Σ0) ` t =βηR u

est vrai dans [Γ ` B] alors βnf(t) =R βnf(u).

Preuve. On raisonne par induction sur la longueur de t ↔∗
βηR u. Le cas de base t =

u est trivial. Sinon, il existe v ∈ [Γ ` B] tel que t ↔βηR v ↔∗
βηR u. Par hypothèse

d’induction on a βnf(v)↔∗
R βnf(u).

— Si t↔β v alors βnf(t) = βnf(v), donc βnf(t)↔∗
R βnf(u).

— Si t ↔η v, alors on a βnf(t) ↓βη βnf(u) par le théorème 3.5.4, d’où βnf(t) ↓η
βnf(u) par le lemme 3.5.5.
D’autre part, βnf(t), βnf(u) ∈ [Γ ` B] par le lemme 3.6.9. Or, la proposition 3.6.4
dit qu’un terme β-normal dans [Γ ` B] est algébrique, ce qui veut dire que βnf(t)

et βnf(u) sont η-normaux, donc βnf(t) = βnf(u).
On en déduit que βnf(t) = βnf(v)↔∗

R βnf(u).
— Si t↔R v, alors par le lemme 6.1.8, on a βnf(t)↔∗

R βnf(v)↔∗
R βnf(u).

Théorème 6.2.6 (Extension conservative) Soit (Σ0, τ) une signature algébrique sur
T2(B) et R un TRS algébriquement typé dans λ2(B, Σ0, τ). Pour tout t, u algébriquement
typés on a

λ2(B, Σ0) ` t =βηR u si et seulement si Ter(Σ0,X ) ` t =R u .

Rappelons que par la définition 3.6.10, Ter(Σ0,X ) ` t ≡ u implique que t ≡ u soit
vrai dans [Γ ` B] pour un B ∈ B et un contexte Γ à valeurs dans B.

Remarque 6.2.7 En particulier, la consistance de =R sur Ter(Σ0,X ) implique la
consistance de =βηR sur les termes bien typés de λ2(B, Σ0).

118



Chapitre 7

Réécriture conditionnelle combinée au
lambda-calcul

Dans ce chapitre, nous étendons à la réécriture conditionnelle des résultats de préser-
vation de la confluence présentés à la section 6.1.

Étant donné un système conditionnel R, nous considérons deux façons de combiner la
réécriture à la β-réduction :

— La plus simple est la relation →βRjo . C’est l’union la réécriture conditionnelle
par joignabilité et de la β-réduction ; on n’utilise pas →β dans l’évaluation des
conditions.

— La plus intéressante est probablement →βR(β)jo . C’est l’union de la réécriture
conditionnelle par β-joignabilité et de la β-réduction ; les conditions des règles
peuvent être évaluées en utilisant →β.

Notre but est d’obtenir des conditions suffisantes permettant d’assurer la confluence
de →βR(β)jo à partir de la confluence de →Rjo . Cependant, mis à part pour les sys-
tèmes orthonormaux présentés et étudiés en 7.2.3, nous ne savons pas comment déduire
la confluence de →βR(β)jo de celle de →Rjo sans utiliser la confluence de →βRjo . Nos
résultats sont donc répartis en deux catégories :

— ceux concernant la confluence de →βRjo , présentés en 7.1 ;
— ceux concernant la confluence de →βR(β)jo , présentés en 7.2.
Les résultats présentés dans ce chapitre ont été publiés dans [BKR06].

7.1 Confluence de la béta-réduction avec la réécriture
conditionnelle

Le contre exemple 6.1.1 de Breazu-Tannen et Meyer [BTM87] peut être très facilement
adapté aux systèmes conditionnels linéaires à gauche.

Exemple 7.1.1 Considérons le système conditionnel

x = y ⊃ minus x y 7→ 0 x = S(y) ⊃ minus x y 7→ S(0) .

Ce système est linéaire à gauche, mais les conditions de ses règles testent l’égalité de
termes ouverts. La relation de réécriture conditionnelle par joignabilité qui en est issue
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forme, avec →β, le pic injoignable suivant :

minus YS YS

vvmmmmmmmmmmmmm

''OOOOOOOOOOOOOO (YS ↓ YS)

(S(YS) ↓ S(YS)) minus S(YS) YS

��

0

S(0)

Comme à la section 6.1, on considère deux moyens de s’en sortir : restreindre les règles
de réécriture ou restreindre la β-réduction.

7.1.1 Systèmes linéaires à gauche et semi-clos

L’important avec la condition de linéarité gauche est qu’elle interdit à la réécriture
de comparer des termes arbitraires, ce qui empêche en particulier les comparaisons de
termes « infinis », comme YS. Nous introduisons une condition, appelée « semi-clôture »
qui interdit aux systèmes conditionnels de tester l’égalité de termes arbitraires dans leurs
conditions.

Définition 7.1.2 (Systèmes conditionnels semi-clos) Un système conditionnel R
est semi-clos si pour toute règle

d1 = c1 ∧ . . . ∧ dn = cn ⊃ l 7→R r ,

le terme ci est applicatif et clos pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

Dans une règle semi-close ~d = ~c ⊃ l 7→ r, il serait sûrement intéressant, en pratique,
de normaliser ~c a priori, et ainsi d’obtenir un système normal, au sens de 4.1.8.

Étant donné un système semi-clos et linéaire à gauche, on montre que la confluence
de →βR suit de la confluence de →R. Le lemme principal est l’extension à la réécri-
ture conditionnelle de la commutation de Cβ et de →R, c’est à dire du lemme 6.1.3.
Comme d’habitude avec la réécriture conditionnelle, on raisonne par induction sur la
stratification.

Lemme 7.1.3 Si R est un système conditionnel semi-clos, linéaire à gauche et applicatif
à droite, alors →Rjo

i
commute avec Bβ pour tout i ∈ N. En image :

·
Rjo

i

∗
//

Bβ ∗
��

·

Bβ∗
��

·
Rjo

i

∗ // ·

Remarquons que →R est issue du système algébrique à gauche et applicatif à droite
{(l, r) | ~d = ~c ⊃ l 7→ r ∈ R} au sens de la définition 3.1.9.
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Preuve. On raisonne par induction sur i ∈ N. Le cas de base i = 0 est trivial. Soit i ≥ 0

et supposons que →Rjo
i

commute avec →β. On montre que →Rjo
i+1

commute avec →β.
On commence par montrer que pour tout t, u, v ∈ Λ(Σ), si u Cβ t →Rjo

i+1
v alors il

existe un terme w tel que u→∗
Rjo

i+1

wCβ v. En image :

t
Rjo

i+1 //

Bβ

��

v

Bβ

��
u

Rjo
i+1

∗ // v

(7.1)

On raisonne exactement comme au lemme 6.1.3. La seule différence est lorsque t est le→Rjo
i+1

-rédex contracté dans le pas t →Rjo
i+1

v (cela correspond au cas (i) de la preuve
du lemme 6.1.3).

Dans ce cas, il existe une règle ~d = ~c ⊃ l 7→ r ∈ R et une substitution σ telle que
t = lσ, v = rσ, ainsi que des termes ~v tels que ~dσ →∗

Rjo
i

~v ←∗
Rjo

i

~cσ. Comme R est

semi-clos, les termes ~c sont clos et applicatifs, donc ~cσ = ~c et selon la proposition 3.1.10,
les termes ~v sont applicatifs car R est applicatif à droite.

De même qu’en 6.1.3.(i), comme l est linéaire et algébrique, on déduit de la proposi-
tion 6.1.2 qu’il existe une substitution σ ′ telle que σBβ σ ′ et u = lσ ′. Il s’en suit par le
lemme 2.3.6 que rσBβ rσ ′ et ~dσBβ

~dσ ′, soit ~dσ→∗
β

~dσ ′ par le lemme 5.1.12.
Pour conclure que le terme w =def rσ ′ convient, il reste à montrer que lσ ′ →Rjo

i+1
rσ ′,

c’est-à-dire que ~dσ ′ ↓Rjo
i

~c. Or, on a ~dσ ′ ←∗
β

~dσ→∗
Rjo

i

~v, donc par hypothèse il existe ~w

tels que ~dσ ′ →∗
Rjo

i

~w ←∗
β ~v. Il s’en suit que ~dσ ′ →∗

Rjo
i

~v, les termes ~v étant applicatifs

donc en forme β-normale. On a donc ~dσ ′ ↓Rjo
i

~c, et on en déduit que lσ ′ →Rjo
i+1

rσ ′.
On en déduit que→Rjo

i+1
commute avec→β en appliquant le lemme 2.1.15 à (7.1).

On peut alors appliquer le lemme de Hindley-Rosen à →Rjo et →β, et ainsi obtenir la
confluence de →βRjo .

Théorème 7.1.4 (Confluence de →βRjo) Soit R un système conditionnel semi-clos,
linéaire à gauche et applicatif à droite. Si →Rjo est confluent sur Λ(Σ), alors →βRjo est
confluent sur Λ(Σ).

Preuve. Le lemme 7.1.3 implique la commutation de→Rjo avec→β et comme→Rjo et→β sont confluentes, on en déduit la confluence de →Rβ par lemme de Hindley-Rosen
(théorème 2.1.14).

Comparaison avec le théorème 6.1.4 — [Mül92]. Le résultat original de Müller n’est
énoncé que pour les systèmes algébriques, mais la preuve s’étend sans problèmes aux
systèmes avec membres droits non-algébriques. C’est d’ailleurs sous cette forme que nous
présentons le théorème 6.1.4.
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Cependant, pour la réécriture conditionnelle, nous nous limitons aux systèmes appli-
catifs à droite, ce qui permet par la proposition 3.1.10 d’avoir la préservation des terme
applicatifs par réécriture. C’est nécessaire avec la réécriture conditionnelle, car sinon le
lemme 7.1.3 peut être mis en défaut.

Exemple 7.1.5 Considérons le système :

h 7→ λx.x x = h a ⊃ g x 7→ a .

On a les réductions
g a ←β g ((λx.x)a) →Rjo a ,

mais g a est une forme →Rjo-normale car (λx.x)a est une forme →Rjo-normale.

Pour pouvoir utiliser des membres droits arbitraires, il faut donc restreindre les condi-
tions. Ainsi, on se place dans le cas de la réécriture normale.

Théorème 7.1.6 (Extension de [Mül92]) Soit R un système conditionnel semi-clos
et linéaire à gauche tel que →Rjo soit une relation de réécriture conditionnelle normale.
Si →Rjo est confluent sur Λ(Σ), alors →βRjo est confluent sur Λ(Σ).

Preuve. Comme pour le théorème 7.1.4. L’équivalent du lemme 7.1.3 se prouve sans
difficulté. La seule différence est la suivante. Supposons que →Rjo

i
commute avec →β et

que, pour une règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r et une substitution σ on ait lσ ′ Cβ lσ →Rjo
i+1

rσ.

Comme →Rjo est normale, on a ~dσ→∗
Rjo

i

~c, et par hypothèse d’induction il existe ~c ′ tels

que ~dσ ′ →∗
Rjo

i

~c ′ ←∗
β ~c. Or, comme R est semi-clos, les termes de ~c sont algébriques donc

β-normaux. On a donc ~dσ ′ →∗
Rjo

i

~c, d’où lσ ′ →Rjo
i+1

rσ ′.

7.1.2 Confluence sur les termes faiblement normalisants

Nous nous intéressons maintenant aux systèmes qui ne satisfont pas les conditions de
linéarité gauche et de semi-clôture.

Le résultat principal de cette section, le théorème 7.1.16, s’inscrit dans la lignée des
travaux de Dougherty [Dou92], et plus précisément du théorème 6.1.17. On veut obtenir
une propriété similaire à celle énoncée au lemme 6.1.16, c’est-à-dire :

t
β∪Rjo

∗
//

β ∗
��

u

β∗
��

βnf(t)
Rjo

∗ // βnf(u)

(7.2)

Outre l’adaptation à la réécriture conditionnelle, notre apport principal est un affaiblisse-
ment notable des hypothèses du théorème : au lieu de manipuler uniquement des termes

122



7.1 Confluence de la béta-réduction avec la réécriture conditionnelle

fortement β-normalisants qui respectent une arité compatible avec le système de réécri-
ture, nous travaillons avec des termes faiblement β-normalisants, dont seules les formes
β-normales sont supposées respecter l’arité du système de réécriture.

Comme remarqué à l’exemple 7.1.1, les combinateurs de point fixe du λ-calcul mettent
en défaut la commutation de →β avec →Rjo lorsque que les règles utilisent des tests
d’égalité entre des termes ouverts. Lorsque l’on se restreint aux termes faiblement β-
normalisants, on peut projeter la réécriture sur les formes β-normales, et ainsi éliminer
les points fixes dès lors qu’ils ne sont pas utiles à la réduction.

Pour cela, on utilise les propriétés suivantes.
— Tout d’abord, les formes β-normales doivent être stables par réécriture. On sup-

pose donc que les membres droits sont algébriques et on ne considère que des
termes et des règles qui respectent une fonction d’arité applicative a : Σ→ N (voir
définition 6.1.11).
On suppose de plus que les conditions sont algébriques. Ainsi, étant données une
règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r et deux substitutions σ, σ ′ telles que σ ′ = βnf(σ), on a
βnf(lσ) = lσ ′, βnf(rσ) = rσ ′, βnf(~dσ) = ~dσ ′ et βnf(~cσ) = ~cσ ′.

— Ensuite, on a besoin de β-réductions normalisantes qui commutent avec la réécri-
ture. Pour cela on utilise la β-réduction normale, qui donne la forme β-normale
d’un terme lorsqu’elle existe (théorème 3.2.9).

Commençons par étendre la notion de TRS avec arité applicative à la réécriture condi-
tionnelle.

Définition 7.1.7 (Système conditionnel avec arité applicative) Soit a : Σ → N.
On dit d’une règle conditionnelle ~d = ~c ⊃ l 7→ r,

— qu’elle respecte faiblement a si l et r respectent a et si

l = f(t1, . . . , tn)tn+1 . . . tn+m avec m = a(f) ,

— qu’elle respecte a si elle respecte faiblement a et si les termes de ~d,~c respectent a.
Un système conditionnel R respecte (faiblement) a si toutes ses règles respectent (faible-
ment) a.

Comme vu en 6.1.14, en présence de règles effondrantes, les termes ne respectant
pas d’arité applicative compatible avec les règles de réécriture peuvent faire perdre la
confluence.

Cependant, nous ne nous limitons pas aux termes stables. Si un terme a une forme β-
normale sans être fortement β-normalisant, alors la β-réduction normale n’évalue jamais
ses sous-termes non normalisants. De ce fait, ils peuvent ne pas être stables sans pour
autant empêcher la projection de la réécriture sur les formes β-normales.

Définition 7.1.8 Soit a : Σ→ N. On désigne par ANa l’ensemble des termes de WNβ

dont la forme β-normale respecte a.

Par le théorème 3.2.9, la réduction normale →n est bien fondée sur ANa. Dans notre
preuve nous utilisons cette propriété de manière indirecte. En effet, nous avons besoin
d’une induction sur→n, mais aussi de pouvoir accéder aux sous-termes. Ceci est formalisé
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dans la relation �h, définie en 7.1.9, qui conjugue β-réduction de tête et accessibilité des
sous-termes. La bonne fondaison de �h sur ANa, prouvée au lemme 7.1.11, repose sur
la bonne fondaison de →n sur ANa.

L’autre point clef de la preuve est le fait que les β-réductions de tête commutent bien
avec la réécriture algébrique à gauche (lemme 7.1.14), voir par exemple [BFG97].

Rappelons que par le lemme 3.2.6, tout λ-terme est, récursivement, sous une des trois
formes suivantes :

λx1 . . . xp.(λx.t)ut1 . . . tn (a)
λx1 . . . xp.x t1 . . . tn (b)
λx1 . . . xp.f(t1, . . . , tn) tn+1 . . . tn+m (c)

où n, m, p ≥ 0, x ∈ X et f ∈ Σn. Nous définissons une relation sur Λ(Σ) qui utilise cette
notation des λ-termes ainsi que la relation sous-terme sur les λ-termes définie en 1.2.20.
Comme noté en 1.2.21, cette relation ne préserve pas les classes d’α-équivalence.

Rappelons que si t ∈ L(Σ) alors [t] est la classe d’α-équivalence de t et que par
convention, on désigne [x] par x. Tout t ∈ Λ(Σ) peut donc être écrit sous la forme t = [t ′]
avec t ′ ∈ L(Σ). De plus, sur Λ(Σ), les abstractions sont représentées par les fonctions
λx._ : Λ(Σ)→ Λ(Σ) définies en 1.2.12 comme suit :

λx.[t1] = {λy.u1 | u1[y 7→ z] =α t1[x 7→ z] pour tout z ∈ X sauf un nombre fini} .

Définition 7.1.9 On dénote par �h la plus petite relation sur Λ(Σ) telle que

λx1 . . . xp.(λx.[t])[u][t1] . . . [tn] �h λx1 . . . xp.[t][[u]/x][t1] . . . [tn] (a)
λx1 . . . xp.x [t1] . . . [tn] �h [ti] (b)

λx1 . . . xp.f([t1], . . . , [tn]) [tn+1] . . . [tn+m] �h [tj] (c)

où n, m, p ≥ 0, x ∈ X , f ∈ Σn, i ∈ {1, . . . , n}, et j ∈ {1, . . . , n + m}.

Remarque 7.1.10 Soient t1, . . . , tn, u1, . . . , un ∈ L(Σ) et i ∈ {1, . . . , n}. On peut avoir

λx1 . . . xp.x t1 . . . tn =α λy1 . . . yp.y u1 . . . un avec ui 6=α ti .

Comme
λx1 . . . xp.x [t1] . . . [tn]

�h

wwoooooooooooooooo

�h

''OOOOOOOOOOOOOOOO

[ti] [ui]

il s’en suit que �h peut ne pas respecter les classes d’α-équivalence. Le problème est le
même que celui évoqué en 1.2.15. Par exemple, on a

x ≺h [λx.x] �h y .

L’important est que la relation �h soit bien fondée sur ANa.
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Lemme 7.1.11 Si t �h u et t ∈ WNβ alors u ∈ WNβ. De plus, �h est bien fondée
sur WNβ.

Preuve. Pour le premier point, on raisonne par cas sur t, en utilisant le lemme 3.2.6.
t = λ~x.(λx.[v])[w][t1] . . . [tn]. Dans ce cas, on a t →n u, d’où u ∈ WNβ par le théo-

rème 3.2.9.
t = λ~x.x [t1] . . . [tn]. Dans ce cas, il existe λ~x.y u1 ∈ un ∈ L(Σ) et i ∈ {1, . . . , n} tels que

u = [ui] avec
λ~y.y u1 . . . un =α λ~x.x t1 . . . tn .

Donc t = λ~y.y [u1] . . . [un] et [ui] ∈ WNβ car t ∈ WNβ.
t = f([t1], . . . , [tn]) [tn+1] . . . [tn+m]. Idem.

Montrons maintenant la bonne fondaison de �h sur WNβ. Étant donné t ∈ WNβ,
on écrit n(t) pour désigner le nombre de pas dans la réduction normale issue de t. On
montre, en utilisant le lemme 3.2.6, que t �h u implique (n(t), |t|) >lex (n(u), |u|) pour
tout t ∈ WNβ.
t = λ~x.(λv)w t1 . . . tn. Dans ce cas t→n u donc n(t) > n(u).
t = λ~x.x t1 . . . tn. Dans ce cas on a n(t) ≥ n(u) et |t| > |u|.
t = λ~x.f(t1, . . . , tn) tn+1 . . . tn+m. Idem.

Notre preuve préservation de la confluence repose sur une notion de réécriture parallèle
emboîtée pour la réécriture conditionnelle, inspirée de la relation utilisée dans [Dou92].
C’est une réduction à la Tait et Martin-Löf : de la même manière que Bβ, elle permet
de réduire en un pas des rédexes emboîtés les uns dans les autres. Notons que ce n’est
pas la réduction parallèle utilisée dans le lemme 5.1.3.

Nous définissons les parallélisations emboîtées de manière générale pour la réécriture
X-R-conditionnelle. Cela facilite grandement l’extension des résultats de cette section à la
réécriture β-conditionnelle, que nous traitons en 7.2.2. Les propriétés énoncées en 7.1.13 et
en 7.1.14 sont valables pour toutes les parallélisations emboîtées de relations de réécriture
X-R-conditionnelle sur Λ(Σ).

Définition 7.1.12 (Parallélisation emboitée) Soit R un système conditionnel sur
Λ(Σ), →R une relation de réécriture sur Λ(Σ) et X ∈ {se, jo, o}. Pour tout i ∈ {1, . . . , n},
on dénote par BR(R)X

i
la clôture parallèle de la plus petite relation sur Λ(Σ) vérifiant la

règle suivante :

(BR)
~d = ~c ⊃ l 7→R r lσ→R(R)X

i
rσ σBR(R)X

i
θ

lσBR(R)X
i

rθ

La relation BR(R)X
i

est la parallélisation emboîtée de la relation de réécriture R-condition-
nelle →R(R)X

i
.

Rappelons que, dans le cas de la réécriture par joignabilité, lσ→R(R)jo
i+1

rσ provient de
~dσ ↓R(R)jo

i
~cσ. De plus, σBR(R)X

i
θ dit que σ et θ on même domaine et que σ(x)BR(R)X

i
θ(x)

pour tout x ∈ Dom(σ). Les parallélisations emboîtées ont des propriétés intéressantes :
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Proposition 7.1.13 Pour tout i ≥ 0, on a
(i) →R(R)X

i
⊆ BR(R)X

i
⊆ →∗

R(R)X
i
,

(ii) [tBR(R)X
i

u ∧ vBR(R)X
i

w] =⇒ v[t/x]BR(R)X
i

w[u/x].

Preuve.

(i) Par induction sur la définition de BR(R)X
i
.

(ii) On raisonne par induction sur vBR(R)X
i

w.

(BVar). Dans ce cas, v = w = y ∈ X . Si y = x alors v[t/x] = tBR(R)X
i

u = w[u/x],
et sinon v[t/x] = yBR(R)X

i
y = w[u/x].

(BAbs), (BApp), (BSymb). Par hypothèse d’induction.
(BR). Dans ce cas, il existe une règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r et deux substitutions σ

et θ telles que v = lσ, w = rθ, lσ →R(R)X
i

rσ et σ BR(R)X
i

θ. Il s’en suit
que lσ[t/x]→R(R)X

i
rσ[t/x], et, par hypothèse d’induction, on a σ[t/x]BR(R)X

i

θ[u/x], d’où lσ[t/x]BR(R)X
i

rθ[u/x].

La propriété 7.1.13.(ii) est caractéristique des parallélisations emboîtées. Elle ne serait
pas satisfaite par les clôtures parallèles directes →‖R(R)X

i
au sens de 2.3.5. Notons que

comme BR(R)X
i

est réflexive,

t BR(R)X
i

u =⇒ v[t/x] BR(R)X
i

v[u/x] .

La β-réduction de tête commute en un pas avec la réécriture algébrique à gauche. Cela
a déjà été remarqué dans [BFG97] pour la réécriture non conditionnelle. Rappelons que
par la définition 4.1.1, les membres gauches des règles de réécriture conditionnelle sont
algébriques.

Lemme 7.1.14 Pour tout i ≥ 0 et tout t, u, v ∈ Λ(Σ), si u ←h t BR(R)X
i

v, alors il
existe w ∈ Λ(Σ) tel que uBR(R)X

i
w←h v. En image,

t

BR(R)X
i //

h

��

v

h

��
u

BR(R)X
i

// w

Preuve. Supposons que u ←h λ~x.(λy.t0)t1 . . . tn BR(R)X
i

v. Comme les règles ont des
membres droits algébriques qui ne sont pas des variables, on a v = λ~x.(λy.v0)v1 . . . vn

avec ti BR(R)X
i

vi pour tout i ∈ {1, . . . , n}. D’autre part, u = λ~x.t0[t1/y]t2 . . . tn, et par
la proposition 7.1.13.(ii) on a

λ~x.t0[t1/y]t2 . . . tn BR(R)X
i

λ~x.v0[v1/y]v2 . . . vn

en un pas. D’où uBR(R)X
i

λ~x.v0[v1/x]v2 . . . vn ←h v.
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Nous prouvons maintenant (7.2) sur les termes de ANa et pour la réécriture condi-
tionnelle algébrique et compatible avec une fonction d’arité applicative a.

Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on utilise la parallélisation emboîtée de →Rjo
i

notée BRjo
i
.

Lemme 7.1.15 Soit R un système conditionnel algébrique respectant a : Σ→ N. Pour
tout i ∈ N,(

t ∈ ANa ∧ t→∗
β∪Rjo

i

u
)

=⇒ (
u ∈ ANa ∧ βnf(t)→∗

Rjo
i

βnf(u)
)

(7.3)

Preuve. On raisonne par induction sur i ∈ N. Le cas de base i = 0 est trivial. Supposons
que la propriété est vraie pour i ≥ 0 et montrons-la pour i + 1.

On commence par montrer que pour tout t ∈ ANa, le diagramme suivant commute :

t

B
Rjo

i+1 //

β ∗
��

u

β∗
��

βnf(t)
B
Rjo

i+1

// βnf(u)

(7.4)

On raisonne par induction sur �h en utilisant le lemme 3.2.6.

t = λ~x.x t1 . . . tn. Dans ce cas, βnf(t) = λ~x.x βnf(t1) . . . βnf(tn) et u = λ~x.x u1 . . . un

avec tkBRjo
i+1

uk pour tout k ∈ {1, . . . , n}. Comme t �h tk, par hypothèse d’induc-
tion sur �h, on a uk ∈ ANa et βnf(tk) BRjo

i+1
βnf(uk). Il s’en suit que u a pour

forme β-normale λ~x.x βnf(u1) . . . βnf(un), d’où u ∈ ANa et βnf(t)BRjo
i+1

βnf(u).

t = f(t1, . . . , tn) tn+1 . . . tn+m. Si u = f(u1, . . . , un) un+1 . . . un+m et tk BRjo
i+1

uk pour
tout k ∈ {1, . . . , n + m}, alors on raisonne comme dans le cas précédent.
Sinon, il y a une règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r et deux substitutions σ et θ telles que

t = λ~x.lσ · tn+k . . . tn+m et u = λ~x.rθ · un+k . . . un+m

avec lσ→Rjo
i+1

rσ, σBRjo
i+1

θ et tp BRjo
i+1

up pour tout p ∈ {n + k, . . . , n + m}. On
peut supposer que Dom(σ) = FV(l).
Comme l est un terme algébrique qui n’est pas une variable, on a

βnf(t) = λ~x.lσ ′βnf(tn+k) . . . βnf(tn+m)

avec σ ′ = βnf(σ). Comme βnf(t) et R respectent a, on a k = m et βnf(t) =

λ~x.lσ ′. Il s’en suit que t = λ~x.lσ et que u = λ~x.rθ.
Il reste à montrer que u a une forme β-normale, que cette forme β-normale respecte
a et que βnf(t) = λ~x.lσ ′ BRjo

i+1
βnf(u). Comme l est algébrique, on a lσ �h σ(x)

pour tout x ∈ Dom(σ). Or, pour tout x ∈ Dom(σ), σ(x) a pour forme β-normale
σ ′(x) qui respecte a. On peut donc appliquer l’hypothèse d’induction sur �h à
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σBRjo
i+1

θ, et il s’en suit que pour tout x ∈ Dom(σ), θ(x) a une forme β-normale
qui respecte a. On pose θ ′ =def βnf(θ). Par la proposition 6.1.12, rθ ′ respecte a,
donc u a pour forme β-normale λ~x.rθ ′ et cette forme β-normale respecte a.
Pour conclure, il suffit donc de montrer que lσ ′ →Rjo

i+1
rσ ′. c’est à dire de montrer

que ~dσ ′ ↓Rjo
i

~cσ ′. Comme lσ→Rjo
i+1

rσ, il existe des termes ~v tels que

~dσ →∗
Rjo

i

~v ←∗
Rjo

i

~cσ .

Par hypothèse d’induction sur i, on a donc

βnf(~dσ) →∗
Rjo

i

βnf(~v) ←∗
Rjo

i

βnf(~cσ)

c’est-à-dire ~dσ ′ ↓Rjo
i

~cσ ′, car ~d et ~c sont faits de termes algébriques.

t = λ~x.(λx.v)wt1 . . . tn. Dans ce cas, on normalise t en tête et on obtient un terme t ′ ∈
ANa de la forme (b) ou (c). En utilisant la commutation en un pas de →h et de
BRjo

i+1
(lemme 7.1.14), on obtient un terme u ′ tel que t ′BRjo

i+1
u ′. Comme t �+

h t ′

on peut raisonner à partir de t ′ comme dans les deux cas précédents.
Pour en déduire (7.3), on raisonne par induction sur t→∗

β∪Rjo
i+1

u, en utilisant la propo-

sition 7.1.13.(i). Le cas de base est trivial car t = u. Dans le cas d’induction, il existe v

tel que t→
β∪Rjo

i+1
v→∗

β∪Rjo
i+1

u. Par hypothèse d’induction, on a βnf(v)→∗
Rjo

i+1

βnf(u),

et il y a deux cas :
— si t→Rjo

i+1
v, alors on a tBRjo

i+1
v, d’où βnf(t)→∗

Rjo
i+1

βnf(v) par (7.4),

— sinon t→β v donc βnf(t) = βnf(v).

La préservation de la confluence est une conséquence directe de la projection de la
réécriture sur les formes β-normales.

Théorème 7.1.16 Soit R un système conditionnel algébrique qui respecte a : Σ → N.
Si →Rjo est confluent sur ANa alors →β∪Rjo est confluent sur ANa.

Preuve. Soient t, u, v tels que t ∈ ANa et u ←∗
β∪Rjo t →∗

β∪Rjo v. En appliquant deux
fois le lemme 7.1.15, on obtient βnf(u) ←∗

Rjo βnf(t) →∗
Rjo βnf(v) avec βnf(t), βnf(u)

et βnf(v) ∈ ANa. On conclut par la confluence de →Rjo sur ANa. En image :

t

β∪Rjo

∗
%%J

JJJJJJJJJJJJJ

β∪Rjo

∗
yytttttttttttttt

β ∗
��

u

β ∗
��

βnf(t)

Rjo

∗

$$Rjo

∗

zz

v

β∗
��

βnf(u)

Rjo

∗
%%

βnf(v)

Rjo

∗
yy

w
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7.2 Confluence avec béta-réduction dans les conditions

Dans cette section, nous nous concentrons sur la relation de réécriture β-conditionnelle
par joignabilité →R(β)jo . Cette relation diffère de →Rjo par le fait qu’elle autorise des
pas de β-réduction dans l’évaluation des conditions.

Une première possibilité est de partir des résultats de la section 7.1 et d’étudier des
conditions suffisantes pour que la confluence de→Rjo entraîne la confluence de→β∪R(β)jo .
Notre stratégie est de projeter, par β-réduction, les pas de→β∪R(β)jo sur des pas de→Rjo ,
c’est-à-dire

t
β∪R(β)jo

∗
//

β ∗
��

u

β∗
��

t ′
Rjo

∗ // u ′

(7.5)

La propriété (7.5) est en général fausse lorsque les conditions ou les membres droits des
règles contiennent des variables actives ou bien des termes ne respectant pas l’arité des
symboles. De plus, la relation→β∪R(β)jo peut ne pas être confluente alors que la relation→β∪Rjo l’est.

Exemple 7.2.1 Pour chacun des systèmes conditionnels non-algébriques (7.6), (7.7),
(7.8) et (7.9) présentés ci-dessous,

(i) la relation →β∪Rjo est confluente,
(ii) la propriété (7.5) n’est pas vérifiée et la relation →β∪R(β)jo n’est pas confluente.

g x y 7→ x y g x c = d ⊃ f x 7→ a x f x 7→ b x (7.6)
x c = d ⊃ f x 7→ a x f x 7→ b x (7.7)

id x c = d ⊃ f x 7→ a x f x 7→ b x (7.8)
h x y 7→ id x y h x c = d ⊃ f x 7→ a x f x 7→ b x (7.9)

où le symbole id est défini par id x 7→ x.

Preuve.

(i) Dans aucun de ces systèmes le symbole d n’est défini. Ce sont donc des systèmes nor-
maux auxquels on peut appliquer le théorème 7.1.6. Ainsi la confluence de →β∪Rjo

sur Λ(Σ) suit de la confluence de →Rjo sur Λ(Σ).
Comme ce sont des systèmes linéaires à gauche, par le théorème 5.2.6.(ii) on a
la confluence de →Rjo sur Ter(ΣApp,X ) si leurs paires critiques sont infaisables.
Chaque système contient une unique règle conditionnelle et une unique paire cri-
tique, qui est la superposition de cette règle avec la règle fx 7→ bx.
Dans chaque cas, le nombre d’occurrence du symbole c dans un terme est préservé
par →Rjo-réduction. Or, pour chaque instantiation de la règle conditionnelle, le
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membre gauche instantié de la condition contient au moins une occurrence du
symbole c. Il ne peut donc se →Rjo-réduire vers le terme d. La paire critique est
donc infaisable et le système est confluent sur Ter(ΣApp,X ). Par le théorème 5.3.4,
on a la confluence de →Rjo sur Λ(Σ), d’où la confluence de →β∪Rjo sur Λ(Σ).

(ii) Dans chaque cas, le pas f λx.d→R(β)jo a λx.d n’est pas dans →∗
β→∗

Rjo←∗
β et le pic

suivant est injoignable :

a λx.d ←R(β)jo f λx.d →R(β)jo b λx.d .

Notons que les systèmes (7.6) et (7.7) contiennent respectivement un membre droit et
une condition non-algébrique et que les systèmes (7.8) et (7.9) contiennent respective-
ment un membre droit et une condition qui ne respecte pas l’arité du symbole id (voir
l’exemple 6.1.14).

Nous commençons à la section 7.2.1 par l’extension du théorème 7.1.4 à la relation→R(β)jo . Comme montré par l’exemple précédant, il faut travailler avec des termes vé-
rifiant des conditions d’arité. Pour cela, nous utilisons une version faible de la (R, a)-
stabilité qui ne se restreint pas aux termes fortement β-normalisants. Ensuite, à la sec-
tion 7.2.2 nous passons au cas du théorème 7.1.16, qui s’étend directement à →R(β)jo .

Enfin, à la section 7.2.3, nous donnons une condition permettant d’assurer la confluence
de→β∪R(β)jo lorsque les conditions et les membres droits des règles peuvent contenir des
abstractions et des variables actives. Comme nous l’avons vu avec l’exemple 7.2.1, on
ne peut, dans ce cas, déduire la confluence de →β∪R(β)jo de la confluence de →Rjo ni
même de→β∪Rjo . Nous introduisons une classe de systèmes, dits « orthonormaux » pour
laquelle on peut prouver la confluence de →β∪R(β)jo de façon directe.

Dans [BKR06], nous avons montré (7.5) en utilisant une stratification de→R(β)jo dans
laquelle, au lieu d’avoir →R(β)jo

0
= ∅ comme prescrit dans la définition 4.1.5, on avait→R(β)jo

0
=→Rjo (il est aisé de voir que ces deux cas de base induisent la même relation→R(β)jo). Ici, on procède de manière légèrement différente. On prouve (7.5) en utilisant→R(β)jo

0
= ∅ et en passant par la propriété intermédiaire suivante : pour tout i ∈ N,

t
β∪R(β)jo

i

∗
//

β ∗
��

u

β∗
��

t ′
Rjo

i

∗ // u ′

(7.10)

7.2.1 Systèmes linéaires à gauche et semi-clos

Cette section est consacrée à la preuve de (7.10) pour les systèmes linéaires à gauche et
semi-clos. On commence par quelques propriétés techniques. La première est une générali-
sation de la propriété du diamant de Bβ. C’est une conséquence directe de la propriété (5)
de [Tak95].
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Proposition 7.2.2 Soit n ≥ 0 et supposons que t, t1, . . . , tn soient des termes tels que
tBβ ti pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Il existe un terme t ′ tel que tBβ t ′ et ti Bβ t ′ pour tout
i ∈ {1, . . . , n}.

On en déduit la proposition 7.2.3, qui est importante pour les termes algébriques. La
preuve du cas (ii) utilise la propriété du diamant de Bβ.

Proposition 7.2.3 Soient t1, . . . , tn des termes algébriques et σ une substitution.

(i) Si tiσ Bβ ui pour tout i ∈ {1, . . . , n}, alors il existe une substitution σ ′ telle que
σBβ σ ′ et ui Bβ tiσ

′ pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

(ii) Si tiσ →∗
β ui pour tout i ∈ {1, . . . , n}, alors il existe une substitution σ ′ telle que

σ→∗
β σ ′ et ui →∗

β tiσ
′ pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

Notons que les termes t1, . . . , tn peuvent ne pas être linéaires.

Preuve.

(i) Comme ti est algébrique, toute occurrence d’un β-rédex dans tiσ est de la forme
p.d où p est l’occurrence d’une variable x dans ti. Comme Bβ est réflexive, il existe
donc des termes

(si,x,p)i∈{1,...,n}, x∈FV(ti), p∈Occ(x,ti)

tels que pour tout i ∈ {1, . . . , n}, x ∈ FV(ti) et p ∈ Occ(x, ti) on ait tiσ|p =

σ(x)Bβ si,x,p et pour tout i ∈ {1, . . . , n}

ui = ti[p← si,x,p | x ∈ FV(ti) ∧ p ∈ Occ(x, ti)] .

Par la proposition 7.2.2, pour tout x ∈ FV(t1, . . . , tn), il existe un terme vx tel que
σ(x)Bβ vx et si,x,pBβ vx pour tout i ∈ {1, . . . , n} et tout p ∈ Occ(x, ti). On a donc
pour tout i ∈ {1, . . . , n},

ui Bβ ti[p← vx | x ∈ FV(ti) ∧ p ∈ Occ(x, ti)] .

Si σ ′ est la substitution de même domaine que σ telle que σ ′(x) = vx pour tout
x ∈ FV(t1, . . . , tn) et σ ′(x) = σ(x) pour tout x /∈ FV(t1, . . . , tn), alors on a σBβ σ ′

et ui Bβ tiσ
′ pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

(ii) Par induction sur m ∈ N, on montre que si tiσBm ui pour tout i ∈ {1, . . . , n}, alors
il existe σ ′ telle que σB∗β σ ′ et ui B∗ tiσ

′ pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

Le cas de base tiσB0 ui pour tout i ∈ {1, . . . , n} est trivial. Dans le cas d’induction,
il existe u ′

1, . . . , u
′
n tels que tiσ Bm

β u ′
i Bβ ui pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Alors,

par (i), il existe σ ′ telle que σBβ σ ′ et u ′
i Bβ tiσ

′ pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Comme
Bβ satisfait la propriété du diamant (lemme 5.1.11), pour tout i ∈ {1, . . . , n} il
existe u ′′

i tel que tiσ
′ Bm

β u ′′
i Cβ ui, et par hypothèse d’induction sur m, il existe
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σ ′′ telle que σ ′ B∗β σ ′′ et u ′′
i B

∗
β tiσ

′′ pour tout i ∈ {1, . . . , n}. On en déduit que
ui B∗β tiσ

′′ pour tout i ∈ {1, . . . , n}. En image :

~tσ
Bβ // ~u ′

Bβ

m
//

Bβ

��

~u

Bβ

��
~tσ ′ Bβ

m // ~u ′′

Bβ∗
��

~tσ ′′

On raisonne sur des termes vérifiant une arité compatible avec leur système de réécri-
ture. On a besoin que cette propriété soit préservée par →βR-réduction, mais aussi par
les conditions des règles : étant donnée une règle semi-close ~d = ~c ⊃ l 7→R r qui respecte
a : Σ→ N et une substitution σ telle que lσ respecte a, alors les termes de rσ,~dσ doivent
aussi respecter a. C’est bien entendu le cas s’il sont algébriques et qu’ils respectent a

(proposition 6.1.12).

Proposition 7.2.4 Soit R un système conditionnel algébrique et t ∈ Λ(Σ) qui respectent
tout deux a : Σ→ N. Si t→Rjo u alors u respecte a.

Preuve. Par induction sur t, en utilisant le lemme 3.2.6.
Le seul cas qui ne suit pas directement de l’hypothèse d’induction est celui où t =

λ~x.f(t1, . . . , tn)tn+1 . . . tn+m et il existe une règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r, une substitution σ et
k ∈ {1, . . . ,m} tels que t = λ~x.lσtn+k . . . tn+m. Comme t et R respectent a, on a k = m.
Donc u = λ~x.rσ, et u respecte a par la proposition 6.1.12 car r est un terme algébrique
qui respecte a.

La seule façon de passer d’un terme respectant a à un terme qui ne respecte pas a

est donc la β-réduction. Par exemple, avec a(id) = 1, (λx.x y y)id respecte a alors que
id y y ne respecte pas a.

Définition 7.2.5 Soit R un système conditionnel et considérons le TRS→CondR =def {(l, di) | ~d = ~c ⊃ l 7→R r ∧ i ∈ {1, . . . , |~d|}} .

On dit que t respecte R-héréditairement a si u respecte a pour tout u ∈ (t)∗→
β∪Rjo∪CondR

.

Nous nous embarquons maintenant dans la preuve de (7.10). Notre stratégie est d’uti-
liser une propriété similaire de →Rjo : pour tout i ∈ N

t
β∪Rjo

i

∗
//

β ∗
��

u

β∗
��

t ′
Rjo

i

∗ // u ′

(7.11)
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Cette propriété occupe la proposition 7.2.6 et le lemme 7.2.7. Notons que nous la prouvons
pour des systèmes dont les conditions ne sont pas nécessairement algébriques. Par contre,
lorsque les membres droits des règles ne sont pas algébriques ou ne respectent pas l’arité
des membres gauches, alors la réécriture peut créer des β-rédexes, et dans ce cas, la
propriété (7.11) peut ne pas être satisfaite. D’autre part, nous supposons que tous les
termes considérés respectent l’arité du système de réécriture.

Proposition 7.2.6 Soit R un système semi-clos, linéaire à gauche et algébrique à
droite respectant a : Σ → N. Pour tout i ∈ N et tout t, u, v ∈ Λ(Σ), si t respecte R-
héréditairement a et t→Rjo

i
uBβ v, alors il existe t ′ et v ′ tels que tBβ t ′ →∗

Rjo
i

v ′ Cβ v.
En image :

t
Rjo

i //

Bβ

��

u
Bβ // v

Bβ

��
t ′

Rjo
i

∗ // v ′

Preuve. Le cas i = 0 est trivial, on peut donc supposer i > 0. On raisonne par induction
sur t, en utilisant le lemme 3.2.6.
t = λ~x.x t1 . . . tn. Dans ce cas, u = λx.~x.xu1 . . . un avec (t1, . . . , tn) →Rjo

i
(u1, . . . , un).

De plus, v = λ~x.x v1 . . . vn avec (u1, . . . , un) Bβ (v1, . . . , vn). Par hypothèse d’in-
duction, il existe (t ′1, . . . , t

′
n) et (v ′1, . . . , v

′
n) tels que

(t1, . . . , tn) Bβ (t ′1, . . . , t
′
n) →∗

Rjo
i

(v ′1, . . . , v
′
n) Cβ (v1, . . . , vn) .

On a donc

λ~x.x t1 . . . tn Bβ λ~x.x t ′1 . . . t ′n →∗
Rjo

i

λ~x.x v ′1 . . . v ′n Cβ λ~x.x v1 . . . vn .

t = λ~x.f(t1, . . . , tn)tn+1 . . . tn+m. Si on a u = λ~x.f(u1, . . . , un)un+1 . . . un+m avec

(t1, . . . , tn+m) →Rjo
i

(u1, . . . , un+m) ,

alors v = λ~x.f(v1, . . . , vn)vn+1 . . . vn+m avec (u1, . . . , un+m) Bβ (v1, . . . , vn+m) et
on raisonne comme dans le cas précédent.
Sinon, il y une règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r, une substitution σ et k ∈ {1, . . . ,m} tels que
t = λ~x.lσtn+k . . . tn+m et u = λ~x.rσtn+k . . . tn+m. Comme t et R respectent a, on
a m = k, d’où t = λ~x.lσ, u = λ~x.rσ et v = λ~x.w avec rσBβ w.
Le terme r étant algébrique, la proposition 7.2.3.(i) implique qu’il existe σ ′ telle
que σBβσ ′ et wBβ rσ ′. Comme on a lσBβ lσ ′, il reste à montrer que lσ ′ →Rjo

i
rσ ′.

Pour cela, il suffit de raisonner exactement comme dans la preuve du lemme 7.1.3.
t = λ~x.(λx.t0)t1 . . . tn (n ≥ 1). Alors le terme u est de la forme u = λ~x.(λx.u0)u1 . . . un

et (t0, . . . , tn)→Rjo
i

(u0, . . . , un). Si v = λ~x.(λx.v0)v1 . . . vn avec

(u0, . . . , un) Bβ (v0, . . . , vn) ,
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alors on conclut par hypothèse d’induction, comme dans le premier cas.
Sinon, v = λ~x.v0[v1/x]v2 . . . vn avec (u0, . . . , un) Bβ (v0, . . . , vn). Par hypothèse
d’induction, on a

(t0, . . . , tn) Bβ (t ′0, . . . , t
′
n) →∗

Rjo
i

(v ′0, . . . , v
′
n) Cβ (v0, . . . , vn) .

Il s’en suit par (Bβ), (BApp) et par le lemme 2.3.1 que

λ~x.(λx.t0)t1 . . . tn λ~x.v0[v1/x]v2 . . . vn

Oβ Oβ

λ~x.t ′0[t
′
1/x]t ′2 . . . t ′n →∗

Rjo
i

λ~x.v ′0[v
′
1/x]v ′2 . . . v ′n .

On en déduit (7.11).

Lemme 7.2.7 Soit R un système semi-clos, linéaire à gauche et algébrique à droite
respectant a : Σ→ N. Pour tout i ∈ N et tout t, u ∈ Λ(Σ), si t respecte R-héréditairement
a et si t→∗

β∪Rjo
i

u, alors il existe t ′ et u ′ tels que t→∗
β t ′ →∗

Rjo
i

u ′ ←∗
β u. En image :

t
β∪Rjo

i

∗
//

β ∗
��

u

β∗
��

t ′
Rjo

i

∗ // u ′

Preuve. La preuve se déroule en trois étapes.
(i) →∗

Rjo
i

Bβ ⊆ Bβ →∗
Rjo

i

C∗β. On raisonne par induction sur →∗
Rjo

i

. Si

t →∗
Rjo

i

u ′ →Rjo
i

u Bβ v ,

par la proposition 7.2.6, il existe w et v ′ tels que u ′Bβw→∗
Rjo

i

v ′Cβv. Par hypothèse

d’induction, on en déduit qu’il existe t ′ et t ′′ tels que t Bβ t ′ →∗
Rjo

i

t ′′ C∗β w. Le

lemme 7.1.3 implique qu’il existe v ′′ tel que t ′′ →∗
Rjo

i

v ′′C∗βv ′, d’où t Bβ →∗
Rjo

i

C∗β v.

(ii) →∗
Rjo

i

B∗β ⊆ B∗β →∗
Rjo

i

C∗β. On raisonne par induction sur le nombre de pas de Bβ.

Si t→∗
Rjo

i

u ′ Bβ uBn
β v, alors par (i) il existe t ′ et u ′′ tels que

t Bβ t ′ →∗
Rjo

i

u ′′ B∗β u .

Comme Bβ vérifie la propriété du diamant (lemme 5.1.11), il existe v ′ tel que
u ′′ Bn

β v ′ C∗β v. Par hypothèse d’induction sur n, il existe t ′′ et v ′′ tels que

t ′ B∗β t ′′ →∗
Rjo

i

v ′′ C∗β v ′ .

On a donc t B∗β →∗
Rjo

i

C∗β v.
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(iii) (→Rjo
i
∪Bβ)∗ ⊆ B∗β →∗

Rjo
i

C∗β. On raisonne par induction sur (→Rjo
i
∪Bβ)∗. Si

t (→Rjo
i
∪Bβ) u (→Rjo

i
∪Bβ)∗ v ,

alors par hypothèse d’induction il existe u ′ et v ′ tels que uB∗β u ′ →∗
Rjo

i

v ′ C∗β v. Il

y a alors deux cas. Si tBβ u alors on a tB∗β →∗
Rjo

i

C∗βv. Sinon, par (ii), il existe t ′

et u ′′ tels que tB∗β t ′ →∗
Rjo

i

u ′′ C∗β u ′. Par le lemme 7.1.3, on en déduit qu’il existe

v ′′ tel que u ′′ →∗
Rjo

i

v ′′ C∗β v ′. On a donc t B∗β →∗
Rjo

i

v ′′C∗β v.

Voici la preuve de (7.10).

Lemme 7.2.8 Soit R un système semi-clos, linéaire à gauche et algébrique respectant
a : Σ → N. Pour tout i ∈ N et tout t, u ∈ Λ(Σ), si t respecte R-héréditairement a et si
t→∗

β∪R(β)jo
i

u, alors il existe t ′ et u ′ tels que t→∗
β t ′ →∗

Rjo
i

u ′ ←∗
β u. En image :

t
β∪R(β)jo

i

∗
//

β ∗
��

u

β∗
��

t ′
Rjo

i

∗ // u ′

(7.12)

Preuve. On montre (7.12) par induction sur i ∈ N. Le cas de base i = 0 est trivial.
Supposons que la propriété soit satisfaite pour i ≥ 0 et montrons la pour i + 1.

On commence par montrer que le diagramme (7.13) commute :

t
R(β)jo

i+1 //

β ∗
��

u

β∗
��

t ′
Rjo

i+1

// u ′

(7.13)

On raisonne par induction sur t, en utilisant le lemme 3.2.6. Le seul cas qui ne suit
pas directement de l’hypothèse d’induction est celui où t = λ~x.f(t1, . . . , tn)tn+1 . . . tn+m

et il existe une règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r, une substitution σ et k ∈ {1, . . . ,m} tels que
t = λ~x.lσtn+k . . . tn+m et u = λ~x.rσun+k . . . un+m avec lσ→R(β)jo

i+1
rσ. Comme t et R

respectent a, on a k = m, donc u = λ~x.rσ.
On en déduit (7.13) s’il existe une substitution σ ′ telle que

lσ →∗
β lσ ′ →Rjo

i+1
rσ ′ ←∗

β rσ .

Comme lσ→R(β)jo
i+1

rσ, il existe des termes ~v tels que ~dσ→∗
β∪R(β)jo

i

~v←∗
β∪R(β)jo

i

~c. Par

hypothèse d’induction sur i, il existe des termes ~w et ~v ′ tels que

~dσ →∗
β ~w →∗

Rjo
i

~v ′ ←∗ β ~v .
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Comme les termes ~d sont algébriques, par la proposition 7.2.3.(ii) il existe une substitu-
tion σ ′ telle que σ →∗

β σ ′ et ~w →∗
β

~dσ ′. En appliquant la commutation de →Rjo
i

avec→β (lemme 7.1.3), on obtient des termes ~v ′ tels que ~dσ ′ →∗
Rjo

i

~v ′ ←∗
β ~v. On a donc

~dσ →∗
β

~dσ ′ →∗
Rjo

i

~v ′ ←∗
β ~v ←∗

β∪R(β)jo
i

~c .

Maintenant, comme les termes ~c sont algébriques et comme la relation →R(β)jo
i

est issue

du système applicatif {(l, r) | ~d = ~c ⊃ l 7→R r}, par la proposition 3.1.10 tous les réduits
des termes ~c par→R(β)jo sont β-normaux. On a donc ~v ′ = ~v et par hypothèse d’induction
sur i, ~c →∗

Rjo
i

~v. Il s’en suit que ~dσ ′ ↓Rjo
i

~c, donc que lσ ′ →Rjo
i+1

rσ ′. Comme σ →∗
β σ ′,

on a lσ→∗
β lσ ′ et rσ→∗

β rσ ′, d’où

t →∗
β λ~x.lσ ′ →Rjo

i+1
λ~x.rσ ←∗

β u .

Ceci conclut la preuve de (7.13).
On montre maintenant (7.12) en raisonnant par induction sur t →∗

β∪R(β)jo
i+1

u. Le

case de base t = u est trivial. Dans le cas d’induction, il existe v tel que t →
β∪R(β)jo

i+1

v→∗
β∪R(β)jo

i+1

et par hypothèse d’induction, il existe v ′ et u ′ tels que

v →∗
β v ′ →∗

Rjo
i+1

u ′ ←∗
β u .

Si t→β v alors on a

t →∗
β v ′ →∗

Rjo
i+1

u ′ ←∗
β u .

Sinon, par (7.13), il existe t ′ et v ′′ tels que

t →∗
β t ′ →Rjo

i+1
v ′′ ←∗

β v .

La confluence de →β implique qu’il existe v ′′′ tel que v ′′ →∗
β v ′′ ←∗ v, et par la commu-

tation de →Rjo
i+1

avec →β (lemme 7.1.3), il existe u ′′ tel que

v ′′′ →∗
Rjo

i+1

u ′′ ←∗
β u ′ .

On a donc
t →∗

β t ′ →∗
β∪Rjo

i+1

u ′′ ←∗
β u ,

et par le lemme 7.2.7, on en déduit qu’il existe t ′′ et u ′′′ tels que

t ′ →∗
β t ′′ →∗

Rjo
i+1

u ′′′ ←∗
β u ′′ ,
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d’où (7.12). En image :

t
R(β)jo

i+1 //

β

∗
��

v
β∪R(β)jo

i+1

∗
//

β

∗

}}
β

∗

!!

u

β

∗
  

t ′
Rjo

i+1

//

β

∗
��

v ′′

β

∗
  

v ′
Rjo

i+1

∗ //

β

∗
}}

u ′

β

∗

~~
t ′′

Rjo
i+1

∗

,,

v ′′′
Rjo

i+1

∗
// u ′′

β

∗

}}
u ′′′

On en déduit facilement (7.5), donc, par le théorème 7.1.4 que→β∪R(β)jo est confluent
si →Rjo est confluent.

Théorème 7.2.9 Soit R est un système conditionnel sur Λ(Σ) algébrique, linéaire à
gauche et semi-clos qui respecte a. Si →Rjo est confluent sur Λ(Σ) alors →βR(β)jo est
confluent sur les termes qui respectent R-héréditairement a.

Preuve. Tout d’abord, comme R est semi-clos, linéaire à gauche et applicatif à droite,
on a la confluence de →β∪Rjo par le théorème 7.1.4.

Soient t, u, v ∈ Λ(Σ) tels que t respecte R-héréditairement a et

u ←∗
β∪R(β)jo t →∗

β∪R(β)jo v .

Par le lemme 7.2.8 appliqué deux fois et la confluence de →β∪Rjo , il existe w tel que
u→∗

β∪Rjo w←∗
β∪Rjo v. On conclut par le fait que →Rjo⊆→R(β)jo . En image :

u

β

∗
��

t
β∪R(β)jo

∗
oo β∪R(β)jo

∗
//

β

∗
��

β

∗
��

v

β

∗
��·

β∪Rjo

∗

**

·Rjo

∗
oo · Rjo

∗
// ·

β∪Rjo

∗

ttw

7.2.2 Confluence sur les termes faiblement normalisants

Dans cette section, nous étendons les résultats de la section 7.1.2 à la relation→R(β)jo
i
.

Le point principal est d’obtenir un analogue au lemme 7.1.15. Comme en 7.2.1, pour
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tout i ∈ N on projette des pas de →R(β)jo
i

sur des pas de →Rjo
i
. On veut donc obtenir la

propriété suivante, qui implique (7.10) :

t
β∪R(β)jo

i

∗
//

β ∗
��

u

β∗
��

βnf(t)
Rjo

i

∗ // βnf(u)

(7.14)

Pour cela, on utilise exactement le même outillage qu’en 7.1.2. On se place sur des
termes ayant une forme β-normale vérifiant une arité compatible avec le système de
réécriture et on raisonne par induction sur �h. On suppose aussi que les règles sont
algébriques.

On écrit BR(β)jo
i

pour désigner la parallélisation emboîtée de la réécriture β-condition-
nelle par joignabilité, définie en 7.1.12. Cette relation satisfait donc à la propriété 7.1.13
et au lemme 7.1.14.

Nous pouvons maintenant prouver (7.14) en utilisant exactement la même méthode
que pour prouver (7.2) au lemme 7.1.15.

Lemme 7.2.10 Soit R un système conditionnel algébrique et respectant a : Σ → N.
Pour tout i ∈ {1, . . . , n},(

t ∈ ANa ∧ t→∗
β∪R(β)jo

i

u
)

=⇒ (
u ∈ ANa ∧ βnf(t)→∗

Rjo
i

βnf(u)
)

(7.15)

Preuve. On raisonne exactement comme dans la preuve du lemme 7.1.15. On prouve
la propriété par induction sur i ∈ N, et dans le cas d’induction, on montre que pour tout
t ∈ ANa,

t

B
R(β)

jo
i+1 //

β ∗
��

u

β∗
��

βnf(t)
B
Rjo

i+1

// βnf(u)

(7.16)

On raisonne par induction sur �h en utilisant le lemme 3.2.6.
La seule différence avec le lemme 7.1.15 est le cas où t = f(t1, . . . , tn) tn+1 . . . tn+m et

il y a une règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r et deux substitutions σ et θ telles que

t = λ~x.lσ · tn+k . . . tn+m et u = λ~x.rθ · un+k . . . un+m

avec lσ →R(β)jo
i+1

rσ, σ BR(β)jo
i+1

θ et tp BR(β)jo
i+1

up pour tout p ∈ {n + k, . . . , n + m}.
On peut supposer que Dom(σ) = FV(l).

Exactement pour les mêmes raisons qu’au lemme 7.1.15, m = k, et βnf(t) = λ~x.lσ ′, où
σ ′ = βnf(σ) et u a une forme β-normale qui respecte a et s’écrit λ~x.rθ ′ où θ ′ = βnf(θ).
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On a de plus σ ′ BRjo
i+1

θ ′ et pour obtenir βnf(t) BRjo
i+1

βnf(u), il reste à montrer que

lσ ′ →Rjo
i+1

rσ ′, c’est-à-dire ~dσ ′ ↓Rjo
i

~cσ ′.
Comme lσ→R(β)jo

i+1
rσ, il existe des termes ~v tels que

~dσ →∗
β∪R(β)jo

i

~v ←∗
β∪R(β)jo

i

~cσ .

Par hypothèse d’induction sur i, on a donc

βnf(~dσ) →∗
Rjo

i

βnf(~v) ←∗
Rjo

i

βnf(~cσ)

c’est-à-dire ~dσ ′ ↓Rjo
i

~cσ ′, car ~d et ~c sont faits de termes algébriques.
On en déduit (7.15) en raisonnant exactement comme au lemme 7.1.15.

La préservation de la confluence est une conséquence directe de la projection de la
réécriture sur les formes β-normales.

Théorème 7.2.11 Soit R un système conditionnel algébrique qui respecte a : Σ → N.
Si →Rjo est confluent sur ANa alors →β∪R(β)jo est confluent sur ANa.

Preuve. Soient t, u, v tels que t ∈ ANa et u ←∗
β∪R(β)jo t →∗

β∪R(β)jo v. En appli-
quant deux fois le lemme 7.2.10, on obtient βnf(u) ←∗

Rjo βnf(t) →∗
Rjo βnf(v) avec

βnf(t), βnf(u) et βnf(v) ∈ ANa. On conclut par la confluence de →Rjo sur ANa. En
image :

t

β∪R(β)jo

∗
%%J

JJJJJJJJJJJJJ

β∪R(β)jo

∗
yytttttttttttttt

β ∗
��

u

β ∗
��

βnf(t)

Rjo

∗

$$Rjo

∗

zz

v

β∗
��

βnf(u)

Rjo

∗
%%

βnf(v)

Rjo

∗
yy

w

7.2.3 Systèmes orthonormaux

Dans cette section, nous donnons un critère pour la confluence de→β∪R(β)jo quand les
conditions et les membres droits ne sont pas algébriques. Ce critère exploite la possible
non-faisabilité des paires critiques de la réécriture conditionnelle.

Dans [Ohl02], il est remarqué que les résultats de confluence pour la réécriture normale
et semi-équationnelle pourraient être étendus aux systèmes n’ayant pas de paire critique
faisable. Mais ce raisonnement n’est pas directement applicable car l’infaisabilité des
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paires critiques (qui implique la confluence) peut elle-même nécessiter la confluence.
Nous circonvenons à ce problème en assurant l’infaisabilité des paires critiques par un
critère syntaxique qui ne nécessite pas la confluence.

Exemple 7.2.12 Considérons les deux règles suivantes, issues du système 7→occ présenté
à la section 4.2.1 :

> (length l) x = false ⊃ occ (x :: o) (node y l) 7→ false
> (length l) x = true ⊃ occ (x :: o) (node y l) 7→ occ o (get l x)

Ces deux règles génèrent la paire critique

(≥ (length l) x = true ∧ ≥ (length l) x = false) ⊃ (false, occ o (get l x)) .

Les conditions de cette paire critique ne peuvent donc pas être satisfaites par une relation
confluente. En utilisant la stratification de→R(β)jo , il est aisé de voir que la confluence de→R(β)jo

i
implique l’infaisabilité de la paire critique, qui à son tour implique la confluence

de →R(β)jo
i+1

.

Remarque 7.2.13 Dans le cadre de la réécriture du premier ordre, des idées similaires
ont été appliquées dans [GM88, KW97].

D’autre part, dans le cadre de la combinaison du λ-calcul avec la réécriture condi-
tionnelle, il convient de mentionner le travail de Takahashi [Tak93]. Son approche est
de conditionner les règles de réécriture par un prédicat P arbitraire sur les termes. La
confluence est prouvée sous l’hypothèse que P est stable par réduction : si Pσ est vrai
et σ→ σ ′, alors Pσ ′ est vrai. Ceci ne s’applique pas directement aux systèmes orthogo-
naux, pour lesquels la stabilité des conditions par réécriture provient précisément de la
confluence.

Notre critère est une généralisation du raisonnement appliqué à l’exemple 7.2.12. Il
ne dépend pas du fait que →R(β)jo soit ou non inclus dans =β∪Rjo et peut donc être
utilisé sur des systèmes ayant des conditions ou des membres droits non-algébriques. Les
systèmes satisfaisant ce critère sont dits « orthonormaux ».

Définition 7.2.14 (Systèmes orthonormaux) Un système conditionnel R est ortho-
normal si

— il est linéaire à gauche,
— dans chaque règle ~c = ~d ⊃ l 7→R r, les termes dans ~c sont clos, en forme β-normale

et ne contiennent pas de symboles définis,
— pour chaque paire critique ~d = ~c ⊃ (s, t), il existe i 6= j tels que di = dj et ci 6= cj.

Un système orthonormal est donc linéaire à gauche et semi-clos, mais il peut n’être
compatible avec aucune fonction d’arité applicative a : Σ → N, et n’être pas non plus
algébrique. De plus, dans une règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r, les termes ~c sont en forme→β∪R(β)jo-
normale. La relation →R(β)jo est donc une relation de réécriture normale au sens de la
définition 4.1.8.
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Exemple 7.2.15 Le système présenté en 4.2.1 est orthonormal.

Nous prouvons maintenant que →β∪R(β)jo est confluent en profondeur (c.-à-d. que les
relations →

β∪R(β)jo
i

et →
β∪R(β)jo

j
commutent pour tout i, j ∈ N) lorsque R est orthonor-

mal.
Le premier lemme dit que la confluence de →

β∪R(β)jo
i

implique la commutation de→
β∪R(β)jo

i+1
avec →β.

Lemme 7.2.16 Soit R un système orthonormal et i ∈ N tel que→β∪R(β)i
est confluent.

Pour tout t, u, v ∈ Λ(Σ), si u ←∗
β t →∗

R(β)jo
i+1

v, alors il existe un terme w tel que

u→∗
R(β)jo

i+1

w←∗
β v. En image,

t
R(β)jo

i+1

∗
//

β ∗
��

v

β∗
��

u
R(β)jo

i+1

∗ // w

Preuve. La preuve est presqu’identique à celle du lemme 2.1.15. Nous prouvons seule-
ment que s’il y a une règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r, une substitution σ et un terme u tels que
uCβ lσ→R(β)jo

i+1
rσ, alors il existe un terme v tel que u→R(β)jo

i+1
vCβ rσ.

Par la linéarité de l et la proposition 6.1.2, il existe une substitution σ ′ telle que σBβσ ′

et u = lσ ′. Il s’en suit par le lemme 2.3.6 que rσ Bβ rσ ′ et ~dσ Bβ
~dσ ′, soit ~dσ →∗

β
~dσ ′

par le lemme 5.1.12.
Pour conclure que le terme w =def rσ ′ convient, il reste à montrer que lσ ′ →Rjo

i+1

rσ ′, c’est-à-dire que ~dσ ′ ↓
β∪R(β)jo

i
~c. Or, on a ~dσ ↓

β∪R(β)jo
i

~c, donc ~dσ ′ ↔∗
β∪R(β)jo

i

~c. Comme la relation →
β∪R(β)jo

i
est confluente par hypothèse, on a ~dσ ′ ↓

β∪R(β)jo
i

~c,

donc ~dσ ′ →∗
β∪R(β)jo

i

~c, car les termes ~c sont →β∪R(β)jo-normaux. On en déduit que

lσ ′ →R(β)jo
i+1

rσ ′.

Le reste de la preuve suit la démarche standard des preuves de confluence pour les
systèmes conditionnels orthogonaux, voir [Ohl02]. La propriété importante est celle des
mouvements parallèles. On utilise les relations →‖R(β)jo

i
qui sont les clôtures parallèles

des relations →R(β)jo
i
, au sens de 2.3.5. Dans notre cas, la propriété des mouvements

parallèles s’énonce comme suit :
Mouvements parallèles. Pour tout i, j ∈ N, si

∀n, m ∈ N. {n, m} <mul {i, j} =⇒ →
β∪R(β)jo

n
commute avec →

β∪R(β)jo
m

alors →‖R(β)jo
i

et →‖R(β)jo
j

commutent.

La preuve occupe les lemmes 7.2.17 et 7.2.18.
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Lemme 7.2.17 Soit R un système orthonormal et i, j ≥ 0. Supposons que la pro-
priété (i) soit vérifiée pour tout n, m tels que {n, m} <mul {i, j}. Alors, la propriété (ii)

est satisfaite pour toute règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r.

t
β∪R(β)jo

n

∗
//

β∪R(β)jo
m ∗
��

v

β∪R(β)jo
m∗

��
u

β∪R(β)jo
n

∗ // w

lσ
R(β)jo

i //

‖R(β)jo
j

��

rσ

‖R(β)jo
j

��
u

R(β)jo
i

= // w

(i) (ii)

Preuve. La cas i = 0 est trivial car →R(β)jo
0
= ∅. Si j = 0, alors u = lσ et w = rσ

convient. Soient i, j > 0 et supposons que dans le pas lσ →‖R(β)jo
j

u, il y ait une paire

critique entre ~d = ~c ⊃ l 7→R r et une règle ~d ′ = ~c ′ ⊃ l ′ 7→R r ′. Il existe donc p ∈ Pos(l)

et deux substitutions µ et µ ′ telles qu’on ait une paire critique conditionnelle de la forme

~d ′′ = ~c ′′ ⊃ (l[r ′]pµ, rµ) ,

avec σ = µ ′ ◦ µ. Comme R est orthonormal, on a |~d ′′| ≥ 2 et il existe n 6= m tels que
d ′′n = d ′′m et cn 6= cm. Soit h =def max(i, j) − 1 (donc {h, h} <mul {i, j}). On a alors

c ′′n ←∗
β∪R(β)jo

h

d ′′nσ = d ′′mσ →∗
β∪R(β)jo

h

c ′′m ,

ce qui est impossible car c ′′n et c ′′m sont des formes →
β∪R(β)jo

h
-normales distinctes alors

que →
β∪R(β)jo

h
est confluente.

Il s’en suit que tous les rédexes contractés dans le pas lσ →‖R(β)jo
j

u sont dans la

substitution σ. Comme l est linéaire, on a donc u = lσ ′ avec σ →‖R(β)jo
j

σ ′. Il s’en suit

que rσ→‖R(β)jo
j

rσ ′ et il reste à montrer que lσ ′ →R(β)jo
i

rσ ′. Or, on a

~dσ ′ ←∗
β∪R(β)jo

j

~dσ →∗
β∪R(β)jo

i−1

~c

donc comme {j, i − 1} <mul {i, j}, il existe ~w tels que

~dσ ′ →∗
β∪R(β)jo

i−1

~w ←∗
β∪R(β)jo

j

~c ,

d’où ~dσ ′ →∗
β∪R(β)jo

i−1

~c car R est orthonormal.

Lemme 7.2.18 Soit R un système orthonormal et i, j ≥ 0. La propriété (iii) est sa-
tisfaite si et seulement si, pour toute règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r, les propriétés (iv) et (v) le
sont.

142



7.2 Confluence avec béta-réduction dans les conditions

t
‖R(β)jo

i //

‖R(β)jo
j

��

v

‖R(β)jo
j

��
u
‖R(β)jo

i

// w

lσ
R(β)jo

i //

‖R(β)jo
j

��

rσ

‖R(β)jo
j

��
u

R(β)jo
i

= // w

lσ
R(β)jo

j //

‖R(β)jo
i

��

rσ

‖R(β)jo
i

��
u

R(β)j

= // w

(iii) (iv) (v)

Preuve. Le sens « seulement si » est trivial. Pour le sens « si », soient trois termes t, u

et v tels que u←‖R(β)jo
j

t→‖R(β)jo
i

v. Si t = v (resp. t = u), alors w=defu (resp. w=defv)
convient. Sinon, on raisonne par induction sur t. Si il une des deux réductions est une
réduction de tête, alors on conclut par (iv) et (v). Supposons maintenant qu’il n’y a pas
de réduction de tête. Si t est une abstraction alors on conclut par hypothèse d’induction.
Sinon, t est soit une application t1t2, soit de la forme f(t1, . . . , tn). Les deux cas se traitent
de la même manière. Prenons celui de l’application. Par hypothèse, u = u1u2 et v = v1v2

et on a uk ←‖R(β)jo
j

tk →‖R(β)jo
i

vk pour tout k ∈ {1, 2}. Par hypothèse d’induction, il
existe wk tel que uk →‖R(β)jo

i
wk ←‖R(β)jo

j
vk, donc u1u2 →‖R(β)jo

i
w1w2 ←‖R(β)jo

j

v1v2.

Maintenant, une induction sur <mul permet d’obtenir la commutation →
β∪R(β)jo

i
avec→

β∪R(β)jo
j

pour tout i, j ∈ N. Il s’en suit que→β∪R(β)jo est confluente « en profondeur ».

Théorème 7.2.19 Si R est un système orthonormal, alors pour tout i, j ∈ N on a

t
β∪R(β)jo

i

∗
//

β∪R(β)jo
j ∗
��

v

β∪R(β)jo
j∗

��
u

β∪R(β)jo
i

∗ // w

(7.17)

Preuve. Par induction sur >mul, on prouve la commutation de (7.17) pour tout i, j ∈ N.
La cas de base, dans lequel i = j = 0, est trivial.

Maintenant, soit i > 0 et supposons que (7.17) commute pour tout {n, m} <mul {i, 0}.
Comme {i−1, i−1} <mul {i, 0}, la relation→

β∪R(β)jo
i−1

est confluente, donc la commutation
de →

β∪R(β)jo
i

avec →
β∪R(β)jo

0
(=→β) suit du lemme 7.2.16.

Le dernier cas est celui où i, j > 0. par hypothèse d’induction, en utilisant les lem-
mes 7.2.17 et 7.2.18, on obtient la commutation de →‖R(β)jo

i
avec →‖R(β)jo

j
. Comme

{i − 1, i − 1} <mul {i, j} (resp. {j − 1, j − 1} <mul {i, j}), par le lemme 7.2.16, les relations→β et →R(β)jo
i

(resp. →R(β)jo
j
) commutent. Il s’en suit que →

β∪R(β)jo
i

commute avec→
β∪R(β)jo

j
.

Exemple 7.2.20 La relation →β∪R(β)jo induite par le système présenté en 4.2.1 est
confluente.
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Chapitre 8

Préservation de la confluence par
curryfication

L’objectif de ce chapitre est d’étendre à la réécriture conditionnelle le résultat de
Kahrs [Kah95] sur la préservation de la confluence par curryfication de la réécriture non
conditionnelle. Nos résultats ne sont cependant pas complètement satisfaisants car nous
nous restreignons aux règles conditionnelles non-effondrantes, c’est à dire aux règles
dont le membre droit n’est pas une variable (voir la définition 4.1.1), alors que cette
hypothèse n’est pas nécessaire pour la réécriture non conditionnelle [Kah95]. Nous n’avons
cependant pas d’exemple de non préservation de la confluence par curryfication pour la
réécriture conditionnelle effondrante.

La curryfication est une traduction, évoquée en 3.1.13, des termes de Ter(Σ,X ) vers
un sous-ensemble des termes algébriques de L(ΣC), où ΣC contient un symbole fC d’arité
nulle pour chaque f ∈ Σ.

Nous procédons selon les étapes suivantes :
(i) Nous utilisons et adaptons le résultat de [Kah95] pour montrer que la confluence

de la réécriture conditionnelle non-effondrante est préservée lors du passage de
Ter(Σ,X ) à Ter(ΣCApp,X ).

(ii) Nous utilisons le théorème 5.3.4 pour passer de Ter(ΣCApp,X ) à Λ(ΣC).
D’autre part, nous montrons que la confluence sur les termes clos n’est pas forcément

préservée par curryfication.

8.1 Curryfication

Nous définissons la curryfication et donnons quelques exemples. En particulier, nous
montrons que la confluence sur les termes clos n’est pas forcément préservée par curryfi-
cation.

Nous avons présenté brièvement aux exemples 3.1.13 et 3.1.14 les curryfications des
signatures ΣNat et ΣList et du système de réécriture 7→ite. Pour voir comment curryfier
un système de réécriture conditionnel, considérons une possible spécialisation au premier
ordre de la fonction filter du système (4.1) :

filter(nil) 7→filter(_) nil
test(x) = true ⊃ filter(x :: xs) 7→filter(_) x :: filter(xs)

test(x) = false ⊃ filter(x :: xs) 7→filter(_) filter(xs)

(8.1)
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où test(_) est un symbole unaire. C’est donc un système conditionnel sur la signature
Σfilter(_) =def ΣList ] {true, false, test(_), filter(_)}.

On peut lui associer le système suivant, construit avec un symbole d’application et des
symboles d’arité nulle :

filter · nil 7→filter(_)C nil
test · x = true ⊃ filter · (cons · x · xs) 7→filter(_)C cons · x · (filter · xs)

test · x = false ⊃ filter · (cons · x · xs) 7→filter(_)C filter · xs

(8.2)

C’est donc un système conditionnel sur la signature (Σfilter(_))CApp, où

(Σfilter(_))C =def ΣListC ] {true, false, test, filter} .

La curryfication est le processus qui permet de passer de (Ter(Σfilter(_),X ),→filter(_)) à
(Ter((Σfilter(_))CApp,X ),→filter(_)C). Plus généralement, étant donné un ensemble R de
règles conditionnelles sur Ter(Σ,X ), et une relation de réécriture conditionnelle →RX

(avec X ∈ {se, jo, o}), nous sommes intéressés par la relation curryfiée →RX
C
, définie sur

Λ(ΣC) et issue des règles RC . Voyons d’abord comment curryfier un ensemble de termes.

Définition 8.1.1 (Curryfication) Étant données deux signatures Σ, ΣC et une injection
(_)C : Σ → ΣC telle que tout f ∈ Σ est associé à un symbole fC d’arité nulle, la fonction
(_)C : Ter(Σ,X )→ Ter(ΣCApp,X ) définie inductivement par

xC =def x

(f(t1, . . . , tn))C =def (fC · (t1)C) · · · (tn)C

est la fonction de curryfication de (_)C : Σ→ ΣC.

Notons que tC est un terme algébrique pour tout t ∈ Ter(Σ,X ). Il est utile de pouvoir
considérer la curryfication comme une fonction de Ter(ΣCApp,X ) dans Ter(ΣCApp,X ),
en posant (t1 · t2)C =def (t1)C · (t2)C . Lorsque le contexte le permet, nous désignons par
ΣC le couple (ΣC , (_)C) où (_)C est la fonction de curryfication de (_)C : Σ→ ΣC .

Définition 8.1.2 (Règles conditionnelles curryfiées) Étant données une fonction
de curryfication (_)C : Σ→ ΣC et un ensemble R de règles conditionnelles sur Ter(Σ,X ),
l’ensemble des règles curryfiées par (_)C est l’ensemble

RC =def {~dC = ~cC ⊃ lC 7→ rC | ~d = ~c ⊃ l 7→ r ∈ R} .

Remarque 8.1.3 L’ensemble de règles conditionnelles RC est un TRS sur L(ΣC) au
même titre que R est un TRS sur Ter(Σ,X ).

Voici maintenant un exemple que la confluence sur les termes clos n’est pas préservée
par curryfication : si →R est confluent sur Ter(Σ) alors →RC n’est pas nécessairement
confluent sur Ter(ΣCApp).
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8.2 Un essai de preuve directe

Exemple 8.1.4 (La confluence close n’est pas préservée par curryfication) Soit
la signature Σ =def {f(_), a}. Le système R suivant est confluent sur Ter(Σ) mais pas sur
Ter(Σ,X ) :

f(x) 7→ x f(x) 7→ a .

En effet, tout terme de Ter(Σ) est de la forme fn(a) et se réduit vers a. Soit ΣC une
signature qui contient {fC , aC}. Alors dans Ter(ΣCApp), où RC est le système

fC · x 7→ x fC · x 7→ aC ,

on a la paire critique injoignable suivante :

fC ← fC · fC → aC .

Remarque 8.1.5

— Cet exemple n’est pas très surprenant : d’après le théorème 5.3.8, comme R est
confluent sur Ter(Σ) mais pas sur Ter(Σ,X ), il existe une extension Σ ′ de Σ telle
que R n’est pas confluent sur Ter(Σ ′) (c’est en fait le cas pour tout Σ ′ contenant
strictement Σ). C’est moralement ce que permet de faire la curryfication, d’où la
non confluence de RC sur Ter(ΣCApp,X ).

— Cet exemple peut être bien typé, par exemple dans le système F si fC est l’identité
id : ∀X.X⇒ X, et si τ(aC) = ∀X.X.
Par contre, l’exemple ne peut être bien typé si on impose que le type des symboles
curryfiés provient directement du type des symboles non curryfiés. Dans ce cadre, la
préservation de la confluence sur les termes bien typés a été montrée dans [BTG94]
pour le système F.
D’autre part, Dougherty montre dans [Dou92] que la confluence est préservée par
curryfication vers les termes R-stables. Ce sous-ensemble ne contient pas le terme
id · id · id (voir la remarque 6.1.15), qui peut pourtant être typé si id : ∀X.X⇒ X.

— La première et seule preuve de préservation de la confluence par curryfication sur
l’ensemble des λ-termes applicatifs est à notre connaissance celle de [Kah95].
Notons que la preuve de Kahrs fait intervenir la confluence du système →PP (voir
section 8.3), qui est la combinaison hiérarchique de deux systèmes confluents.
Rappelons que les combinaisons hiérarchiques de systèmes confluents de sont pas
confluentes en général (voir exemple 5.3.10).

8.2 Un essai de preuve directe

Commençons par voir pourquoi nous n’avons pas réussi à appliquer directement le
résultat de [Kah95] à la réécriture conditionnelle. Le résultat final de préservation de la
confluence de Kahrs est le suivant (voir aussi la définition 3.1 dans [Kah95]) :

Théorème 8.2.1 (Théorème 5.2 dans [Kah95]) Soit un TRS R sur Ter(Σ,X ) et ΣC
une curryfication de Σ. Si →R est confluent sur Ter(Σ,X ), alors la relation

C(→R) =def {(tC , uC) | t→R u}

est confluente sur Ter(ΣCApp,X ).

147
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En particulier, si R est un ensemble de règles non conditionnelles, alors C(→R) =→RC

et on obtient la confluence du TRS (Ter(ΣCApp,X ),RC).
Une relation de réécriture conditionnelle étant aussi un TRS, et il est tentant d’utiliser

le théorème 8.2.1 pour obtenir la confluence de C(→RX) à partir de celle de →RX et en
déduire la confluence de→RX

C
. La difficulté, lorsque R contient des règles conditionnelles,

est qu’il n’est pas évident que →RX
C

et C(→RX) coïncident.
Bien qu’il soit facile de voir que C(→RX) ⊆→RX

C
, le contraire (s’il est vrai) ne semble

pas avoir de preuve simple.

Lemme 8.2.2 Soit un ensemble R de règles conditionnelles sur Ter(Σ,X ) et ΣC une
curryfication de Σ. Pour tout X ∈ {se, jo, o}, si t C(→RX) u alors t→RX

C
u.

Preuve. Si t C(→RX) u alors par définition il existe t ′, u ′ ∈ Ter(Σ,X ) tels que t = t ′C ,
t ′ →RX u ′ et u ′

C = u. La proposition 8.3.5 implique que t ′C →RX
C

u ′
C .

Considérons la propriété inverse :

t →RX
C

u implique t C(→RX) u .

Pour voir où se situe la difficulté, essayons une preuve directe dans le cadre de la réécriture
par joignabilité. L’idée est d’essayer de prouver par induction sur i ∈ N que t →RCi

u

implique t C(→Ri
)u. Le cas de base i = 0 est évident. Supposons la propriété vraie pour

i ≥ 0 et essayons de la montrer pour i + 1.
Soit une règle ~d = ~c ⊃ l→ r ∈ R et une substitution σ telles que lCσ→RCi+1

rCσ. Il
existe donc des termes ~v tels que ~dCσ→∗

RCi
~v et ~cCσ→∗

RCi
~v. Par hypothèse d’induction

on obtient que ~dCσ C(→R)∗ ~v et ~cCσ C(→R)∗ ~v. On aimerait pouvoir en déduire que
lCσ C(→R)∗ rCσ, mais pour ce faire, il faudrait pouvoir trouver une substitution θ et des
termes ~w tels que ~dθ→∗

R ~w←∗
R ~cθ, avec de plus (~dθ)C = ~dCσ, (~cθ)C = ~cCσ et ~wC = ~v.

Nous pensons qu’il est peut-être possible d’arriver à le montrer en utilisant un ou-
tillage approprié, peut être comme celui utilisé dans les preuves de modularité [Toy87,
KMTV94], mais cela ne semble pas évident.

8.3 Paramétrisation partielle d’un système de réécriture

Nous devons donc utiliser le résultat de Kahrs de manière un peu plus fine. Cette sec-
tion est dévolue à l’étude et à la présentation des outils de sa preuve que nous réutilisons.

8.3.1 Paramétrisation partielle

L’élément principal est un ensemble de termes dans lequel cohabitent les termes cur-
ryfiés, les termes non curryfiés et les termes partiellement curryfiés. Sur ces termes nous
considérons la relation →R issue d’un TRS R ainsi que des relations de réécriture im-
plantant la curryfication et la décurryfication. Le TRS ainsi obtenu est la paramétrisation
partielle du TRS de départ.
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Dans ce qui suit, il est pratique pour l’homogénéité des notations de considérer des
termes dont les symboles sont annotés par leur arité. Ainsi, on se place dans une Σ-algèbre
A = (A,ΣA) libre sur X telle que fA ∈ ΣA s’écrive fn pour tout f ∈ Σn. Bien entendu,
cela ne change rien aux résultats, qui sont valables dans n’importe quelle Σ-algèbre libre
sur X .

Définition 8.3.1 (Paramétrisation partielle) La paramétrisation partielle d’un TRS
(Ter(Σ,X ),R) est le TRS (Ter(PP(Σ),X ), PP(R)) dans lequel

— la signature PP(Σ) est {fm | f ∈ Σn ∧ 0 ≤ m ≤ n}App où chaque fm est d’arité m,
— la relation PP(R) est R ∪ U où U est la plus petite relation telle que pour tout

fn, fn+1 ∈ PP(Σ),

fn(t1, . . . , tn) · tn+1 7→U fn+1(t1, . . . , tn, tn+1) .

Notons→C pour la relation de réécriture sur Ter(PP(Σ),X ) issue des règles U−1. Il est
aisé de voir que les systèmes →C et →U sont tout deux convergents. De plus, pour tout
t ∈ Ter(PP(Σ),X ), la forme C-normale de t est tC .

Proposition 8.3.2 La fonction qui à t ∈ Ter(PP(Σ),X ) associe sa forme C-normale
est la fonction de curryfication de (_)C : f ∈ Σ 7→ f0 ∈ PP(Σ)0.

Preuve. On montre que pour tout t ∈ Ter(PP(Σ),X ), la forme C-normale de t est tC .
On raisonne par induction sur t. Selon le lemme 3.2.6, on est dans un des cas suivants :

t = x · t1 . . . tn. Dans ce cas, la forme →C-normale de t est xt ′1 . . . t ′n où pour tout i ∈
{1, . . . , n}, t ′i est la forme C-normale de ti. Par hypothèse d’induction on a t ′i = (ti)C ,
et comme tC = x · (t1)C . . . (tn)C , il s’en suit que tC est la forme C-normale de t.

t = fn(t1, . . . , tn) · tn+1 . . . tn+m. La forme C-normale de t est f0t ′1 . . . t ′n+m, où pour tout
i ∈ {1, . . . , n + m}, t ′i est la forme C-normale de ti. Par hypothèse d’induction on
a t ′i = (ti)C , et comme tC = f0(t1)C . . . (tn+m)C , il s’en suit que tC est la forme
C-normale de t.

Il est donc légitime de noter tC la forme C-normale de t ; de façon analogue, nous
écrivons tU sa forme U-normale. Notons que tout terme t ∈ Ter(ΣCApp,X ) est en forme
C-normale.

D’autre part, les termes partiellement paramétrés de Ter(PP(Σ),X ) contiennent les
termes curryfiées par (_)C : f ∈ Σ 7→ f0 ∈ PP(Σ)0. Nous prouvons la préservation de
la confluence pour cette curryfication particulière. Le résultat pour une curryfication
quelconque ΣC ′ suit du fait que Ter(ΣCApp,X ) et Ter(ΣC ′App,X ) sont toutes deux des
ΣCApp-algèbres libres sur X .

Remarque 8.3.3 On a donc deux fonctions (_)C et (_)U sur Ter(PP(Σ),X ) qui sont
inverses l’une de l’autre : pour tout t ∈ Ter(PP(Σ),X ), on a (tC)U = t = (tU )C . Elles
définissent donc des isomorphismes (_)C ◦(_)U et (_)U ◦(_)C sur Ter(PP(Σ),X ). Notons
que (_)U ◦ (_)C est aussi un isomorphisme sur Ter(Σ,X ).

149



Chapitre 8 Préservation de la confluence par curryfication

8.3.2 Propriétés de la curryfication

La curryfication commute avec les contextes et les substitutions.

Proposition 8.3.4 Soit t ∈ Ter(Σ,X ). Alors,
— pour tout Ter(Σ,X )-contexte C[ ], on a C[t]C = CC [tC ],
— pour toute Ter(Σ,X )-substitution σ, on a (tσ)C = tCσC.

Preuve.

— Par induction sur C[ ].

C[ ] = [ ]. Dans ce cas on a C[t] = t, donc C[t]C = tC et CC [ ] = C[ ].

C[ ] = f(t1, . . . , ti−1, D[ ], ti+1, . . . , tn). Par hypothèse d’induction on a

C[t]C = fC (t1)C . . . (ti−1)C DC [tC ] (ti+1)C . . . (tn)C .

D’où C[t]C = CC [tC ].

— Par induction sur t.

t = x. Dans ce cas on a (tσ)C = σ(x)C , donc (tσ)C = tσC car tC = t.

t = f(t1, . . . , tn). Dans ce cas on a (tσ)C = f((t1σ)C , . . . , (tnσ)C), soit par hypo-
thèse d’induction, (tσ)C = f(t1σC , . . . , tnσC) = tσC .

La commutation de la curryfication avec les contextes et substitutions permet d’avoir
la projection des pas de réécriture sur les formes C-normales.

Proposition 8.3.5 Soit R un système conditionnel sur Ter(Σ,X ) et X ∈ {se, jo, o}.
Pour tout t, u ∈ Ter(Σ,X ),

t→RX u implique tC →RX
C

uC .

Preuve. Nous détaillons la preuve pour la réécriture par joignabilité. Par induction sur
i ∈ N, montrons que t →Ri

u implique tC →RCi
uC . Le cas de base i = 0 étant trivial,

montrons que pour tout i ∈ N la propriété est vraie pour i+1 dès lors qu’elle l’est pour i.
Si t →Ri+1

u, alors il existe un contexte C[ ], une règle ~d = ~c ⊃ l → r et une
substitution σ tels que t = C[lσ], u = C[rσ] et ~dσ ↓Ri

~cσ. Par l’hypothèse d’induction et
la proposition 8.3.4, on a ~dCσC ↓RCi

~cCσC soit tC = CC [lCσC ]→RCi
CC [rCσC ] = uC .

8.3.3 Propriétés de la décurryfication

À la différence de la curryfication, le décurryfication ne commute pas avec les contextes.

Exemple 8.3.6 Avec f1(_) ∈ Σ1 et C[ ] =def [ ] · x, on a

C[f0]U = f1(x) 6= f0 · x = CU [(f0)U ] .

De ce fait, on ne peut pas, en général, projeter la réécriture sur les formes U-normales.
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Exemple 8.3.7 Considérons une version décurryfiée de la fonction id :

id1(x) 7→id1
x .

Alors, en utilisant le contexte C[ ] = [ ] · x de l’exemple 8.3.6, on a

id1(f0) · x
id1 //

∗U
��

f0 · x

∗ U
��

id1(f0) · x f1(x)

mais id1(f0) · x ne se 7→id1
-réduit pas en f1(x).

On ne peut donc pas avoir l’équivalent de la proposition 8.3.4 pour la décurryfication.
Toutefois, la décurryfication commute avec les substitutions appliquées aux termes du
premier ordre.

Proposition 8.3.8 Si t ∈ Ter(Σ,X ) et σ est une substitution dans Ter(PP(Σ),X ),
alors (tσ)U = tσU .

Preuve. On raisonne par induction sur t.
t = x ∈ X . Dans ce cas (tσ)U = σ(x)U = σU (x).
t = fn(t1, . . . , tn). On a (tσ)U = fn((t1σ)U , . . . , (tnσ)U ) car tσ = fn(t1σ, . . . , tnσ). Il s’en

suit par hypothèse d’induction que (tiσ)U = tiσU pour tout i ∈ {1, . . . , n} ; donc
(tσ)U = tσU .

De ce fait, la décurryfication commute avec les contextes dans lesquels on a mis un
terme de la forme tσ avec t ∈ Ter(Σ,X ) \ X .

Proposition 8.3.9 Soit t ∈ Ter(Σ,X ) \ X et σ : X → Ter(PP(Σ),X ). Alors,
(i) pour tout u1, . . . , um ∈ Ter(PP(Σ),X ), on a

(tσ u1 . . . um)U = tσU (u1)U . . . (um)U ,

(ii) pour tout C[ ] : Ter(PP(Σ),X )→ Ter(PP(Σ),X ), on a

C[tσ]U = CU [tσU ] .

Preuve.

(i) Comme il n’est pas une variable, t est de la forme fn(t1, . . . , tn) avec fn ∈ Σn et
t1, . . . , tn ∈ Ter(Σ,X ) ; donc

(tσ t1 . . . tn)U = f((t1σ)U , . . . , (tnσ)U ) (u1)U . . . (um)U .

Or, par la proposition 8.3.8, on a (tiσ)U = tiσU pour tout i ∈ {1, . . . , n} ; d’où le
résultat.
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(ii) Par induction sur C[ ], en utilisant le lemme 3.2.6.
C[ ] = [ ] t1 . . . tn. Il s’en suit que CU [ ] = [ ] (t1)U . . . (tn)U , et comme par (i) on

a C[tσ]U = tσU (t1)U . . . (tn)U , on en déduit que C[tσ]U = CU [tσU ].
C[ ] = fn(t1, . . . , D[ ], . . . , tn) tn+1 . . . tn+m. Il existe k ∈ {0, . . . ,m} tel que

CU [ ] = fn+k((t1)U , . . . , DU [ ], . . . , (tn+k)U ) (tn+k+1)U . . . (tn+m)U .

Or, par hypothèse d’induction,

C[tσ]U = fn+k((t1)U , . . . , DU [tσU ], . . . , (tn+k)U ) (tn+k+1)U . . . (tn+m)U .

D’où le résultat.
C[ ] = fn(t1, . . . , tn) tn+1 . . . D[ ] . . . tn+m. Il existe k ∈ {0, . . . ,m} tel que

CU [ ] = fn+k((t1)U , . . . , (tn+k)U ) (tn+k+1)U . . . DU [ ] . . . (tn+m)U
ou bien

CU [ ] = fn+k((t1)U , . . . , DU [ ], . . . , (tn+k)U ) (tn+k+1)U . . . (tn+m)U .

Or par hypothèse d’induction, on a respectivement

C[tσ]U = fn+k((t1)U , . . . , (tn+k)U ) (tn+k+1)U . . . DU [tσU ] . . . (tn+m)U
et
C[tσ]U = fn+k((t1)U , . . . , DU [tσU ], . . . , (tn+k)U )(tn+k+1)U . . . (tn+m)U .

D’où le résultat.

8.4 Préservation de la confluence

Dans cette section, nous montrons que la confluence est préservée par curryfication
pour les systèmes conditionnels non-effondrants. Nous utilisons deux résultats de [Kah95].
Le premier dit que la confluence de →PP(R) suit de la confluence de →R.

Théorème 8.4.1 (Théorème 5.1 dans [Kah95]) Soit R un TRS sur Ter(Σ,X ). Si
(Ter(Σ,X ),→R) est confluent, alors (Ter(PP(Σ),X ),→PP(R)) l’est aussi.

Remarque 8.4.2 Le théorème 8.4.1, dont la preuve dans [Kah95] n’est pas triviale,
énonce la confluence de la combinaison hiérarchique des systèmes confluents →R et →U .
On peut penser que la difficulté vient du fait que les combinaisons hiérarchiques ne
préservent en général pas la confluence (voir l’exemple 5.3.10).

Pour déduire du théorème 8.4.1 la confluence de →RX
C
, on utilise la propriété suivante

des ARS, elle aussi proposée par Kahrs.

Proposition 8.4.3 (Proposition 2.1 dans [Kah95]) Soient deux ARS (A,→A) et
(B,→B) tels que (B,→B) est confluent. S’il existe deux fonctions F : A→ B et G : B→ A

telles que

pour tout t, u ∈ A, t→A u implique F(t)↔∗
B F(u) , (a)

pour tout t ∈ A,u ′ ∈ B, F(t)→∗
B u ′ implique t→∗

A G(u ′) ; (b)

alors (A,→) est confluent.
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Nous utilisons le théorème 8.4.1 et la proposition 8.4.3 de manière similaire à [Kah95].
Soit un ensemble R de règles conditionnelles sur Ter(Σ,X ) et X ∈ {se, jo, o}. On note
(Ter(PP(Σ),X ), PP) la paramétrisation partielle de (Ter(Σ,X ),→RX). Pour obtenir la
préservation de la confluence sur les termes applicatifs, nous utilisons la proposition 8.4.3
avec les ARS (Ter(ΣCApp,X ),→RX

C
) et (Ter(PP(Σ),X ),→PP) et les fonctions

F : Ter(ΣCApp,X )→ Ter(PP(Σ),X )

définie par F(t) =def t pour tout t ∈ Ter(ΣCApp,X ) ,

G : Ter(PP(Σ),X )→ Ter(ΣCApp,X )

définie par G(t ′) =def t ′C pour tout t ′ ∈ Ter(PP(Σ),X ) .

Pour pouvoir appliquer la proposition 8.4.3 aux fonctions F et G, il faut donc vérifier les
deux conditions suivantes : pour tout t, u ∈ Ter(ΣCApp,X ) et u ′ ∈ Ter(PP(Σ),X ),

t→RX
C

u implique t↔∗
PP u , (a)

t→∗
PP u ′ implique t→∗

RX
C

u ′
C . (b)

On note→RX la plus petite relation de réécriture sur Ter(PP(Σ),X ) contenant→RX . De
ce fait,→PP=→RX ∪→U . La relation de réécriture→RX est donc la clôture de→RX par
Ter(PP(Σ),X )-contextes et par Ter(PP(Σ),X )-substitutions : t→RX u si et seulement si

il existe C[ ] : Ter(PP(Σ),X )→ Ter(PP(Σ),X ), σ : X → Ter(PP(Σ),X )

et t ′, u ′ ∈ Ter(Σ,X )

tels que t = C[t ′σ] et t ′ →RX u ′ et C[u ′σ] = u .

Bien que la décurryfication ne commute pas avec la réécriture (exemple 8.3.7), pour la
condition (a) on peut, dans le cas de la réécriture non-conditionnelle, procéder de la
manière suivante [Kah95] :

t →RC u implique t →∗
U tU →R u ′ ←∗

U u ,

avec en général u ′ 6= uU . Dans le cas de la réécriture conditionnelle, les choses sont plus
compliquées. Essayons de montrer (a) par induction sur la stratification de la réécriture
conditionnelle par joignabilité, en utilisant l’hypothèse d’induction que

t →Rjo
Ci

u implique t →∗
U tU →Rjo u ′ ←∗

U u .

Soit une règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r et supposons que

lCσ →Rjo
Ci+1

rCσ avec ~dCσ →∗
Rjo
Ci

~v ←∗
Rjo
Ci

~cCσ .

Alors l’hypothèse d’induction nous permet de conclure qu’il existe des termes ~v ′ et ~v ′′

tels que
~dσU →∗

Rjo ~v ′ ←∗
U ~v →∗

U ~v ′′ ←∗
Rjo ~cσU
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mais cela n’implique pas ~dσU ↓Rjo ~cσU . Donc, a priori, il n’est pas clair que nous ayons
lσU →Rjo rσU .

Pour échapper à ce problème, nous nous restreignons à un cas dans lequel les pas
de réécriture peuvent être projetés sur les formes U-normales. Cela suppose de pouvoir
appliquer la proposition 8.3.9 : dans ~d = ~c ⊃ l 7→R r, ni l ni r ne doivent être des
variables, ce qui impose que les règles soient non-effondrantes.

Lemme 8.4.4 (Projection de →PP sur les formes U- et C-normales) Soient t et
u dans Ter(PP(Σ),X ).

(i) Si R est non-effondrant, alors t→∗
PP u implique tU →∗

RX uU .

(ii) t→∗
PP u implique tC →∗

RX
C

uC.

Preuve.

(i) On montre que t →RX u implique tU →RX uU . Comme →PP=→RX ∪ →U , il s’en
suit que t→PP u implique tU →=

RX uU , d’où le résultat.

Si t →RX u, alors il existe un contexte C[ ] : Ter(PP(Σ),X ) → Ter(PP(Σ),X ),
une substitution σ : X → Ter(PP(Σ),X ) et deux termes t ′, u ′ ∈ Ter(Σ,X ) tels
que t = C[t ′σ], u = C[u ′σ] et t ′ →RX u ′. Comme R est non-effondrant, ni t ′

ni u ′ n’est une variable, donc par la proposition 8.3.9.(ii), on a tU = CU [t ′σU ] et
uU = CU [u ′σU ], soit tU →RX uU .

(ii) On montre que t →RX u implique tC →RX
C

uC . Comme →PP=→RX ∪ →U , il s’en
suit que t→PP u implique tC →=

RX
C

uC , d’où le résultat.

Si t →RX u alors il existe donc un contexte C[ ], une substitution σ et deux
termes t ′, u ′ ∈ Ter(Σ,X ) tels que t = C[t ′σ], u ′ = C[u ′σ] et t ′ →RX u ′. Par
la proposition 8.3.5, on a t ′C →RX

C
u ′
C . De plus, par la proposition 8.3.4, on a

tC = CC [t
′
CσC ] et uC = CC [u

′
CσC ]. On en déduit que tC →RX

C
uC .

Théorème 8.4.5 (Préservation de la confluence sur les termes applicatifs) Soit
R un ensemble de règles conditionnelles non-effondrantes sur Ter(Σ,X ) et X ∈ {se, jo, o}.
Si →RX est confluent sur Ter(Σ,X ) alors →RX

C
est confluent sur Ter(ΣCApp,X ).

Preuve. Par le théorème 8.4.1, on a la confluence de →PP. On applique la proposi-
tion 8.4.3 avec les fonctions F et G définies ci-dessus. On vérifie les conditions (a) et (b).

Condition (a). On doit montrer que pour tout t, u ∈ Ter(ΣCApp,X ),

t→RX
C

u implique t↔∗
PP u .

On montre par induction sur i ∈ N que t→RX
Ci

u implique t↔∗
PP u. Le cas de base

i = 0 est trivial car→RX
C0

= ∅. Supposons la propriété vraie pour i ≥ 0 et montrons
la pour i + 1.
Si t→RX

Ci+1
u, alors il existe

— un contexte C[ ],
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— une substitution σ,
— une règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r,
— des termes ~v ∈ Ter(ΣCApp,X ),
tels que

t = C[lCσ], u = C[rCσ] et ~dCσ →∗
RX
Ci

~v ←∗
RX
Ci

~cCσ .

Par hypothèse d’induction, on a ~dCσ↔∗
PP ~cCσ. Comme ~dC est la forme C-normale

de ~d (proposition 8.3.2), on a ~dC →∗
U

~d, donc ~dCσ →∗
U

~dσ. En appliquant le
même raisonnement à ~c, on obtient ~dσ ↔∗

PP ~cσ. La relation →PP étant confluente
(théorème 8.4.1), il existe ~w tels que ~dσ→∗

PP ~w←∗
PP ~cσ, soit, par le lemme 8.4.4.(i),

(~dσ)U →∗
RX ~wU ←∗

RX (~cσ)U .

Or, par la proposition 8.3.8, on a

(~dσ)U = ~dσU , (~cσ)U = ~cσU , (rσ)U = rσU et (lσ)U = lσU .

On en déduit que

t = C[lCσ] →∗
U C[lσU ] →RX C[rσU ] ←∗

U C[rCσ] = u ,

c’est-à-dire t↔∗
PP u.

Condition (b). On montre que pour tout t ∈ Ter(ΣCApp,X ) et tout u ∈ Ter(PP(Σ)),

t→∗
PP u implique t→∗

RX
C

uC .

Or, par le lemme 8.4.4.(ii), pour tout t, u ∈ Ter(PP(Σ),X ), si t →∗
PP u alors

tC →∗
RX
C

uC . Dans le cas où t ∈ Ter(ΣCApp,X ), on a t = tC ; donc t→∗
RX
C

uC .

En utilisant le théorème 5.3.4, on en déduit aisément que la confluence est préservée
par curryfication de Ter(Σ,X ) à Λ(ΣC).

Corollaire 8.4.6 (Préservation de la confluence sur les lambda-termes) Soit R
un ensemble de règles conditionnelles non-effondrantes sur Ter(Σ,X ) et X ∈ {se, jo}. Si→RX est confluent sur Ter(Σ,X ) alors →RX

C
est confluent sur Λ(ΣC).

Rappelons que si Σ est une signature, alors ΣApp =def Σ]{_·_} et ΣApp =def Σ\{_·_},
de telle sorte que (ΣApp)App = Σ (voir la section 5.3.2).

Preuve. Le théorème 8.4.5 implique que →RX
CTer

est confluent sur Ter(ΣCApp,X ), et
on en déduit que →RX

CΛ
est confluent sur Λ((ΣCApp)App) par le théorème 5.3.4. On a le

résultat recherché car (ΣCApp)App = ΣC .
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Troisième partie

Normalisation forte et
réductibilité
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Chapitre 9

Normalisation forte dans le
lambda-calcul typé

Ce chapitre présente certains aspects des preuves par réductibilité de la normalisation
forte de λ-calculs typés.

L’idée centrale de ces preuves est d’associer à chaque type un ensemble de termes
fortement normalisants et de montrer que cette interprétation est adéquate vis-à-vis du
typage : chaque terme typé appartient à l’interprétation de son type. Afin que cela soit
possible, l’interprétation des types doit respecter certaines propriétés.

Il existe plusieurs interprétations possibles, nous abordons trois d’entre elles : les en-
sembles saturés de Tait, les candidats de réductibilité de Girard, et les ensembles clos
par biorthogonalité.

Chacune d’elles a ses propres caractéristiques. Dans le cas de calculs dont les règles de
réduction correspondent à des coupures du système de type, comme par exemple avec le
λ-calcul pur ou avec produits, les propriétés mises en valeur par les ensembles de Tait sont
très proches des règles de typage, et sûrement parmi les plus simples que l’on puisse avoir.
En contrepartie, cette interprétation ne s’adapte pas de manière élégante aux réductions
qui ne correspondent pas forcément aux coupures, comme c’est le cas en général avec la
réécriture.

Les candidats de réductibilité de Girard, quand à eux, paraissent être un peu plus
loin du système de types. Ils ont l’avantage d’avoir une formulation plus abstraite, qui
s’adapte très bien à la réécriture.

Les biorthogonaux reposent sur une méthode différente des deux autres familles consi-
dérées. L’idée est de caractériser un type par un ensemble de contextes tel que chaque
terme de ce type se comporte d’une manière déterminée avec chaque contexte de l’en-
semble. Cette manière de faire permet de capturer des propriétés qui semblent plus dif-
ficiles à manier avec les autres approches. C’est en particulier le cas des interprétations
calculatoires de la déduction naturelle classique. Mais les biorthogonaux sont aussi très
utiles dans d’autres cas. Par exemple nous les utilisons au chapitre 10 afin de mieux
comprendre l’impact des types unions sur la normalisation forte.

Les résultats que nous présentons dans ce chapitre sont pour la plupart déjà connus.
Nous nous sommes attachés à les présenter de manière précise, dans l’objectif de faire
ressortir les propriétés importantes utilisées de manière explicite et implicite dans toutes
les familles d’interprétations que nous considérons.

Pour ce faire, nous avons adopté une présentation basée sur les contextes d’élimination.
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Ces contextes sont utilisés dans [Abe04, Mat05] pour formuler de manière élégante les
propriétés sur lesquelles reposent les preuves de [Luo90, Alt93] pour la normalisation
forte d’extensions du calcul des constructions. Les contextes d’élimination permettent
de donner un traitement uniforme aux ensembles saturés, candidats de réductibilité et
biorthogonaux. Ceci nous sera utile au chapitre 10 pour étudier la stabilité part union de
familles de réductibilité. Notons que nous donnons un principe de définition des termes
neutres qui semble être original (voir définition 9.3.13).

Le chapitre se déroule comme suit. Nous commençons, à la section 9.1, par présenter
de façon détaillée une preuve de normalisation forte du λ-calcul simplement typé, pur
(section 9.1.2) et avec produits (section 9.1.3). Ensuite (section 9.1.4) nous considérons
le cas de la réécriture. Nous ne donnons pas de critère de terminaison, mais essayons de
voir comment s’adaptent à la réécriture les principes dégagés en 9.1.2 et 9.1.3.

Nous abordons ensuite la normalisation forte du système F. La section 9.2 est consacrée
aux problèmes logiques spécifiques à la normalisation de ce calcul, qui comporte une
difficulté particulière car elle implique la cohérence de l’arithmétique du second ordre.
Nous essayons d’approcher cette difficulté logique en présentant ce que pourrait être
une preuve naïve (et fausse). Nous présentons ensuite certains principes importants que
satisfont ses preuves de normalisation correctes, que nous appliquons à la section 9.3 aux
ensembles saturés, candidats de réductibilité et biorthogonaux.

Enfin, nous discutons brièvement à la section 9.4 la préservation de la normalisation
forte pour la combinaison de la réécriture du premier ordre au système F.

9.1 Lambda-calculs avec types simples

Dans cette section, nous présentons les idées importantes des preuves de normalisation
par réductibilité pour des calculs simples. Nous nous concentrons sur des systèmes issus
du λ-calcul simplement typé, auquel on ajoute des constructeurs de type et des règles de
réécriture. La définition générale de tels systèmes se trouve à la section 3.6.

Nous considérons le système λ⇒(B, Σ, τ), équipé d’un système de réécriture R sur
Λ(Σ). L’idée des preuves par réductibilité est d’associer à chaque type T ∈ T⇒(B) un
ensemble de termes fortement βR-normalisants JTK ⊆ SNβR, de telle sorte que

si Γ `⇒τ t : T et σ(x) ∈ JUK pour tout (x : U) ∈ Γ , alors tσ ∈ JTK. (9.1)

Définition 9.1.1 Soit λ⇒(B, Σ, τ) un système de types avec constantes et R un TRS
sur Λ(Σ).

(i) Une interprétation de (λ⇒(B, Σ, τ),R) est une fonction J_K : T⇒(B)→ P(Λ(Σ)).
(ii) Étant donnée une interprétation J_K, on dit qu’une substitution σ : X → Λ(Σ)

valide un contexte Γ dans J_K, notation σ |=J_K Γ , lorsque Dom(Γ) ⊆ Dom(σ) et
σ(x) ∈ JΓ(x)K pour tout x ∈ Dom(Γ).

(iii) Une interprétation J_K est valide si X ⊆ JTK ⊆ SNβR pour tout T ∈ T⇒(B).
(iv) Une interprétation J_K est adéquate si(

Γ `⇒τ t : T et σ |=J_K Γ
)

=⇒ tσ ∈ JTK .
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Lorsque le contexte le permet, nous désignons σ |=J_K Γ par σ |= Γ .
Si l’on dispose d’une interprétation valide et adéquate, alors tous les termes typables

sont fortement normalisants.

Théorème 9.1.2 (Normalisation forte) Soit λ⇒(B, Σ, τ) un système de types avec
constantes et R un TRS sur Λ(Σ). S’il existe une interprétation valide et adéquate de
(λ⇒(B, Σ, τ),R), alors

Γ `⇒τ t : T =⇒ t ∈ SNβR .

Preuve. Soit J_K une interprétation valide et adéquate de (λ⇒(B, Σ, τ),R) et supposons
que Γ `⇒τ t : T . Comme J_K est valide, la substitution σ =def [x/x | x ∈ Dom(Γ)] valide
Γ dans J_K, et comme J_K est adéquate, on a t = tσ ∈ JTK, soit t ∈ SNβR car J_K est
valide.

9.1.1 Lambda-calcul avec produits

Dans cette section, nous nous plaçons dans un sous-système du λ-calcul simplement
typé avec produits λ⇒×(B) présenté à la section 3.7.1. Nous supposons que tous les types
de base ont une arité nulle. De ce fait, on est dans un système de la forme λ⇒×(B0). De
plus, nous ne prenons pas en compte la règle 7→SP.

Les termes de ce système sont donc

t, u ∈ Λ(Σπ) ::= x | tu | λx.t | (t, u) | π1t | π2t ,

où x ∈ X ; et ses types sont

T,U ∈ T⇒×(B0) ::= B | U⇒ T | T ×U ,

où B ∈ B0. Rappelons ses règles de typage :

(Ax)
Γ, x : T ` x : T

(⇒I)
Γ, x : U ` t : T

Γ ` λx.t : U⇒ T
(⇒E)

Γ ` t : U⇒ T Γ ` u : U

Γ ` tu : T

(×I)
Γ ` t1 : T1 Γ ` t2 : T2

Γ ` (t1, t2) : T1 × T2
(×E)

Γ ` t : T1 × T2

Γ ` πit : Ti
(i ∈ {1, 2})

Les règles de réduction que nous considérons sont les suivantes :

(λx.t)u 7→β t[u/x] π1(u, v) 7→π u π2(u, v) 7→π v .

L’interprétation des types est construite inductivement à partir de l’interprétation des
types de base

∀B ∈ B0. JBK = SNβπ , (9.2)

en utilisant une interprétation des constructeurs de types _ ⇒ _ et _ × _. Pour cela,
il faut donc leur associer des fonctions _ ⇒ _, _ × _ : P(Λ(Σπ))2 → P(Λ(Σπ)). Nous
allons voir quelles propriétés on peut demander à _ ⇒ _ et _ × _ pour obtenir une
interprétation valide et adéquate.
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Mécanismes de base

Commençons par rappeler quelques mécanismes de base de la réductibilité. Nous nous
basons sur un système très simple dans lequel ne figurent que des produits, et où les
règles de typage n’ont pas de contexte.

Les règles

(×E0)
t : T1 × T2

πit : Ti
(i ∈ {1, 2}) (×I0)

t1 : T1 t2 : T2

(t1, t2) : T1 × T2

imposent que

si t ∈ JT1K× JT2K alors π1t ∈ JT1K et π2t ∈ JT2K, (×E0)
si t1 ∈ JT1K et t2 ∈ JT2K alors (t1, t2) ∈ JT1K× JT2K ; (×I0)

c’est à dire

{(t, u) | t ∈ JT1K ∧ u ∈ JT2K} ⊆ JT1K× JT2K ⊆ {t | π1t ∈ JT1K ∧ π2t ∈ JT2K} . (9.3)

La propriété (9.3) implique que

∀t, u. (t ∈ JT1K ∧ u ∈ JT2K) =⇒ (π1(t, u) ∈ JT1K ∧ π2(t, u) ∈ JT2K) .

En particulier, par (9.2), il faut que pour tout T ∈ T×(B0),

∀t, u. (t ∈ JTK ∧ u ∈ SN π) =⇒ (π1(t, u) ∈ JTK ∧ π2(u, t) ∈ JTK) . (9.4)

Voyons maintenant comment assurer la propriété (9.4) pour tout T ∈ T×(B0). On rai-
sonne par induction sur T ∈ T×(B0), en supposant que _×_ est une fonction quelconque
de P(Λ(Σπ))2 dans P(Λ(Σπ)) satisfaisant (9.3).

T = B ∈ B0. On doit montrer que

∀t, u ∈ SN π. π1(t, u) ∈ SN π ∧ π2(t, u) ∈ SN π . (9.5)

T = T1 × T2. On doit montrer que pour tout t ∈ JT1K× JT2K et tout u ∈ SN π,

π1π1(t, u), π1π2(u, t) ∈ JT1K ∧ π2π1(t, u), π2π2(u, t) ∈ JT2K . (9.6)

L’induction sur la structure des types impose, à travers (9.6), que (9.4) soit satis-
faite pour des termes à l’intérieur de contextes de la forme πi1 · · ·πin_. Ces contextes
correspondent, au niveau des termes, aux règles d’élimination. On les appelle contextes
d’élimination. Dans le cas des produits, ils sont générés par la grammaire suivante :

E[ ] ∈ E× ::= [ ] | π1E[ ] | π2E[ ] .

Notons que le « trou » de ces contextes n’est jamais sous un lieur. Par la remarque 1.4.6,
ce sont donc des Ter(Σπ,X )-contextes, qui peuvent être définis par des termes à trous,
comme en 1.1.19.
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En reformulant (9.4) dans les contextes d’élimination, on aboutit à la propriété sui-
vante : pour tout T ∈ T×(B0) et tout t1, t2,

∀E[ ] ∈ E×. (t2 ∈ SN π ∧ E[t1] ∈ JTK) =⇒ E[π1(t1, t2)] ∈ JTK ,

∀E[ ] ∈ E×. (t1 ∈ SN π ∧ E[t2] ∈ JTK) =⇒ E[π2(t1, t2)] ∈ JTK .
(9.7)

En d’autres termes, l’interprétation des types doit être stable par expansion dans les
contextes d’élimination.

Remarque 9.1.3 La relation {(E[t], E[u]) | E[ ] ∈ E× ∧ t 7→π u} est l’analogue, pour
les produits, de la β-réduction faible de tête définie en 3.2.7.

9.1.2 Normalisation forte du lambda-calcul simplement typé

Nous allons maintenant montrer la normalisation forte du λ-calcul simplement typé
en nous basant sur les intuitions que nous venons de dégager sur les produits. D’autres
preuves peuvent être trouvées dans [Kri90, Bar92, GLT89].

Supposons définie une interprétation J_K : T⇒(B0)→ P(SNβ). Considérons les règles

(⇒E)
Γ ` t : U⇒ T Γ ` u : U

Γ ` tu : T
(⇒I)

Γ, x : U ` t : T

Γ ` λx.t : U⇒ T

En raisonnant comme pour (9.3), on aboutit au fait que _⇒ _ doit vérifier, pour toute
substitution σ telle que σ |= Γ ,

{(λx.t)σ | ∀u. u ∈ JUK =⇒ tσ[u/x] ∈ JTK}
⊆ JUK⇒ JTK ⊆

{tσ | ∀u. u ∈ JUK =⇒ tσu ∈ JTK} . (9.8)

Il existe plusieurs définitions de _ ⇒ _ vérifiant (9.8). Nous utilisons des interpréta-
tions « basées sur l’élimination », au sens de [Mat98].

Définition 9.1.4 (Interprétation de la flêche) Soit Σ une signature. On définit la
fonction _⇒ _ : P(Λ(Σ))× P(Λ(Σ))→ P(Λ(Σ)) par

A⇒ B =def {t | ∀u. u ∈ A =⇒ tu ∈ B} .

On peut alors définir l’interprétation des types de T⇒(B0) en utilisant, dans le cas de
base, l’interprétation JBK = SNβ suggérée en (9.2).

Définition 9.1.5 (Interprétation des types) L’interprétation d’un type T ∈ T⇒(B0)

est l’ensemble JTK défini par induction sur T de la manière suivante :

JBK =def SNβ si B ∈ B0

JU⇒ TK =def JUK⇒ JTK .
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Nous allons maintenant vérifier que J_K est bien une interprétation valide et adéquate.
Pour l’adéquation, en s’inspirant de ce qu’on a fait avec (9.4), il ressort de (9.8) que pour
tout T ∈ T⇒(B0),

∀t, u. u ∈ SNβ =⇒ (t[u/x] ∈ JTK =⇒ (λx.t)u ∈ JTK) . (9.9)

En ce qui concerne la validité de J_K, on doit montrer que pour tout T ∈ T⇒(B0) on a
X ⊆ JTK et JTK ⊆ SNβ. En fait, ces deux propriétés ne sont pas indépendantes l’une de
l’autre. En effet, X ⊆ JTK implique que JTK n’est pas vide, et d’un autre coté on a

∅⇒ B = {t | ∀u. u ∈ ∅ =⇒ tu ∈ B} = Λ(Σ) .

D’autre part, pour montrer que x ∈ A⇒ B, il faut montrer que xu ∈ B pour tout u ∈ A,
et si B ⊆ SNβ cela impose que A ⊆ SNβ.

Ces propriétés doivent être vérifiées pour les types de base, mais aussi pour l’inter-
prétation de la flèche. Cela nous amène, comme en (9.7), à les formuler en utilisant
des contextes d’élimination. Notre utilisation des contextes d’élimination est inspirée
de [Abe04, Mat05].

Définition 9.1.6 (Contextes d’élimination des flêches) Soit Σ une signature. L’en-
semble E⇒ des contextes d’élimination des flèches est généré par la grammaire suivante :

E[ ] ∈ E⇒ ::= [ ] | E[ ] t ,

où t ∈ Λ(Σ).

Ces contextes peuvent donc s’écrire sous la forme [ ]t1 . . . tn avec n ≥ 0. Notons que
dans un contexte E[ ] ∈ E⇒, le « trou » [ ] n’apparaît jamais sous un lieur, E[ ] est donc
représenté par un unique terme de Λ(Σ). De plus, comme E[ ] a une occurrence de [ ],
on a t ∈ SNβ dès lors que E[t] ∈ SNβ.

Si on formule dans les contextes d’élimination les conditions que J_K doit satisfaire
pour être valide et adéquate, on aboutit au fait que pour tout T ∈ T⇒(B0), JTK doit être
une partie de SNβ telle que

— si E[ ] ∈ SNβ et x ∈ X alors E[x] ∈ JTK,
— si E[t[u/x]] ∈ JTK et u ∈ SNβ alors E[(λx.t)u] ∈ JTK.
Ces conditions sont celles des ensembles saturés de Tait, voir [Kri90, Bar92, Gal89].

Définition 9.1.7 (Ensembles saturés) L’ensemble SATβ des ensembles β-saturés est
l’ensemble des S ⊆ SNβ tels que
(SAT1) si E[ ] ∈ SNβ et x ∈ X alors E[x] ∈ S,
(SAT2) si E[t[u/x]] ∈ S et u ∈ SNβ alors E[(λx.t)u].

Nous allons maintenant vérifier que SATβ n’est pas vide, c’est à dire qu’il existe un
ensemble saturé. Pour cela, nous montrons que SNβ ∈ SATβ.

La condition (SAT1) est immédiate.

Proposition 9.1.8 Si E[ ] ∈ E⇒ ∩ SNβ et x ∈ X , alors E[x] ∈ SNβ.
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Preuve. Par induction sur E[ ] ∈ SNβ, en utilisant la propriété suivante :

∀v. E[x]→β v =⇒ (
v = E ′[x] avec E ′[ ] ∈ E⇒ et E[ ]→β E ′[ ]

)
. (9.10)

Pour montrer que (SAT2) est vérifiée par SNβ, nous utilisons une propriété simple
mais fondamentale du λ-calcul, appelée standardisation faible dans [Alt93].

Lemme 9.1.9 (Standardisation faible) Si t 7→β u et E[t]→β v avec v 6= E[u], alors
v = E ′[t ′] avec (E[ ], t)→β (E ′[ ], t ′) et il existe u ′ tel que E[u]→∗

β E ′[u ′]. En image :

E[t]
t 7→β u

//

β

��

E[u]

β∗
��

E ′[t ′]
t ′ 7→β u ′

// E ′[u ′]

(9.11)

Preuve. Comme E[ ] est de la forme [ ]t1 . . . tn, la propriété (9.11) s’écrit sous la forme

(λx.t)ut1 . . . tn
whβ //

β

��

t[u/x]t1 . . . tn

β∗
��

(λx.t ′)u ′t ′1 . . . t ′n whβ

// t ′[u ′/x]t ′1 . . . t ′n

où (t, u, t1, . . . , tn)→β (t ′, u ′, t ′1, . . . , t
′
n). Le fait que t[u/x]t1 . . . tn →∗

β t ′[u ′/x]t ′1 . . . t ′n
provient du lemme 2.3.1.

La standardisation faible est tout ce dont on a besoin pour montrer que SNβ vérifie
(SAT2).

Lemme 9.1.10 (Stabilité par expansion faible de tête) Si E[t[u/x]] ∈ SNβ et
u ∈ SNβ alors E[(λx.t)u] ∈ SNβ.

Preuve. On doit montrer que pour tout v, si E[(λx.t)u] →β v alors v ∈ SNβ. No-
tons que E[ ], t ∈ SNβ car E[t[u/x]] ∈ SN . On raisonne par induction sur les triplets
(E[ ], t, u) ordonnés par →β.

Soit v tel que E[(λx.t)u]→β v. D’après le lemme 9.1.9 il y a deux possibilités.
— v = E[t[u/x]] et v ∈ SNβ par hypothèse,
— v = E ′[(λx.t ′)u ′] avec (E[ ], t, u) →β (E ′[ ], t ′, u ′) et E[t[u/x]] →∗

β E ′[t ′[u ′/x]].
Comme u, E[t[u/x]] ∈ SNβ, on a u ′, E ′[t ′[u ′/x]] ∈ SNβ. On peut donc appliquer
l’hypothèse d’induction à E ′[(λx.t ′)u ′]→whβ

E ′[t ′[u ′/x]], d’où v ∈ SNβ.

Remarque 9.1.11 Dans le cas du λ-calcul pur, la standardisation faible est triviale, et
la stabilité de SN par expansions faibles de tête pourrait être prouvée sans référence ex-
plicite à cette propriété. L’intérêt de cette méthode est qu’elle s’adapte bien à différentes
extensions du λ-calcul.
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Comme SNβ satisfait (SAT1) et (SAT2), on en déduit que SNβ ∈ SATβ.

Lemme 9.1.12 SNβ ∈ SATβ.

Pour que J_K soit une interprétation valide, et pour pouvoir montrer qu’elle est adé-
quate, il nous reste à voir que JTK ∈ SATβ pour tout T ∈ T⇒(B0). Comme JBK = SNβ

pour tout B ∈ B0, il suffit de montrer que _⇒ _ est une fonction de SAT2
β dans SATβ.

Proposition 9.1.13 Si A,B ∈ SATβ alors A⇒ B ∈ SATβ.

Preuve. Montrons tout d’abord que A ⇒ B ⊆ SNβ. Si t ∈ A ⇒ B, alors comme
A ∈ SATβ, on a tx ∈ B pour tout x ∈ X , donc tx ∈ SNβ car B ∈ SATβ, d’où t ∈ SNβ.

Montrons maintenant que les conditions (SAT1) et (SAT2) sont satisfaites.
(SAT1) Si E[ ] ∈ SN et u ∈ A, alors comme A ∈ SATβ on a u ∈ SN , donc E[x]u ∈ B

pour tout x ∈ X car B ∈ SATβ. Il s’en suit que E[x] ∈ A⇒ B pour tout x ∈ X .
(SAT2) Si E[t[u/x]] ∈ A⇒ B avec u ∈ SN , alors pour tout v ∈ A on a E[t[u/x]]x ∈ B,

donc E[(λx.t)u]v ∈ B car B ∈ SATβ. Il s’en suit que E[(λx.t)u] ∈ A⇒ B.

Proposition 9.1.14 J_K est une interprétation valide.

Montrons maintenant qu’elle est adéquate.

Lemme 9.1.15 (Adéquation) Si Γ `⇒ t : T et σ |= Γ , alors tσ ∈ JTK.

Preuve. On raisonne par induction sur Γ `⇒ t : T .
(Ax)

Γ, x : T ` x : T

On a σ(x) ∈ JTK par hypothèse.
(⇒I)

Γ, x : U ` t : T

Γ ` λx.t : U⇒ T

Soit σ |= Γ . On doit montrer que (λx.t)σ ∈ JUK⇒ JTK.
Tout d’abord, par le lemme 1.2.10, on peut supposer que x /∈ FV(σ)∪Dom(σ). On
a donc (λx.t)σ = λx.(tσ) par le lemme 1.3.9.(i).
Soit maintenant u ∈ JUK. Par hypothèse d’induction, on a t(σ[u/x]) ∈ JTK. Or,
comme x /∈ FV(σ), la proposition 1.3.5 implique que t(σ[u/x]) = (tσ)[u/x]. Comme
JTK ∈ SATβ, on a (λx.tσ)u ∈ JTK car u ∈ JUK ⊆ SNβ et tσ[u/x] ∈ JTK. Il s’en suit
que λx.(tσ) ∈ JUK⇒ JTK.

(⇒E)
Γ ` t : U⇒ T Γ ` u : U

Γ ` tu : T

Par définition de _⇒ _.

Corollaire 9.1.16 Si Γ `⇒ t : T alors t ∈ SNβ.

Preuve. On a une interprétation J_K qui est valide par la proposition 9.1.14 et adéquate
par le lemme 9.1.15. On peut donc appliquer le théorème 9.1.2, d’où t ∈ SNβ.
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9.1.3 Normalisation forte du lambda-calcul avec produits

Nous allons maintenant adapter au λ-calcul simplement typé avec produits ce que nous
venons de faire avec le λ-calcul pur.

Comme pour _ ⇒ _, nous utilisons une interprétation de _ × _ basée sur les élimi-
nations.

Définition 9.1.17 (Interprétation des produits) Soit Σ une signature. On définit
la fonction _×_ : P(Λ(Σ))× P(Λ(Σ))→ P(Λ(Σ)) par

A× B =def {t | π1t ∈ A ∧ π2t ∈ B} .

On peut alors prolonger naturellement l’interprétation J_K au cas des produits. Notons
toutefois que nous avons ici JBK = SNβπ.

Définition 9.1.18 (Interprétation des types) L’interprétation de T ∈ T⇒×(B0) est
l’ensemble JTK défini par induction sur T de la manière suivante :

JBK =def SNβπ si B ∈ B0

JU⇒ TK =def JUK⇒ JTK
JU× TK =def JUK× JTK .

Les contextes d’élimination que nous utilisons sont des combinaisons des contextes
d’élimination des flèches et des produits.

Définition 9.1.19 (Contextes d’élimination des flêches et des produits) L’en-
semble E⇒× des contextes d’élimination des flèches et des produits est généré par la
grammaire suivante :

E[ ] ∈ E⇒× ::= [ ] | E[ ] t | π1E[ ] | π2E[ ] ,

où t ∈ Λ(Σ).

Ils donnent lieu aux ensembles saturés suivants :

Définition 9.1.20 (Ensembles saturés) L’ensemble SATβπ des ensembles βπ-saturés
est l’ensemble des S ⊆ SNβπ tels que
(SAT1) pour tout E[ ] ∈ E⇒× ∩ SNβπ et tout x ∈ X on a E[x] ∈ S,
(SAT2⇒) pour tout E[ ] ∈ E⇒×, tout t ∈ Λ(Σπ) et tout u ∈ SNβπ, si E[t[u/x]] ∈ S alors

E[(λx.t)u] ∈ S,
(SAT2×1) pour tout E[ ] ∈ E⇒× et tout t1, t2 ∈ Λ(Σπ), si t2 ∈ SNβπ et E[t1] ∈ S alors

E[π1(t1, t2)] ∈ S,
(SAT2×2) pour tout E[ ] ∈ E⇒× et tout t1, t2 ∈ Λ(Σπ), si t1 ∈ SNβπ et E[t2] ∈ S alors

E[π2(t1, t2)] ∈ S.

Nous allons maintenant montrer que SNβπ ∈ SATβπ. En ce qui concerne (SAT1),
comme la propriété (9.10) est toujours vraie avec les contextes de E⇒×, on peut raisonner
de la même manière qu’à la proposition 9.1.8.
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Proposition 9.1.21 Si E[ ] ∈ E⇒× ∩ SNβπ et x ∈ X , alors E[x] ∈ SNβπ.

Preuve. Comme pour la proposition 9.1.8, en utilisant la propriété suivante :

∀v. E[x]→βπ v =⇒ (
v = E ′[x] avec E ′[ ] ∈ E⇒× et E[ ]→βπ E ′[ ]

)
. (9.12)

La standardisation faible est bien plus intéressante pour λ⇒×(B0) que pour λ⇒(B0).
Nous la montrons au lemme 9.1.23, en utilisant un résultat intermédiaire, qui est une
généralisation de (9.12) aux termes ayant un symbole d’élimination en tête. Les contextes
atomiques d’élimination ε[ ] sont engendrés par la grammaire

ε[ ] ::= [ ] t | π1[ ] | π2[ ] .

Proposition 9.1.22 Pour tout E[ ] ∈ E⇒×, tout t ∈ Λ(Σπ) et tout contexte atomique
d’élimination ε[ ], si E[ε[t]] →βπ v, alors v = E ′[t ′] avec (E[ ], ε[t])→ (E ′[ ], t ′).

Preuve. Par induction sur E[ ].

E[ ] = [ ]. Évident.

E[ ] = F[ ]u. Si F[ε[t]]u →βπ v, alors, comme F[ε[t]] n’est pas une abstraction, on a
forcément v = v ′u ′ avec (F[ε[t]], u)→βπ (v ′, u ′). Si F[ε[t]]→βπ v ′, alors par hypo-
thèse d’induction v ′ = F ′[t ′] avec (F[ ], ε[t]) →βπ (F ′[ ], t ′), donc (F[ ]u, ε[t]) →βπ

(F ′u, t ′). Sinon, u→βπ u ′ et on a (F[ ]u, ε[t])→βπ (F[ ]u ′, ε[t]).

E[ ] = πiF[ ]. Si πiF[ε[t]] →βπ v, alors, comme F[ε[t]] n’est pas une paire, on a for-
cément v = πiv

′ avec F[ε[t]] →βπ v ′. Par hypothèse d’induction, v ′ = F ′[t ′] avec
(F[ ], ε[t])→βπ (F ′[ ], t ′), donc (πiF[ ], ε[t])→βπ (πiF

′[ ], t ′).

Lemme 9.1.23 (Standardisation faible) Si t 7→βπ u et E[t] →βπ v avec v 6= E[u],
alors v = E ′[t ′] avec (E[ ], t)→βπ (E ′[ ], v ′) et il existe un terme u ′ tel que t ′ 7→βπ u ′ et
E[u]→∗

βπ E ′[u ′]. En image :

E[t]
t 7→βπ u

//

βπ

��

E[u]

βπ∗
��

E ′[t ′]
t ′ 7→βπ u ′

// E ′[u ′]

Preuve. Comme t 7→βπ u, on a t = ε[t ′]. Donc par la proposition 9.1.22, on a v = E ′[t ′′]
avec (E[ ], ε[t ′]) →βπ (E ′[ ], t ′′). Si E[ ] →βπ E ′[ ] et ε[t ′] = t ′′, alors v = E ′[t],t 7→βπ u

et E ′[u]←βπ E[u].
Sinon v = E[v ′] avec t→βπ v ′, et on raisonne par cas sur t 7→βπ u.

t 7→β u Dans ce cas, t = (λx.t1)t2 7→β t1[t2/x] = u, et v ′ = (λx.v1)v2 avec (t1, t2)→βπ

(v1, v2). Alors v ′ 7→β v1[v2/x]←∗
βπ u par le lemme 2.3.1.
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t 7→π u Dans ce cas, t = πi(t1, t2) 7→π ti = u et v ′ = πi(v1, v2) avec (t1, t2) →βπ

(v1, v2). Alors v ′ 7→π vi ←=
βπ ti.

Nous allons maintenant montrer que SNβπ est clos par expansion faible de tête. La
formulation de cette propriété avec les produits est un peu plus compliquée que pour le
λ-calcul pur.

Lemme 9.1.24 (Stabilité par expansion faible de tête) Pour tout T ∈ T⇒×(B0),
tout t1, t2 ∈ Λ(Σπ) et tout E[ ] ∈ E⇒×,

(t2 ∈ SNβπ ∧ E[t1] ∈ SNβπ) =⇒ E[π1(t1, t2)] ∈ SNβπ , (×1)
(t1 ∈ SNβπ ∧ E[t2] ∈ SNβπ) =⇒ E[π2(t1, t2)] ∈ SNβπ , (×2)

(t2 ∈ SNβπ ∧ E[t1[t2/x]] ∈ SNβπ) =⇒ E[(λx.t1)t2] ∈ SNβπ . (⇒)

Preuve. On a donc t 7→βπ u avec

t = πi(t1, t2) et u = ti , (×i)
t = (λx.t1)t2 et u = t1[t2/x] . (⇒)

Dans le cas (⇒), on a t1 ∈ SNβπ car t1[t2/x] ∈ SNβπ et toute réduction à partir de
t1 donne lieu à une réduction à partir de t1[t2/x] de même longueur, et pour (×i), on a
t1, t2 ∈ SNβπ par hypothèse. Donc t1, t2 ∈ SNβπ dans les deux cas.

On raisonne par induction sur les triplets (E[ ], t1, t2), ordonnées par l’extension pro-
duit de →βπ. Pour avoir E[t] ∈ SNβπ, il suffit de montrer que (E[t])βπ ⊆ SNβπ. Soit v

tel que E[t]→ v. Par le lemme 9.1.23, on a deux possibilités.
(i) v = E[u] ∈ SNβπ par hypothèse.
(ii) v = E ′[t ′] avec (E[ ], t) →βπ (E ′[ ], t ′). Par le lemme de standardisation faible

(lemme 9.1.23), il existe u ′ tel que t ′ 7→βπ u ′ et E[u]→∗
βπ E ′[u ′].

Cas (⇒). Comme pour le lemme 9.1.10.
Cas (×1) et (×2). Si t = πi(t1, t2), alors u = ti et on a t ′ = π1(t

′
1, t

′
2) et u ′ = t ′i

avec (E ′[ ], t ′1, t
′
2)←βπ (E[ ], t1, t2). Il s’en suit que t ′1, t

′
2 ∈ SNβπ car t1, t2 ∈

SNβπ et que E ′[t ′i] ∈ SNβπ car E[ti] ∈ SNβπ. On peut donc appliquer
l’hypothèse d’induction à v = E ′[πi(t

′
1, t

′
2)], d’où v ∈ SNβπ.

On en déduit que SNβπ ∈ SATβπ. Montrons maintenant que _ × _ et _ ⇒ _ sont
des fonctions de SAT2

βπ dans SATβπ.

Proposition 9.1.25 Si A1, A2 ∈ SATβπ alors,

A2 ⇒ A1 ∈ SATβπ , (⇒)
A1 ×A2 ∈ SATβπ . (×)

Preuve. Le fait que A2 ⇒ A1 ∈ SNβπ se montre exactement comme à la proposi-
tion 9.1.13. De plus, si t ∈ A1 × A2, alors π1t ∈ A1, donc t ∈ SNβπ car A1 ∈ SATβπ.
Pour (⇒), la clause (SAT1) est traitée comme à la proposition 9.1.13. Le cas (×) est
similaire.
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(SAT1) Si E[ ] ∈ SN et x ∈ X , alors πiE[x] ∈ Ai car Ai ∈ SATβπ et πiE[ ] ∈ E⇒×. Il
s’en suit que E[x] ∈ A1 ×A2 pour tout x ∈ X .

Considérons maintenant les clauses (SAT2β), (SAT2π1) et (SAT2π2). La satisfaction de
(SAT2β) pour (⇒) se passe comme à la proposition 9.1.13. Cependant, il est intéressant de
voir que (⇒) et (×) peuvent se traiter de manière uniforme. Soient i ∈ {1, 2} et t 7→βπ u

avec

t = (λx.t1)t2 et u = t1[t2/x] , (SAT2β)
t = πi(t1, t2) et u = ti . (SAT2πi)

Supposons que t2 ∈ SNβπ dans le cas (SAT2β) et que t3−i ∈ SNβπ dans le cas (SAT2πi).

(⇒) On a E[u] ∈ A2 ⇒ A1 et on doit montrer que E[t] ∈ A2 ⇒ A1. Pour tout
v ∈ A2, comme E[ ]v ∈ E⇒× et E[u]v ∈ A1, on a E[t]v ∈ A1 car A1 ∈ SATβπ. D’où
E[t] ∈ A2 ⇒ A1.

(×) On a E[u] ∈ A1 × A2 et on doit montrer que E[t] ∈ A1 × A2. Pour tout j ∈ {1, 2},
comme πjE[ ] ∈ E⇒× et πjE[u] ∈ Aj, on a πjE[t] ∈ Aj car Aj ∈ SATβπ. D’où
E[t] ∈ A1 ×A2.

On en déduit que J_K est une interprétation valide. Montrons qu’elle est adéquate.

Lemme 9.1.26 (Adéquation) Si Γ `⇒× t : T et σ |= Γ , alors tσ ∈ JTK.

Preuve. On raisonne comme au lemme 9.1.15. Les seuls changements sont les cas des
règles (×I) et (×E).

(×I)
Γ ` t1 : T1 Γ ` t2 : T2

Γ ` (t1, t2) : T1 × T2

Soit σ |= Γ . On doit montrer que (t1, t2)σ = (t1σ, t2σ) ∈ JT1K× JT2K.
Par hypothèse d’induction, on a t1σ ∈ JT1K et t2σ ∈ JT2K. Pour tout i ∈ {1, 2}, on
a donc πi(t1σ, t2σ) ∈ JTiK par le lemme 9.1.24, d’où (t1σ, t2σ) ∈ JT1K× JT2K.

(×E)

Γ ` t : T1 × T2

Γ ` πit : Ti
(i ∈ {1, 2})

Par définition de _×_.

Corollaire 9.1.27 Si Γ `⇒× t : T alors t ∈ SNβπ.

Une autre preuve de ce résultat peut être trouvée dans [GLT89].
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9.1.4 Lambda-calcul avec réécriture

Nous avons vu les ingrédients de base des preuves par réductibilité pour le λ-calcul pur
à la section 9.1.2, et nous les avons étendus au λ-calcul avec produits à la section 9.1.3.
Dans cette section, nous nous intéressons au cas de la réécriture typée, telle que présentée
à la section 3.6.

On se place dans le système λ⇒×(B0, Σ, τ). De ce fait, la règle de typage des symboles
f ∈ Σ est

(Symb I)
Γ ` t1 : T1 . . . Γ ` tn : Tn

Γ ` f(t1, . . . , tn) : T
((T1, . . . , Tn, T) ∈ τ(f))

De plus, nous considérons un système de réécriture R typé dans λ⇒×(B0, Σ, τ), au sens
de la définition 3.6.7.

L’objectif de cette section est de présenter quelques principes généraux sur la manière
dont la relation→R s’insère dans les preuves de normalisation par réductibilité présentées
aux sections 9.1.2 et 9.1.3. Ces principes ont été identifiés dans [BJO02, Bla07].

L’interprétation d’un type T ∈ T⇒×(B0) est définie, comme en 9.1.18, par induction
sur T , mais en posant cette fois JBK = SNβπR :

JBK =def SNβπR si B ∈ B0 ,

JU⇒ TK =def JUK⇒ JTK ,

JT ×UK =def JTK× JUK .

Les contextes d’élimination que nous utilisons sont les contextes E[ ] ∈ E⇒× d’élimi-
nation des flèches et des produits, définis en 9.1.19.

Nous raisonnons maintenant de la même manière qu’à la section 9.1.3 : nous montrons
que les types sont interprétés par des ensembles saturés. Cela assure la validité de l’in-
terprétation et son adéquation vis-à-vis des règles de typage (⇒I), (⇒E), (×I) et (×E).
Ces ensembles saturés sont ceux de λ⇒×(B0), dans lesquels on utilise SNβπR au lieu de
SNβπ.

Comme les règles de réécriture sont algébriques à gauche, la propriété (9.10) est encore
valable :

∀v. E[x]→βπR v =⇒ (
v = E ′[x] avec E ′[ ] ∈ E⇒× et E[ ]→βπR E ′[ ]

)
. (9.13)

On en déduit que si E[ ] ∈ E⇒× ∩ SNβπR et x ∈ X , alors E[x] ∈ SNβπR ; donc que
SNβπR satisfait (SAT1). Comme les règles de réécriture sont algébriques à gauche, les
propriétés (SAT2β) et (SAT2πi) peuvent être montrées avec la même méthode qu’en 9.1.3.

Lemme 9.1.28 (Standardisation faible)

E[t]
t 7→βπ u

//

βπR
��

E[u]

βπR∗
��

E ′[t ′]
t ′ 7→βπ u ′

// E ′[u ′]
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Il s’en suit que SNβR satisfait (SAT2β) et (SAT2πi). Comme en 9.1.3, la flèche préserve
les ensembles saturés.

Le point principal est le lemme d’adéquation. La réécriture y est présente à travers
la règle (Symb I) qui impose que les symboles appartiennent à l’interprétation de leurs
types [BJO02, Bla07].

Définition 9.1.29 On dit que f ∈ Σn appartient à l’interprétation de son type, notation
f ∈ Jτ(f)K, si pour tout t1, . . . , tn et tout (T1, . . . , Tn, T) ∈ τ(f), on a

(∀i ∈ {1, . . . , n}. ti ∈ JTiK) =⇒ f(t1, . . . , tn) ∈ JTK .

Lemme 9.1.30 (Adéquation) Si f ∈ Jτ(f)K pour tout f ∈ Σ, alors

(Γ `⇒×τ t : T ∧ σ |= Γ) =⇒ tσ ∈ JTK .

Preuve. On raisonne par induction sur Γ `⇒×τ t : T comme pour 9.1.26. La seule
différence est le cas de la règle (Symb I) :

Γ ` t1 : T1 . . . Γ ` tn : Tn

Γ ` f : T
((T1, . . . , Tn, T) ∈ τ(f))

Si σ |= Γ , alors par hypothèse d’induction on a tiσJTiK pour tout i ∈ {1, . . . , n}, d’où
f(t1, . . . , tn)σ ∈ JTK car f ∈ Jτ(f)K.

La question principale est donc d’assurer f ∈ Jτ(f)K. Pour cela, on va se concentrer sur
des systèmes de réécriture typés dans λ⇒×(B0, Σ0, τ), où (Σ0, τ) a une forme particulière.

Définition 9.1.31 (Signatures basées sur les produits) On désigne par T×(B0)

l’ensemble des types produits avec types de base dans B0 :

T,U ∈ T×(B0) ::= B | T ×U ,

où B ∈ B0.
Une signature (Σ0, τ) typée dans T⇒×(B0) est basée sur les produits si pour tout f ∈ Σ0,

τ(f) = T1 ⇒ · · ·⇒ Tn ⇒ H où H ∈ T×(B0).

Nous utilisons des signatures basées sur les produits au chapitre 11 (voir aussi [BR06]).

Exemple 9.1.32 Considérons la signature

Σ =def ΣNatC ] ΣListC ] ΣBool ] {>, pivot, ite}

où ΣNatC , ΣListC , ΣBool sont définies à la section 3.1 et où ite est la version curryfiée de
l’itérateur sur les booléens présentée en 3.1.14. On la type de la manière suivante :

τ(0) =def Nat τ(nil) =def List
τ(S) =def Nat⇒ Nat τ(cons) =def Nat⇒ List⇒ List

τ(true) =def τ(false) =def Bool τ(>) =def Nat⇒ Nat⇒ Bool

τ(ite) =def Bool⇒ Nat⇒ Nat⇒ Nat
τ(pivot) =def Nat⇒ List⇒ List× List
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La signature typée (Σ, τ) est basée sur les produits. Le symbole pivot, dont le type fait
intervenir un produit, définit une fonction utilisée dans certaines implantations du tri
QuickSort :

pivot x nil 7→pivot (nil, nil)
pivot x (cons y l) 7→pivot ite (> y x)

(π1(pivot x l), cons y (π2(pivot x l)))

(cons y (π1(pivot x l)), π2(pivot x l))

L’interprétation des types est stable par βπR-réduction.

Proposition 9.1.33 (Stabilité par réduction) Pour tout T ∈ T⇒×(B0), si t ∈ JTK et
t→βπR u alors u ∈ JTK.

Preuve. Par induction sur T .
T = B ∈ B. Dans ce cas JTK = SNβπR et u ∈ SNβπR par la définition 2.1.6.(i).
T = T1 × T2. Soit i ∈ {1, 2}. Comme t ∈ JT1K × JT2K, on a πit ∈ JTiK, donc πiu ∈ JTiK

hypothèse d’induction. Il s’en suit que u ∈ JT1K× JT2K.
T = T2 ⇒ T1. Soit v ∈ JT2K. Comme t ∈ JT2K ⇒ JT1K, on a tv ∈ JT1K, donc uv ∈ JT1K

hypothèse d’induction. Il s’en suit que u ∈ JT2K× JT1K.

De plus, comme les termes de la forme ft1 . . . tn n’interagissent pas avec les contextes
d’élimination des produits, pour tout T ∈ T×(B0), on a ft1 . . . tn ∈ JTK dès lors que tout
les réduits en un pas de ft1 . . . tn sont dans JTK.

Proposition 9.1.34 Soit T ∈ T×(B0). Pour tout f ∈ Σ0 et tout E[ ] ∈ E⇒× on a

(∀v. E[f]→βπR v =⇒ v ∈ JTK) =⇒ E[f] ∈ JTK .

Preuve. Par induction sur T .
T = B ∈ B0. Dans ce cas JTK = SNβπR et par la définition 2.1.6.(i), E[f] ∈ SNβπR si

(E[f])βπR ∈ SNβπR.
T = T1× T2. Soit i ∈ {1, 2} et v tel que πiE[f]→βπR v. Alors v = πiv

′ avec E[f]→βπR v ′

et πiv
′ ∈ JTiK car v ′ ∈ JT1K×JT2K. On a donc πiE[f] ∈ JTiK par hypothèse d’induction

et il s’en suit que E[f] ∈ JT1K× JT2K.

Les propriétés 9.1.33 et 9.1.34 permettent de raffiner la propriété f ∈ Jτ(f)K de la
définition 9.1.29. On obtient une condition classique, que l’on a utilisé dans [BR06], et
qui correspond aux conditions formulées dans [BJO02, Bla07].

Lemme 9.1.35 (Computabilité des règles de réécriture) Soit (Σ0, τ) une signature
typée dans T⇒×(B0) et basée sur les produits, et soit R un système de réécriture typé dans
λ2×(B0, Σ0, τ).

Si pour toute règle fl1 . . . lk 7→R r avec τ(f) = T1 ⇒ · · · ⇒ Tn ⇒ H et pour toute
substitution σ on a

(∀i ∈ {1, . . . , k}. liσ ∈ JTiK) =⇒ rσ ∈ JTk+1 ⇒ · · ·⇒ Tn ⇒ HK ,

alors →βπR est fortement normalisant sur les termes typables de λ⇒×(B0, Σ0, τ).
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Preuve. Par le lemme 9.1.30, il faut montrer que f ∈ Jτ(f)K pour tout f ∈ Σ0. Soit
f ∈ Σ0 avec τ(f) = T1 ⇒ · · ·⇒ Tn ⇒ H. Supposons que ti ∈ JTiK pour tout i ∈ {1, . . . , n}.
On doit montrer que t=def ft1 . . . tn ∈ JHK. Par la proposition 9.1.34, il suffit de montrer
que v ∈ JHK dès lors que t→βπR v. On raisonne par induction sur les tuples (t1, . . . , tn)

ordonnés par l’extension produit de →βπR. Soit v tel que t→βπR v.
— Si v = ft ′1 . . . t ′n avec (t1, . . . , tn)→βπR (t ′1, . . . , t

′
n), alors, par la proposition 9.1.33,

on a t ′i ∈ JTiK pour tout i ∈ {1, . . . , n}. On peut donc appliquer l’hypothèse d’in-
duction à v, ce qui donne v ∈ JHK.

— Sinon, il y a une règle l 7→R r et une substitution σ telles que t = lσtk+1 . . . tn et
v = rσtk+1 . . . tn. Par hypothèse, on a rσ ∈ JTk+1 ⇒ · · ·⇒ Tn ⇒ HK, donc v ∈ JHK
car ti ∈ JTiK pour tout i ∈ {k + 1, . . . , n}.

9.2 Système F

Nous venons de voir les mécanismes combinatoires de base des preuves par réductibilité
pour des systèmes de types simples. Dans cette section, nous nous intéressons aux preuves
de normalisation forte par réductibilité pour le système F, présenté à la section 3.3.2.

Le système F comporte une difficulté particulière car sa normalisation implique la
cohérence de l’arithmétique du second ordre. Sa preuve de normalisation, découverte par
Girard [Gir72], doit donc utiliser des moyens logiques très puissants.

Nous considérons des types du second ordre construits avec des types de base pris dans
une signature B :

T,U ∈ T2(B) ::= X | B(T1, . . . , Tn) | U⇒ T | ∀X.T

où X ∈ V et B ∈ Bn.
Rappelons qu’à cause du lieur ∀X._, les types du systèmes F sont des quotients modulo

α-conversion (voir section 3.3.2.(a)).

9.2.1 Quantification du second ordre et produits infinis

Nous essayons dans cette section de mettre en évidence la difficulté logique intrinsèque
aux preuves de normalisation du système F. En utilisant une variante du combinateur J de
Girard [Gir72] proposée par [HM99], nous tentons d’expliquer pourquoi, dans les modèles
de réductibilité, la quantification universelle du second ordre ne peut être naïvement
interprétée par un produit infini.

On considère le système F à la Church λCh
2 (B0, Σ0, τ) avec des symboles d’arité nulle.

On suppose que τ associe à chaque f ∈ Σ0 un unique type τ(f) ∈ T2(B0). Ces termes sont
donc décrits par la grammaire suivante :

t, u ∈ Λ2Λ(Σ0,B0) ::= x | t u | λx.t

| t ·Λ T | ΛX.t | f

où x ∈ X , X ∈ V, T ∈ T2(B0) et f ∈ Σ0. Les règles de typage de ce système sont
celles de λCh⇒ (B0, Σ0, τ) plus les règles d’introduction et d’élimination de la quantification
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universelle du second ordre :

(∀Λ I)
Γ ` t : T

Γ ` ΛX.t : ∀X.T
(X /∈ FV(Γ)) (∀Λ E)

Γ ` t : ∀X.T

Γ ` t ·U : T [U/X]

Comme on ne considère que des symboles f d’arité nulle et ayant un unique type τ(f),
leur règle de typage s’écrit de la manière suivante :

(Symb I)
Γ ` f : τ(f)

(f ∈ Σ0)

Une façon naïve d’appréhender les règles (∀Λ I) et (∀Λ E) est de voir la quantification
du second ordre comme une sorte de produit infini. Ainsi, la généralisation ΛX.t : ∀X.T

serait une forme infinie de la paire (t1, t2) : T1× T2, et l’instantiation t ·U : T [U/X] serait
une forme infinie de projection πit : Ti.

L’interprétation de ∀X._ vu comme produit infini pourrait être définie de manière
analogue à celle de _×_ :

JT1 × T2K = {t | ∀i. i ∈ {1, 2} =⇒ πit ∈ JTiK}
J∀X.TK = {t | ∀U. U ∈ T2(B0) =⇒ t ·U ∈ JT [U/X]K} . (9.14)

Cependant, une telle interprétation de ∀X._ pose problème : le type T [U/X] pouvant ne
pas être plus petit que T , J_K n’est pas définissable par induction sur T . Mais cela ne dit
pas qu’il n’existe pas d’autre moyen de définir une interprétation de ∀X.T vérifiant (9.14)
et évitant ce problème d’induction sur T .

Nous allons voir, en utilisant une variante J ′ du combinateur J de Girard [Gir72]
proposée dans [HM99], que toute interprétation qui vérifie (9.14) et qui est stable par
expansion faible de tête fortement normalisante pour les règles de ce système contient
des termes non fortement normalisants.

Les combinateurs J et J ′ sont des symboles définies par des règles de réécriture qui
dépendent du type de leurs arguments, ils sont dits non paramétriques. Les conditions
de saturation que nous utilisons étant très naturelles, il nous semble que le problème
vient précisément de (9.14). Il se peut donc qu’il n’existe pas d’interprétation valide
vérifiant (9.14) et qui soit adéquate vis-à-vis des règles de typage de λCh

2τ (B0, Σ0, τ).
Le combinateur J de Girard est un symbole d’arité nulle et de type ∀X.∀Y.X⇒ Y, défini

par les règles suivantes :

J T U t 7→J

{
t si T = U

f U sinon

où f est un symbole de type ∀X.X. Les règles de J dépendent donc du type de ses
arguments, c’est une fonction non paramétrique.

Sa variante J ′ de [HM99] évite l’utilisation du terme f : ∀X.X. Le symbole J ′ a pour
type ∀X.∀Y.(X⇒ X)⇒ (Y ⇒ Y), et est défini par les règles

J ′ T U t 7→J ′

{
t si T = U

IdCh U sinon
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où IdCh = (ΛX.λx : X.x) est l’identité dans le système F à la Church (voir exemple 3.3.19).
Le combinateur J ′ peut être vu comme une restriction de J aux types flèches.

En posant TId =def ∀X.X⇒ X et

f =def ΛX.J ′ TId X (λx : TId.x TId x) : TId ,

on a

f TId f →βJ ′ J ′ TId TId (λx : TId.x TId x) f →βJ ′ (λx : TId.x TId x) f →βJ ′ f TId f .

On note (ΣJ ′) la signature typée {J ′ : ∀X.∀Y.(X⇒ X)⇒ (Y ⇒ Y)}.
Nous allons maintenant montrer que toute interprétation J_K vérifiant (9.14) et cer-

taines conditions de saturation simples est adéquate pour le système λCh
2 (B0, ΣJ ′), c’est-

à-dire
Γ `Ch

2ΣJ ′
t : T implique t ∈ JTK .

Il s’en suit que f TId f ∈ JTIdK, donc que JTIdK contient des termes non normalisants.
Commençons par la proposition suivante, prouvée par induction sur la hauteur des arbres
de typage.

Proposition 9.2.1 On note Γ `n t : T si Γ ` t : T est dérivable par un arbre de hauteur
inférieure ou égale à n. Supposons que τ(f) est clos pour tout f ∈ Σ0. Si Γ `n t : T alors
Γ [U/X] `n t[U/X] : T [U/X] pour tout U ∈ T2(B0).

Preuve. Par induction sur Γ ` t : T .
(Ax)

Γ, x : T ` x : T

Si Γ, x : T `n x : T alors Γ [U/X], x : T [U/X] `n x : T [U/X].
(⇒I)

Γ, x : T2,`n−1 t1 : T1

Γ `n λx : T2.t1 : T2 ⇒ T1

Par hypothèse d’induction, car (λx : T2.t1)[U/X] = λx : T2[U/X].t1[U/X].
(∀Λ I)

Γ `n−1 t : T

Γ `n ΛY.t : ∀Y.T
(Y /∈ FV(Γ))

Par hypothèse d’induction, en utilisant le fait qu’on peut supposer X /∈ FV(U)∪{Y}.
(⇒E) et (∀Λ E) Par hypothèse d’induction.
(Symb I) Car par hypothèse τ(f) est clos pour tout f ∈ Σ0.

On considère des contextes d’élimination de la forme

E[ ] ∈ E2Ch ::= [ ] | E[ ] t | E[ ] T .

Les conditions de saturation que nous utilisons sont les suivantes : S ⊆ SNβJ ′ est
βJ ′-saturé si
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(SAT1Ch) si E[ ] ∈ SNβJ ′ alors E[x] ∈ S,
(SAT2Ch

β ) si E[t[u/x]] ∈ S et u ∈ SNβJ ′ alors E[(λx : U)t] ∈ S ; si E[t[U/X] ∈ S] alors
E[(ΛX.t)U] ∈ S,

(SAT2Ch
J ′ ) si E[t] ∈ S alors E[J ′ U U t] ∈ S ; si E[IdChU] ∈ S et t ∈ SNβJ ′ avec U 6= V

alors E[J ′ V U t] ∈ S.
Le fait qu’il existe une partie βJ ′-saturée de SNβJ ′ provient de la standardisation

faible (voir lemme 9.1.9) : si t 7→βJ ′ u et E[t]→βJ ′ v avec v 6= E[u], alors v = E ′[t ′] avec
(E[ ], t)→βJ ′ (E ′[ ], t ′) et il existe u ′ tel que t ′ 7→βJ ′ u ′ et E[u]→∗

βJ ′ E ′[u ′].
Une interprétation J_K : T2(B) → P(SNβJ ′) est βJ ′-saturée si JTK est βJ ′-saturé.

Notons que si J_K est βJ ′-saturé, alors on a IdCh T ∈ JTK⇒ JTK.
Si σ est une valuation sur X ∪ V telle que σ(x) ∈ JTK si x ∈ VT et σ(X) ∈ T2(B0) si

X ∈ X , alors on note σ |=2Ch Γ si σ(x) ∈ JΓ(x)K pour tout x ∈ Dom(Γ).

Lemme 9.2.2 (Adéquation) Supposons qu’il existe une interprétation J_K βJ ′-saturée
et satisfaisant (9.14). Si Γ `Ch

2ΣJ ′
t : T et σ |=2Ch Γ alors tσ ∈ JTK.

Preuve. Par induction sur la hauteur de Γ ` t : T . Les cas (Ax), (⇒ I) et (⇒ E)

correspondent à ceux du lemme 9.1.15.
(∀Λ E) Par (9.14).
(∀Λ I) Pour tout U ∈ T2(B0), par la proposition 9.2.1, comme X /∈ FV(Γ, t) on a Γ `

t[U/X] : T [U/X] avec un arbre de même hauteur, donc par hypothèse d’induction
tσ[U/X] ∈ JT [U/X]K. Il s’en suit que (ΛX.t)σU ∈ JT [U/X]K par (SAT2Ch

β ). Donc
(ΛX.t)σ ∈ J∀X.TK.

(Symb I) On doit montrer que pour tout T,U ∈ T2(B0), J ′ T U ∈ J(T ⇒ T)⇒ (U⇒ U)K.
Soit t ∈ JT ⇒ TK. Par (SAT2Ch

J ′ ), si T = U, on a J ′ T T t ∈ JT ⇒ TK et sinon, comme
(ΛX.λx : X.x)U ∈ JU⇒ UK, on a J ′ T U t ∈ JU⇒ UK.

Donc s’il existe une interprétation βJ ′-saturée satisfaisant (9.14), alors tout terme
typable dans λCh

2 (B0, ΣJ ′) est fortement βJ ′-normalisant. Comme le terme f TId f évo-
qué plus haut est typable mais pas fortement normalisant, il s’en suit qu’il n’existe pas
d’interprétation satisfaisant ces conditions.

Un système fortement non paramétrique

Les règles (∀Λ I) et (∀Λ E) disent, avec la proposition 9.2.1, que si le terme t a un
type dépendant d’une variable X n’apparaissant dans le contexte, alors t[U/X] a pour
type T [U/X] pour tout U. Cependant, en l’absence de réécriture, le calcul effectué par le
terme t[U/X] est essentiellement le même que celui effectué par t : le polymorphisme du
système F pur est paramétrique.

En s’inspirant de (9.14), on peut imaginer un système fortement non paramétrique dans
lequel une famille de termes (tU)U∈T , chacun de type TU, puisse être de type ΠU∈T TU.
Une telle définition n’est pas bien fondée, et donc ce système n’existe probablement pas.
Cependant, il semble représenter l’idéal de paramétricité, et il est intéressant de voir que
l’on pourrait y coder les règles du combinateur J ′.
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On aurait des règles comme celles-ci :

(Π2 I)
∀U ∈ T . Γ ` tU : TU

Γ ` (tU)U∈T : ΠU∈T TU
(Π2 E)

Γ ` t : ΠU∈T TU

Γ ` t ·U : TU

Ainsi, (tU)U∈T serait une généralisation de ΛX.tX (avec X /∈ FV(Γ)), et l’application _ ·U
serait vue comme une version infinie de la projection πi_.

Une règle de réduction (tU)U∈T · U 7→Π tU pourrait alors généraliser la règle de β-
réduction sur les types (ΛX.t)U 7→ t[U/X].

Une interprétation similaire à (9.14) conviendrait bien :

JΠU∈T TUK = {t | ∀U ∈ T . t ·U ∈ JTUK} . (9.15)

Bien entendu, comme pour (9.14) une telle interprétation ne pourrait être définie par
induction sur T . Les ensembles βΠ-saturés seraient les ensembles S de termes fortement
βΠ-normalisants tels que
(SAT1Ch) si E[ ] ∈ SNβΠ alors E[x] ∈ S,
(SAT2Ch

β ) si E[t[u/x]] ∈ S et u ∈ SNβΠ alors E[(λx : U)t] ∈ S,

(SAT2Ch
Π ) si E[tU] ∈ S alors E[(tU)U∈T ·U] ∈ S.

Comme au lemme 9.2.2, une interprétation βΠ-saturée vérifiant (9.15) serait correcte
par rapport aux règles de typage, et on en déduirait que si Γ ` t : T alors t ∈ JTK ⊆ SNβΠ.

Cependant, les règles de J ′ sont codables dans ce système, et donnent lieu à un terme
typable non βΠ-normalisable. Avec IdΠ =def (λx : U.x)U∈T et UId =def ΠU∈T U⇒ U, on
a IdΠ : UId. Posons, pour tout U, V ∈ T ,

tUV =def

{
λx : U⇒ U.x si U = V

λx : U⇒ U.IdΠ · V sinon

Avec

f =def (tUIdW (λx : UId.x UId x))W∈T : ΠW∈T W ⇒W = UId ,

on a

f UId f →βΠ tUIdUId
(λx : UId.x UId x)f →βΠ (λx : UId.x UId x)f →βΠ f UId f .

9.2.2 Interprétation du polymorphisme

Nous avons vu à la section précédente qu’il ne peut y avoir d’interprétation correcte
du système F qui autorise les fonctions non paramétriques. Dans cette section, nous
présentons l’interprétation de Girard [Gir72] du système F.

Commençons par rappeler l’idée fondamentale de cette interprétation. On se place
dans le système F pur implicite λ2(B0) présenté à la section 3.3.2.(b). Rappelons que les
termes de ce système sont :

t, u ∈ Λ ::= x | tu | λx.t
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où x ∈ X , et que ses règles de typage sont celles de λ⇒(B0) plus les règles suivantes :

(∀ I)
Γ ` t : T

Γ ` t : ∀X.T
(X /∈ FV(Γ)) (∀E)

Γ ` t : ∀X.T

Γ ` t : T [U/X]

Essayons de voir ce que doit satisfaire une interprétation correcte de ∀X._. Considérons
un terme t : ∀X.T . Par la règle (∀E), on doit avoir t ∈ JT [U/X]K pour tout U ∈ T2(B0).
Notons que ceci est en accord avec le fait que l’interprétation de ∀X._ ne doit pas autoriser
les fonctions non paramétriques. Il serait tentant de poser J∀X.TK =

⋂
U∈T2(B0)JT [U/X]K.

Mais de même que (9.14), cette interprétation n’est pas définissable par induction sur T .
C’est ici qu’est la clef de l’interprétation de Girard [Gir72] : on spécifie une famille

d’ensembles de réductibilité Red, et on interprète ∀X._ non plus en quantifiant sur les
types, mais en quantifiant sur les éléments de Red.

Pour cela, on définit l’interprétation des types à partir d’un assignement ρ : V → Red

de ses variables de type, et on pose

J∀X.TKρ =
⋂

R∈Red

JTKρ[R/X] . (9.16)

Remarque 9.2.3 Notons que l’interprétation (9.16) doit être légèrement modifiée pour
le système F à la Church, voir par exemple [GLT89, Gal89].

En ce qui concerne la preuve que nous présentons ici pour le système F à la Curry, le
lecteur peut consulter [Kri90, Bar92].

Il est utile, pour la suite, de définir les interprétations de type dans un cadre plus
général que celui de λ2(B0).

Définition 9.2.4 (Familles de réductibilité) Soit λ2(B, Σ, τ) un système de types
avec constantes et →R une relation de réécriture sur Λ(Σ).

(i) Une famille de réductibilité est une partie Red de P(Λ(Σ)) telle que

A,B ∈ Red =⇒ A⇒ B ∈ Red

∅ 6= R ⊆ Red =⇒ ⋂
R ∈ Red .

(ii) Un assignement dans une famille de réductibilité Red est une fonction totale ρ de
V dans Red.

(iii) Une interprétation est la donnée d’une famille de réductibilité Red et d’une famille
de fonctions J_K = (J_Kn)n∈N telle que J_Kn : Bn → Redn+1 pour tout n ∈ N.

(iv) L’interprétation des types T ∈ T2(B) dans une interprétation (Red, J_K) est définie
par induction sur T à partir d’un assignement ρ : V → Red comme suit :

JB(T1, . . . , Tn)Kρ =def JBKn(JT1Kρ, . . . , JTnKρ) si B ∈ Bn

JXKρ =def ρ(X) si X ∈ V
JU⇒ TKρ =def JUKρ⇒ JTKρ
J∀X.TKρ =def

⋂
R∈RedJTKρ[R/X] .
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(v) Une valuation dans une famille de réductibilité Red est la donnée d’une substitution
σ : X → Λ(Σ) et d’un assignement ρ : V → Red.

(vi) Une valuation (σ, ρ) valide un contexte Γ dans une interprétation (Red, J_K), no-
tation (σ, ρ) |=(Red,J_K) Γ , lorsque Dom(Γ) ⊆ Dom(σ) et σ(x) ∈ JΓ(x)Kρ pour tout
x ∈ Dom(Γ).

(vii) Une interprétation (Red, J_K) est valide si X ⊆ JTKρ ⊆ SNβR pour tout T ∈ T2(B)

et tout ρ : V → Red.
(viii) Une interprétation (Red, J_K) est adéquate si(

Γ `2τ t : T et (σ, ρ) |=(Red,J_K) Γ
)

=⇒ tσ ∈ JTKρ .

Lorsque le contexte le permet, nous désignons (σ, ρ) |=(Red,J_K) Γ par σ |= Γ . Si ρ est
un assignement dans Red et R ∈ Red, alors on désigne par ρ[R/X] l’assignement qui vaut
R en X est qui est égal à ρ partout ailleurs.

Comme à la section 9.1.2, il est clair que si l’on dispose d’une interprétation valide et
adéquate, alors tout terme typable dans λ2(B, Σ, τ) est fortement βR-normalisable.

Théorème 9.2.5 (Normalisation forte) Soit λ2(B, Σ, τ) un système de types avec
constantes et R un TRS sur Λ(Σ). S’il existe une interprétation valide et adéquate de
(λ2(B, Σ, τ),R), alors

Γ `2τ t : T =⇒ t ∈ SNβR .

Preuve. Même chose qu’au théorème 9.1.2.

Revenons maintenant sur l’interprétation de la quantification universelle du second
ordre (9.16) dans une interprétation (Red, J_K). Considérons la règle d’élimination (∀E) :

Γ ` t : ∀X.T

Γ ` t : T [U/X]

Supposons que (σ, ρ) |= Γ et que tσ ∈
⋂

R∈RedJTKρ[R/X]. On doit pouvoir en déduire que
tσ ∈ JT [U/X]Kρ. Or on a bien tσ ∈ JTKρ[JUKρ/X], mais pour pouvoir conclure, il faut
que JTKρ[JUKρ/X] ⊆ JT [U/X]Kρ.

En fait, on a JTKρ[JUKρ/X] = JT [U/X]Kρ pour toute famille de réductibilité Red et
tout assignement ρ.

Proposition 9.2.6 Soient T,U ∈ T2(B) et ρ un assignement dans une famille de réduc-
tibilité Red.

(i) Si ρ ′ est un assignement dans Red tel que ρ ′(X) = ρ(X) pour tout X ∈ FV(T) alors
on a JTKρ = JTKρ ′.

(ii) On a JT [U/X]Kρ = JTKρ[JUKρ/X].

Preuve.

(i) Par induction sur T .
T = B(T1, . . . , Tn) avec B ∈ B ∪ {_⇒ _}. Par hypothèse d’induction.
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T = X ∈ V. Alors JTKρ = ρ(T) = ρ ′(T) = JTKρ ′.

T = ∀X.T1. Alors JTKρ =
⋂

R∈RedJT1Kρ[R/X] et JTKρ ′ =
⋂

R∈RedJT1Kρ ′[R/X]. Or,
pour tout R ∈ Red, ρ[R/X] et ρ ′[R/X] coïncident sur les variables libres de
T1 donc par hypothèse d’induction JT1Kρ[R/X] = JT1Kρ ′[R/X]. Il s’en suit que
JTKρ = JTKρ ′.

(ii) Par induction sur T .

T = B(T1, . . . , Tn) avec B ∈ B ∪ {_⇒ _}. Par hypothèse d’induction.

T = Y ∈ V. Si Y = X alors JT [U/X]Kρ = JUKρ = JTKρ[JUKρ/X]. Sinon, JT [U/X]Kρ =

ρ(Y) = JTKρ[JUKρ/X].

T = ∀Y.T1. Par le lemme 1.2.10, on peut supposer que Y /∈ FV(U)∪ {X}. On a donc
T [U/X] = ∀Y.T1[U/X]. Il s’en suit que JT [U/X]Kρ =

⋂
R∈RedJT1[U/X]Kρ[R/Y]

et que JTKρ[JUKρ/X] =
⋂

R∈RedJT1Kρ[JUKρ/X][R/Y].
Par hypothèse d’induction, pour tout R ∈ Red on a JT1[U/X]Kρ[R/Y] =

JT1Kρ[R/Y][JUKρ[R/Y]/X]. Comme Y /∈ FV(U), les assignements ρ[R/Y] et ρ

coïncident sur FV(U), donc JUKρ[R/Y] = JUKρ par (i). De plus, comme X 6= Y,
ρ[JUKρ/X][R/Y] et ρ[R/Y][JUKρ/X] coïncident sur FV(T1), donc par (i), on a
JT1Kρ[R/Y][JUKρ/X] = JT1Kρ[JUKρ/X][R/Y].
Il s’en suit que JT [U/X]Kρ = JTKρ[JUKρ/X].

La proposition 9.2.6.(ii) donne tout ce qu’il faut pour interpréter les règles (∀ I) et
(∀E). De ce fait, une interprétation (Red, J_K) telle que J_Kρ est adéquate vis-à-vis des
règles de typage de λ⇒(B, Σ, τ) pour tout ρ : V → Red est adéquate pour λ2(B, Σ, τ). La
clause 9.2.7.(ii) prend à la fois en compte les produits et la condition présentée en 9.1.29.

Lemme 9.2.7 (Adéquation partielle) Soit λ2(B, Σ, τ) un système de types et R un
TRS sur Λ(Σ). Soit (Red, J_K) une interprétation telle que pour toute valuation (ρ, σ),

(i) si tσ[u/x] ∈ JTKρ pour tout u ∈ JUKρ alors λx.tσ ∈ JU⇒ TKρ,

(ii) pour tout f ∈ Σ et tout (T1, . . . , Tn, T) ∈ τ(f), si t1σ ∈ JT1Kρ, . . . , tnσ ∈ JTnKρ alors
f(t1, . . . , tn)σ ∈ JTKρ.

Alors (Red, J_K) est adéquate pour λ2(B, Σ, τ).

Preuve. On raisonne par induction sur Γ ` t : T .

(Ax) Comme pour le lemme 9.1.15.

(⇒I) et (Symb I) Par hypothèse.

(⇒E) Par définition de _⇒ _.

(∀ I)
Γ ` t : T

Γ ` t : ∀X.T
(X /∈ FV(Γ))

Soient σ et ρ tels que (σ, ρ) |= Γ . Comme X /∈ FV(Γ), pour tout R ∈ Red on a
(σ, ρ[R/X]) |= Γ par la proposition 9.2.6.(i). Il s’en suit par hypothèse d’induction
que tσ ∈ JTKρ[R/X]. Donc tσ ∈

⋂
R∈RedJTKρ[R/X].
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(∀E)

(∀E)
Γ ` t : ∀X.T

Γ ` t : T [U/X]

Soient σ et ρ tels que (σ, ρ) |= Γ . On a tσ ∈
⋂

R∈RedJTKρ[R/X] par hypothèse
d’induction, donc tσ ∈ JTKρ[JUKρ/X]. On en déduit tσ ∈ JT [U/X]Kρ par la propo-
sition 9.2.6.(ii).

9.3 Familles de réductibilité

Ainsi, étant donnés un système de type λ2(B, Σ, τ) et un TRS R sur Λ(Σ), nous avons
vu que pour obtenir la βR-normalisation forte des termes typables, nous devons définir
une interprétation (Red, J_K) qui satisfasse les conditions (i) et (ii) du lemme 9.2.7, et
de plus telle que

A,B ∈ Red =⇒ A⇒ B ∈ Red (9.17)

∅ 6= R ⊆ Red =⇒ ⋂
R ∈ Red . (9.18)

Dans cette section, nous passons en revue des interprétations connues du système F
qui satisfont ces propriétés. Toutes ces interprétations ont en commun de pouvoir être
définies par des opérateurs de clôture, ce qui permet d’avoir automatiquement la stabilité
par intersections non vides (9.18).

9.3.1 Opérateurs de clôture

Nous rappelons ici les notions sur les opérateurs de clôture qui nous seront utiles par
la suite. Notre utilisation des opérateurs de clôture est inspirée de [VM04].

Définition 9.3.1 Soit D = (D,≤,
∨

,
∧

,⊥,>) un treillis complet. Un opérateur de
clôture sur D est une fonction (_) : D→ D qui est

idempotente : d = d pour tout d ∈ D,
extensive : d ≤ d pour tout d ∈ D,
monotone : d ≤ e =⇒ d ≤ e pour tout d, e ∈ D.
Un élément d ∈ D est clos pour (_) s’il existe e ∈ D tel que d = e. On dénote par D

l’ensemble des éléments de D qui sont clos pour (_).

Proposition 9.3.2 Un élément d ∈ D est clos pour (_) si et seulement si d = d.

Preuve. En effet, si d = d, alors d est clos par définition, et si d = e, alors par
idempotence d = e = e = d.

Les opérateurs de clôture préservent les plus grandes bornes inférieures des treillis sur
lesquels ils opèrent.

Proposition 9.3.3 Soit (_) un opérateur de clôture sur D. Pour tout X ⊆ D on a∧
X ∈ D.
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Preuve. Soit X ⊆ D et montrons que
∧

X =
∧

X. Comme (_) est extensive, il suffit de
vérifier que

∧
X ≤

∧
X. Par définition de

∧
, c’est le cas si

∧
X ≤ d pour tout d ∈ X. Or,

si d ∈ X, comme
∧

X ≤ d, par monotonicité de (_) on a
∧

X ≤ d, soit
∧

X ≤ d car d

est clos.

L’intérêt des familles de réductibilité qui sont des opérateurs de clôture est qu’elles
valident automatiquement (9.18). De plus, l’ensemble des éléments clos de D forme un
treillis complet.

Lemme 9.3.4 Soit (_) un opérateur de clôture sur D. Alors D=def (D,≤,
∨

,
∧

,⊥,>),
où
∨

X =
∨

X pour tout X ⊆ D est un treillis complet.

Preuve. Tout d’abord, comme (_) est extensif, on a > ≤ >, donc > = >. Par mono-
tonicité de (_), pour tout d ∈ D, on a ⊥ ≤ d ≤ >. De plus, la proposition 9.3.3 dit que
les plus grandes bornes inférieures de D sont données par

∧
.

Vérifions maintenant que
∨

donne bien les plus petites bornes supérieures de D. Il faut
montrer que pour tout X ⊆ D, et tout e ∈ D, si d ≤ e pour tout d ∈ X alors

∨
X ≤ e.

Or, si d ≤ e pour tout d ∈ X alors
∨

X ≤ e par définition de
∨

. Il s’en suit que
∨

X ≤ e

par monotonicité de (_), d’où
∨

X ≤ e car e est clos.

9.3.2 Ensembles saturés

Dans le cadre du λ-calcul pur et du λ-calcul avec produits, nous avons vu, aux sec-
tions 9.1.2 et 9.1.3, que la famille SAT des ensembles saturés satisfait la propriété (9.17)
ainsi que les conditions 9.2.7.(i) et 9.2.7.(ii).

Il reste donc à vérifier que SAT est stable par intersections arbitraires. Pour ce faire,
dans le cadre du λ-calcul pur, nous montrons que les ensembles saturés sont les éléments
clos pour un opérateur de clôture sur le treillis complet P(SNβ).

Définition 9.3.5 On définit les fonctions SATi : P(SNβ) → P(SNβ) par induction
sur i ∈ N comme suit

SAT0(X) =def X ∪ {E[x] | E[ ] ∈ E⇒ ∩ SNβ ∧ x ∈ X }

SATi+1(X) =def SATi(X) ∪ {E[(λx.t)u] | E[t[u/x]] ∈ SATi(X) ∧ u ∈ SNβ} .

On définit la fonction SAT : P(SNβ)→ P(SNβ) par SAT(X) =def
⋃

i∈N SATi(X) pour tout
X ⊆ SNβ.

Montrons que SAT est bien l’opérateur de clôture qui définit les ensembles saturés.

Lemme 9.3.6 Si X ⊆ SNβ, SAT(X) est le plus petit ensemble saturé contenant X.

Preuve. On montre tout d’abord que SAT(X) ∈ SAT pour tout X ⊆ SNβ. Commençons
pas vérifier par induction sur i ∈ N que SATi(X) ⊆ SNβ pour tout i ∈ N.

Cas de base. Comme X ⊆ SNβ, on a SAT0(X) ⊆ SNβ car E[x] ∈ SNβ si E[ ] ∈ SNβ.
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Cas d’induction. Si t ∈ SATi+1(X), alors ou bien t ∈ SATi(X) et t ∈ SNβ par hypothèse
d’induction, ou bien t = E[(λx.u)v] avec v ∈ SNβ et E[u[v/x]] ∈ SATi(X). On a
alors E[u[v/x]] ∈ SNβ par hypothèse d’induction, d’où E[(λx.u)v] ∈ SNβ par le
lemme 9.1.10.

Vérifions maintenant que les conditions (SAT1) et (SAT2) sont satisfaites par SAT(X).

(SAT1) Si E[ ] ∈ SNβ, on a E[x] ∈ SAT0 ⊆ SAT(X).

(SAT2) Si E[t[u/x]] ∈ SAT(X), alors il existe i ∈ N tel que E[t[u/x] ∈ SATi(X). Si de plus
u ∈ SNβ, alors on a E[(λx.t)u] ∈ SATi+1(X) ⊆ SAT(X).

On montre maintenant que pour tout S ∈ SATβ tel que X ⊆ S, on a SATi(X) ⊆ S. On
raisonne par induction sur i.

Case de base. Car S ∈ SATβ et X ⊆ S.

Cas d’induction. Si t ∈ SATi+1(X), alors soit t ∈ SATi(X) et t ∈ S par hypothèse d’in-
duction, soit t = E[(λx.u)v] avec v ∈ SNβ et E[u[v/x]] ∈ SATi(X). Par hypothèse
d’induction E[u[v/x]] ∈ S, donc t ∈ S car vérifie (SAT2).

Il s’en suit que
SATβ = {SAT(X) | X ⊆ SNβ} .

Montrons maintenant que SAT : P(SNβ)→ P(SNβ) est un opérateur de clôture.

Lemme 9.3.7 SAT : P(SNβ)→ P(SNβ) est un opérateur de clôture.

Preuve.

Idempotence. Par le lemme 9.3.6.

Extensivité. Soit X ∈ P(SNβ). Par induction sur i, on a X ⊆ SATi(X) pour tout i ∈ N,
donc X ⊆ SAT(X) =

⋃
i∈N SATi(X).

Monotonie. Soient X ⊆ Y dans P(SNβ). Par induction sur i ∈ N, on a SATi(X) ⊆
SATi(Y) pour tout i. On en déduit que SAT(X)i ⊆

⋃
j∈N SATj(Y) pour tout i, donc

que
⋃

i∈N SATi(X) ⊆
⋃

j∈N SATj(Y).

Comme SATβ est défini par l’opérateur de clôture SAT : P(SNβ) → P(SNβ), selon
le lemme 9.3.4 c’est un treillis complet dont l’élément maximal est SNβ et dont les
plus grandes bornes inférieures sont données par les intersections. Il s’en suit que SATβ

satisfait la condition (9.18).
D’autre part, on a montré à la proposition 9.1.13 que SATβ vérifie (9.17). De plus, la

condition 9.2.7.(i) suit directement de la clause (SAT2). Par le lemme 9.2.7, l’interpréta-
tion (SATβ, B ∈ B0 7→ SNβ) est donc adéquate. Sa validité, quand à elle, est conséquence
de la clause (SAT1).

On a donc, par le théorème 9.2.5, la normalisation forte du système F, ce qui constitue
une preuve du théorème 3.3.16. Les résultats énoncés ici se généralisent sans problèmes
au λ-calcul avec produits.

Théorème 9.3.8 Si t est un terme typable dans le système λ⇒×(B0), alors t ∈ SNβπ.
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9.3.3 Ensembles saturés et réécriture

Passons maintenant au cas de la réécriture, et voyons comment prendre en compte la
clause 9.2.7.(ii) dans les ensembles saturés.

Au lemme 9.1.35, on a formulé une condition suffisante sur un système de réécriture
R pour la normalisation forte des termes typés dans λ⇒×(B0, Σ0, τ). En particulier, nous
supposions que le type des symboles était de la forme T1 ⇒ · · · ⇒ Tn ⇒ H, où H est
généré par la grammaire

T,U ∈ T×(B0) ::= B | T ×U ,

avec B ∈ B0.
D’autre part, nous avons vu que cette condition repose sur deux propriétés de l’inter-

prétation des types :

(t ∈ JTK ∧ t→βπR u) =⇒ u ∈ JTK (9.19)
(∀v. ft1 . . . tn →βπR v =⇒ v ∈ JTK) =⇒ ft1 . . . tn ∈ JTK . (9.20)

Nous avons montré à la proposition 9.1.33 que (9.19) est satisfaite sur T⇒×(B0). De plus,
d’après la proposition 9.1.34, la propriété (9.20) est vérifiée par les types T ∈ T×(B0).

Ainsi, les ensembles saturés prennent en compte la réécriture de manière satisfaisante
si on fait certaines hypothèses sur le type des symboles. Nous utiliserons cette propriété
au chapitre 11.

Cependant, il est important de comprendre quelles sont les conditions de clôture qu’une
famille de réductibilité doit vérifier pour pouvoir prendre en compte la réécriture de
manière générale.

Pour mettre en valeur ces propriétés, il est intéressant de voir comment prendre en
compte des systèmes de réécriture polymorphes, en particulier ceux comportant des sym-
boles dont le type de sortie est une variable de type.

Pour cela, nous considérons des systèmes de réécriture typés dans λ2×(B0, Σ0, τ) ayant
une forme particulière. Notons que tout T ∈ T2×(B0) s’écrit d’une manière unique sous
la forme

T = ∀X1 . . . Xp. T1 ⇒ · · ·⇒ Tn ⇒ H ,

où H n’est pas un type flèche et p, n ≥ 0.

Définition 9.3.9 (Système de réécriture universellement typé) Soit (Σ0, τ) une
signature typée telle que τ est une fonction de Σ0 dans T2×(B0).

(i) Pour tout f ∈ Σ0 avec

τ(f) = ∀X1 . . . Xp. T1 ⇒ · · ·⇒ Tn ⇒ H ,

où H n’est pas un type flèche, le type de tête de f est Hf =def H, et l’arité applicative
de f est af =def n.

(ii) Un système de réécriture R typé dans λ2×(B0, Σ0, τ) est universellement typé si
pour tout l 7→R r, on a l = fl1 . . . lk avec f ∈ Σ0 et k ≤ af .
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Notons que tout système de réécriture typé dans une signature basée sur les produits
est universellement typé.

Exemple 9.3.10 Par exemple, en typant le symbole id par τ(id) = ∀X.X⇒ X, la règle
de réécriture

id x 7→id x

de l’exemple 3.1.5 constitue un système de réécriture universellement typé.

Remarque 9.3.11 (Notations) L’hypothèse que les membres gauches l sont de la
forme l = fl1 . . . lk avec

τ(f) = ∀~X.T1 ⇒ · · ·⇒ Tn ⇒ Hf et k ≤ n

peut s’énoncer

l = fl1 . . . lk avec τ(f) = ∀~X.T1 ⇒ · · ·⇒ Tk ⇒ H ,

où H n’est pas nécessairement Hf . Notons que l’on a toujours k ≤ af .

On a besoin de la généralisation suivante des propriétés (9.19) et (9.20) : pour tout
ensemble saturé S,

(t ∈ S ∧ t→βπR u) =⇒ u ∈ S (9.21)
(∀v. ft1 . . . taf →βπR v =⇒ v ∈ S) =⇒ ft1 . . . taf ∈ S . (9.22)

Ces deux propriétés ne sont en général pas des propriétés des ensembles saturés. Rap-
pelons que même dans le cas de la β-réduction seule, les ensembles saturés ne sont en
général pas stables par réduction, (voir par exemple [Wer94]).

Exemple 9.3.12 Considérons les termes t =def λx.(λy.y)x et u =def λx.x. On a t→β u,
mais u /∈ SAT({t}) et t /∈ SAT({u}).

Preuve. Il suffit de remarquer que pour tout X ⊆ SNβ, tous les termes de la forme
λx.v de SAT(X) sont déjà dans X. Cela se montre aisément par induction sur la définition
de SAT donnée en 9.3.5.

Une manière de faire pourrait être de rajouter ces clauses à la définition des ensembles
saturés. On aurait alors S ∈ SATβπR si et seulement si S ⊆ SNβπR et

(SAT0) si t ∈ S et t→βπR u alors u ∈ S,

(SAT1) si E[ ] ∈ SNβπR et x ∈ X alors E[x] ∈ S,

(SAT2β) si E[t[u/x]] ∈ S et u ∈ SNβπR alors E[(λx.t)u] ∈ S,

(SAT2×i) si t3−i ∈ SNβπR et E[ti] ∈ S alors E[πi(t1, t2)] ∈ S,

(SAT2R) si ∀v. E[ft1 . . . taf ]→βπR v =⇒ v ∈ S alors E[ft1 . . . taf ] ∈ S.

Ce type d’ensembles saturés fonctionne bien, mais leur formulation n’est pas très uni-
forme.
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9.3.4 Candidats de réductibilité

Nous allons maintenant voir une famille de réductibilité qui permet de prendre en
compte la propriété (9.22) de manière directe. Il s’agit des candidats de réductibilité de
Girard [Gir72]. Historiquement, c’est avec cette famille de réductibilité que la normali-
sation forte du système F a été montrée pour la première fois.

Pour essayer de comprendre comment les candidats de Girard sont définis, nous allons
partir des propriétés vues à la section 9.3.3 au sujet de la réécriture. Considérons donc
un ensemble C ⊆ SNβR tel que
(CR0) si t ∈ C et t→βR u alors u ∈ C,
(CR1R) si ∀v. E[ft1 . . . taf ]→βR v =⇒ v ∈ C alors E[ft1 . . . taf ] ∈ C.

Essayons de voir quelle pourrait être la clause qui permette de prendre en compte les
variables (comme (SAT1)) et la β-réduction (comme (SAT2)).

Pour cela, on se base sur la propriété qu’ont certains termes de ne pas interagir avec
les contextes d’élimination. Cette propriété a été utilisée avec les ensembles saturés à la
section 9.1 :

∀v. E[x]→βπR v =⇒ (
v = E ′[x] avec E[ ]→βπR E ′[ ]

)
(9.23)

∀v. E[(λx.t)u]→βπR v =⇒ (
v = E ′[t ′] avec (E[ ], (λx.t)u)→βπR (E ′[ ], t ′)

)
∀v. E[πi(t1, t2)]→βπR v =⇒ (

v = E ′[t ′] avec (E[ ], πi(t1, t2))→βπR (E ′[ ], t ′)
)

.

Notons que dans le cas des systèmes de réécriture universellement typés, ceci est aussi
vérifié pour les symboles qui ont autant d’arguments que leur arité applicative :

∀v. E[ft1 . . . taf ]→βπR v =⇒ (
v = E ′[t ′] avec (E[ ], ft1 . . . taf )→βπR (E ′[ ], t ′)

)
.

Les termes qui n’interagissent pas avec les contextes d’élimination sont dits neutres.
Les candidats de réductibilité reposent sur le fait que comme les termes neutres n’in-
teragissent pas avec les contextes d’élimination, leurs propriétés de réductibilité peuvent
être montrées par induction sur SN .

D’autre part, pour avoir une famille de réductibilité valide au sens de la définition 9.2.4,
il faut que chacun de ses éléments contienne les variables. Pour les candidats de réduc-
tibilité, cela provient de la propriété (9.23), qui assure que les variables sont des termes
neutres.

Notre but est ici d’avoir une notion de candidats de réductibilité la plus générale pos-
sible, qui ne dépende que d’une relation de réécriture→R et d’un ensemble de « contextes
d’élimination » E . Nous voulons donc laisser le maximum de liberté possible pour le choix
des ces contextes, tout en assurant la propriété (9.23). Notre notion de terme neutre est
plus générale que celle des définitions usuelles [GLT89, Gal89].

Définition 9.3.13 (Termes neutres) Soit une variable [ ] et un ensemble E de termes
E[ ] ∈ Λ(Σ) qui est clos par composition :

E[ ], F[ ] ∈ E =⇒ E[F[ ]] ∈ E ,

où E[t] =def E[ ][t/[ ]].
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— Un terme t ∈ Λ(Σ) est pré-neutre dans E pour une relation de réécriture →R si
pour tout E[ ] ∈ E,

∀v. E[t]→R v =⇒ (
v = E ′[t ′] avec E ′[ ] ∈ E et (E[ ], t)→R (E ′[ ], t ′)

)
.

— E est un ensemble de contextes d’élimination sur Λ(Σ) pour une relation de réécri-
ture →R sur Λ(Σ) si
(i) E est stable par R-réduction : E[ ] ∈ E et E[ ]→R F[ ] implique F[ ] ∈ E,
(ii) toutes les variables sont pré-neutres,
(iii) pour tout terme t pré-neutre et pour tout E[ ] ∈ E, E[t] est pré-neutre dans E

pour →R.
— Si E est un ensemble de contextes d’élimination pour →R, alors les termes pré-

neutres dans E pour →R sont dits neutres dans E pour →R. On désigne l’ensemble
des termes neutre pour →R dans E par NRE .

Remarque 9.3.14 Les contextes d’élimination ne sont donc pas des contextes au sens
de la définition 1.2.18. En effet, même si le « trou » [ ] apparaît sous un lieur dans E[ ],
alors ce lieur ne lie aucune variable libre de t dans E[t] car E[t] = E[ ][t/[ ]].

Ceci permet de voir les contextes d’élimination comme des termes de Λ(Σ), et en
particulier de dire s’ils sont fortement normalisant ou non.

Dans le cadre de la réductibilité pour la normalisation forte, nous ne connaissons pas
de cas dans lequel on ait besoin de contextes d’élimination pouvant lier des variables.

Ils nous semble d’ailleurs, mais ce n’est qu’une intuition, que des contextes d’élimina-
tion pouvant lier des variables ne seraient peut-être pas utilisables dans des preuves de
normalisation forte. Cette intuition nous provient de la remarque 10.7.7.

Lorsque le contexte le permet, on désigne NRE par NR ou même par N .

Remarque 9.3.15 Dans le cas du λ-calcul pur et du λ-calcul avec produits, en prenant
comme contextes d’élimination respectivement E⇒ et E⇒×, notre définition correspond
à la définition usuelle (voir par exemple [GLT89]), et pour la réécriture, notre notion est
très proche de celle de [Bla05b]. En effet, nos termes neutres sont exactement les termes
qui ne sont pas de la forme

— λx.t, car [(λx.t)]u 7→β t[u/x],
— (t1, t2), car πi[(t1, t2)] 7→π ti,
— f~t tels qu’il existe une règle f~l 7→R r, une substitution σ, et des termes ~u avec

|~u| > 0 tels que ~t~u =~lσ, car [f~t]~u 7→R rσ.
Dans [Bla05b], un terme de la forme f~t n’est pas neutre s’il existe une règle f~l telle que
|~t| < |~l|, et ce même s’il n’existe pas de termes ~u ni de substitution σ tels que ~t~u =~lσ.

Notons que dans le cas de λ⇒×(B0), la propriété (9.23) assure que E⇒× est un ensemble
de contextes d’élimination pour →βπR.

Définition 9.3.16 (Candidats de réductibilité) Étant donnés une relation de ré-
écriture →R sur Λ(Σ) et un ensemble de contextes d’élimination E pour →R, l’ensemble
CRRE des candidats de réductibilité pour R dans E est l’ensemble des C ⊆ SN R tels que
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(CR0) si t ∈ C et t→R u alors u ∈ C,
(CR1) si t ∈ NRE et ∀u. t→R u =⇒ u ∈ C alors t ∈ C.

Lorsque que le contexte le permet, on désigne CRRE par CRR ou même par CR.

Exemple 9.3.17 Soit un ensemble de types de base B et une signature Σ.
(i) Les candidats de réductibilité de λ⇒(B), notés CRβ, sont les candidats de réducti-

bilité pour →β dans
E[ ] ∈ E⇒ ::= [ ] | E[ ] t ,

où t ∈ Λ(Σ).
(ii) Les candidats de réductibilité de λ⇒×(B), notés CRβπ, sont les candidats de réduc-

tibilité pour →βπ dans

E[ ] ∈ E⇒× ::= [ ] | E[ ] t | π1 E[ ] | π2 E[ ] ,

où t ∈ Λ(Σ).
(iii) Soit R un TRS universellement typé dans λ2×(B0, Σ0, τ). On désigne par CRβπR

l’ensemble des candidats de réductibilité pour →βπR dans E⇒×.
Notons que les termes neutres de CRβπR sont ceux donnés à la remarque 9.3.15.
De plus, les candidats C ∈ CRβπR vérifient (CR1R). En effet, les membres gauches
de règles définissant un symbole f ∈ Σ0 sont de la forme fl1 . . . lk avec k ≤ af . Il s’en
suit que tout terme de la forme ft1 . . . taf est neutre, d’où, par (CR1), ft1 . . . taf ∈ C

si (ft1 . . . taf )βπR ⊆ C.

Vérifions maintenant que les candidats de réductibilité C ∈ CRβπR satisfont les clauses
(SAT1), (SAT2β) et (SAT2πi). Les preuves sont similaires à celles que l’on a vues à la
section 9.1 pour la propriété SN ∈ SAT. Il est intéressant, pour la suite, de le montrer
dans un cadre un peu plus général.

Lemme 9.3.18 Soit →R une relation de réécriture sur Λ(Σ).
(SAT1) Soit E un ensemble de contextes d’élimination pour →R. Pour tout C ∈ CRRE , si

E[ ] ∈ E ∩ SN R et x ∈ X alors E[x] ∈ C.
(SAT2β) Soit E un ensemble de contextes d’élimination pour→βR tel que (λx.t)u ∈ NβRE

pour tout t, u. Pour tout C ∈ CRβRE et tout E[ ] ∈ E, si E[t[u/x]] ∈ C et u ∈ SNβR

alors E[(λx.t)u] ∈ C,
(SAT2πi) Soit E un ensemble de contextes d’élimination pour →πR tel que pour tout

i ∈ {1, 2} et tout t1, t2, on ait πi(t1, t2) ∈ NπRE . Pour tout C ∈ CRπRE et tout
E[ ] ∈ E, si E[ti] ∈ C et t3−i ∈ SN πR alors E[πi(t1, t2)] ∈ C,

Preuve.

(SAT1) Par définition, les termes de la forme E[x] avec E[ ] ∈ E vérifient

∀v. E[x]→R v =⇒ (
v = E ′[x] avec E ′[ ] ∈ E et E[ ]→R E ′[ ]

)
.

Ce sont donc des termes neutres dont tous les réduits sont neutres, et on a le
résultat recherché en raisonnant par induction sur E[ ] ∈ SN R.
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(SAT2β) On doit montrer que si E[t[u/x]] ∈ C avec u ∈ SNβR alors E[(λx.t)u] ∈ C.
La preuve est la même qu’aux lemmes 9.1.10 et 9.1.24, en utilisant la standardisa-
tion faible, qui est un conséquence du fait que (λx.t)u ∈ NβRE :

E[(λx.t)u]
7→β //

βR

��

E[t[u/x]]

βR∗
��

E ′[(λx.t ′)u ′] 7→β
// E ′[t ′[u ′/x]]

Notons que E[ ], t, u ∈ SNβR. On raisonne par induction sur les triplets (E[ ], t, u)

ordonnés par l’extension produit de→βR. Comme E[(λx.t)u] ∈ NβRE , d’après (CR1)

il suffit de montrer que E[(λx.t)u]→βR v implique v ∈ C.
Selon la standardisation faible, il y a deux possibilités :
— v = E[t[u/x]] ∈ C par hypothèse,
— v = E ′[(λx.t ′)u ′] avec E ′[ ] ∈ E , (E[ ], t, u)→βR (E ′[ ], t ′, u ′) et E[t[u/x]]→∗

βR

E ′[t ′[u ′/x]]. On a E ′[t ′[u ′/x]] ∈ C car C est stable par réduction (c’est la clause
(CR0)). De plus, on a (λx.t ′)u ′ 7→β t ′[u/x] et v ∈ NβRE , donc v ∈ C par
hypothèse d’induction.

(SAT2πi) Similaire.

Remarque 9.3.19 Nous avons vu à la section 9.1 qu’un des rôles importants des familles
de réductibilité est d’assurer la préservation de certaines propriétés par expansion faible
de tête dans les contextes d’élimination.

Les ensembles saturés sont minimaux par rapport à cette requête, car ils n’assurent
que l’expansion de tête dans les contextes d’élimination.

D’un autre coté, lorsque que l’on considère un système de réécriture arbitraire, cette
notion d’expansion de tête est trop restrictive et on a besoin d’expansion générale dans
les contextes d’élimination. C’est ce que font les candidats de Girard et ce pourquoi ils
sont plus faciles à manier en présence de réécriture.

Comme avec les ensembles saturés, vérifier que CR n’est pas vide revient à vérifier que
les candidats de réductibilité induisent des interprétations valides. Pour le montrer, il
est intéressant d’utiliser le fait que CR peut être défini par un opérateur de clôture sur
P(SN ), ce qui nous donnera aussi la stabilité par intersection.

À la différence de SAT(_), l’opérateur de clôture des candidats de réductibilité n’est
pas toujours définissable par induction sur N. Rappelons que par la définition 1.1.1,
les signatures que nous considérons sont dénombrables. Il s’en suit que Λ(Σ) est un
ensemble dénombrable, donc que l’opérateur de clôture peut être défini par induction sur
les ordinaux dénombrables. On considère donc un ensemble ordonné (O,≤) vérifiant les
axiomes des ordinaux dénombrables (voir [Gal91]).

Définition 9.3.20 Soient une relation de réécriture →R sur Λ(Σ) et un ensemble de
contextes d’élimination E pour →R.
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— On définit la fonction CR : P(SN R)→ P(SN R) comme suit :

CR(X) =def X ∪ {t ∈ NRE | ∀u. t→R u =⇒ u ∈ X} .

— On définit les fonctions CRa : P(SN R)→ P(SN R) par induction sur a ∈ O comme
suit :

CR0(X) =def (X)∗R
CRa+1(X) =def CR(CRa(X))

CRλ(X) =def
⋃

a<λ CRa(X) si λ est un ordinal limite .

Il est clair que CR est une fonction monotone sur P(SN R). Pour tout X ∈ P(SN R),
elle est donc monotone sur le treillis complet {(Y)∗R | X ⊆ Y ⊆ SN R}, sur lequel elle a
donc un plus petit point fixe. Vérifions que ce plus petit point fixe est CRpX

(X) pour un
ordinal dénombrable pX ∈ O.

Proposition 9.3.21 Pour tout X ⊆ SN R, il existe pX ∈ O tel que CRpX
(X) soit le plus

petit point fixe de CR dans {(Y)∗R | X ⊆ Y ⊆ SN R}.

Preuve. Supposons que pour tout a, b ∈ O, on ait CRa(X) ( CRb(X) si a < b. Comme
O n’est pas dénombrable, on aurait un ensemble non dénombrable {tb | b ∈ O} ⊆ Λ(Σ)

d’éléments deux à deux distincts, ce qui est impossible car Λ(Σ) est lui-même un ensemble
dénombrable.

Il s’en suit que le plus petit point fixe de CR dans {(Y)∗R | X ⊆ Y ⊆ SN R} est atteint
pour un ordinal de O.

D’autre part, si t ∈ CRa(X) avec a aussi petit que possible, alors a est soit 0, soit de
la forme b + 1. En effet, si t ∈ CRλ(X) où λ est un ordinal limite, alors par définition de
CRλ(X) il existe a < λ tel que t ∈ CRa(X).

Définition 9.3.22 Soient une relation de réécriture →R sur Λ(Σ) et un ensemble de
contextes d’élimination E pour →R. On définit la fonction CR : P(SN R) → P(SN R) par
CR(X) =def CRpX

(X), où CRpX
(X) est le plus petit point fixe de CR dans {(Y)∗R | X ⊆ Y ⊆

SN R}.

Montrons que CR est l’opérateur de clôture qui définit les candidats de réductibilité.

Lemme 9.3.23 Si X ⊆ SN R alors CR(X) est le plus petit candidat de réductibilité pour→R dans E contenant X.

Preuve. Commençons par montrer que CR(X) ∈ CRRE pour tout X ⊆ SN R. Tout
d’abord, comme CR : P(SN R)→ P(SN R), il est clair que CR(X) ⊆ SN R.

Vérifions maintenant que les conditions (CR0) et (CR1) sont satisfaites par CR(X).

(CR0) Soit t →R u et t ∈ CRa(X) avec a aussi petit que possible. Si a = 0 alors on a
u ∈ (X)∗R = CR0. Sinon, a = b + 1, t ∈ NRE et u ∈ CRb(X) par définition.

(CR1) Soit t ∈ NRE avec (t)R ⊆ CR(X). Alors on a (t)R ⊆ CRa(X) pour un a < pX, d’où
t ∈ CRa+1(X).
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On montre maintenant par induction sur a que CRa(X) ⊆ C pour tout C ∈ CRRE
contenant X. Par (CR0), on a CR0(X) = (X)∗R ⊆ C, et si t ∈ CRa+1(X) \ CRa(X) alors
t ∈ NRE et par hypothèse d’induction (t)R ⊆ CRa(X) ⊆ C, donc t ∈ C par (CR1). De
plus, si λ est un ordinal limite, alors par hypothèse d’induction CRa(X) ⊆ C pour tout
a < λ, donc CRλ(X) ⊆ C.

Il s’en suit que CRRE = {CR(X) | X ⊆ SN R}. Montrons maintenant que CR(_) est un
opérateur de clôture.

Lemme 9.3.24 CR : P(SN R)→ P(SN R) est un opérateur de clôture.

Preuve. L’idempotence suit du lemme 9.3.23, l’extensivité et la monotonie se montrent
comme au lemme 9.3.7.

Comme CRRE est défini par l’opérateur de clôture CR : P(SN R) → P(SN R), selon le
lemme 9.3.4 c’est un treillis complet dont l’élément maximal est SN R et dont les plus
grandes bornes inférieures sont données par les intersections. Il s’en suit que CRRE satisfait
la condition (9.18).

L’élément minimal de CRRE a une forme intéressante.

Définition 9.3.25 (Termes héréditairement neutres) On définit HN RE , l’ensemble
des termes héréditairement neutres pour →R dans E comme étant le plus petit ensemble
tel que

∀t ∈ NRE . (∀u. t→R u =⇒ u ∈ HN RE) =⇒ t ∈ HN RE .

L’ensemble HN RE n’est pas vide : on a par exemple X ⊆ HN RE .

Remarque 9.3.26 Ainsi, un terme est héréditairement neutre si et seulement si c’est
un terme neutre fortement normalisant dont tous les réduits sont neutres.

Exemple 9.3.27 Dans le cas du λ-calcul pur, les termes héréditairement neutres sont
exactement les termes de la forme E[x] avec E[ ] ∈ E⇒ ∩ SNβ et x ∈ X .

Proposition 9.3.28 HN RE est le plus petit élément de CRRE .

Preuve. Par le lemme 9.3.4, le plus petit élément de CRRE est la clôture de ∅ ∈ P(SN R).
Or, on a HN RE = CR(∅) car CR(∅) est le plus petit élément de P(SN R) tel que

CR(∅) = CR(∅) ∪ {t ∈ NRE | ∀u. t→R u =⇒ u ∈ CR(∅)} .

Remarque 9.3.29 Dans le cas du λ-calcul pur, il suit de l’exemple 9.3.27 que HNβ

est aussi le plus petit élément de SATβ.

Enfin, les termes héréditairement neutres sont stables par contextes d’élimination for-
tement normalisants.
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Proposition 9.3.30 Si t ∈ HN RE et E[ ] ∈ E ∩ SN R alors E[t] ∈ HN RE .

Preuve. On raisonne par induction sur les paires (E[ ], t) ordonnées par l’extension
produit de →R.

Soit donc t ∈ HN RE et E[ ] ∈ E ∩ SN R. Comme E[t] ∈ NRE , on a E[t] ∈ HN RE si
(E[t])R ⊆ HN RE . Soit v tel que E[t] →R v. Alors comme t est neutre, on a v = E ′[t ′]
avec (E[ ], t) →R (E ′[ ], t ′). De plus, t ′ ∈ HN RE car t ∈ HN RE , donc v ∈ HN RE par
hypothèse d’induction.

Voyons maintenant comment les candidats de réductibilité se comportent par rapport
aux interprétations de la flèche et du produit.

Proposition 9.3.31 Soit E un ensemble de contextes d’élimination pour →R une rela-
tion de réécriture finiment branchante sur Λ(Σ).

(i) Si [ ]t ∈ E pour tout t ∈ Λ(Σ) alors,

C1, C2 ∈ CRRE =⇒ C2 ⇒ C1 ∈ CRRE .

(ii) Si πi[ ] ∈ E pour tout i ∈ {1, 2} alors,

C1, C2 ∈ CRRE =⇒ C1 × C2 ∈ CRRE .

Preuve. Tout d’abord, on a C2 ⇒ C1, C1 × C2 ⊆ SN R exactement pour les mêmes
raisons qu’à la proposition 9.1.25, en utilisant le fait que X ⊆ HN RE ∈ CRRE . Vérifions
maintenant que C2 ⇒ C1 et C1 × C2 satisfont (CR0) et (CR1).

On ne traite que le cas de _⇒ _, celui de _×_ étant similaire et plus simple.
(CR0) Si t ∈ C2 ⇒ C1 et t →R u, alors tv ∈ C1 pour tout v ∈ C2, donc uv ∈ C1 par

(CR0). Il s’en suit que u ∈ C2 ⇒ C1.
(CR1) Supposons que t ∈ NRE soit tel que (t)R ⊆ C2 ⇒ C1. Soit v ∈ C2 et montrons

que tv ∈ C1. Comme tv ∈ NRE , par (CR1) il suffit de montrer que (tv)R ⊆ C2. On
raisonne par induction sur v ∈ SN R. Soit w tel que tv→R w. Comme t est neutre
et [ ]v ∈ E , on a w = t ′v ′ avec (t, v)→R (t ′, v ′).
— Si t = t ′, alors v →R v ′. Par (CR0) on a v ′ ∈ C2 et par hypothèse d’induction

tv ′ ∈ C1.
— Sinon, t→R t ′ et v = v ′, mais alors t ′v ∈ C1 car (t)R ⊆ C2 ⇒ C1.

On a maintenant tout ce qu’il faut pour avoir l’adéquation des interprétations basées
sur CRβπR.

— La proposition 9.3.31 implique que _ ⇒ _, _ × _ ∈ CR2
βπR → CRβπR, et il suit

du lemme 9.3.24 que
⋂

R ∈ CRβπR pour tout ∅ 6= R ⊆ CRβπR. Les candidats de
réductibilité forment donc une famille de réductibilité au sens de la définition 9.2.4.

— Le lemme 9.3.18 assure que l’interprétation (CRβπR, (B ∈ B0 7→ SNβπR)∪_×_)

est valide, ainsi que la condition 9.2.7.(i) et la condition 9.2.7.(ii) pour les produits :
pour tout T1, T2 et tout ρ : V → CRβπR,

(t1 ∈ JT1Kρ ∧ t2 ∈ JT2Kρ) =⇒ (t1, t2) ∈ JT1Kρ× JT2Kρ
∀i ∈ {1, 2}. t ∈ JT1Kρ× JT2Kρ =⇒ πit ∈ JTiKρ .
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Considérons maintenant le cas de la réécriture. On suppose que R est universellement
typé dans λ2×(B0, Σ0, τ), au sens de la définition 9.3.9 : les membres gauches sont de la
forme fl1 . . . lk avec τ(f) = ∀~X.T1 ⇒ · · ·⇒ Tk ⇒ H.

L’essentiel est d’adapter à ces systèmes la condition formulée au lemme 9.1.35. Une
condition similaire à celle que l’on obtient est utilisée dans [Bla05b].

Lemme 9.3.32 (Calculabilité des règles de réécriture) Soit R un système de réécri-
ture universellement typé dans λ2×(B0, Σ0, τ). Supposons de plus que →βπR est finiment
branchante et que (CRβπR, J_K) est une interprétation telle que J_×_K = _×_.

Si pour toute règle fl1 . . . lk 7→R r avec τ(f) = ∀~X.T1 ⇒ · · · ⇒ Tk ⇒ H et toute
valuation (σ, ρ) on a

(∀i ∈ {1, . . . , k}. liσ ∈ JTiKρ) =⇒ rσ ∈ JHKρ ,

alors les termes typables de λ2×(B0, Σ0, τ) sont fortement βπR-normalisants.

Preuve. On applique le théorème 9.2.5 avec l’interprétation (CRβπR, J_K). Il reste à
monter que c’est une interprétation adéquate, et pour cela à voir que la condition 9.2.7.(ii)
est satisfaite pour les symboles de Σ0.

Soit f ∈ Σ0 avec τ(f) = ∀~X.T1 ⇒ · · · ⇒ Tn ⇒ Hf . Soient t1, . . . , tn avec ti ∈ JTiKρ
pour tout i ∈ {1, . . . , n}. On doit montrer que ft1 . . . tn ∈ JHfKρ. Comme toutes les règles
définissant f ont au plus n arguments, ft1 . . . tn est un terme neutre. Par (CR1), il suffit
donc d’avoir (ft1 . . . tn)βπR ⊆ JHfKρ. Le reste de la preuve suit celle du lemme 9.1.35.

9.3.5 Biorthogonaux

Nous allons maintenant aborder une troisième famille de réductibilité. Cette famille
est définie par une relation d’orthogonalité entre termes et contextes d’élimination. L’idée
de ce type d’interprétation provient de la logique linéaire de Girard [Gir87]. En ce qui
concerne la réductibilité, les biorthogonaux ont été introduits pour prendre en compte la
logique classique : il sont utilisés par Parigot [Par97] pour montrer la normalisation forte
du λµ-calcul du second ordre, et sont à la base de travaux de Krivine sur la réalisabilité
en logique classique [DK00, Kri04].

Il s’avère que les biorthogonaux sont aussi très utiles pour capturer des propriétés cal-
culatoires assez fines des termes typables dans certains systèmes, voir par exemple [Pit00,
VM04, Vou04, MV05, Rib07b].

Essayons d’en présenter l’idée de base dans le cas du λ-calcul simplement typé. Repre-
nons l’interprétation des types simples donnée à la définition 9.1.5 :

JBK = SNβ si B ∈ B0

JU⇒ TK = JUK⇒ JTK .

Comme un type simple T ∈ T⇒(B0) peut s’écrire sous la forme T = T1 ⇒ · · ·⇒ Tn ⇒ B,
son interprétation s’écrit JT1K⇒ . . . JTnK⇒ SNβ, c’est à dire

JTK = {t | ∀u1 ∈ JT1K, . . . , un ∈ JTnK. tu1 . . . un ∈ SNβ} .
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Il s’en suit qu’en associant à T l’ensemble de contextes d’élimination

JTK⊥⊥ =def {[ ]u1 . . . un | u1 ∈ JT1K, . . . , un ∈ JTnK} ,

on a

JTK = {t | ∀E[ ] ∈ JTK⊥⊥. E[t] ∈ SNβ} . (9.24)

Cette construction est une forme d’orthogonalité.

Définition 9.3.33 (Orthogonalité) Soient deux ensembles A et Π, et une relation
⊥⊥ ⊆ A× Π.

— Pour tout A ⊆ A, l’orthogonal de A pour ⊥⊥ est

A⊥⊥ =def {π ∈ Π | ∀a. a ∈ A =⇒ a⊥⊥ π} .

— Symétriquement, l’orthogonal de P ⊆ Π pour ⊥⊥ est

P⊥⊥ =def {a ∈ A | ∀π. π ∈ P =⇒ a⊥⊥ π} .

Les opérateurs d’orthogonalité (_)⊥⊥ : P(A)→ P(Π) et (_)⊥⊥ : P(Π)→ P(A) forment
une connexion de Gallois entre les treillis complets (P(A),⊆) et (P(Π),⊇).

Proposition 9.3.34 Pour tout A ⊆ A et tout P ⊆ Π, on a

A ⊆ P⊥⊥ si et seulement si P ⊆ A⊥⊥ .

Preuve. Il suffit de montrer une direction, l’autre étant symétrique. Supposons que
A ⊆ P⊥⊥ et montrons que P ⊆ A⊥⊥. Par hypothèse, pour tout a ∈ A, on a a ⊥⊥ π pour
tout π ∈ P, donc pour tout π ∈ P, on a a⊥⊥ π pour tout a ∈ A, d’où P ⊆ A⊥⊥.

Les connections de Gallois induisent des opérateurs de clôture.

Proposition 9.3.35 Les fonctions (_)⊥⊥⊥⊥ : P(A) → P(A) et (_)⊥⊥⊥⊥ : P(Π) → P(Π)

sont des opérateurs de clôture.

Preuve. On ne traite que le cas de (_)⊥⊥⊥⊥ : P(A)→ P(A), l’autre étant symétrique.

Extensivité. Pour tout X ⊆ A on a X⊥⊥ ⊆ X⊥⊥ donc X ⊆ X⊥⊥⊥⊥ par la proposition 9.3.34.

On déduit de cette propriété que (_)⊥⊥ est anti-monotone :

X ⊆ Y =⇒ Y⊥⊥ ⊆ X⊥⊥ . (9.25)

En effet, si X ⊆ Y alors par extensivité on a X ⊆ Y⊥⊥⊥⊥, donc Y⊥⊥ ⊆ X⊥⊥ par la proposi-
tion 9.3.34.

Monotonie. Si X ⊆ Y alors par (9.25) on a Y⊥⊥ ⊆ X⊥⊥, d’où X⊥⊥⊥⊥ ⊆ Y⊥⊥⊥⊥ en ré-
appliquant (9.25).
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Idempotence. Car

X⊥⊥ = X⊥⊥⊥⊥⊥⊥ . (9.26)

En effet, on a X⊥⊥ ⊆ X⊥⊥⊥⊥⊥⊥ par extensivité et X⊥⊥⊥⊥⊥⊥ ⊆ X⊥⊥ en appliquant la
proposition 9.3.34 à X ⊆ X⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥, obtenue par deux applications de l’extensivité.

Définition 9.3.36 On dit que A ⊆ A (P ⊆ Π) est un biorthogonal si A = A⊥⊥⊥⊥.
On dénote par P(A)⊥⊥⊥⊥ (resp. par P(Π)⊥⊥⊥⊥) l’ensemble des biorthogonaux de P(A)

(resp. de P(Π)), et par P?(A)⊥⊥⊥⊥ (resp. par P?(Π)⊥⊥⊥⊥) l’ensemble des biorthogonaux de
sous-ensembles non-vides de P(A) (resp. de P(Π)).

Proposition 9.3.37 A ⊆ A (resp. P ⊆ Π) est un biorthogonal si et seulement s’il existe
X ⊆ Π (resp. X ⊆ A) tel que A = X⊥⊥ (resp. P = X⊥⊥).

Preuve. Si A est un biorthogonal alors par définition A = (A⊥⊥)⊥⊥. Inversement, si
A = Y⊥⊥ alors A⊥⊥⊥⊥ = Y⊥⊥⊥⊥⊥⊥, donc A⊥⊥⊥⊥ = Y⊥⊥ = A par (9.26).

Voyons maintenant comment appliquer ces idées à la réductibilité. Nous définissons une
interprétation des types par biorthogonalité en se basant sur la relation suggéré en (9.24).
Par soucis de généralité, nous nous plaçons dans le même cadre que pour les candidats de
réductibilité à la section 9.3.4. On considère donc une relation de réécriture→R sur Λ(Σ)

et un ensemble E de contextes d’élimination pour →R, au sens de la définition 9.3.13.

Définition 9.3.38 On définit ⊥⊥ ⊆ Λ(Σ)× E par

t⊥⊥ E[ ] si et seulement si E[t] ∈ SN R .

Les sous-ensembles non-vides de SN R qui sont des biorthogonaux pour ⊥⊥ sont des
candidats de réductibilité au sens de la définition 9.3.16.

Lemme 9.3.39 P?(SN R)⊥⊥⊥⊥ ⊆ CRRE .

Preuve. Soit C ∈ P?(SN R)⊥⊥⊥⊥. On vérifie que C satisfait les clauses (CR0) et (CR1).

(CR0) Si t ∈ C et t→R u, alors pour tout contexte E[ ] ∈ C⊥⊥ on a E[t]→R E[u], donc
E[u] ∈ SN R.

(CR1) Soit t ∈ NRE tel que (t)R ⊆ C. On doit montrer que E[t] ∈ SN R pour tout
E[ ] ∈ C⊥⊥. Comme C est un sous-ensemble non vide de SN R, on a C⊥⊥ ⊆ SN R.
On raisonne par induction sur E[ ] ∈ SN R. Soit v tel que E[t]→R v. Comme t est
neutre, par définition on a v = E ′[t ′] avec (E[ ], t) →R (E ′[ ], t ′). On a alors deux
cas :
— v = E[u] avec t→R u. Dans ce cas on a E[u] car u ∈ C et E[ ] ∈ C⊥⊥.
— v = E ′[t] avec E[ ]→R t ′. On a alors E ′[ ] ∈ C⊥⊥ car pour tout u ∈ C, E[u]→R

E ′[u] et E[u] ∈ SN R, donc E ′[u] ∈ SN R. Il s’en suit que E ′[t] ∈ SN R par
hypothèse d’induction.
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Ainsi, si on se place dans le λ-calcul simplement typé avec produits λ⇒×(B0), comme
E⇒× est un ensemble de contextes d’élimination pour →βπ (remarque 9.3.15), par le
lemme 9.3.18, on a P?(SNβπ)⊥⊥⊥⊥ ⊆ SATβπ.

Afin d’avoir une interprétation valide et adéquate, il reste donc à montrer que la flèche
préserve les biorthogonaux. Pour cela, on observe comment l’interprétation (9.24) traverse
la structure des types simples. Notons que dans le cas de base, on a JTK = SNβ = {[ ]}⊥⊥.
Considérons maintenant un type de la forme U⇒ T . L’idée principale est que pour tout
t, u ∈ Λ(Σ) et tout E[ ] ∈ E⇒,

tu ⊥⊥ E[ ] si et seulement si t ⊥⊥ E[[ ]u] .

On a donc

JUK⇒ JTK = {t | ∀u ∈ JUK, ∀E[ ] ∈ JTK⊥⊥. tu⊥⊥ E[ ]}

= {t | ∀u ∈ JUK, ∀E[ ] ∈ JTK⊥⊥. t⊥⊥ E[[ ]u]}

= {E[[ ]u] | u ∈ JUK ∧ E[ ] ∈ JTK⊥⊥}⊥⊥ .

Définition 9.3.40 Soit E un ensemble de contextes d’élimination pour une relation de
réécriture →R sur Λ(Σ). Si [ ]t ∈ E pour tout t ∈ Λ(Σ), alors étant donnés A ⊆ Λ(Σ) et
P ⊆ E, on pose

A · P =def {E[[ ]u] | u ∈ A ∧ E[ ] ∈ P} .

Proposition 9.3.41 Soit E un ensemble de contextes d’élimination pour une relation
de réécriture →R sur Λ(Σ).

(i) Si [ ]t ∈ E pour tout t ∈ Λ(Σ), alors pour tout A,B ⊆ SN R on a

A⇒ B⊥⊥⊥⊥ = (A · B⊥⊥)⊥⊥ .

(ii) Si πi[ ] ∈ E pour tout i ∈ {1, 2}, alors pour tout A1, A2 ⊆ SN R on a

A⊥⊥⊥⊥
1 ×A⊥⊥⊥⊥

2 = {E[π1[ ]] | E[ ] ∈ A⊥⊥
1 }⊥⊥ ∩ {E[π2[ ]] | E[ ] ∈ A⊥⊥

2 }⊥⊥ .

Preuve.

(i) On a t ∈ A ⇒ B⊥⊥⊥⊥ si et seulement si E[tu] ∈ SN R pour tout u ∈ A et tout
E[ ] ∈ B⊥⊥.

(ii) On a t ∈ A⊥⊥⊥⊥
1 ×A⊥⊥⊥⊥

2 si et seulement si E[πit] ∈ SN R pour tout i ∈ {1, 2} et tout
E[ ] ∈ A⊥⊥

i .

D’après les propositions 9.3.37 et 9.3.35, il s’en suit que A⊥⊥⊥⊥ ⇒ B⊥⊥⊥⊥ et A⊥⊥⊥⊥×B⊥⊥⊥⊥

sont des biorthogonaux pour tout A,B ⊆ SNβπ. De plus, si A et B sont non-vides, alors
A⊥⊥⊥⊥ et B⊥⊥⊥⊥ sont des ensembles saturés, donc A⊥⊥⊥⊥ ⇒ B⊥⊥⊥⊥, A⊥⊥⊥⊥ × B⊥⊥⊥⊥ ∈ SATβπ par
la proposition 9.1.25.

On a donc, avec les biorthogonaux, une interprétation valide et adéquate pour le sys-
tème F avec produits λ2×(B0).
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Interprétation de la logique classique. Dans le cadre de la réductibilité, les biorthogo-
naux peuvent être utilisés pour l’interprétation de la logique classique. L’idée est de voir
(_)⊥⊥ comme une sorte de négation (non homogène !) intuitionniste. Par ailleurs, un ana-
logue des lois de De Morgan intuitionnistes pour l’union et l’intersection sont satisfaites
(nous reviendrons sur ce point à la section 10.4.3 :

X⊥⊥ ∩ Y⊥⊥ = (X ∪ Y)⊥⊥

X⊥⊥ ∪ Y⊥⊥ ⊆ (X ∩ Y)⊥⊥ .

De plus, le fait que (_)⊥⊥⊥⊥ soit un opérateur de clôture lui donne un comportement
similaire à celui des non-non traductions de Gödel.

9.4 Réécriture du premier ordre

Nous avons vu dans ce chapitre ce qui nous semble être les points importants des
preuves de normalisation forte de lambda-calculs typés en présence de réécriture.

Nous terminons le chapitre par une courte discussion sur la préservation de la norma-
lisation forte pour la combinaison de la réécriture du premier ordre (resp. algébrique) et
du système F. C’est un résultat connu, qui peut s’énoncer de la manière suivante :

Théorème 9.4.1 Soit R un TRS algébriquement typé dans λ2(B0, Σ, τ). Si →R est
fortement normalisant sur Λ(Σ), alors →βR est fortement normalisant sur les termes
typés de λ2(B0, Σ, τ).

Dans le cas du système F à la Church, il a été montré dans [BTG89, Oka89]. Notons
que les deux résultats ne sont pas exactement les mêmes :

— Okada montre dans [Oka89] que si R est un TRS sur Ter(Σ,X ) fortement norma-
lisant et algébriquement typé dans λCh

2 (B0, Σ, τ), alors →βR est fortement norma-
lisant sur les termes typés de λCh

2 (B0, Σ, τ) : la réécriture n’est pas curryfiée.
— Breazu-Tannen et Gallier montrent dans [BTG89] que si R est un système algé-

briquement typé dans λCh
2 (B0, Σ0, τ) tel que →R est fortement normalisante, alors→βR fortement normalisant que les termes typés de λCh

2 (B0, Σ0, τ) : la réécriture
est curryfiée.

Remarque 9.4.2 Notons que le résultat de [BTG89] est légèrement plus général que
celui de [Oka89] car d’après la remarque 3.6.6, les termes algébriquement typés de
λ2Λ(B0,λ0, τ) forment une Στ-algèbre libre sur X .

D’autre part, nous allons voir que siR est un TRS algébriquement typé dans le système
λ2(B0, Σ0, τ), alors →R normalise fortement sur Λ(Σ0) si et seulement si elle normalise
fortement sur les termes algébriquement typés de λ2(B0, Σ0, τ).

Le théorème 9.4.1 est adapté aux types intersection dans [BF96], résultat qui est utilisé
dans [BFG97] pour obtenir son extension au calcul des constructions. Enfin, une preuve
directe dans le calcul des constructions est proposée dans [Bla05b].

Toutes ces preuves reposent sur une méthode similaire : le découpage des termes en
« cap » et « aliens », les premier représentant les têtes algébriques des termes et les
premier leurs sous-termes non algébriques maximaux.
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Des termes du premier ordre aux lambda-termes

Le théorème 9.4.1 utilise le fait que la normalisation forte est préservée lorsque qu’un
TRS du premier ordre est curryfié et quotienté par α-conversion. Nous prouvons cette
propriété dans cette section en combinant le résultat de [KKSV96] sur la préservation
la normalisation forte par curryfication, celui de Middeldorp [Mid89] qui implique la
préservation de la normalisation forte par extension de la signature et enfin nos résultats
de la section 4.3 sur les liens entre réécriture du premier ordre et réécriture modulo
α-conversion.

Tout d’abord, rappelons que la normalisation forte est préservée par curryfication.
Pour plus de détails sur la curryfication, voir le chapitre 8.

Théorème 9.4.3 ([KKSV96]) Si le TRS (Ter(Σ,X ),R) est fortement normalisant,
alors le TRS (Ter(ΣCApp,X ),RC) l’est aussi.

Le résultat de Middeldorp sur le modularité de la normalisation forte est le suivant :

Théorème 9.4.4 ([Mid89]) Soient (Ter(Σ1,X ),R1) et (Ter(Σ2,X ),R2) deux TRS for-
tement normalisants tels que Σ1 ∩ Σ2 = ∅. S’il existe i ∈ {1, 2} tel que Ri ne comporte
ni règles effondrantes ni règles dupliquantes, alors le TRS (Ter(Σ1 ∪Σ2,X ),R1 ∪R2) est
fortement normalisant.

De même qu’à la section 5.3, on a la préservation de la normalisation forte par extension
de la signature.

Corollaire 9.4.5 Si (Ter(Σ,X ),R) est un TRS fortement normalisant, alors le TRS
(Ter(Σ ′,X ),R) est fortement normalisant pour tout Σ ′ ⊇ Σ.

On en déduit que si R est un système de réécriture sur Ter(Σ,X ) qui est fortement
normalisant, alors →RC est fortement normalisant sur Λ(ΣCApp). Rappelons que L(Σ)

désigne les λ-termes bruts sur Σ, c’est-à-dire non quotientés par α-conversion.

Théorème 9.4.6 Si (Ter(Σ,X ),R) est un TRS fortement normalisant, alors la relation
de réécriture →RC est fortement normalisante sur Λ(Σ

App
C ).

Preuve. Soit (Ter(Σ,X ),R) un TRS fortement normalisant. Par le théorème 9.4.3,
le TRS (Ter(ΣCApp,X ),RC) l’est aussi. Il suit alors du corollaire 9.4.5 que →RC est
fortement normalisant sur L(ΣC). Comme RC est applicatif, on a la normalisation forte
de →RC sur Λ(ΣC) par le théorème 4.3.8.

Nous pouvons maintenant prouver ce que nous avons dit à la remarque 9.4.2. Si →R
est fortement normalisant sur les termes algébriquement typés de λ2(B0, Σ0, τ) alors en
prolongeant la remarque 3.6.6, on peut définir un TRS décurryfié Rτ tel que →Rτ soit
fortement normalisant sur Ter(Στ,X ). Comme ΣτC = Σ0, il suit alors du théorème 9.4.6
que →R est fortement normalisant sur Λ(Σ0).
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Chapitre 10

Unions de familles de réductibilité

Dans ce chapitre, nous étudions la possibilité d’avoir des familles de réductibilités
valides, adéquates et stables par union.

Nous commençons par étudier la possibilité d’existence de telles familles de réducti-
bilité. Pour cela, on considère le λ-calcul auquel on ajoute un système de réécriture R
dit « simple » dont les membres gauches sont de la forme f(x1, . . . , xn) où f ∈ Σn et
x1, . . . , xn sont des variables distinctes. À la section 10.1, nous présentons un système de
types intersection et union désigné par λutR(Σ), et nous montrons à la section 10.2 qu’il
permet de typer tous les termes fortement βR-normalisants et seulement ceux-ci.

Nous verrons à la section 10.3 que le système λ(tE)R(Σ) obtenu en ajoutant à λutR(Σ)

la règle d’élimination des types union permet, pour certains systèmes de réécriture
simples, de typer des termes non fortement normalisants. Ainsi, il existe des systèmes
de réécriture qui ne peuvent être pris en compte par une famille de réductibilité valide,
adéquate et stable par union. Il est intéressant de noter que de tels systèmes peuvent
être confluents.

La section 10.4 est consacrée à l’étude de la clôture par union de familles de réduc-
tibilité. Nous commençons par aborder la question de manière générale au niveau des
opérateurs de clôture. Ensuite, nous rappelons que les ensembles saturés pour le λ-calcul
avec produits sont stables par union, puis nous dérivons de notre étude des opérateurs
de clôture une condition nécessaire et suffisante pour que les candidats de réductibilité
soient stables par union (l’existence de réduits principaux forts), et une condition néces-
saire et suffisante pour que la clôture par union de biorthogonaux forme un ensemble de
candidats de réductibilité (l’existence de réduits principaux)1. Nous montrons aussi que
les réduits principaux forts sont des réduits principaux.

Ensuite, à la section 10.5, nous appliquons ces résultats à la réécriture simple, et nous
montrons que l’existence de réduit principaux est une condition strictement plus générale
que l’existence de réduit principaux forts. Ainsi, la clôture par union de biorthogonaux
aboutit à une condition suffisante pour la normalisation forte dans λ(tE)R(Σ) strictement
plus générale que celle issue de la stabilité par union des candidats de réductibilité.

D’autre part, nous comparons à la section 10.6 les candidats de réductibilité et les
ensembles saturés. Nous montrons, dans le cas de λ⇒×(B0), qu’une forme d’ensembles
saturés stables par réduction correspond exactement aux candidats de réductibilité. Cela
nous donne la stabilité par union des candidats de réductibilité pour ce calcul. Dans

1Les « réduits principaux forts » et les « réduits principaux » sont respectivement les « principal
reducts » et les « weak principal reducts » de [Rib07a, Rib07b].
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le cas de la réécriture simple, nous définissons des ensembles saturés qui permettent
de prendre en compte les systèmes de réécriture qui ont des réduits principaux. Cela
constitue une ébauche de réponse à la question soulevée à la section 9.3.3 sur l’intégration
de la réécriture aux ensembles saturés.

Notons que notre condition pour la stabilité par union des candidats de Girard nous
renseigne de manière intéressante sur leur structure « algébrique » : ils sont stables par
union exactement lorsque ce sont les ensembles non vides de termes fortement normali-
sants clos par le bas pour un ordre d’observation faible.

Enfin, nous abordons à la section 10.7 une question complémentaire : existe-t-il des
interprétations non stables par union mais qui soient valides et adéquates pour λ(tE)R ?
Nous montrons que c’est le cas pour une interprétation utilisant une certaine forme de
biorthogonaux, basés sur des contextes d’évaluation autorisant « l’appel par nom » et
« l’appel par valeur ». Nous montrons que cette interprétation est complète par rapport
à la normalisation forte dans λ(tE)R(Σ) : pour tout système de réécriture simple R, les
termes typables dans λ(tE)R(Σ) sont fortement βR-normalisants si et seulement si cette
interprétation est valide et adéquate pour λ(tE)R(Σ).

Nous verrons aussi dans cette section qu’étant donné un système de réécriture simple
R, la βR-normalisation forte des termes typables dans λ(tE)R(Σ) est équivalente au fait
que la règle (tE) spécifie la propriété opérationnelle suivante : si tous les réduits de tête
d’un terme f(~t) peuvent être substitués de manière « sûre » dans un terme v, alors le
terme f(~t) peut être lui-même substitué de manière « sûre » dans v. Cette propriété dit
que si chaque réduit de tête de f(~t) interagit correctement avec des copies de lui-même
dans v, alors les copies des différents réduits de tête de f(~t) interagissent bien entre elles
dans v (voir les remarques 10.3.7 et 10.7.4).

Nous avons publié une grande partie du contenu de ce chapitre dans [Rib07a, Rib07b].

10.1 Réécriture simple avec types union et intersection

On commence par présenter un système avec types intersection et union. Ce système
comporte en outre une règle provenant de [CS06] qui lui permet, pour des systèmes de
réécriture R dits « simples », de typer tous les termes fortement βR-normalisants et
seulement ceux-ci.

L’intérêt de ce système est de mettre en évidence des problèmes liées à la stabilité par
union des familles de réductibilité. En effet, lorsqu’on lui ajoute la règle d’élimination
des types union, le système obtenu permet aussi, pour certains systèmes de réécriture
simples R, de typer des termes non βR-normalisants. Or, les familles de réductibilités
stables par union et prenant en compte la réécriture sont adéquates pour cette règle. Il
s’en suit qu’il existe des systèmes de réécriture pour lesquels il n’existe pas de famille de
réductibilité stable par union.

Les types intersection pour le λ-calcul ont été introduits dans [CD78]. Voir [Kri90,
Gal98, AC98] pour des études plus récentes. Les types union, quand à eux, apparaissent
probablement pour la première fois dans [MPS86], et ont été étudiés plus en profondeur
dans [BDCL95].
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10.1 Réécriture simple avec types union et intersection

Le système que l’on présente ici utilise pour le typage des symboles une règle introduite
dans [CS06]. Cette règle type les symboles f ∈ Σn de manière un peu inhabituelle. En
effet, elle n’assigne pas de type a priori à f, mais, étant donnés des termes typables
t1, . . . , tn, le terme f(t1, . . . , tn) a pour type T si tous les r[~t/~x] pour f(~t) 7→R r sont
typables par T . Nous revenons sur ce point à la remarque 10.1.6. Ainsi, le typage des
symboles dans le système λutR(Σ) est assez différent de celui des systèmes de types
intersection étudiés dans [BF96, BBF96, BF97].

On considère des λ-termes avec symboles d’arité quelconque :

t, u ∈ Λ(Σ) ::= x | f(t1, . . . , tn) | t u | λx.t

où f ∈ Σn et x ∈ X .

Définition 10.1.1 Un système de réécriture R sur Λ(Σ) est dit simple si toutes ses
règles sont de la forme

f(x1, . . . , xn) 7→R r

où f ∈ Σn et x1, . . . , xn sont des variables distinctes, et si pour tout f ∈ Σ, l’ensemble
R(f) =def {r | f(~x) 7→R r} est fini. On pose F =def {f ∈ Σ | R(f) 6= ∅} et C =def Σ \ F .

Remarque 10.1.2 Dans une règle f(~x) 7→R r d’un système de réécriture simple R, il
n’y a pas a priori de condition sur les symboles pouvant apparaître dans r.

Notons toutefois que si →R est fortement normalisante alors le symbole f n’apparaît
pas dans r.

On considère des types « union » et « intersection » construits à partir du type de
base o. Ce sont donc des éléments de T⇒({o, _ u_, _ t_}).

Définition 10.1.3 On désigne par Tut l’ensemble des types union et intersection avec
type de base o :

T,U ∈ Tut ::= o | U⇒ T | T uU | T tU .

Les types sont munis de la relation de sous-typage v décrite à la figure 10.1. Ainsi,
(Tut,v,t,u) est un préordre ayant toutes les plus grandes bornes inférieures finies et
toutes les plus petites bornes supérieures finies.

Définition 10.1.4 Étant donné un système de réécriture R simple sur Λ(Σ), on désigne
par λutR(Σ) le système dont

— les termes sont ceux de Λ(Σ),
— les types sont ceux de Tut,
— la relation de typage Γ `utR t : T est engendrée par les règles de la figure 10.2,
— la relation de réduction est 7→βR.

L’opération u sur les types peut être étendue aux contextes de typage.

Définition 10.1.5 Étant donnés deux contextes Γ0 et Γ1, le contexte Γ0 u Γ1 est défini
comme suit :

Γ0 u Γ1(x) =def

{
Γ0(x) u Γ1(x) si x ∈ Γ0 ∩ Γ1 ,

Γi(x) si x ∈ Γi \ Γ1−i .
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T v T

U2 v U1 T1 v T2

U1 ⇒ T1 v U2 ⇒ T2

T v U U v V

T v V

(T ⇒ U1) u (T ⇒ U2) v T ⇒ (U1 uU2)

T1, T2 v U

T1 t T2 v U T1, T2 v T1 t T2

T1 u T2 v T1, T2

T v U1, U2

T v U1 uU2

Fig. 10.1: Règles de sous-typage de λutR(Σ)

(Ax)
Γ, x : T ` x : T

(Fun)
Γ ` ~t : ~T ∀f(~x) 7→R r, Γ,~x : ~T ` r : U

Γ ` f(~t) : U

(⇒I)
Γ, x : U ` t : T

Γ ` λx.t : U⇒ T
(⇒E)

Γ ` t : U⇒ T Γ ` u : U

Γ ` tu : T

(u I)
Γ ` t : T1 Γ ` t : T2

Γ ` t : T1 u T2
(Sub)

Γ ` t : T T v U

Γ ` t : U

Fig. 10.2: Règles de typage de λutR(Σ)
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10.2 Adéquation et complétude pour la normalisation forte

Notons que si Γ `utR t : T alors Γ u Γ ′ `utR t : T t T ′ pour tout Γ ′ et tout T ′.

Remarque 10.1.6 La règle de typage

(Fun)
Γ ` ~t : ~T ∀f(~x) 7→R r, Γ,~x : ~T ` r : U

Γ ` f(~t) : U

est un peu inhabituelle. Pour voir comment elle fonctionne, considérons un symbole f ∈ Σ,
défini par les règles (f(x1, . . . , xn) 7→R rj)j∈{1,...,p} avec p ≥ 0.

Soient des termes t1, . . . , tn et des types T1, . . . , Tn tels que Γ `utR ti : Ti pour tout
i ∈ {1, . . . , n}. Supposons de plus que pour tout j ∈ {1, . . . , p}, on ait un type Uj tel que

Γ, x1 : T1, . . . , xn : Tn `utR rj : Uj .

Alors, en utilisant le sous-typage on obtient

Γ, x1 : T1, . . . , xn : Tn `utR rj :
⊔

j∈{1,...,p}

Uj .

Donc avec la règle (Fun), il vient

Γ `utR f(t1, . . . , tn) :
⊔

j∈{1,...,p}

Uj .

Notons que si p = 0, c’est-à-dire s’il n’y a pas de règle définissant f, alors pour tout
T ∈ Tut, on a Γ `utR f(t1, . . . , tn) : T .

La règle (Fun) est une simplification d’une règle de typage utilisée dans [CS06]. L’in-
tuition de cette règle est que pour typer un terme de la forme f(~t), on doit d’abord typer
tous les termes de la forme rσ tels que f(~l) 7→R r et ~t = ~lσ. Du fait qu’on considère des
arbres de typage finis, un terme de la forme f(~t) ne peut être typé que s’il est fortement
R-normalisant. En quelque sorte, on internalise dans le système de type les conditions
présentées aux lemmes 9.1.35 et 9.3.32.

On dénote par λu le système des types intersection du λ-calcul pur, dont les termes
sont ceux de Λ, dont les types sont les types de Tut qui ne contiennent pas le symbole
t, et dont les règles de typage sont celles de λutR(Σ) auxquelles on enlève (Fun), et
où la relation de sous-typage est celle de λutR(Σ) à laquelle on enlève toutes les règles
contenant le symbole t.

10.2 Adéquation et complétude pour la normalisation forte

Dans cette section on montre que pour tout système de réécriture simple R sur Λ(Σ),
un terme t ∈ Λ(Σ) est fortement βR-normalisant si et seulement s’il est typable dans
λutR(Σ).

Pour le sens « si », on montre l’adéquation des candidats de réductibilité pour λutR(Σ).
Le sens « seulement si » étend un résultat connu pour le λ-calcul pur : un terme t ∈ Λ est
fortement β-normalisable si et seulement s’il est typable dans le système λu. Ce résultat
est originellement dû à Pottinger [Pot80], sa preuve peut être trouvée dans [Kri90, Gal98],
voir aussi [AC98]. Nous l’adaptons au cas de la règle (Fun).
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10.2.1 Adéquation

Dans cette section on montre que tous les termes typables dans λutR(Σ) sont for-
tement βR-normalisants. Pour cela, nous interprétons les types par des candidats de
réductibilité, construits à partir des contextes d’élimination de la flèche définis en 9.1.6 :

E[ ] ∈ E⇒ ::= [ ] | E[ ] t ,

où t ∈ Λ(Σ).

Définition 10.2.1 Soit R un système de réécriture simple sur Λ(Σ). On désigne par
CRutR l’ensemble des candidats de réductibilité pour →βR dans les contextes d’élimina-
tion E⇒, au sens de la définition 9.3.16.

On désigne par NutR (resp. HNutR) l’ensemble des termes neutres correspondant
(resp. héréditairement neutres).

Remarque 10.2.2 Notons que NutR est exactement l’ensemble des termes qui ne sont
pas de la forme λx.t.

On interprète les types de manière standard. Rappelons que par les lemmes 9.3.24
et 9.3.4, les candidats de réductibilité forment un treillis complet

CR =def (CRutR,⊆,
∨

,
⋂

,HNutR,SNβR) ,

où
∨
C = CR(

⋃
C) pour tout C ⊆ CRutR. On peut donc interpréter u par ∩ et t par

∨. Ainsi JT t UK = CR(JTK ∪ JUK) est le plus petit candidat de réductibilité contenant
JTK ∪ JUK. On reviendra sur la stabilité par union des candidats de réductibilité à la
section 10.4.

Définition 10.2.3 Soit R un système de réécriture simple sur Λ(Σ). On définit l’inter-
prétation JTK ∈ CRutR des types T ∈ Tut par induction sur T comme suit :

JoK =def SNβR ,

JU⇒ TK =def JUK⇒ JTK ,

JT uUK =def JTK ∩ JUK ,

JT tUK =def CR(JTK ∪ JUK) .

Commençons par voir que cette interprétation respecte la relation de sous-typage v.

Proposition 10.2.4 Soient X, Y, Z ⊆ Λ(Σ). Si X ⊆ Y alors

(i) Z⇒ X ⊆ Z⇒ Y,

(ii) Y ⇒ Z ⊆ X⇒ Z.

Preuve. Rappelons que A⇒ B = {t | ∀u. u ∈ A =⇒ tu ∈ B}.

(i) Si t ∈ Z⇒ X alors tu ∈ X ⊆ Y pour tout u ∈ Z, donc t ∈ Z⇒ Y.

(ii) Si t ∈ Y ⇒ Z, alors tu ∈ Z pour tout u ∈ X ⊆ Y, donc t ∈ X⇒ Z.
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10.2 Adéquation et complétude pour la normalisation forte

Proposition 10.2.5 Si T v U alors JTK ⊆ JUK.

Preuve. Par induction sur T v U.

T v T

Car JTK = JTK.

U2 v U1 T1 v T2

U1 ⇒ T1 v U2 ⇒ T2

Par hypothèse d’induction on a JU2K ⊆ JU1K et JT1K ⊆ JT2K. On conclut par la proposi-
tion 10.2.4.

T v U U v V

T v V

Par hypothèse d’induction on a JTK ⊆ JUK et JUK ⊆ JVK, d’où JTK ⊆ JVK.

(T ⇒ U1) u (T ⇒ U2) v T ⇒ (U1 uU2)

Soit t ∈ (JTK ⇒ JU1K) ∩ (JTK ⇒ JU2K) et u ∈ JTK. Alors tu ∈ JU1K et tu ∈ JU2K, d’où
tu ∈ JU1K ∩ JU2K.

T1, T2 v U

T1 t T2 v U

Par hypothèse d’induction on a JT1K, JT2K ⊆ JUK. Il s’en suit que CR(JT1K ∪ JT2K) ⊆ JUK
car CR(JT1K ∪ JT2K) est la plus petite borne supérieure de JT1K et JT2K dans le treillis CR.

T1, T2 v T1 t T2

Car CR(JT1K ∪ JT2K) est la plus petite borne supérieure de JT1K et JT2K dans le treillis
complet CR.

T1 u T2 v T1, T2

Car JT1K ∩ JT2K est la plus grande borne inférieure de JT1K et JT2K dans le treillis CR.

T v U1, U2

T v U1 uU2

Par hypothèse d’induction on a JTK ⊆ JU1K, JU2K. Il s’en suit que JTK ⊆ JU1K ∩ JU2K car
JU1K ∩ JU2K est la plus grande borne inférieure de JT1K et JT2K dans le treillis CR.

On peut maintenant montrer que les termes typables dans λutR(Σ) sont fortement
βR-normalisants. Rappelons qu’étant donnés une substitution σ et un contexte Γ , σ |= Γ

signifie que σ(x) ∈ JΓ(x)K pour tout x ∈ Dom(Γ).

Théorème 10.2.6 (Adéquation) Si Γ `utR t : T alors t ∈ SNβR.
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Preuve. Comme au lemme 9.1.15 : on montre que si Γ `utR t : T et σ |= Γ , alors
tσ ∈ JTK.

On raisonne par induction sur Γ `utR t : T . Le cas de la règle (Ax) est trivial. Par le
lemme 9.3.18, tout candidat de réductibilité C ∈ CRutR satisfait (SAT1), et comme les
termes de la forme (λx.u)v sont neutres, C satisfait aussi (SAT2β). Il s’en suit que les
règles (⇒I) et (⇒E) sont traitées comme au lemme 9.1.15.

(Fun) Soit σ |= Γ . Par hypothèse d’induction, on a ~tσ ∈ J~TK. De plus, pour tout ~u ∈ J~TK
et toute règle f(~x) 7→R r, on a rσ[~u/~x] ∈ JUK, soit r[~u/~x] ∈ JUK car FV(r) ⊆ ~x.
On doit montrer que f(~tσ) ∈ JUK. Pour cela, on montre par induction sur (~u) que
pour tout ~u ∈ J~TK, on a f(~u) ∈ JUK. Comme~tσ ∈ J~TK, il s’en suivra que f(~tσ) ∈ JUK.
Soit donc ~u ∈ J~TK. Comme f(~u) est un terme neutre, par (CR1), il suffit de montrer
que (f(~u))βR ⊆ JUK. Soit v tel que f(~u)→βR v. Il y a deux cas :
— v = f(~u ′) avec (~u) →βR (~u ′). Alors ~u ′ ∈ J~TK par (CR0), donc v = f(~u ′) ∈ JUK

par hypothèse d’induction.
— v = r[~u/~x] avec f(~x) 7→R r. Alors comme ~u ∈ J~TK, on a v = r[~u/~x] ∈ JUK.

(u I) Soit σ |= Γ . Par hypothèse d’induction, on a tσ ∈ JTiK pour tout i ∈ {1, 2}, d’où
tσ ∈ JT1K ∩ JT2K.

(Sub) Par la proposition 10.2.5.

10.2.2 Complétude

On montre maintenant que tous les termes fortement βR-normalisants sont typables
dans λutR(Σ). La preuve est standard.

On commence par des propriétés classiques des systèmes de types. La première est
l’inversion, qui est très similaire à la propriété d’inversion de [DCLP96, DCLP98], à la
différence que dans notre cas, (Tut,v,t,u) n’est pas un treillis distributif.

Proposition 10.2.7 (Inversion)

(i) Γ `utR x : T si et seulement si x ∈ Dom(Γ) et Γ(x) v T .

(ii) Γ `utR tu : T si et seulement s’il existe un type U tel que Γ `utR t : U ⇒ T et
Γ `utR u : U.

(iii) Γ `utR λx.t : T si et seulement s’il existe un entier n ≥ 1, et des types U1, . . . , Un

et V1, . . . , Vn tels que
d

i∈{1,...,n}(Ui ⇒ Vi) v T et Γ, x : Ui `utR t : Vi pour tout
i ∈ {1, . . . , n}.

(iv) Γ `utR f(~t) : V si et seulement s’il existe des types ~T tels que Γ `utR ~t : ~T et
Γ,~x : ~T `utR r : V pour tout f(~x) 7→R r.

Preuve. Les conditions sont bien évidemment suffisantes. Pour voir qu’elles sont néces-
saires, on raisonne par induction sur les dérivations de typage.

(i) La dernière règle utilisée ne peut être que (Ax), (u I) ou (Sub). Le cas de (Ax) est
trivial, celui de (Sub) suit directement de l’hypothèse d’induction.
Quand à (u I), par hypothèse d’induction on a Γ(x) v T1, T2, d’où Γ(x) v T1 u T2.
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(ii) La dernière règle utilisée ne peut être que (⇒E), (u I) ou (Sub). Le cas de (⇒E)

est trivial, celui de (Sub) suit directement de l’hypothèse d’induction et du fait que
V v T implique U⇒ V v U⇒ T .
Quand à (u I), on a T = T1uT2 et par hypothèse d’induction il existe U1, U2 tels que
Γ `utR t : Ui ⇒ Ti et Γ `utR u : Ui pour tout i ∈ {1, 2}. En posant U =def U1uU2,
on a Γ `utR u : U, et de plus, pour tout i ∈ {1, 2}, Ui ⇒ Ti v U ⇒ Ti donc
Γ `utR t : U⇒ Ti, soit Γ `utR t : U⇒ T car (U⇒ T1) u (U⇒ T2) v U⇒ T .

(iii) La dernière règle utilisée ne peut être que (⇒ I), (u I) ou (Sub). Le cas de (⇒ I)
est trivial et celui de (Sub) suit directement de l’hypothèse d’induction.
Quand à (u I), on a T = T1 u T2 et par hypothèse d’induction, pour tout i ∈ {1, 2}

il existe Ui
1, . . . , U

i
ni

et Vi
1, . . . , V

i
ni

tels que
d

j∈{1,...,ni}
(Ui

j ⇒ Vi
j ) v Ti avec de plus

Γ, x : Ui
j `utR t : Vi

j pour tout j ∈ {1, . . . , ni}.
Il s’en suit que l

i∈{1,2}

l

j∈{1,...,ni}

(Ui
j ⇒ Vi

j ) v T1 u T2 .

(iv) La dernière règle utilisée ne peut être que (Fun), (u I) ou (Sub). Le cas de (Fun)

est trivial et celui de (Sub) suit directement de l’hypothèse d’induction.
Quand à (u I), on a T = T1 u T2 et par hypothèse d’induction, pour tout i ∈ {1, 2}

il existe ~Vi tels que Γ `utR ~t : ~Vi et Γ,~x : ~Vi `utR r : Ti pour tout f(~x) 7→R r.
Il s’en suit que Γ `utR ~t : ~V1 u ~V2 et que Γ,~x : ~V1 u ~V2 `utR r : T1 u T2 pour tout
f(~x) 7→R r.

Le lemme de substitution est une propriété de « tout » système de type. Elle est
essentielle pour que la β-réduction corresponde à la réduction des coupures de la flèche.

Lemme 10.2.8 (Substitution) Si Γ, x : U `utR t : T et Γ `utR u : U alors on a
Γ `utR t[u/x] : T .

Preuve. Par induction sur Γ, x : U `utR t : T .

(Ax) Dans ce cas t = y ∈ X . Il y a deux possibilités :
— si t = x, alors T = U, t[u/x] = u et par hypothèse on a Γ `utR u : U,
— sinon t[u/x] = t = y, et comme Γ, x : U `utR y : T est obtenu par la règle

(Ax), on a Γ(y) = T donc Γ `utR t : T par (Ax).

(⇒ I) Dans ce cas, t = λy.t1 et T = T2 ⇒ T1. Par le lemme 1.2.10, on peut supposer
que y /∈ FV(u) ∪ {x}. On a donc

Γ, y : T2, x : U `utR t1 : T1

Γ, x : U `utR λy.t1 : T2 ⇒ T1

et par hypothèse d’induction Γ, y : T2 `utR t1[u/x] : T1 donc Γ `utR λy.(t1[u/x]) :

T2 ⇒ T1. Or, comme y /∈ FV(u) ∪ {x}, on a λy.(t1[u/x]) = (λy.t1)[u/x] par le
lemme 1.3.9.(i).
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(⇒E) Dans ce cas, t = t1t2, et il existe V ∈ TutR tel que

Γ, x : U `utR t1 : V ⇒ T Γ, x : U `utR t2 : V

Γ, x : U `utR t1t2 : T

Par hypothèse d’induction, on a Γ `utR t1[u/x] : V ⇒ T et Γ `utR t2[u/x] : V ,
d’où Γ `utR (t1t2)[u/x] : T .

(Fun) Dans ce cas, t = f(~t) et

Γ, x : U `utR ~t : ~T ∀f(~x) 7→R r, Γ, x : U,~x : ~T `utR r : T

Γ, x : U `utR f(~t) : T

Par hypothèse d’induction, on a Γ `utR ~t[u/x] : ~T et pour toute règle f(~x) 7→R r,
Γ,~x : ~T `utR r[u/x] : T donc Γ,~x : ~T `utR r : T car FV(r) ⊆ ~x. Il s’en suit que
Γ `utR f(~t)[u/x] : T .

(u I) Dans ce cas, T = T1 u T2 et

Γ, x : U `utR t : T1 Γ, x : U `utR t : T2

Γ, x : U `utR t : T1 u T2

Par hypothèse d’induction on a Γ `utR t[u/x] : Ti pour tout i ∈ {1, 2}, d’où
Γ `utR t[u/x] : T1 u T2.

(Sub) Dans ce cas
Γ, x : U `utR t : V V v T

Γ, x : U `utR t : T

Par hypothèse d’induction on a Γ `utR t[u/x] : V d’où Γ `utR t[u/x] : T .

En particulier, si Γ, x : U `utR t : T avec x /∈ FV(t), alors on a Γ `utR t : T . Cette
propriété est appelée contraction.

On passe maintenant aux propriétés clefs pour la complétude des types intersection et
union. Notre preuve suit une démarche similaire à celle de [Gal98].

Proposition 10.2.9 (Interpolation) Soit Γ et x tels que x /∈ Dom(Γ). Supposons
que Γ `utR t[u/x] : T et Γ `utR u : U. Alors il existe V tel que Γ `utR u : V et
Γ, x : V `utR t : T .

Preuve. On raisonne par induction sur t.
t ∈ X . Il y a deux cas :

— si t = x alors t[u/x] = u. On prend V =def T et comme x /∈ Dom(Γ) on a
Γ, x : T `utR t : T et Γ `utR u : T ,

— sinon t = y 6= x et t[u/x] = y. On prend V =def U et comme x /∈ Dom(Γ) on
a Γ, x : U `utR t : T .

t = t1t2. Par la proposition 10.2.7.(ii), comme Γ `utR t1[u/x]t2[u/x] : T il existe W tel
que Γ `utR t1[u/x] : W ⇒ T et Γ `utR t2[u/x] : W.
Par hypothèse d’induction, il existe V1, V2 tels que Γ, x : V1 `utR t1 : W ⇒ T et
Γ, x : V2 `utR t2 : W, avec Γ `utR u : V1 u V2.
En posant V =def V1 u V2, on a Γ, x : V `utR t1 : W ⇒ T et Γ, x : V `utR t2 : W,
d’où Γ, x : V `utR t1t2 : T .
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t = λy.t1. D’après le lemme 1.2.10, on peut supposer x 6= y. Par la proposition 10.2.7.(iii)
il existe U1, . . . , Un et W1, . . . , Wn tels que

d
i∈{1,...,n}(Ui ⇒ Wi) v T ainsi que

Γ, y : Ui `utR t1[u/x] : Wi pour tout i ∈ {1, . . . , n}.
Par hypothèse d’induction il existe Vi tel que Γ, x : Vi, y : Ui `utR t1 : Wi et
Γ `utR u : Vi pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Avec V =def

d
i∈{1,...,n} Vi on a Γ `utR u : V

et Γ, x : V, y : Ui `utR t1 : Wi pour tout i ∈ {1, . . . , n}, d’où Γ, x : V `utR λy.t1 : T

par la proposition 10.2.7.(iii).
t = f(t1, . . . , tn). Par la proposition 10.2.7.(iv) il existe des types T1, . . . , Tn tels que

Γ `utR ti[u/x] : Ti pour tout i ∈ {1, . . . , n}, et Γ,~x : ~T `utR r[u/x] : T pour
tout f(~x) 7→R r. Or, d’après la proposition 2.4.4, on peut supposer que pour tout
f(~x) 7→R r on a x /∈ FV(r) donc Γ,~x : ~T `utR r : T .
Par hypothèse d’induction, pour tout i ∈ {1, . . . , n} il existe un type Vi tel que
Γ, x : Vi `utR ti : Ti et Γ `utR u : Vi.
Avec V =def

d
i∈{1,...,n} on a Γ `utR u : V , Γ, x : V `utR ti : Ti, et comme x /∈ FV(r),

Γ, x : V,~x : ~T `utR r : T pour tout f(~x) 7→R r. D’où Γ, x : V `utR f(~t) : T .

Notons que si Γ `utR t : T avec y /∈ Dom(Γ) alors on a Γ [y/x] `utR t[y/x] : T .

Lemme 10.2.10 (Expansion faible de tête)

(i) Si Γ `utR u : U et Γ `utR t[u/x]~v : T alors Γ `utR (λx.t)u~v : T .
(ii) Si Γ `utR ~t : ~T et Γ `utR r[~t/~x]~v : T pour tout f(~x) 7→R r, alors Γ `utR f(~t)~v : T .

Preuve. On ne détaille que le cas (ii) car le cas (i) est similaire et plus simple.
On traite tout d’abord le cas où ~x ∩ Dom(Γ) = ∅. On raisonne par induction sur |~v|.

Cas de base |~v| = 0. Dans ce cas on a Γ `utR ~t : ~T et Γ `utR r[~t/~x] : T pour tout
f(~x) 7→R r.
Par la proposition 10.2.9, pour chaque f(~x) 7→R r il existe ~T r tels que Γ `utR ~t : ~T r

et Γ,~x : ~T r `utR r : T . Comme R est fini, en prenant ~T ′ =def
d

r
~T r, on obtient

Γ `utR ~t : ~T ′ et Γ,~x : ~T ′ `utR r : T pour tout f(~x) 7→R r, soit Γ `utR f(~t) : T .
Cas d’induction. Soient ~v et v tels que Γ `utR ~t : ~T et Γ `utR r[~t/~x]~vv : T pour tout

f(~x) 7→R r. Par la proposition 10.2.7.(ii), pour tout f(~x) 7→R r il existe Vr tel que
Γ `utR r[~t/~x]~v : Vr ⇒ T et Γ `utR v : Vr.
CommeR(f) est fini, en prenant V =def

d
r Vr on a Γ `utR v : V et Γ `utR r[~t/~x]~v :

V ⇒ T pour tout f(~x) 7→R r. Par hypothèse d’induction on a Γ `utR f(~t)~v : V ⇒ T ,
d’où Γ `utR f(~t)~vv : T .

Considérons maintenant le cas où ~x et Dom(Γ) ne sont pas disjoints. Posons ~x ′ =def
{xi | i ∈ {1, . . . , |~x|} ∧ xi ∈ Dom(Γ)}. De ce fait, Γ est de la forme Γ ′,~x ′ : ~U. Soient ~y ′

disjoints de Dom(Γ) tels que |~y ′| = |~x ′|, et posons ~t ′ =def ~t[~y ′/~x ′] et ~v ′ =def ~v[~y ′/~x ′].
On a alors Γ ′,~y ′ : ~U ′ `utR f(~t ′)~v ′ : T . On en déduit que Γ ′,~x ′ : ~U ′ `utR f(~t)~v : T en
utilisant le lemme 10.2.8.

Définition 10.2.11 On définit �βR comme étant l’union de →βR et de la relation
sous-terme définie en 1.2.20.
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La relation �βR est bien fondée sur SNβR, voir la preuve du lemme 7.1.11.

Théorème 10.2.12 (Complétude) Pour tout t ∈ Λ(Σ), si t ∈ SNβR alors il existe Γ

et T tels que Γ `utR t : T .

Preuve. On raisonne par induction sur ≺βR. Rappelons que par le lemme 3.2.6, tout
terme t ∈ Λ(Σ) s’écrit sous la forme λ~x.h~v où h est soit une variable, un β-rédex, ou un
terme de la forme f(~t).

Dans le cas |~x| 6= 0, par hypothèse d’induction il existe Γ , ~T et T tels que Γ,~x : ~T `utR
h~v : T , d’où Γ `utR λ~x.h~v : ~T ⇒ T .

On suppose maintenant que |~x| = 0 et on raisonne par cas sur h.
h = x ∈ X . Soit p =def |~v|. Comme ~v ≺βR t, par hypothèse d’induction il existe Γi, et Ti

tels que Γi `utR vi : Ti pour tout i ∈ {1, . . . , p}. Il s’en suit que pour tout T ∈ Tut
on a

Γ1 u · · · u Γp u (x : ~T ⇒ T) `utR x~v : T .

h = (λx.u)v. Comme v, u[v/x]~v ≺βR t, par hypothèse d’induction il existe Γ1, Γ2, T et
V tels que Γ1 `utR u[v/x]~v : T et Γ2 `utR v : V . En utilisant le lemme 10.2.10.(i)
on en déduit que Γ1 u Γ2 `utR (λx.u)v~v : T .

h = f(t1, . . . , tn). Comme ~t ≺βR f(~t)~v, par hypothèse d’induction, il existe un contexte
Γi et un type Ti tels que Γi `utR ti : Ti pour tout i ∈ {1, . . . , n}.
D’autre part, pour tout f(~x) 7→R r, comme r[~t/~x]~v ≺βR f(~t)~v, par hypothèse d’in-
duction il existe un contexte Γr et un type Vr tels que Γr `utR r[~t/~x]~v : Vr.
Du fait que R(f) est fini, en posant

Γ =def (
l

i

Γi) u (
l

r

Γr) et V =def
⊔
r

Vr ,

et en appliquant le lemme 10.2.10.(ii), on obtient Γ `utR f(~t)~v : V .

10.3 Élimination de l’union et normalisation forte

Dans cette section, nous montrons que lorsqu’on ajoute à λutR(Σ) la règle d’élimina-
tion de l’union

(tE)
Γ ` t : T1 t T2 Γ, x : T1 ` c : C Γ, x : T2 ` c : C

Γ ` c[t/x] : C

alors on obtient un système qui permet, pour certains systèmes de réécriture simples R,
de typer des termes qui ne sont pas βR-normalisants.

Cette règle peut être vue comme une version implicite de l’élimination des co-produits
(voir section 3.7.3). Elle semble avoir été introduite dans [MPS86], et elle est étudiée plus
en profondeur dans [BDCL95].

Définition 10.3.1 On désigne par λ(tE)R(Σ) le système dont les termes, les types et
la relation de réduction sont ceux de λutR, et dont la relation de typage Γ `(tE) t : T est
engendrée par les règles de la figure 10.2 auxquelles on ajoute la règle (tE).
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Remarque 10.3.2 (Préservation du type par réduction) Il est connu que la règle
(tE) fait perdre la préservation du typage par réduction : il se peut que Γ `(tE)R t : T

avec t→βR u mais que Γ `(tE)R u : T ne soit pas dérivable.
Un exemple pour le λ-calcul pur est donné dans [BDCL95]. Posons

Γ =def x : (U1 ⇒ U2 ⇒ T) u (U2 ⇒ U2 ⇒ T), y : V ⇒ (U1 tU2), z : V .

Rappelons que le λ-terme identité, défini à l’exemple 3.2.5, est le terme Id =def λx.x. On
dérive facilement

Γ ` y z : U1 tU2 et Γ ` Id y z : U1 tU2 .

D’autre part, pour tout i ∈ {1, 2}, on a Γ, w : Ui ` xww : T . En appliquant la règle (tE),
on a donc

(tE)
Γ ` y z : U1 tU2 Γ, w : U1 ` xww : T Γ,w : U2 ` xww : T

Γ ` x (y z)(y z) : T

ainsi que

(tE)
Γ ` Id y z : U1 tU2 Γ, w : U1 ` xww : T Γ,w : U2 ` xww : T

Γ ` x (Id y z)(Id y z) : T

Cependant, on a

x (Id y z)(y z) ←β x (Id y z)(Id y z) →β x (y z)(Id y z) ,

alors que les termes x(yz)(Id yz) et x(Id yz)(yz) ne peuvent avoir le type T dans le
contexte Γ .

L’intuition de cet exemple est que la règle (tE) permet d’exprimer une forme de
partage d’information. Le terme x (y z)(y z) (resp. x (Id y z)(Id y z)) est typé en éliminant
l’union du type de y z (resp. Id y z), et en le faisant en même temps pour ses deux
occurrences dans x (y z)(y z) (resp. x (Id y z)(Id y z)), mais ceci n’est pas possible avec
les termes x(y z)(Id yz) et x(Id yz)(yz). Cette notion de partage d’information se retrouve
aussi avec l’élimination des types existentiels implicites ; nous reviendrons sur ce point à
la section 11.3.2.

Notons que dans le cas du λ-calcul pur, il est montré dans [BDCL95] que si Γ `(tE) t : T

avec t→β u alors il existe un terme v tel que u→∗
β v et Γ `(tE) v : T .

Nous allons maintenant voir deux exemples de systèmes de réécriture simples R tels
que le typage dans λ(tE)R(Σ) n’entraîne pas la βR-normalisation forte. On commence
par le choix non déterministe « démoniaque », défini par les règles

x + y 7→R x et x + y 7→R y .

Nous verrons à l’exemple 10.3.4 que cela peut aussi se produire pour des systèmes
confluents.
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Exemple 10.3.3 Soit t1 =def λz.zyω et t2 =def λz.ω, où ω est le terme λx.xx défini
en 3.2.10. Les termes t1t1 et t2t2 sont fortement β-normalisants mais le terme t1t2 ne
l’est pas2. En effet,

t1t2 →β (λz.ω)yω →β ωω /∈ SNβ .

Considérons maintenant le système de réécriture simple constitué des règles

x1 + x2 7→R x1 et x1 + x2 7→R x2 .

Par le théorème 10.2.12 et la proposition 10.2.9, pour tout i ∈ {1, 2} il existe des types
Ti, Ui et Vi tels que

y : Vi `ut ti : Ti et y : Vi, x : Ti `ut xx : Ui .

Ainsi, avec V =def V1 u V2, on a

(Fun)

y : V, x1 : T1, x2 : T2 `ut x1 : T1 t T2

y : V `ut t1 : T1 y : V `ut t2 : T2 y : V, x1 : T1, x2 : T2 `ut x2 : T1 t T2

y : V `utR t1 + t2 : T1 t T2

En appliquant la règle (tE), on en déduit que

(tE)

y : V, x : T1 `utR xx : U1 tU2

y : V `utR t1 + t2 : T1 t T2 y : V, x : T2 `utR xx : U1 tU2

y : V `(tE)R (t1 + t2)(t1 + t2) : U1 tU2

Or
(t1 + t2)(t1 + t2) →+

βR t1t2 →+
βR ωω /∈ SNβR .

Il est intéressant de noter qu’il existe aussi des systèmes de réécriture simples confluents
R avec lesquels on peut typer dans λ(tE)R(Σ) des termes non fortement βR-normalisants.

Exemple 10.3.4 Considérons le système de réécriture simple suivant

p 7→R λxy.g(xaω) p 7→R λxy.g(yy) g(x) 7→R a .

Notons que le système 7→R est confluent sur Λ(Σ), donc, comme il est linéaire à gauche,→βR est confluente sur Λ(Σ) par le théorème 6.1.4.
Posons u1 =def λxy.g(xaω) et u2 =def λxy.g(yy). Comme u1u1, u2u2 ∈ SNβR, par

le théorème 10.2.12 et la proposition 10.2.9, il existe des types T1, T2 et U tels que

(tE)
`utR p : T1 t T2 x : T1 `utR xx : U x : T2 `utR xx : U

`(tE)R pp : U

alors que

pp →βR u1u2 →βR λy.g((λx ′y ′.g(y ′y ′))aω) →+
βR λy.g(g(ωω)) /∈ SNβR .

2Nous devons cet exemple à Philippe de Groote.
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Les exemples 10.3.3 et 10.3.4 dépendent fortement de la façon dont la règle (Fun)

permet de typer les symboles f ∈ Σ. Ils pourraient être évités si on assignait aux symboles
un type fixé a priori, comme cela se fait la plupart du temps.

Mais ce qui nous intéresse ici est d’essayer de comprendre quels sont les difficultés à
avoir des familles de réductibilité stables par union, et de voir s’il existe des cas où cela
est impossible. C’est notre principale motivation dans l’étude des systèmes λutR(Σ) et
λ(tE)R(Σ).

Explicitons maintenant les raisons pour lesquelles les exemples 10.3.3 et 10.3.4 em-
pêchent d’avoir, dans certains cas, des familles de réductibilité stables par union.

Définition 10.3.5 Une famille de réductibilité Red au sens de la définition 9.2.4 est
stable par union si

∅ 6= R ⊆ Red =⇒ ⋃
R ∈ Red .

Lorsqu’on dispose d’une famille de réductibilité stable par union qui permet de prendre
en compte un système de réécriture simpleR, alors tous les termes typables de λ(tE)R(Σ)

sont fortement βR-normalisants.

Lemme 10.3.6 Soit R un système de réécriture simple sur Λ(Σ). S’il existe une famille
de réductibilité U stable par union ainsi qu’une interprétation J_KU : Tut → U valide et
adéquate pour λutR(Σ) et telle que

JT tUKU = JTKU ∪ JUKU ,

alors tout terme typable dans λ(tE)R(Σ) est fortement βR-normalisable.

Preuve. On montre que si Γ `(tE)R t : T et σ |=J_KU
Γ alors tσ ∈ JTKU. On procède par

induction sur Γ `(tE)R t : T . Les règles de λutR(Σ) sont prises en compte par hypothèse.
Il reste le cas de (tE).

(tE)
Γ ` t : T1 t T2 Γ, x : T1 ` c : C Γ, x : T2 ` c : C

Γ ` c[t/x] : C

Soit σ |=J_KU
Γ . Par hypothèse d’induction on a tσ ∈ JT1KU∪JT2KU et c(σ[u/x]) ∈ JCKU

pour tout u ∈ JT1KU ∪ JT2KU, d’où c(σ[tσ/x]) ∈ JCKU.
D’autre part, par le lemme 1.2.10, on peut supposer que x /∈ FV(σ) ∪ Dom(σ). On a

donc c(σ[tσ/x]) = (cσ)[tσ/x] par la proposition 1.3.5. De plus, on a (c[t/x])σ = (cσ)(σ ◦
[t/x]) par le lemme 1.3.9.(ii), soit (c[t/x])σ = (cσ)[tσ/x]. Il s’en suit que (c[t/x])σ ∈
JCKU.

En vertu du lemme 10.3.6 et de l’exemple 10.3.4, il existe donc un système de réécriture
simple et confluent qui n’admet pas de famille de réductibilité U stable par union ni
d’interprétation J_KU : Tut → U adéquate pour λutR(Σ) et telle que JT tUKU = JTKU ∪
JUKU.

Notons que dans le lemme 10.3.6, nous avons supposé que la famille de réductibilité
U donne lieu à une interprétation valide et adéquate pour λutR(Σ). Cette condition
nous semble être naturellement satisfaite par n’importe quelle famille de réductibilité
permettant de prendre en compte la réécriture et la β-réduction. En effet, si U est une
famille de réductibilité stable par union et satisfaisant, pour tout C ∈ U,
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(SAT0) si t ∈ C et t→βR u alors u ∈ C,
(SAT1) si [ ]~t ∈ SNβR et x ∈ X alors x~t ∈ C,
(SAT2β) si t[u/x]~t ∈ C et u ∈ SNβR alors (λx.t)u~t ∈ C,
(SAT2R) si ∀v. f(t1, . . . , tn)~t→βR v =⇒ v ∈ C, alors f(t1, . . . , tn)~t ∈ C,

alors toute interprétation J_K : Tut → U telle que

JU⇒ TKU = JUKU ⇒ JTKU ,

JT uUKU = JTKU ∩ JUKU ,

JT tUKU = JTKU ∪ JUKU ,

est adéquate pour λutR(Σ).

Remarque 10.3.7 La perte de normalisation forte dans les exemples 10.3.3 et 10.3.4
peut être analysée de la manière suivante.

Avec certains systèmes de réécriture, en particulier celui du choix non déterministe, on
peut avoir des termes de type T1 t T2 qui ne sont ni de type T1 ni de type T2. C’est le cas
pour le terme t1 + t2 de l’exemple 10.3.3, où t1 est de type T1 mais pas de type T2, et
inversement pour t2. Dans ce cas, le type « union » T1 t T2 ne peut pas être vu comme
une union des types T1 et T2.

Pourtant, la règle

(tE)
Γ ` t : T1 t T2 Γ, x : T1 ` c : C Γ, x : T2 ` c : C

Γ ` c[t/x] : C

« force » le type T1 t T2 à se comporter comme une union : la substitution de t pour x

dans c n’est justifiée que par le fait que dans c, la variable x doit être de type T1 ou T2.
Il n’est donc pas surprenant que l’on ait un problème lorsqu’on substitue à x un terme
t1 + t2 qui n’est ni de type T1, ni de type T2.

Dans le cas de t1 + t2, on peut pousser l’interprétation un peu plus loin. Supposons
que l’on ait

Γ ` t1 : T1 Γ ` t2 : T2

Γ ` t1 + t2 : T1 t T2 Γ, x : T1 ` c : C Γ, x : T2 ` c : C

Γ ` c[t1 + t2/x] : C

Si on a Γ, x : T1 `ut+ c : C et Γ, x : T2 `ut+ c : C, alors par le lemme de substitution 10.2.8,
on a Γ `ut+ c[t1/x] : C et Γ `ut+ c[t2/x] : C. Ainsi, par le théorème 10.2.6, on a
c[t1/x] ∈ SNβ+ et c[t2/x] ∈ SNβ+.

Cela veut dire que les termes t1 et t2 peuvent être dupliqués de manière « sûre » dans
le « contexte3 » c, c’est-à-dire que les différentes occurrences de t1 (resp. t2) dans c[t1/x]

(resp. c[t2/x]) interagissent bien entre elles. D’un autre côté, la substitution c[t1 + t2/x]

a pour effet de placer dans c en même temps des occurrences de t1 et des occurrences de
t2, alors que rien n’assure qu’elles interagissent bien entre elles.

Notons que si on évalue t1 + t2 avant de substituer dans c, alors on substitue dans c

un terme ti de type Ti, ce qui ne pose pas de problèmes. Ainsi, la règle (tE) se comporte
bien en « appel par valeur », caractéristique exploitée par exemple dans [VM04].

3Rappelons que c n’est pas un contexte au sens de la définition 1.2.18 car il ne capture pas de variables.
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10.4 Stabilité par union de familles de réductibilité

Dans cette section, nous étudions des conditions suffisantes pour avoir une famille
de réductibilité stable par union prenant en compte une relation de réécriture donnée.
Rappelons que nous avons vu à la section 10.3 que ce n’est pas toujours possible, c’est-à-
dire qu’il existe des relations de réécriture qui n’admettent pas de familles de réductibilité
stables par union.

Pour essayer d’obtenir une famille de réductibilité stable par union, nous étudions
sous quelles conditions la clôture par union d’une famille de réductibilité est encore une
famille de réductibilité. Comme les familles de réductibilité que nous avons présentées à
la section 9.3 peuvent être obtenues à l’aide d’opérateurs de clôture, nous commençons
par voir, pour un opérateur de clôture (_) sur P(D), quelle est la clôture par union de
l’ensemble des éléments clos de P(D). On écrit d pour désigner {d} et P?(D) pour désigner
{X | ∅ 6= X ⊆ D}.

Définition 10.4.1 Étant donné un opérateur de clôture (_) : P(D)→ P(D), on désigne
par Ω? l’ensemble des X ⊆ D non vides tels que

X =
⋃

{d | d ∈ X} .

Proposition 10.4.2 Soit un opérateur de clôture (_) : P(D)→ P(D). Alors Ω? est le
plus petit ensemble tel que

P?(D) ⊆ Ω? et
(
∅ 6= C ⊆ Ω? =⇒ ⋃

C,
⋂
C ∈ Ω?

)
.

Preuve. Pour tout X ∈ P?(X), on a X =
⋃

{d | d ∈ X} car d ⊆ X et d ∈ d pour tout
d ∈ X. D’où P?(D) ⊆ Ω?.

Si C ⊆ Ω?, alors C =
⋃

{d | d ∈ C} pour tout C ∈ C. Il s’en suit que⋃
C =

⋃
{d | ∃C. C ∈ C ∧ d ∈ C} =

⋃
{d | d ∈

⋃
C} .

D’autre part, si d ∈
⋂
C, alors pour tout C ∈ C, on a d ∈ C, donc d ⊆ C, et inversement,

si d ⊆ C pour tout C ∈ C, alors d ∈
⋂
C. Ainsi,⋂

C =
⋃

{d | ∀C. C ∈ C =⇒ d ∈ C} =
⋃

{d | d ∈
⋂
C} .

Enfin, soit Ω un ensemble contenant P?(D), stable par intersection et par union. Si
X ∈ Ω?, alors X =

⋃
{d | d ∈ X}. Or {d | d ∈ X} ⊆ Ω, donc

⋃
{d | d ∈ X} ∈ Ω.

10.4.1 Ensembles saturés

On commence par appliquer la proposition 10.4.2 aux ensembles saturés. On considère
les ensembles βπ-saturés pour λ⇒×(B0), tels que présentés à la définition 9.1.20.

Comme on l’a vu à la section 9.3.2, les ensembles βπ-saturés peuvent être définis via
un opérateur de clôture. Étant donné S ⊆ SNβπ, on désigne par SAT(S) le plus petit

217



Chapitre 10 Unions de familles de réductibilité

ensemble βπ-saturé contenant S. On étend la notation aux termes t ∈ SNβπ en posant
SAT(t) =def SAT({t}). Ainsi, tout S ∈ SATβπ s’écrit sous la forme

S =
⋃

{SAT(t) | t ∈ S} . (10.1)

Il suit de la proposition 10.4.2 que SATβπ est stable par union si et seulement si tout
ensemble S ⊆ SNβπ vérifiant (10.1) est βπ-saturé. Cette condition est aisément vérifiée.

Théorème 10.4.3 L’ensemble SATβπ définit en 9.1.20 est stable par union.

Preuve. Soit S ⊆ SNβπ vérifiant (10.1).
La clause (SAT1) est évidente : si E[ ] ∈ E⇒× ∩ SNβπ et x ∈ X alors E[x] ∈ SAT(t)

pour tout t ∈ S donc E[x] ∈ S.
Les clauses (SAT2β) et (SAT2×i) peuvent être traitées ensemble : on a t 7→βπ u avec

t ∈ SNβπ et E[u] ∈ S. Il s’en suit que E[u] ∈ SAT(v) pour un v ∈ S, et on en déduit que
E[t] ∈ SAT(v) ⊆ S.

Remarque 10.4.4 La stabilité par union des ensembles saturés est un fait connu, voir
par exemple [Wer94], voir aussi [Abe06] pour un exemple d’utilisation de cette propriété.

On passe au cas du λ-calcul combiné à un système de réécriture simple R sur Λ(Σ).
D’après ce que l’on a vu à la section 9.3.3, on doit considérer des ensembles saturés qui
satisfont ces deux clauses supplémentaires :
(SAT0) si t ∈ S et t→βR u alors u ∈ S,
(SAT2R) si ∀v. E[f(t1, . . . , tn)]→βR v =⇒ v ∈ S alors E[f(t1, . . . , tn)] ∈ S.

De même qu’à la section 9.3, ces deux clauses sont plus uniformément prises en compte
par les candidats de réductibilité.

10.4.2 Candidats de réductibilité

Considérons maintenant le cas des candidats de réductibilité. Soient →R une relation
de réécriture sur Λ(Σ) et E un ensemble de contextes d’élimination pour →R.

Pour tout t ∈ SN R, on désigne CR({t}) par CR(t). Il suit du lemme 9.3.23 que tout
C ∈ CRRE s’écrit sous la forme

C =
⋃

{CR(t) | t ∈ C} . (10.2)

Comme on l’a vu à la proposition 10.4.2, CRRE est stable par union si et seulement si
tout ensemble C ⊆ SN R vérifiant (10.2) est un candidat de réductibilité.

Voyons ce qui peut assurer C ∈ CRRE pour un ensemble C ⊆ SN R satisfaisant (10.2).
— La clause (CR0) est aisément vérifiée : si t ∈ C et t →R u alors u ∈ CR(t) par

(CR0), donc u ∈ C par (10.2).
— Le cas de (CR1) est plus délicat. Soit t ∈ NRE tel que ∀u. t →R u =⇒ u ∈ C.

Comme C vérifie (10.2), pour tout u ∈ (t)R il existe tu ∈ C tel que u ∈ CR(tu).
Mais on ne peut en conclure t ∈ C que s’il existe tu ∈ C tel que t ∈ CR(tu). Or,
par (CR0) appliqué à CR(tu), cela est équivalent au fait que (t)R ⊆ CR(tu).
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Ainsi, pour tout C ⊆ SN R vérifiant (10.2) on a C ∈ CRRE si et seulement si

∀t ∈ NRE . (t)R ⊆ C =⇒ ∃u ∈ C. (t)R ⊆ CR(u) . (10.3)

Cette propriété n’est pas satisfaite pour tout système de réécriture.

Exemple 10.4.5 D’après le lemme 10.3.6, les systèmes de réécriture simplesR présentés
aux exemples 10.3.3 et 10.3.4 engendrent des relations de réécriture→βR pour lesquelles
CRutR n’est pas stable par union, donc pour lesquels la propriété (10.3) n’est en général
pas vérifiée pour les ensembles C satisfaisant (10.2).

Il est donc intéressant de voir quelles conditions sur →R permettent d’assurer (10.3).
Afin de comprendre cette propriété, essayons d’analyser sous quelles conditions, étant
donnés t ∈ SN R et C ⊆ SN R, on a t ∈ CR(C).

Proposition 10.4.6 Soit C ⊆ SN R et t ∈ SN R. On a t ∈ CR(C) si et seulement si
t ∈ (C)∗R ou (t ∈ NRE et (t)R ⊆ CR(C)).

Preuve. Le sens « si » suit directement de la définition de CR(_) (définition 9.3.22).
Pour le sens « seulement si », soit a ∈ O le plus petit ordinal tel que t ∈ CRa(C). Alors

ou bien a = 0 et t ∈ (C)∗R, ou bien a = b + 1, et t ∈ NRE avec (t)R ⊆ CRb(C).

Par rapport à (10.3), c’est le cas où t ∈ NRE qui nous intéresse dans la proposi-
tion 10.4.6.

Proposition 10.4.7 Soit C ⊆ SN R et t ∈ NRE ∩ SN R. On a (t)R ⊆ CR(C) si et
seulement si

∀v /∈ NRE . t→∗
R v =⇒ v ∈ (C)∗R .

Preuve. On raisonne par induction sur t ∈ SN R.
Supposons que (t)R ⊆ CR(C) et soit v ∈ (t)∗R\NRE . Comme t ∈ NRE , il existe u ∈ CR(C)

tel que t →R u →∗
R v. Si u /∈ NRE , alors par la proposition 10.4.6, on a u ∈ (C)∗R donc

v ∈ (C)∗R. Sinon, comme u ∈ CR(C), on a (u)R ⊆ CR(C) par (CR0) d’où v ∈ (C)∗R par
hypothèse d’induction.

Inversement, soit t ∈ NRE tel que v ∈ (C)∗R pour tout v ∈ (t)∗R \NRE . Si t ∈ (C)∗R alors
(t)R ⊆ (C)∗R. Sinon, pour tout u ∈ (t)R, par hypothèse on a u ∈ CR(C) si u /∈ NRE , et
si u ∈ NRE , par hypothèse d’induction on a (u)R ⊆ CR(C) car (u)∗R \NRE ⊆ (C)∗R, d’où
u ∈ CR(C) par (CR1).

Ainsi, un terme fortement normalisant est dans un candidat de réductibilité si et
seulement si tous ses réduits non neutres le sont. L’idée principale est qu’un terme non
neutre est un terme qui interagit avec les contextes d’élimination. C’est donc un élément
« observable », et il peut être vu comme une « valeur ». De ce fait, un terme forte-
ment normalisant t est dans un candidat de réductibilité C si et seulement si toutes ses
« valeurs » sont dans C.

D’autre part, étant donné u ∈ SNR, d’après les propositions 10.4.6 et 10.4.7 toutes
les valeurs de CR(u) sont des valeurs de u. Il s’en suit que t ∈ CR(u) si et seulement si
toutes les valeurs de t sont des valeurs de u.

Cette idée peut être formulée à l’aide d’un préordre d’observation faible sur les termes.
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Définition 10.4.8 On pose t.N u si et seulement si

∀v /∈ NRE . t→∗
R v =⇒ u→∗

R v .

Il est clair que t→R u implique u.N t. De plus, la relation .N est stable par contextes
d’élimination.

Proposition 10.4.9 Si t.N u alors pour tout E[ ] ∈ E on a E[t].N E[u].

Preuve. On montre que pour tout n ∈ N, tout v /∈ NRE , tous t, u tels que t .N u et
tout E[ ] ∈ E , si E[t]→n

R v alors E[u]→∗
R v. On raisonne par induction sur n.

Si t n’est pas neutre, alors u→∗
R t car t .N u donc E[u]→∗

R E[t].
Si t est neutrel, alors on a n ≥ 1. Supposons donc que E[t]→R w→n

R v. Alors comme
t est neutre, on a w = E ′[t ′] avec (E[ ], t)→R (E[ ], t ′).

— Si E[ ] →R E ′[ ] avec t = t ′, alors comme E est stable par R-réduction, par hypo-
thèse d’induction on a E ′[u]→∗

R v, donc E[u]→∗
R v.

— Sinon, on a t →R t ′ et E ′[ ] = E[ ]. Si t ′ n’est pas neutre alors u →∗
R t ′ donc

E[u] →∗
R v, et dans le cas contraire, on a t ′ .N u, d’où E[u] →∗

R v par hypothèse
d’induction.

Ainsi, la proposition 10.4.9 implique que si [ ] ∈ E , alors pour tout t, u ∈ Λ(Σ),

t .N u si et seulement si ∀E[ ] ∈ E . E[t] .N E[u] .

Remarque 10.4.10 Historiquement, les préordres d’observation ont été introduits pour
caractériser l’équivalence observationnelle entre programmes : deux parties de programme
sont observationnellement équivalentes si, lorsqu’elles sont placées dans le même contexte,
les deux programmes tous les deux divergent ou donnent la même valeur.

Les contextes utilisés sont en général des termes C[ ] avec un trou, éventuellement
sous un lieur. Lorsque les parties de programmes à comparer sont des termes clos, le
Lemme du Contexte de Milner [Mil77] dit que l’observation dans les contextes se ramène
à l’observation dans les contextes applicatifs (ce sont les contextes d’élimination de la
flèche). Cette propriété n’est bien évidement pas satisfaite pour les termes ouverts. Nous
renvoyons le lecteur à [Mil77, JM96, HO00] pour une présentation et des références sur
le sujet, voir aussi [AC98].

Dans le cas du λ-calcul pur, les termes non neutres sont les abstractions, et de ce fait
les termes non neutres clos et en forme normale correspondent aux valeurs des langages
fonctionnels. D’autre part, on a t.N u si et seulement si E[t].N E[u] pour tout E[ ] ∈ E⇒.
De ce fait, avec .N on observe la réduction vers des « valeurs » de termes ouverts placés
dans des contextes d’évaluations, d’où la dénomination « ordre d’observation faible ».

Pour tout t ∈ SN R, le plus petit candidat de réductibilité contenant t est un segment
initial de SN R pour .N .

Lemme 10.4.11 Pour tout t ∈ SN R, on a CR(t) = {u ∈ SN R | u.N t}.
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Preuve. D’après la proposition 10.4.6, pour tout t, u ∈ SN R on a u ∈ CR(t) si et
seulement si t→∗

R u ou bien u ∈ NRE et ∀v /∈ NRE . u→∗
R v =⇒ t→∗

R v, c’est-à-dire
si et seulement si u.N t.

Voyons maintenant ce que la caractérisation du lemme 10.4.11 nous dit sur (10.2)
et (10.3). Étant donné un ensemble C ⊆ SN R vérifiant (10.2), on a vu que C ∈ CRRE si
et seulement si C satisfait (10.3). D’après le lemme 10.4.11, cela est équivalent au fait
que

∀t ∈ NRE . (t)R ⊆ C =⇒ ∃u ∈ C. t.N u .

En particulier, soit t ∈ NRE ∩ SN R et C =def
⋃

{CR(u) | u ∈ (t)R}. L’ensemble C

vérifie (10.2) car si v ∈
⋃

{CR(u) | u ∈ C} alors il existe u,w tels que v ∈ CR(u),
u ∈ CR(w) et w ∈ (tR), et comme CR(u) ⊆ CR(w), on a bien v ∈ C. Comme (t)R ⊆ C on
doit donc avoir u ∈ (t)R tel que t.N u.

En d’autre termes, tout terme t neutre, fortement normalisant et non normal doit avoir
un réduit u tel que toutes les valeurs de t soient des valeurs de u. Un tel u est un réduit
principal fort de t.

Définition 10.4.12 (Réduit principal fort) Étant donné t ∈ NRE ∩ SN R tel que
(t)R 6= ∅, un terme u ∈ (t)R tel que t.N u est un réduit principal fort de t.

On désigne par ON l’ensemble des sous ensembles non-vides de SN R qui sont clos par
le bas pour .N .

Remarque 10.4.13 La propriété 10.4.7 dit que l’appartenance d’un terme fortement
normalisant à un candidat de réductibilité est caractérisée par l’appartenance de ses
valeurs à ce candidat. Ainsi pour t ∈ NRE ∩ SN R, un terme u ∈ SN R tel que t .N u

« résume » le comportement de t vis-à-vis des candidats de réductibilité : si u ∈ C avec
C ∈ CRRE alors t ∈ C.

On peut maintenant caractériser la stabilité par union des candidats de réductibilité.

Théorème 10.4.14 Soit une relation de réécriture →R et un ensemble E de contextes
d’élimination pour →R. Les trois points suivants sont équivalents :

(i) CRRE est stable par union.

(ii) Tout terme non normal t ∈ NRE ∩ SN R a un réduit principal fort.

(iii) CRRE = ON .

Preuve.

(i) ⇒ (ii). Soit t un terme neutre non normal et fortement normalisant. Par hypothèse
l’ensemble C =def

⋃
{CR(u) | u ∈ (t)R} est un candidat de réductibilité. On a donc

t ∈ C car (t)R ⊆ C. Par le lemme 10.4.11, il existe donc u ∈ (t)R tel que t.N u.

(ii) ⇒ (iii). On a CRRE ⊆ ON par le lemme 10.4.11. Soit C ∈ ON et vérifions que c’est
un candidat de réductibilité.

(CR0) Si t ∈ C et t→R u alors u ∈ SN R et u.N t donc u ∈ C.
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(CR1) Soit t ∈ NRE tel que (t)R ⊆ C. Notons que t ∈ SN R car C ⊆ SN R.
Si (t)R = ∅ alors t .N u pour tout u ∈ C donc t ∈ C car C n’est pas vide.
Sinon, par hypothèse il existe u ∈ (t)R tel que t.N u, donc t ∈ C car (t)R ⊆ C.

(iii) ⇒ (i). Évident.

Remarque 10.4.15 D’après la propriété 10.4.2 et le lemme 10.4.11, on a toujours
CRRE ⊆ ON . Ainsi, par le théorème 10.4.14, CRRE est stable par union si et seulement si
ON ⊆ CRRE .

Remarque 10.4.16 Le théorème 10.4.14 nous renseigne de manière intéressante sur la
structure « algébrique » de candidats de Girard : ils sont stables par union exactement
lorsque ce sont les ensembles non vides de termes fortement normalisants clos par le bas
pour .N .

10.4.3 Clôture par union des biorthogonaux

Nous allons maintenant voir comment s’applique la proposition 10.4.2 à un opérateur
de clôture construit par biorthogonalité, au sens de la section 9.3.5.

Soit donc deux ensembles A et Π et une relation ⊥⊥ ⊆ A × Π. Rappelons que par la
proposition 9.3.35, (_)⊥⊥⊥⊥ est un opérateur de clôture, donc (A ∩ B)⊥⊥⊥⊥ = A ∩ B pour
tout A,B ∈ P(A)⊥⊥⊥⊥. Cependant, la biorthogonalité ne se comporte pas aussi bien avec
l’union.

Proposition 10.4.17 Soit deux ensembles A et Π et une relation ⊥⊥ ⊆ A × Π. Pour
tout A,B ∈ P(A) (resp. P(Π)), on a

A⊥⊥ ∩ B⊥⊥ = (A ∪ B)⊥⊥ , (10.4)

A⊥⊥ ∪ B⊥⊥ ⊆ (A ∩ B)⊥⊥ . (10.5)

Preuve. On commence par (10.4). Tout d’abord, comme A,B ⊆ A ∪ B, on a (A ∪
B)⊥⊥ ⊆ A⊥⊥, B⊥⊥ par la propriété (9.25), d’où (A∪B)⊥⊥ ⊆ A⊥⊥ ∩B⊥⊥. Inversement, comme
A⊥⊥ ∩ B⊥⊥ ⊆ A⊥⊥, B⊥⊥, en appliquant deux fois la proposition 9.3.34 on obtient A,B ⊆
(A⊥⊥ ∩B⊥⊥)⊥⊥, d’où A∪B ⊆ (A⊥⊥ ∩B⊥⊥)⊥⊥ et (A⊥⊥ ∩B⊥⊥) ⊆ (A∪B)⊥⊥ en ré-appliquant la
proposition 9.3.34.

En ce qui concerne (10.5), comme A ∩ B ⊆ A,B, on a A⊥⊥, B⊥⊥ ⊆ (A ∩ B)⊥⊥ par la
propriété (9.25), d’où A⊥⊥ ∪ B⊥⊥ ⊆ (A ∩ B)⊥⊥.

Remarque 10.4.18 Notons que l’inverse de (10.5) n’est en général pas vrai : si π est
orthogonal à tout élément de A ∩ B, il n’y a en général aucune raison pour que π soit
orthogonal à tout élément de A ou à tout élément de B.

Il suit de la propriété 10.4.17 que

A⊥⊥⊥⊥ ∪ B⊥⊥⊥⊥ ⊆ (A⊥⊥ ∩ B⊥⊥)⊥⊥ = (A ∪ B)⊥⊥⊥⊥ , (10.6)
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mais en général A⊥⊥⊥⊥ ∪ B⊥⊥⊥⊥ 6= (A ∪ B)⊥⊥⊥⊥. D’autre part, si A et B sont eux-mêmes des
biorthogonaux, on a (A ∩ B)⊥⊥⊥⊥ = A⊥⊥⊥⊥ ∩ B⊥⊥⊥⊥, et il suit de 10.4 que

(A ∩ B)⊥⊥⊥⊥ = (A⊥⊥ ∪ B⊥⊥)⊥⊥ . (10.7)

Ainsi les biorthogonaux ne sont en général pas stables par union. Étant donné a ∈ A, on
pose a⊥⊥⊥⊥ =def {a}⊥⊥⊥⊥. De même qu’avec les candidats de réductibilité à la section 10.4.2,
pour comprendre l’effet de la proposition 10.4.2, il est intéressant de caractériser les
ensembles de la forme a⊥⊥⊥⊥ avec a ∈ A.

De manière analogue aux candidats de réductibilité, ces ensembles sont caractérisés par
un préordre, qui peut être vu comme un préordre d’observation si on voit les éléments
de A comme des « programmes » et les éléments de Π comme des « contextes » (c.-à-d.
des « co-programmes »).

Définition 10.4.19 Étant donnés deux ensembles A et Π et une relation ⊥⊥ ⊆ A× Π,
on définit la relation .⊥⊥⊆ A×A par

a.⊥⊥ b si et seulement si a⊥⊥ ⊆ b⊥⊥ .

On a donc a.⊥⊥ b si et seulement si

∀π ∈ Π. a⊥⊥ π =⇒ b⊥⊥ π .

La différence avec les candidats de réductibilité est que les ensembles a⊥⊥⊥⊥ ne sont pas
clos par le bas mais par le haut pour .⊥⊥.

Proposition 10.4.20 Pour tout a ∈ A on a a⊥⊥⊥⊥ = {b | a.⊥⊥ b}.

Il suit de la proposition 10.4.2 que l’union d’une famille de biorthogonaux est un
ensemble clos par le haut pour .⊥⊥.

Définition 10.4.21 Étant donnés deux ensembles A et Π et une relation ⊥⊥ ⊆ A× Π,
on désigne par O⊥⊥ l’ensemble des A ⊆ A non vides et clos par le haut pour .⊥⊥.

Corollaire 10.4.22 Étant donnés deux ensembles A et Π et une relation ⊥⊥ ⊆ A× Π,
l’ensemble O⊥⊥ est le plus petit ensemble contenant P?(A)⊥⊥⊥⊥ qui est clos par intersection
et union de familles non-vides d’éléments de P?(A)⊥⊥⊥⊥.

Voyons maintenant comment appliquer ces idées à la réductibilité. Soient →R une
relation de réécriture sur Λ(Σ) et E un ensemble de contextes d’élimination pour →R.

Définition 10.4.23 On définit ⊥⊥ ⊆ Λ(Σ)× E par

t⊥⊥ E[ ] si et seulement si E[t] ∈ SN R .

On désigne .⊥⊥ par .SN et O⊥⊥ par OSN .

Rappelons que P?(SN R)⊥⊥⊥⊥ ⊆ CRRE d’après le lemme 9.3.39. Notons que t →R u

implique t.SN u et que la relation .SN est stable par contextes d’élimination.
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Proposition 10.4.24 Si t.SN u alors pour tout E[ ] ∈ E on a E[t].SN E[u].

Preuve. Car par définition les contextes d’élimination sont stables par composition.

Vérifions que OSN est un bon candidat pour être une famille de réductibilité. Tout
d’abord, il est clair que SN R ∈ OSN . De plus HN RE ⊆ C pour tout C ∈ OSN .

Proposition 10.4.25 Si C ∈ OSN alors HN RE ⊆ C.

Preuve. Si t ∈ HN RE alors par la proposition 9.3.30, on a E[t] ∈ HN RE ⊆ SN R pour
tout E[ ] ∈ E ∩ SN R. Il s’en suit que u.SN t pour tout u ∈ SN R, donc que t ∈ C car C

n’est pas vide.

De plus, lorsque les contextes d’élimination E contiennent les contextes d’élimination
de la flèche, on a ⇒: OSN × OSN → OSN .

Proposition 10.4.26 Supposons que [ ]t ∈ E pour tout t ∈ Λ(Σ). Si A,B ∈ OSN alors
A⇒ B ∈ OSN .

Preuve. Pour voir que A ⇒ B ⊆ SN R, on raisonne comme à la proposition 9.1.13, en
utilisant le fait que HN RE ⊆ A par la proposition 9.3.30. De plus, A⇒ B est clos par le
haut pour .SN car t.SN u implique tv.SN uv pour tout v ∈ Λ(Σ). Enfin, A⇒ B n’est
pas vide car pour tout t ∈ HN RE , comme A ⊆ SN R, pour tout u ∈ A on a tu ∈ HN RE ,
donc tu ∈ B par la proposition 10.4.25.

Exemple 10.4.27 Dans le cas du λ-calcul pur, les ensembles C ∈ OSN satisfont les
clauses (SAT1) et (SAT2β). En effet, les termes de la forme x~t sont héréditairement neutres,
et on a t[u/x].SN (λx.t)u par standardisation faible (lemme 9.1.9).

La question, maintenant, est de voir ce qui permet d’avoir OSN ⊆ CRRE . Le raisonne-
ment est tout à fait analogue à celui de la section 10.4.2 pour les candidats de réductibilité.
Si C ∈ OSN , il est clair que C est stable par réduction car

∀t, u. t→R u =⇒ t.SN u .

Le cas de la clause (CR1) est plus délicat. Considérons un terme neutre fortement nor-
malisant t tel que (t)R ne soit pas vide et posons C =def {v | ∃u ∈ (t)R. u.SN v}. Pour
que t ∈ C, il faut qu’il existe un terme u ∈ (t)R tel que u.SN t. Un tel u est un réduit
principal de t.

Définition 10.4.28 (Réduit principal) Étant donné t ∈ NRE ∩SN R tel que (t)R 6= ∅,
un terme u ∈ (t)R tel que u.SN t est un réduit principal de t.

De même que l’existence de réduits principaux forts caractérise le fait que ON ⊆ CRRE
(voir remarque 10.4.15), l’existence de réduits principaux caractérise le fait que OSN ⊆
CRRE .

Théorème 10.4.29 Soit une relation de réécriture →R et un ensemble E de contextes
d’élimination pour →R. Les deux points suivants sont équivalents :
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(i) OSN ⊆ CRRE .
(ii) Tout terme non normal t ∈ NRE ∩ SN R a un réduit principal.

Preuve.

(i) ⇒ (ii). Soit un terme non normal t ∈ NRE ∩SN R. Par hypothèse, l’ensemble C =def
{v | ∃u ∈ (t)R. u .SN v} est un candidat de réductibilité, donc t ∈ C. Il s’en suit
qu’il existe u ∈ (t)R tel que u.SN t.

(ii) ⇒ (i). Soit C ∈ OSN et vérifions que c’est un candidat de réductibilité.
(CR0) Si t ∈ C et t→R u alors u ∈ SN R et t.SN u donc u ∈ C.
(CR1) Soit t ∈ NRE tel que (t)R ⊆ C. Notons que t ∈ SN R car C ⊆ SN R.

Si (t)R = ∅ alors comme c’est un terme neutre, on a E[t] ∈ SN R pour tout
E[ ] ∈ SN R. Il s’en suit que u.SN t pour tout u ∈ C donc t ∈ C car C n’est
pas vide. Sinon, par hypothèse il existe u ∈ (t)R tel que u.SN t, donc t ∈ C

car (t)R ⊆ C.

La propriété du « réduit principal » est très proche de la propriété du « réduit principal
fort » définie en 10.4.12 et utilisée avec les candidats de réductibilité. Le nom « réduit
principal fort » vient du fait que tout réduit principal fort de t est un réduit principal
de t. Cela est dû à la proposition suivante.

Proposition 10.4.30 Pour tous t, u ∈ SN R, on a

t.N u =⇒ u.SN t .

Preuve. Soit u ∈ SN R. On montre que pour tout t ∈ SN R et tout E[ ] ∈ u⊥⊥⊥⊥, on a
E[t] ∈ SN R. On raisonne par induction sur les paires (E[ ], t) ordonnées par l’extension
produit de →R.

Soit v tel que E[t]→R v. Il y a deux cas.
— Si t /∈ NRE , alors u→∗

R t car t.N u, donc E[u]→∗
R v et v ∈ SN R.

— Sinon, v = E ′[t ′] avec (E[ ], t)→R (E ′[ ], t ′). Si E[ ]→R E ′[ ], comme E ′[u] ∈ SN R,
on a v = E ′[t] ∈ SN R par hypothèse d’induction. Sinon v = E[t ′] avec t →R t ′.
Comme t ′.N t, on a t ′.N u, donc v = E[t ′] ∈ SN R par hypothèse d’induction.

Notons que l’inverse n’est pas vrai en général.

Exemple 10.4.31 On a [λx.y]~t ∈ SNβ pour tout [ ]~t ∈ SNβ, donc λx.x .SN λx.y,
alors que λx.x et λx.y ne sont pas comparables avec .N .

Ainsi, si CRRE est stable par union alors OSN ⊆ CRRE .

Lemme 10.4.32 Soit une relation de réécriture →R et un ensemble E de contextes
d’élimination pour →R. Si CRRE est stable par union alors OSN ⊆ CRRE .

Preuve. Si CRRE est stable par union, alors par le théorème 10.4.14, tout terme t neutre
non normal et fortement normalisant a un réduit principal fort u. Or, u est un réduit
principal de t par la proposition 10.4.30. Il s’en suit que OSN ⊆ CRRE par le théo-
rème 10.4.29.
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Remarque 10.4.33 Il est intéressant de voir si les relation d’équivalences :

'N =def .N ∩ &N et 'SN =def .SN ∩ &SN

engendrées par les préordres .N et .SN peuvent être étendues en des congruences co-
hérentes sur Λ(Σ).

Dans le cas du λ-calcul ce n’est pas le cas. En effet, 'N identifie tous les termes
héréditairement neutres, y compris ceux qui ne sont pas βη-convertibles et 'SN identifie
les termes λx.y et λx.z qui sont deux termes en forme βη-normale. D’après le théorème
de Böhm (théorème 3.5.6), les congruences engendrées par ces relations d’équivalence
identifient donc tous les λ-termes purs.

10.5 Application aux systèmes de réécriture simples

Nous allons maintenant voir comment s’adaptent à la réécriture simple les conditions
établies aux sections 10.4.2 et 10.4.3.

On se base sur les candidats de réductibilité CRutR définis en 10.2.1.

Définition 10.5.1 Soit R un système de réécriture simple sur Λ(Σ). On dit que R a
la propriété du réduit principal (resp. propriété du réduit principal fort) si tout terme
fortement βR-normalisant et non normal de la forme f(t1, . . . , tn) a un réduit principal
(resp. un réduit principal fort).

Grâce au lemme de standardisation faible pour 7→β (lemme 9.1.9), les termes de la
forme E[(λx.t)u] on un réduit principal. L’existence de réduits principaux (forts) pour
les termes neutres de λutR(Σ) se ramène alors à la propriété du réduit principal (fort)
pour R.

Lemme 10.5.2 Soit R un système de réécriture simple sur Λ(Σ). Alors R a la propriété
du réduit principal (fort) si et seulement si tout terme neutre, non normal et fortement
normalisant a un réduit principal (fort).

Preuve. Dans les deux cas, le sens « seulement si » est trivial car les termes de la forme
f(t1, . . . , tn) sont neutres.

Considérons maintenant le cas « si ». Un terme neutre t est de la forme h~v où h est
soit une variable, un β-rédex ou un terme de la forme f(t1, . . . , tn).
h = x ∈ X . Dans ce cas, comme t est héréditairement neutre, il ne se réduit pas vers

un terme de la forme λx.u, donc s’il n’est pas normal, tous ses réduits sont des
réduits principaux forts de t, ce sont en outre des réduits principaux de t par la
proposition 10.4.30.

h = (λx.u)v. Dans ce cas, le terme u[v/x]~v est un réduit principal fort de t.
Cela se montre par induction sur les tuples (u, v,~v) ordonnés par l’extension produit
de →βR en utilisant la standardisation faible (lemme 9.1.9). Soit donc w /∈ NutR
tel que t →∗

βR w. On doit montrer que u[v/x]~v →∗
βR w. Soit w ′ tel que t →βR

w ′ →∗
βR w. Si w ′ 6= u[v/x]~v alors par standardisation faible, w ′ = (λx.u ′)v ′~v ′ avec
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(u, v,~v)→βR (u ′, v ′,~v ′) et u[v/x]~v→∗
βR u ′[v ′/x]~v ′. Par hypothèse d’induction, on

a donc u ′[v ′/x]~v ′ →∗
βR w, soit u[v/x]~v→∗

βR w.
Comme u[v/x]~v est réduit principal fort de t, c’en est un réduit principal par la
proposition 10.4.30.

h = f(t1, . . . , tn). Si f ∈ C, alors t ∈ HNutR et on raisonne comme dans le cas h = x.
Sinon, par la proposition 10.4.9 (resp. 10.4.24), le réduit principal (fort) de h est
un réduit principal (fort) de t.

Remarque 10.5.3 En particulier, dans le cas du λ-calcul pur, les candidats de ré-
ductibilité pour les contextes d’élimination E⇒ sont stables par union. Cela a aussi été
remarqué par Tatsuta [Tat07].

Le lemme 10.5.2 nous permet de vérifier facilement si les termes neutres, fortement
normalisants et non normaux pour un système de réécriture simple donné ont un réduit
principal (fort).

Exemple 10.5.4 Avec le système non confluent

f(x) 7→R x f(x) 7→R a f(x) 7→R b ,

les candidats CRutR sont stables par union. En effet, les termes a et b sont héréditairement
neutres, donc tout t ∈ Λ(Σ) est un réduit principal fort de f(t). On a donc la stabilité
par union de CRutR en combinant le lemme 10.5.2 au théorème 10.4.14.

De plus, on peut maintenant comparer précisément les réduits principaux forts et les
réduits principaux. On sait déjà par la proposition 10.4.30 que les réduits principaux
forts sont des réduits principaux. On peut maintenant montrer que l’inverse n’est pas
vrai en général.

Exemple 10.5.5 Avec le système confluent

p 7→R λx.c1 p 7→R λx.c2 ci 7→R d ,

les candidats de réductibilité ne sont pas clos par union mais on a OSN ⊆ CRutR.
En effet, comme λx.c1 et λx.c2 sont deux termes non neutres distincts, le terme p n’a

pas de réduit principal fort, et on en déduit que CRutR n’est pas stable par union en
combinant le lemme 10.5.2 au théorème 10.4.14.

D’autre part, pour tout ~v, on a (λx.c1)~v ∈ SNβR si et seulement si (λx.c2)~v ∈ SNβR,
donc les termes λx.c1 et λx.c2 sont tous les deux des réduits principaux de p. Il s’en suit
que OSN ⊆ CRutR en combinant le lemme 10.5.2 au théorème 10.4.29.

Il s’en suit que la propriété du réduit principal est une condition suffisante strictement
plus forte que la propriété du réduit principal fort pour la normalisation forte des termes
typables dans λ(tE)R(Σ).

Lemme 10.5.6 Soit R un système de réécriture simple sur Λ(Σ). Si R a la propriété
du réduit principal alors tout terme typable dans λ(tE)R(Σ) est fortement normalisable.
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Preuve. Pour tout A,B ∈ OSN on a A ∩ B,A ∪ B ∈ OSN par la proposition 10.4.2, et
A⇒ B ∈ OSN par la proposition 10.4.26. De plus, en combinant le lemme 10.5.2 au théo-
rème 10.4.29, on a OSN ⊆ CRutR. Comme SNβR ∈ OSN , en utilisant le théorème 10.2.6,
on peut appliquer le lemme 10.3.6 avec l’interprétation

JoKO =def SNβR ,

JU⇒ TKO =def JUKO ⇒ JTKO ,

JT uUKO =def JTKO ∩ JUKO ,

JT tUKO =def JTKO ∪ JUKO ,

d’où la βR-normalisation forte des termes typables dans λ(tE)R(Σ).

Remarque 10.5.7 D’après la définition 5.1.2, un système de réécriture simple R est
orthogonal si chaque symbole est défini par au plus une règle. Il a donc la propriété du
réduit principal fort, et par le lemme 10.5.6, les termes typables dans λ(tE)R(Σ) sont
fortement βR-normalisants.

Enfin, notons que les propriétés du réduit principal (fort) peuvent se caractériser de
manière élégante pour les systèmes de réécriture simples.

Remarque 10.5.8 Soit R un système de réécriture simple sur Λ(Σ).

(i) R a la propriété du réduit principal fort si et seulement si pour tout f ∈ F et tous
~t tels que f(~t) ∈ SNβR, il existe une règle f(~x) 7→R d telle que

d[~t/~x] = sup
.N

{r[~t/~x] | f(~t) 7→R r} modulo 'N ,

où 'N est la plus petite relation d’équivalence contenant .N , définie à la re-
marque 10.4.33.

(ii) R a la propriété du réduit principal si et seulement si pour tout f ∈ F et tous ~t
tels que f(~t) ∈ SNβR, il existe une règle f(~x) 7→R d telle que

d[~t/~x] = inf
.SN

{r[~t/~x] | f(~t) 7→R r} modulo 'SN ,

où 'SN est la plus petite relation d’équivalence contenant .SN , définie à la re-
marque 10.4.33.

10.6 Comparaison des candidats de réductibilité et des
ensembles saturés

Dans cette section, on compare les candidats de réductibilité de Girard et les ensembles
saturés de Tait, en rapport avec les outils développés aux sections 10.4.2 et 10.4.3.
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10.6.1 Lambda-calcul pur

On commence par le λ-calcul pur. Rappelons qu’à l’exemple 9.3.17.(i), nous avons défini
l’ensemble CRβ des candidats de réductibilité pour →β dans les contextes d’élimination
E⇒ générés par la grammaire

E[ ] ∈ E⇒ ::= [ ] | E[ ] t ,

où t ∈ Λ.
La stabilité par union de CRβ est une conséquence du lemme 10.5.2. Nous allons voir

que l’on peut aussi obtenir ce résultat on montrant que CRβ est exactement l’ensemble
des ensembles saturés S ∈ SATβ qui sont stables par union.

Rappelons que les ensembles saturés pour le λ-calcul, définis en 9.1.7, sont les ensembles
S ⊆ SNβ tels que

(SAT1) si E[ ] ∈ SNβ ∩ E⇒ et x ∈ Xalors E[x] ∈ S,

(SAT2) pour tout E[ ] ∈ E⇒, si E[t[u/x]] ∈ S et u ∈ SNβ alors E[(λx.t)u].

Définition 10.6.1 On désigne par SAT→ l’ensemble des S ∈ SATβ tels que

(SAT0) si t ∈ S et t→β u alors u ∈ S.

Lemme 10.6.2 CRβ = SAT→.

Preuve. Si C ∈ CRβ alors C satisfait (SAT0) par (CR0), et les clauses (SAT1) et (SAT2)

suivent du lemme 9.3.18.
Inversement, si S ∈ SAT→ alors S satisfait (CR0). Considérons le cas de (CR1). Si t est

un terme neutre tel que (t)β ⊆ S, alors on a t ∈ SNβ. De plus, soit t = E[x] et t ∈ S par
(SAT1), soit t = E[(λx.u)v] et comme E[u[v/x]] ∈ S, on a t ∈ S par (SAT2).

Comme la clause (SAT0) est préservée par union, on a la stabilité par union de SAT→
par le théorème 10.4.3, d’où la stabilité par union de CRβ par le lemme 10.6.2.

10.6.2 Lambda-calcul avec produits

Abordons maintenant le cas du λ-calcul avec produits λ⇒×(B0).
Rappelons qu’à l’exemple 9.3.17.(ii), nous avons défini l’ensemble CRβπ des candidats

de réductibilité pour→βπ dans les contextes d’élimination E⇒× générés par la grammaire

E[ ] ∈ E⇒× ::= [ ] | E[ ] t | π1E[ ] | π2E[ ] ,

où t ∈ Λ(Σπ). On désigne par Nβπ (resp. HNβπ) l’ensemble des termes neutres corres-
pondant (resp. héréditairement neutres).

Nous allons montrer que les candidats de réductibilité CRβπ sont stables par union.
Nous avons vu à la section 10.4.1 les ensembles saturés SATβπ forment une famille de
réductibilité stable par union. Cependant, contrairement au cas du λ-calcul pur, les en-
sembles de SATβπ clos par réduction ne sont pas tous des candidats de réductibilité. Cela
est dû au fait que, comme on considère des termes potentiellement non typables, HNβπ
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contient des termes qui ne sont pas de la forme E[x] avec E[ ] ∈ Eβπ, comme par exemple
π1λx.t.

Pour montrer la stabilité par union de CRβπ, nous passons par des ensembles saturés
modifiés, dont le plus petit élément est HNβπ.

Définition 10.6.3 L’ensemble SATm
βπ des ensembles βπ-saturés modifiés est l’ensemble

des S ⊆ SNβπ tels que

(SAT0) si t ∈ S et t→βπ u alors u ∈ S,

(SAT1m) HNβπ ⊆ S,

(SAT2⇒) pour tout E[ ] ∈ E⇒×, tout t ∈ Λ(Σπ) et tout u ∈ SNβπ, si E[t[u/x]] ∈ S alors
E[(λx.t)u] ∈ S,

(SAT2×1) pour tout E[ ] ∈ E⇒× et tout t1, t2 ∈ Λ(Σπ), si t2 ∈ SNβπ et E[t1] ∈ S alors
E[π1(t1, t2)] ∈ S,

(SAT2×2) pour tout E[ ] ∈ E⇒× et tout t1, t2 ∈ Λ(Σπ), si t1 ∈ SNβπ et E[t2] ∈ S alors
E[π2(t1, t2)] ∈ S.

Pour montrer que les ensembles saturés modifiés satisfont (CR1), on utilise un ré-
sultat intermédiaire. Rappelons que les contextes d’éliminations atomiques, définis à la
section 9.1.3 sont générés par la grammaire :

ε[ ] ::= [ ] t | π1[ ] | π2[ ] .

Proposition 10.6.4 Si t ∈ (N ∩ SNβπ) \HNβπ, alors t = E[u] avec E[ ] ∈ E⇒× et u

est un βπ-rédex.

Preuve. On raisonne par induction sur t. Comme t a un réduit non neutre, ce n’est pas
une variable, donc t est de la forme ε[u]. Si u n’est pas neutre alors ε[u] est un βπ-rédex.
Sinon, u un réduit non neutre et on conclut par hypothèse d’induction.

Lemme 10.6.5 CRβπ = SATm
βπ.

Preuve. Si C ∈ CRβπ alors C satisfait la clause (SAT0) par (CR0), la clause (SAT1m) par
la proposition 9.3.28, et les clauses (SAT2β) et (SAT2πi) le lemme 9.3.18.

Inversement, si S ∈ SATm
βπ alors S satisfait (CR0). Considérons le cas de (CR1). Soit t

un terme neutre tel que (t)βπ ⊆ S. Notons que t ∈ SNβπ. Si t ∈ HNβπ alors t ∈ S par
(SAT1m). Sinon, par la proposition 10.6.4, t est de la forme E[u] où u est un βπ-rédex et
on conclut par (SAT2β) si c’est un β-rédex et par (SAT2πi) si c’est un π-rédex.

Comme SATm
βπ est stable par union (simple variation de la preuve du théorème 10.4.3),

il s’en suit que CRβπ est stable par union, et donc par le théorème 10.4.14 que les termes
neutres, fortement normalisants et non normaux ont un réduit principal fort.

Remarque 10.6.6 D’après le théorème 10.4.14 (voir aussi la remarque 10.4.16), le
lemme 10.6.5 implique que l’ensemble CRβπ est exactement l’ensemble des sous ensembles
non vides de SNβπ clos par le bas pour .Nβπ

.
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10.6.3 Systèmes de réécriture simples

On termine cette section par les systèmes de réécriture simples. On a vu à la section 10.5
les propriétés du réduit principal fort et du réduit principal. On va voir que l’on peut
définir des ensembles saturés clos par union pour les systèmes vérifiant la propriété du
réduit principal.

Rappelons que les termes neutre de λ(tE)R(Σ) sont exactement les termes de la forme
h~t où h est soit une variable, un β-rédex, ou un terme de la forme f(~t).

Définition 10.6.7 Soit R un système de réécriture simple sur Λ(Σ) qui satisfait la pro-
priété du réduit principal. L’ensemble SATutR des ensembles utR-saturés est l’ensemble
des S ⊆ SNβR tels que

(SAT1utR) HNutR ⊆ S,

(SAT2utR) si t ∈ NutR et t→βR u avec u.SN t et u ∈ S alors t ∈ S.

Remarque 10.6.8 Les ensembles utR-saturés satisfont les clauses (SAT1) et (SAT2β).
En effet, (SAT1) suit du fait que les termes de la forme x~t sont héréditairement neutres,
et (SAT2β) du fait que (λx.t)u est un terme neutre tel que t[u/x] .SN (λx.t)u par
standardisation faible.

Il est aisé de voir que SATutR est stable par union et intersection. Pour que ce soit
une famille de réductibilité stable par union, il reste à vérifier que la flèche préserve les
ensembles utR-saturés.

Proposition 10.6.9 Si A,B ∈ SATutR alors A⇒ B ∈ SATutR.

Preuve. Pour voir que A⇒ B ⊆ SNR, on raisonne comme à la proposition 9.1.13, en
utilisant le fait que HNutR ⊆ A par (SAT1utR). De plus, si t ∈ HNutR, alors comme
A ⊆ SNβR, pour tout u ∈ A on a tu ∈ HNutR par la proposition 9.3.30, donc tu ∈ B

par (SAT1utR). Il s’en suit que t ∈ A. Enfin, si u ∈ A⇒ B, t ∈ NutR et u.SN t, alors
par la proposition 10.4.24, on a uv.SN tv pour tout v ∈ A. Donc tv ∈ B par (SAT2utR)

car tv ∈ NutR.

On en déduit une interprétation J_K : Tut → SATutR qui est valide et adéquate pour
λ(tE)R(Σ) lorsque R a la propriété du réduit principal.

Lemme 10.6.10 Soit R un système de réécriture simple qui a la propriété du réduit
principal. Étant donné JoK ∈ SATutR, l’interprétation J_K telle que

JU⇒ TK = JUK⇒ JTK ,

JT uUK = JTK ∩ JUK ,

JT tUK = JTK ∪ JUK ,

est valide et adéquate pour λ(tE)R(Σ).
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Preuve. Pour tout T ∈ Tut, on a JTK ∈ SATutR car SATutR est stable par _∩_, _∪_
et _ ⇒ _. Par le lemme 10.3.6, il faut vérifier que J_K est adéquate pour λutR(Σ).
Comme SATutR satisfait les clauses (SAT1) et (SAT2β), il reste à traiter le cas de la règle
(Fun).

(Fun)
Γ ` ~t : ~T ∀f(~x) 7→R r, Γ,~x : ~T ` r : U

Γ ` f(~t) : U

Soit σ |= Γ . Par hypothèse d’induction, on a ~tσ ∈ J~TK et pour toute règle f(~x) 7→R r, on
a rσ[~tσ/~x] ∈ JUK, soit r[~tσ/~x] ∈ JUK car FV(r) ⊆ ~x.

On doit montrer que f(~tσ) ∈ JUK. Comme R a la propriété du réduit principal, il existe
une règle f(~x) 7→R r telle que r[~tσ/~x].SN f(~tσ). Comme f(~tσ) est un terme neutre, on a
f(~tσ) ∈ JUK par (SAT2utR).

Remarque 10.6.11 La propriété du réduit principal nous permet donc de définir des
ensembles saturés adéquats pour la réécriture simple, ce qui constitue une ébauche de
réponse à la question soulevée à la section 9.3.3 sur l’intégration de la réécriture aux
ensembles saturés. Ainsi, l’étude de la stabilité par union de familles de réductibilité
nous a appris des choses sur l’intégration de la réécriture à la réductibilité.

D’autre part, il est aisé de voir que les ensembles utR-saturés qui sont stables par
réduction sont des éléments de CRutR lorsque R a la propriété du réduit principal. Si de
plus R a la propriété du réduit principal fort, alors CRutR est exactement l’ensemble des
ensembles utR-saturés qui sont stables par réduction.

10.7 Complétude des biorthogonaux pour la réécriture
simple

Nous avons vu à la section 10.3 qu’il pouvait y avoir des systèmes de réécriture
confluents qui n’admettent pas de famille de réductibilité qui soit stable par union.
D’autre part, nous avons donné aux sections 10.5 et 10.6 des conditions suffisantes pour
obtenir des interprétations stables par union basées sur les candidats de réductibilité et
sur les ensembles saturés.

Dans cette section, nous nous intéressons à une question complémentaire : existe-t-il
des interprétations non stables par union, mais qui pour autant soient adéquates pour la
règle (tE) ?

Nous y répondons en montrant, pour tout système de réécriture simple R, que les
termes typables dans le système λ(tE)R(Σ) sont fortement βR-normalisants si et seule-
ment si une interprétation basée sur une certaine famille de biorthogonaux est adéquate
pour le typage dans λ(tE)R(Σ). Ainsi, ces biorthogonaux sont complets par rapport à la
normalisation forte des termes typables dans λ(tE)R(Σ).

Notre utilisation des biorthogonaux pour interpréter (tE) est inspirée de [VM04].
Notons cependant que nous nous intéressons ici à la normalisation forte, alors que ce
sont des propriétés du type « preservation and progress » qui sont étudiées dans [VM04].
Rappelons que les ensembles clos par biorthogonalité sont caractérisés par un ensemble de
contextes avec lesquels tous les termes de l’ensemble interagissent de manière déterminée.
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Bien que les biorthogonaux ne soient pas stables par union, ils ont un comportement
intéressant. En effet, d’après (10.6),

(A ∪ B)⊥⊥⊥⊥ = (A⊥⊥ ∩ B⊥⊥)⊥⊥ .

Ainsi, on a a ∈ (A ∪ B)⊥⊥⊥⊥ si et seulement si a est orthogonal à tout π ∈ A⊥⊥ ∩ B⊥⊥.
Considérons maintenant la règle (tE) :

Γ ` t : T1 t T2 Γ, x : T1 ` c : C Γ, x : T2 ` c : C

Γ ` c[t/x] : C

Soient un ensemble de contextes E , et une interprétation L_M : Tut → P(SNβR)⊥⊥⊥⊥ où
t⊥⊥ E[ ] si et seulement si E[t] ∈ SNβR. Supposons de plus que

— t ∈ LT1 t T2M = (LT1M ∪ LT2M)⊥⊥⊥⊥,
— c[u/x] ∈ LCM pour tout u ∈ LT1M ∪ LT2M.

On doit montrer c[t/x] ∈ LCM, c’est-à-dire E[c[t/x]] ∈ SNβR pour tout E[ ] ∈ LCM⊥⊥.
Notons que c’est évident dans le cas où t ∈ LT1M∪ LT2M, mais cela n’est pas suffisant parce
qu’en général LT1M∪ LT2M ( (LT1M∪ LT2M)⊥⊥⊥⊥. Il nous faut donc utiliser des propriétés liées
à la biorthogonalité. Par hypothèse, on a(

E[ ] ∈ LCM⊥⊥ ∧ u ∈ LT1M ∪ LT2M
)

=⇒ c[u/x]⊥⊥ E[ ] ,

donc si E[c[[ ]/x]] ∈ E ,(
E[ ] ∈ LCM⊥⊥ ∧ u ∈ LT1M ∪ LT2M

)
=⇒ u⊥⊥ E[c[[ ]/x]] .

Il s’en suit que E[c[[ ]/x]] ∈ (LT1M ∪ LT2M)⊥⊥ dès lors que E[ ] ∈ LCM⊥⊥. Ainsi, comme
t ∈ (LT1M ∪ LT2M)⊥⊥⊥⊥, on a

E[ ] ∈ LCM⊥⊥ =⇒ t⊥⊥ E[c[[ ]/x]] ,

d’où c[t/x] ∈ LCM⊥⊥⊥⊥.
On peut donc interpréter la règle (tE) avec les biorthogonaux si on utilise des contextes

de la forme c[[ ]/x] avec c ∈ Λ(Σ). Rappelons que les biorthogonaux présentés à la sec-
tion 9.3.5 utilisent des contextes d’élimination qui peuvent être vus comme des contextes
d’évaluation en « appel par nom ». L’adéquation de cette interprétation repose sur le
fait que grâce aux lemmes de standardisation faible prouvés à la section 9.1, l’expan-
sion faible de tête fortement normalisante dans ces contextes d’élimination préserve la
normalisation forte.

D’autre part, nous avons vu à la remarque 10.3.7 que la règle (tE) suggère d’utili-
ser une forme d’appel par valeur : dans le terme c[t/x], il faudrait normaliser t avant
de le substituer. Intuitivement, cela correspond au fait que l’on a besoin de contextes
d’élimination de la forme c[[ ]/x] pour prendre en compte la règle (tE). Or, vis-à-vis de
la normalisation forte, un tel contexte c[[ ]/x] se comporte de la même manière que le
contexte (λx.c)[ ]. Il peut donc être vu comme un contexte d’évaluation en « appel par
valeur ».
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Définition 10.7.1 (Contextes d’évaluation) L’ensemble E(tE) des contextes d’éva-
luation est généré par la grammaire suivante :

E[ ] ∈ E(tE) ::= [ ] | E[ ] t | t E[ ] ,

où t ∈ Λ(Σ).

Remarque 10.7.2 Notons que les contextes d’évaluation ne sont pas des contextes
d’élimination au sens de la définition 9.3.13 car ils ne sont pas stables par β-réduction.

D’autre part, vis-à-vis de la réductibilité, il aurait été équivalent de prendre des
contextes de la forme t[[ ]/x], où t ∈ Λ(Σ). Notons que de tels contextes n’auraient
pas non plus été des contextes d’élimination car si u est neutre dans ces contextes, alors
rien n’assure que t[u/x] soit aussi neutre dans ces contextes.

Nous avons choisi d’utiliser les contextes de la définition 10.7.1 car ils correspondent à
l’intuition selon laquelle la règle (tE) a besoin d’une forme « d’appel par valeur ».

Nous utilisons ces contextes d’évaluation dans l’interprétation suivante.

Définition 10.7.3 On pose t⊥⊥E[ ] si et seulement si E[t] ∈ SNβR. De plus, on définit
l’interprétation L_M par induction sur T ∈ Tut de la manière suivante :

LoM =def SNβR ,

LU⇒ TM =def LUM⇒ LTM ,

LT uUM =def (LTM⊥⊥ ∪ LUM⊥⊥)⊥⊥ ,

LT tUM =def (LTM⊥⊥ ∩ LUM⊥⊥)⊥⊥ .

Rappelons que P?(SNβR)⊥⊥⊥⊥ désigne l’ensemble des X⊥⊥⊥⊥ pour ∅ 6= X ⊆ SNβR.
La difficulté maintenant est de voir comment obtenir

∀T ∈ Tut. LTM ∈ CRutR . (10.8)

Cependant, nous avons vu que les biorthogonaux basés sur les contextes d’évaluation
E(tE) sont adéquats pour la règle (tE). Donc comme il existe des systèmes de réécriture
simples R tels que la typabilité dans λ(tE)R(Σ) n’implique pas la normalisation forte, on
ne pourra pas avoir (10.8) pour ces systèmes. L’intérêt des biorthogonaux sur E(tE) est
qu’ils forment une interprétation adéquate pour λ(tE)R(Σ) exactement lorsque les termes
typables de ce système sont fortement βR-normalisants. Ainsi nous montrons, pour tout
système R de réécriture simple sur Λ(Σ), que les trois points suivants sont équivalents :

(i) Si Γ `(tE)R t : T alors t ∈ SNβR.

(ii) Pour tout v ∈ Λ(Σ) et tout f ∈ F , si f(~t) ∈ SNβR et v[r[~t/~x]/y] ∈ SNβR pour
tout f(~t) 7→R r, alors v[f(~t)/y] ∈ SNβR.

(iii) L’interprétation L_M est adéquate pour λ(tE)R(Σ) :(
Γ `(tE)R t : T ∧ σ |=L_M Γ

)
=⇒ tσ ∈ LTM .
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Remarque 10.7.4 La propriété (ii) dit que si tous les réduits de tête de f(~t) peuvent
être placés de manière « sûre » dans le « contexte » v, alors le terme f(~t) peut lui-même
être placé dans de manière « sûre » dans v. Cela veut dire que si chaque réduit de tête
de f(~t) interagit bien avec des copies de lui-même dans v, alors les copies des différents
réduits de tête de f(~t) interagissent bien entre elles dans v.

Cette propriété correspond à celle que nous avons identifiée à la remarque 10.3.7.

Le cas (iii) ⇒ (i) provient du fait que HNutR ⊆ LTM ⊆ SNβR pour tout T ∈ Tut.

Lemme 10.7.5 Pour tout T ∈ Tut, on a HNutR ⊆ LTM ⊆ SNβR.

Preuve. Par induction sur T .

T = o. Car LTM = SNβR.

T = T2 ⇒ T1. Soit t ∈ HNutR Comme LT2M ⊆ SNβR par hypothèse d’induction, pour
tout u ∈ LT2M on a tu ∈ HNutR, donc tu ∈ LT1M par hypothèse d’induction. Il s’en
suit que t ∈ LT2M⇒ LT1M.
Si t ∈ LT2M ⇒ LT1M, alors comme HNutR ⊆ LT2M par hypothèse d’induction, pour
tout x ∈ X on a tx ∈ LT1M, donc tx ∈ SNβR par hypothèse d’induction. Il s’en suit
que t ∈ SNβR.

T = T1 u T2. On a LTM = LT1M ∩ LT2M, donc HNutR ⊆ LTM ⊆ SNβR par hypothèse
d’induction.

T = T1tT2. On a LTM = (LT1M∪LT2M)⊥⊥⊥⊥, donc HNutR ⊆ LTM par hypothèse d’induction.
Comme HNutR ⊆ LT1M, LT2M, on a ∅ 6= (LT1M ∪ LT2M)⊥⊥ ⊆ SNβR par hypothèse
d’induction, d’où (LT1M ∪ LT2M)⊥⊥⊥⊥ ⊆ SNβR.

En ce qui concerne l’implication (ii) ⇒ (iii), on commence par vérifier que pour tout
système de réécriture R simple satisfaisant (ii), on a LTM ∈ CRutR pour tout T ∈ Tut.

Pour ce faire, on utilise un résultat intermédiaire, qui se montre aisément en utilisant
l’adéquation et la complétude du typage dans λutR(Σ), étudiées à la section 10.2. En
l’absence de réécriture, ce résultat peut être montré de manière directe, sans passer par
un système de types4.

Lemme 10.7.6 Supposons que (λx.t)u ∈ SNβR et v[t[u/x]/y] ∈ SNβR. Alors on a
v[(λx.t)u/y] ∈ SNβR.

Preuve. Comme (λx.t)u ∈ SNβR on aussi u ∈ SNβR et t[u/x] ∈ SNβR. Par le
théorème 10.2.12 il existe des contextes Γ1 et Γ2 et des types T et U tels que Γ1 `utR
u : U et Γ2 `utR t[u/x] : T . D’autre part, toujours d’après le théorème 10.2.12, comme
v[t[u/x]/y] ∈ SNβR il existe Γ3 et V tels que Γ3 `utR v[t[u/x]/y] : V .

On en déduit qu’avec Γ =def Γ1 u Γ2 u Γ3, on a Γ `utR (λy.v)(t[u/x]) : V par le
lemme 10.2.10. D’après la proposition 10.2.7.(ii), il existe un type T ′ tel que

Γ `utR λy.v : T ′ ⇒ V et Γ `utR t[u/x] : T ′ .

4Communication personnelle de Makoto Tatsuta, 2007.
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Comme Γ `utR u : U, en appliquant le lemme 10.2.10 on a Γ `utR (λx.t)u : T ′. Il
s’en suit que Γ `utR (λy.v)((λx.t)u) : V . On a alors (λy.v)((λx.t)u) ∈ SNβR par le
théorème 10.2.6, d’où v[(λx.t)u/y] ∈ SNβR.

Remarque 10.7.7 Notons que dans le lemme 10.7.6, la substitution sans capture dans v

est essentielle. La propriété n’est en effet pas vérifiée si on remplace v par un contexte C[ ]

pouvant capturer des variables. On trouve dans [RS95] un exemple de ce fait. Rappelons
que les contextes sur Λ(Σ) sont définis en 1.2.18.

Avec

C[ ] =def (v ∈ Λ(Σ) 7→ (λy.v)ω) t =def z et u =def yy ,

on a C[t[u/x]] = (λy.z)ω ∈ SNβ et

C[(λx.t)u] = (λy.(λx.z)(yy))ω →β (λx.z)(ωω) /∈ SNβ .

On montre maintenant que les types sont interprétés par des candidats de réductibilité
lorsque R satisfait (ii).

Lemme 10.7.8 Soit R un système de réécriture simple sur Λ(Σ) tel que pour tout
v ∈ Λ(Σ) et tout f ∈ F , si f(~t) ∈ SNβR et v[r[~t/~x]/y] ∈ SNβR pour tout f(~t) 7→R r,
alors v[f(~t)/y] ∈ SNβR.

Alors on a LTM ∈ CRutR pour tout T ∈ Tut.

Preuve. On montre que A⊥⊥⊥⊥ ∈ CRutR pour tout A tel que HNutR ⊆ A⊥⊥⊥⊥ ⊆ SNβR.
Le résultat pour T ∈ Tut suit alors du lemme 10.7.5.

On vérifie que A⊥⊥⊥⊥ satisfait les clauses (CR0) et (CR1).

(CR0). Soit t ∈ A⊥⊥⊥⊥ tel que t→βR u. Alors pour tout E[ ] ∈ A⊥⊥, on a E[t]→βR E[u],
donc E[u] ∈ SNβR car E[t] ∈ SNβR. Il s’en suit que u ∈ A⊥⊥⊥⊥.

(CR1). Soit t ∈ NutR tel que (t)βR ⊆ A⊥⊥⊥⊥.
Si t ∈ HNβR, alors t ∈ A⊥⊥⊥⊥ par hypothèse. Sinon, pour tout E[ ] ∈ A⊥⊥ on doit
montrer que E[t] ∈ SNβR. On a t = h~v et il y a deux cas :
— h = (λx.u)v. Par hypothèse E[u[v/x]~v] ∈ SNβR, d’où E[(λx.u)v~v] ∈ SNβR

d’après le lemme 10.7.6.
— h = f(~f) avec f ∈ F . Dans ce cas, on a E[f(~t)~v] ∈ SNβR par hypothèse.

On peut maintenant montrer que (ii) implique (iii).

Lemme 10.7.9 Soit R un système de réécriture simple sur Λ(Σ) tel que pour tout
v ∈ Λ(Σ) et tout f ∈ F , si f(~t) ∈ SNβR et v[r[~t/~x]/y] ∈ SNβR pour tout f(~t) 7→R r,
alors v[f(~t)/y] ∈ SNβR.

Si Γ `(tE)R t : T et σ |=L_M Γ alors tσ ∈ LTM.

Preuve. Tout d’abord, par le lemme 10.7.8 on a LTM ∈ CRutR pour tout T ∈ Tut.
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On raisonne par induction sur Γ `(tE)R t : T , comme au théorème 10.2.6. La seule
différence est la cas de la règle (tE).

(tE)
Γ ` t : T1 t T2 Γ, x : T1 ` c : C Γ, x : T2 ` c : C

Γ ` c[t/x] : C

Soit σ |=L_M Γ . Par hypothèse d’induction on a tσ ∈ (LT1M ∪ LT2M)⊥⊥⊥⊥, et de plus pour
tout u ∈ LT1M ∪ LT2M et tout E[ ] ∈ LCM⊥⊥, on a E[c(σ[u/x])] ∈ SNβR.

D’autre part, par le lemme 1.2.10, on peut supposer que x /∈ FV(σ) ∪ Dom(σ). On
a donc c(σ[u/x]) = (cσ)[u/x] par la proposition 1.3.5. Il s’en suit que E[(cσ)[[ ]/x]] ∈
(LT1M ∪ LT2M)⊥⊥, donc que E[(cσ)[tσ/x]] ∈ SNβR.

De plus, (c[t/x])σ = (cσ)(σ◦ [t/x]) par le lemme 1.3.9.(ii), soit (c[t/x])σ = (cσ)[tσ/x].
Il s’en suit que E[c[t/x]σ] ∈ SNβR pour tout E[ ] ∈ LCM⊥⊥, d’où c[t/x]σ ∈ LCM.

Il reste à vérifier que (i) implique (ii). Pour cela, on utilise la proposition suivante, qui
se montre par induction sur n ∈ N.

Proposition 10.7.10 Pour tout n ≥ 0, la règle suivante est dérivable dans λ(tE)R(S) :

Γ `(tE)R t :
d

i∈{1,...,n}(Ui ⇒ T)

Γ `(tE)R λx.tx : (
⊔

i∈{1,...,n} Ui)⇒ T
(x /∈ FV(t))

Lemme 10.7.11 Supposons que les termes typables dans λ(tE)R(Σ) soient fortement
βR-normalisants. Pour tout v ∈ Λ(Σ) et tout f ∈ F , si f(~t) ∈ SNβR et v[r[~t/~x]/y] ∈
SNβR pour tout f(~t) 7→R r, alors v[f(~t)/y] ∈ SNβR.

Preuve. Soit f ∈ F et ~t tels que f(~t) ∈ SNβR et v[r[~t/~x]/y] ∈ SNβR pour tout
f(~t) 7→R r. On raisonne comme au lemme 10.7.6, en utilisant le théorème 10.2.12 et le
lemme 10.2.10 : il existe un contexte Γ , et des types V et (Ur)r∈R(f) tels que Γ `utR f(~t) :⊔

r∈R(f) Ur, et Γ `utR λy.v : Ur ⇒ V pour tout r ∈ R(f).
Comme R(f) est fini, par la proposition 10.7.10, on a Γ `(tE)R (λx.(λy.v)x)f(~t) : V ,

donc v[f(~t)/y] ∈ SNβR par hypothèse.

On en déduit le résultat principal de cette section : les biorthogonaux sur E(tE) sont
complets vis-à-vis de la normalisation forte dans λ(tE)R(Σ).

Théorème 10.7.12 Soit R un système de réécriture simple sur Λ(Σ). Les trois points
suivants sont équivalents :

(i) Si Γ `(tE)R t : T alors t ∈ SNβR.

(ii) Pour tout v ∈ Λ(Σ) et tout f ∈ F , si f(~t) ∈ SNβR et v[r[~t/~x]/y] ∈ SNβR pour
tout f(~t) 7→R r, alors v[f(~t)/y] ∈ SNβR.

(iii) L’interprétation L_M est adéquate pour λ(tE)R(Σ) :(
Γ `(tE)R t : T ∧ σ |=L_M Γ

)
=⇒ tσ ∈ LTM .

Preuve. On a (i)⇒ (ii) par le lemme 10.7.11, (ii)⇒ (iii) par le lemme 10.7.9 et (iii)⇒ (i)
par le lemme 10.7.5.
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Chapitre 11

Types contraints pour la normalisation
forte

Dans ce chapitre, nous présentons un critère de normalisation forte pour la réécriture
conditionnelle combinée au λ-calcul. Ce critère repose sur les types inductifs et utilise
un système de types contraints. C’est à notre connaissance la seule méthode générale
qui permette, avec la réécriture conditionnelle, de prendre en compte dans l’argument
de terminaison des informations issues de la satisfaction des conditions des règles de
réécriture.

Nous commençons à la section 11.1 par introduire le calcul sur lequel nous travaillons.
Celui-ci consiste en la combinaison de la réécriture conditionnelle normale au λ-calcul
simplement typé avec produits. Nous utilisons de plus les booléens non curryfiés, tels que
présentés à l’exemple 3.1.3, ainsi que la construction let x = t in u.

Ensuite, nous présentons à la section 11.2 quelques notions importantes sur les types
inductifs. Cela nous permet de passer rapidement en revue deux critères de terminaison
pour la réécriture dans le λ-calcul basés sur les types inductifs : le schéma général à la
section 11.2.3.(a), et les types annotés à la section 11.2.3.(b). Par rapport au schéma
général, les types annotés permettent de formuler un critère plus fin et moins sensible à
la syntaxe. En particulier, ils permettent de montrer la normalisation forte de systèmes
de réécriture non simplement terminants (voir par exemple [Ohl02] pour des précisions
sur cette notion).

Les types contraints, que nous présentons à la section 11.3, sont un enrichissement
des types annotés : les annotations de types peuvent être gardées par des contraintes
de l’arithmétique de Presburger avec booléens, et les variables de taille peuvent être
quantifiées universellement ou existentiellement. Par exemple, on peut exprimer le fait
que la fonction pivot définie à l’exemple 9.1.32 renvoie une paire de listes dont la somme
des tailles est égale à la taille de la liste qui lui est passée en argument. Cela permet de
montrer que certaines implantations du tri QuickSort utilisant pivot préservent la taille
de la liste à trier. De plus, en utilisant la réécriture conditionnelle, les types contraints
permettent de formuler la terminaison de la fonction 91 de McCarthy, ce qui ne peut être
fait, dans le cadre de la réécriture, avec les types annotés de [Bla04].

Intuitivement, notre système de types contraints peut être vu comme une version
implicite du système de types dépendants pour ML développé par Xi [Xi98]. Pour la
vérification du typage, au lieu d’utiliser un mécanisme d’élaboration comme le fait Xi,
nous définissons à la section 11.3.3 un algorithme de vérification du typage qui fonctionne
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par génération de contraintes.
Nous passons ensuite aux problèmes de normalisation forte. Les contraintes existen-

tielles sont interprétées par des unions d’ensembles de réductibilité. Or nous avons vu
au chapitre 10 qu’il existe des systèmes de réécriture confluents qui n’admettent pas de
famille de réductibilité stable par union. Nous traitons cette question à la section 11.4.1,
et nous adoptons la solution de limiter la forme du type de sortie des symboles définis par
des règles de réécriture. Nous définissons une interprétation qui mélange les ensembles
saturés et les candidats de réductibilité, et nous montrons à la section 11.4.2 qu’elle
est adéquate pour le système de types contraint lorsque les symboles appartiennent à
l’interprétation de leur type.

D’autre part, la sémantique naturelle pour nos types contraints est d’utiliser des inter-
prétations « singletons » pour les types inductifs. C’est aussi ce qui est fait dans [Xi02]
pour le langage ML. Cependant, avec la réécriture, la définition d’une interprétation
singleton est plus délicate. Nous présentons notre solution à la section 11.4.3.

Enfin, la section 11.4.4 est dévolue à la définition de notre critère de terminaison et à
la preuve de sa correction. De plus, nous détaillons son application à la fonction pivot et
à la fonction 91 de McCarthy.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont été publiés dans [BR06].

11.1 Réécriture conditionnelle avec produits et booléens

Nous commençons par introduire le calcul sur lequel nous travaillons. Celui-ci consiste
en la combinaison de réécriture conditionnelle normale au λ-calcul simplement typé
avec produits. Nous utilisons de plus les booléens non curryfiés, tels que présentés à
l’exemple 3.1.3, ainsi que la construction let x = t in u.

Rappelons que les booléens présentés à l’exemple 3.1.3 sont construits par les symboles
true et false. De plus, ils sont éliminés par le symbole non curryfié ite(_, _, _) défini par
les règles :

ite(true, x, y) 7→ite x et ite(false, x, y) 7→ite y .

Enfin, ΣBool est la signature {true, false, ite(_, _, _)}, et si B0 est un ensemble de types
de base, alors on pose B0Bool =def B0 ] {Bool}.

On considère une signature curryfiée Σ0, et un ensemble R de règles de réécriture
conditionnelles sur Σ0 ] ΣBool de la forme

d1 = c1 ∧ . . . ∧ dn = cn ⊃ f l1 . . . lk 7→R r

où f ∈ Σ0 et ci ∈ {true, false} pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Rappelons que les notions de
règle de réécriture conditionnelle et de relation de réécriture conditionnelle sont défi-
nies à la section 4.1. On considère la réécriture conditionnelle normale (voir aussi la
remarque 11.1.3).

Soit B0 un ensemble de types de base. On suppose donné τ tel que la signature (Σ0, τ)

soit typée dans T⇒×(B0Bool) et basée sur les produits, au sens de la définition 9.1.31. Le
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type des symboles f ∈ Σ0 est donc de la forme

τ(f) = T1 ⇒ · · ·⇒ Tn ⇒ Hf ,

où n est l’arité applicative de f, notée af , et où Hf est un type sur la grammaire

T,U ∈ T×(B0Bool) ::= B | T ×U ,

avec B ∈ B0Bool.
Enfin, on ajoute aux termes la construction let x = t in u dans laquelle la variable x

est liée dans u. Elle est éliminée par la règle de réduction suivante :

let x = t in u 7→let u[t/x] .

Le terme let x = t in u peut être vu comme du sucre syntaxique pour (λx.u)t, mais dans
le système que nous allons présenter il est utile de le considérer comme une construction
distincte. Nous ne détaillons pas la relation d’α-conversion qui lui correspond.

Définition 11.1.1 Soit un ensemble de types de bases B0 et (Σ0, τ) une signature basée
sur les produits dans T⇒×(B0Bool).

(i) On désigne par λS(B0, Σ0, τ) le système dont
— les termes sont ceux générés par la grammaire suivante :

t, u, v ∈ ΛS(Σ0) ::= x | f
| λx.t | t u

| (t, u) | π1 t | π2 t

| true | false | ite(t, u, v)

| let x = t in u ,

où f ∈ Σ0 et x ∈ X ,
— les types sont les éléments de T⇒×(B0Bool),
— la relation de typage, notée Γ `S t : T , est celle de λ⇒×(B0Bool, Σ0, τ) à laquelle

on ajoute les règles suivantes :

(let)
Γ ` t : T Γ, x : T ` u : U

Γ ` let x = t in u : U

(Bool)
Γ ` b : Bool Γ ` t1 : T Γ ` t2 : T

Γ ` ite(b, t1, t2) : T
(T ∈ T×(B0Bool))

— la relation de réduction est

7→S =def 7→β ∪ 7→π ∪ 7→ite ∪ 7→let .

(ii) Soit R un système de réécriture conditionnelle sur ΛS(Σ0) dont les règles sont de
la forme

d1 = c1 ∧ . . . ∧ dn = cn ⊃ f l1 . . . lk 7→R r
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où f ∈ Σ0 avec
τ(f) = T1 ⇒ · · ·⇒ Tk ⇒ H ,

et ci ∈ {true, false} pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Alors R est typable dans λS(B0, Σ0, τ)

s’il existe un contexte Γ tel que

Γ `S l1 : T1 . . . Γ `S lk : Tk , Γ `S r : H et Γ `S ~d : Bool .

Si R est typable dans λS(B0, Σ0, τ) alors on définit la relation de réécriture →SR
comme étant l’union de →S et de la relation →R de réécriture S-conditionnelle par
joignabilité issue de R.

(iii) Étant donné un système de réécriture conditionnelle R typable dans λS(B0, Σ0, τ),
on désigne par λSR(B0, Σ0, τ) le système identique à λS(B0, Σ0, τ), sauf pour la
relation de réduction qui est →SR.

Rappelons que les relations de réécriture conditionnelle sont définies en 4.1.5.

Remarque 11.1.2 La règle de typage (Bool) correspond, au sens de la définition 3.6.1,
au typage suivant pour le symbole ite(_, _, _) :

τ(ite) = T ∈ T×(B0Bool) 7→ (Bool, T, T, T) .

Remarque 11.1.3 La forme des règles de réécriture R impose que true et false sont
en forme SR-normale. La relation de réécriture SR est donc une relation de réécriture
conditionnelle normale au sens de la définition 4.1.8.

De plus, nous supposerons aux sections 11.4.3 et 11.4.4 la confluence de →SR. Cette
propriété nous sera utile pour la correction de notre interprétation « singleton » des types
inductifs (définie à la section 11.4.3).

Exemple 11.1.4 On considère des entiers curryfiés tels que présentés à l’exemple 3.1.13.
Il sont donc construits avec les symboles 0 et S typés de la manière suivante :

τNat(0) = Nat et τNat(S) = Nat⇒ Nat .

Présentons quelques fonctions sur les entiers. On commence par l’addition entière, qui
peut être définie par les règles suivantes :

plus x 0 7→plus x

plus x (S y) 7→plus plus (S x) y .

Le système de réécriture suivant définit la version curryfiée de la soustraction entière
présentée à l’exemple 3.1.11 :

minus x 0 7→minus x

minus 0 y 7→minus 0

minus (S x) (S y) 7→minus minus x y .

242



11.1 Réécriture conditionnelle avec produits et booléens

Les symboles plus et minus ont tous deux pour type Nat ⇒ Nat ⇒ Nat. Enfin, voici une
version curryfiée de la fonction « strictement supérieur à » présentée à l’exemple 3.1.11 :

> 0 y 7→> false ,

> (S x) 0 7→> true ,

> (S x) (S y) 7→> > x y .

Le symbole > a pour type Nat⇒ Nat⇒ Bool.

Exemple 11.1.5 Le système de réécriture suivant définit la division entière :

div 0 y 7→div 0

div (S x) (S y) 7→div S (div (minus x (S y)) (S y)) .

Le symbole div a pour type Nat⇒ Nat⇒ Nat.

Exemple 11.1.6 Les listes curryfiées, telles que présentées à l’exemple 3.1.13, sont
définies par les constructeurs nil et cons. On considère des listes d’entiers, qui peuvent
être typées de la manière suivante :

τList(nil) = List et τList(cons) = Nat⇒ List⇒ List .

Exemple 11.1.7 Considérons le symbole pivot présenté à l’exemple 9.1.32, de type
Nat ⇒ List ⇒ List × List. Il définit, par deux règles de réécriture, une fonction utilisée
dans certaines implantations du tri QuickSort. La première règle est

pivot x nil 7→pivot (nil, nil) ,

et la seconde est

pivot x (cons y l) 7→pivot ite(> y x, (π1 (pivot x l), cons y (π2 (pivot x l))),

(cons y (π1 (pivot x l)), π2 (pivot x l)))
(11.1)

On peut aussi l’écrire en utilisant un let pour partager les occurrences de pivot x l dans
le membre droit :

pivot x (cons y l) 7→pivot let z = (pivot x l) in
ite(> y x, (π1 z, cons y (π2 z)),

(cons y (π1 z), π2 z))

(11.2)

Exemple 11.1.8 La fonction 91 de McCarthy, de type Nat ⇒ Nat, est définie par les
règles suivantes :

> x 100 = true ⊃ f x 7→91 minus x 10 ,

> x 100 = false ⊃ f x 7→91 f (f (plus x 11)) ,

où, pour tout n ∈ N, le terme Sn0 est représenté par n. On a f n →+
91 minus n 10 si

n > 100 et f n→+
91 91 sinon.
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11.2 Terminaison avec types inductifs

Dans cette section nous rappelons quelques notions sur les types inductifs, qui sont un
des éléments centraux des critères de terminaison proposés dans [BJO02, Abe04, BR06].

Les types inductifs sont des types de données construits par induction. Ils sont très
intéressants vis-à-vis de la terminaison car ils permettent de formuler le fait que les règles
de réécriture calculent par récursion sur des structures de données inductives.

D’autres approches existent pour la normalisation forte de la réécriture combinée au λ-
calcul. Les travaux précurseurs à ce sujet sont [JO91, JO97], citons aussi [Pol93, Pol96].
Une lignée importante de travaux concerne l’adaptation à l’ordre supérieur de l’ordre
récursif sur les chemins [JR99, JR07]. Certains de ces travaux ont été adaptés au calcul
des constructions [WC03a, WC03b]. Plus récemment, dans [Bla06b, BJR07], l’ordre ré-
cursif sur les chemins d’ordre supérieur a été comparé au schéma général, évoqué à la
section 11.2.3.(a). Citons enfin une adaptation des paires de dépendances à la réécriture
combinée au λ-calcul simplement typé [Bla06a, KS07].

Avant de présenter les types inductifs, on commence par rappeler ce que l’on a vu à
la section 9.1.4 sur la normalisation forte de la réécriture dans le λ-calcul typé. Consi-
dérons un système non conditionnel R typé dans λ⇒×(B0, Σ0, τ). La condition suffisante
donnée au lemme 9.1.35 pour la normalisation forte de →βπR sur les termes typables
de λ⇒×(B0, Σ0, τ) est la suivante. Comme R est typé dans λ⇒×(B0, Σ0, τ), ses membres
gauches sont de la forme fl1 . . . lk avec

τ(f) = T1 ⇒ · · ·⇒ Tk ⇒ H et k ≤ af .

Nous supposons que la relation →βπR est finiment branchante et que l’interprétation
(CRβπR, J_K) est telle que J_×_K = _×_.

D’après le lemme 9.1.35, si pour toute règle fl1 . . . lk 7→R r avec

τ(f) = T1 ⇒ · · ·⇒ Tk ⇒ H ,

et pour toute substitution σ, on a

(∀i ∈ {1, . . . , k}. liσ ∈ JTiK) =⇒ rσ ∈ JHK , (11.3)

alors λ⇒×(B0, Σ0, τ) est fortement βπR-normalisant.

11.2.1 Une présentation informelle

Avant d’aborder les constructions formelles, nous essayons d’en donner une intuition
en nous basant sur l’exemple du système T de Gödel présenté à la section 3.7.2.

Remarque 11.2.1 Dans ce qui suit, nous avons volontairement laissé de côté les notions
de réductibilité utilisées dans l’interprétation des types inductifs.

Rappelons le type des constructeurs 0 et S des entiers curryfiés, tels que présentés à
l’exemple 11.1.4 :

τ(0) = Nat et τ(S) = Nat⇒ Nat .
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Ces types suggèrent d’interpréter Nat en utilisant une famille d’ensembles (JNatKn)n∈N
tels que chaque JNatKn contiennent, intuitivement, « les entiers de taille au plus n »,
c’est-à-dire les termes de la forme Sm 0 pour m ≤ n. Les JNatKn peuvent donc être
définis par induction sur n comme suit : 0 ∈ JNatK0, et pour tout n ≥ 0, si t ∈ JNatKn

alors St ∈ JNatKn+1. On peut alors poser JNatK =def
⋃

n∈NatJNatKn.
Considérons un ensemble B0 de types de base qui contient Nat. À la section 3.7.2, nous

avons présenté le récurseur rec par des règles de réécriture qui, pour tout T ∈ T⇒(B0)

peuvent être typées de la manière suivante :

x : T, y : T ⇒ Nat⇒ T `Nat rec x y 0 7→rec x : T

z : Nat, x : T, y : T ⇒ Nat⇒ T `Nat rec x y (S z) 7→rec y (rec x y z) z : T

Remarque 11.2.2 Ces règles supposent que pour tout T ∈ T⇒(B0), on ait rec : T ⇒
(T ⇒ Nat ⇒ T) ⇒ Nat ⇒ T . Comme cela ne correspond pas à notre hypothèse que les
symboles ont un type simple unique, nous considérons en fait une famille de symboles
(recT )T∈T⇒(B0), et nous désignons toujours recT par rec.

Nous allons voir comment raisonner sur ces règles en utilisant une induction sur la
construction de l’interprétation de Nat. Considérons un terme rec u v t avec u ∈ JTK,
v ∈ JTK ⇒ JNatK ⇒ JTK et t ∈ JNatK. On va montrer par induction sur n ∈ N que si
t ∈ JNatKn, alors rec u v t ∈ JTK. D’après (11.3), il faut vérifier que si rec u v t 7→rec r,
alors r ∈ JTK. Rappelons que nous avons supposé que JNatKn ne contient que « des entiers
de taille au plus n ».
Cas de base n = 0. On a alors t = 0 et la seule règle qui peut s’appliquer à rec u v t est

la première règle, et on a u ∈ JTK par hypothèse.
Cas d’induction. Supposons que rec u v t ∈ JTK, avec t ∈ JNatKn, et montrons que

rec u v (S t) ∈ JTK. La règle qui s’applique à notre terme est la second règle. Or,
comme rec u v t ∈ JTK par hypothèse d’induction, on a bien v (rec u v t) t ∈ JTK.

Nous allons maintenant donner un cadre formel à ce raisonnement.

11.2.2 Types inductifs

Un type avec constructeurs est la donnée d’un type de base C et de symboles c1, . . . , cn,
appelés constructeurs, et dont le type est de la forme

T1 ⇒ · · ·⇒ Tmi
⇒ C pour tout i ∈ {1, . . . , n} .

Un type inductif est un type avec constructeurs (C, c1, . . . , cn) tel que les occurrences de
C dans le type des arguments de ses constructeurs vérifient une condition de positivité,
identifiée par Mendler [Men87]. Cette condition permet de définir l’interprétation de C
comme étant le plus petit point fixe d’une fonction monotone. Ceci permet de voir les
types inductifs comme étant des types de données construits par induction.

Par simplicité on se restreint aux types inductifs construits sur T⇒(B0). Rappelons
que comme les types de T⇒(B0) sont des termes de Ter(B0 ∪ {_ ⇒ _}), les notions de
positions et d’occurrences pour T ∈ T⇒(B0) sont définies en 1.1.12. De plus, les positions
dans les types T ∈ T⇒(B0) sont des mots sur {1, 2}.
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Définition 11.2.3 (Positions positives et négatives) Soit T ∈ T⇒(B0). Une position
p ∈ Pos(T) est positive si elle contient un nombre pair de 1 et négative sinon.

Exemple 11.2.4 Dans les types suivants, les occurrences de B sont positives et celles
de A sont négatives :

B A⇒ B (B⇒ A)⇒ B .

Définition 11.2.5 (Types inductifs) Soit un ensemble de types de base B0 et une
signature (Σ0, τ) typée sur T⇒×(B0).

(i) Un type avec constructeurs sur (B0, Σ0, τ) est un tuple C = (C, c1, . . . , cn) où C ∈ B0

et ci ∈ Σ0 avec τ(ci) = T1 ⇒ · · ·⇒ Tmi
⇒ C ∈ T⇒(B0) pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

(ii) Étant donnés C et D deux types avec constructeurs sur (B0, Σ0, τ), on dit que C

précède D dans (B0, Σ0, τ), notation C ≤(B0,Σ0,τ) D, si C apparaît dans le type d’un
des constructeurs de D.

(iii) Un type avec constructeurs C = (C, c1, . . . , cn) sur (B0, Σ0, τ) est un type pré-
inductif sur (B0, Σ0, τ) si pour tout i ∈ {1, . . . , n}, τ(ci) = T1 ⇒ · · ·⇒ Tmi

⇒ C est
tel que pour tout j ∈ {1, . . . ,mi}, pour tout D ≥(B0,Σ0,τ) C, toutes les occurrences
de D dans Tj sont à des positions positives.

(iv) Un type inductif sur (B0, Σ0, τ) est un type pré-inductif C sur (B0, Σ0, τ) tel que la
relation <(B0,Σ0,τ) est bien fondée sur {D | D ≤(B0,Σ0,τ) C}.

Si C est une classe d’équivalence pour '(B0,Σ0,τ), alors on désigne par ≤C
(B0,Σ0,τ) (resp.

par <C
(B0,Σ0,τ)) l’ensemble des D tels que D ≤(B0,Σ0,τ) C (resp. D <(B0,Σ0,τ) C) pour

tout C ∈ C.

Lorsque le contexte le permet, on parle de « type inductif sur B0 » au lieu de « type
inductif sur (B0, Σ0, τ) », et on désigne ≤(B0,Σ0,τ) par ≤B0

. On utilisera toujours C pour
dénoter à la fois le type avec constructeur C = (C, c1, . . . , cn) et l’ensemble {c1, . . . , cn}.

Notons que si C apparaît dans le type des arguments d’un de ses constructeurs, alors
on a C ≤B0

C, mais que, en général, la relation ≤B0
n’est pas nécessairement réflexive.

D’autre part, dans le cas 11.2.5.(iii), si D ≥B0
C apparaît dans le type d’un argument

d’un des constructeurs de C, alors on a C 'B0
D.

Exemple 11.2.6 Voici quelques types inductifs :
(i) le type Bool des booléens, avec pour constructeurs

true : Bool et false : Bool ,

(ii) le type Nat entiers, avec pour constructeurs

0 : Nat et S : Nat⇒ Nat ,

(iii) le type List des listes d’entiers, avec pour constructeurs

nil : List et cons : Nat⇒ List⇒ List ,
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(iv) le type Ord des ordinaux de Brouwer, avec pour constructeurs

0 : Ord S : Ord⇒ Ord et lim : (Nat⇒ Ord)⇒ Ord ,

(v) le type Cont représentant des continuations sur les entiers, avec pour constructeurs

D : Cont et C : ((Cont⇒ Nat)⇒ Nat)⇒ Cont .

Notons que l’on a Nat <{Nat,List,Ord,Cont} List, Ord, Cont.

Exemple 11.2.7 Le type D, avec pour constructeur

c : (D⇒ U)⇒ D

n’est pas inductif. En effet, D a une occurrence négative dans D⇒ U.

Définition 11.2.8 Étant donné un ensemble de types de base B0, une signature (Σ0, τ)

typée sur T⇒×(B0) et un ensemble C(B0, Σ0, τ) de types inductifs sur (B0, Σ0, τ), on pose
F(B0, Σ0, τ) =def Σ0 \ C(B0, Σ0, τ)

Lorsque le contexte le permet, on désigne C(B0, Σ0, τ) par C et F(C0, Σ0, τ) par F . De
plus, on écrit indifféremment c ∈ C ou c ∈ C pour dire que c est un constructeur d’un
type inductif C ∈ C.

Avec les types inductifs, on peut considérer des systèmes de réécriture ayant une forme
particulière, correspondant à l’idée que les fonctions définies par réécriture calculent par
récursion sur des types inductifs.

Définition 11.2.9 (Système de réécriture avec constructeurs inductifs) Soit un
ensemble de types de base B0, une signature (Σ0, τ) typée sur T⇒×(B0) et un ensemble
C(B0, Σ0, τ) de types inductifs sur (B0, Σ0, τ). Un système de réécriture (conditionnel) R
sur Λ(Σ0) est un système de réécriture à constructeurs inductifs sur C(B0, Σ0, τ) si les
membres gauches l de R sont des termes sur la grammaire suivante :

l ::= f p1 . . . pn

avec p ::= x | c p1 . . . pm

où x ∈ X , f ∈ F(B0, Σ0, τ), c ∈ C(B0, Σ0, τ), n ≤ af et m = ac.

Exemple 11.2.10 Tous les systèmes de réécriture présentés aux exemples de la sec-
tion 11.1 sont des systèmes avec constructeurs inductifs. C’est aussi le cas du système
7→rec présenté à la section 11.2.1.

Exemple 11.2.11 (Non terminaison avec types non inductifs) La condition de
positivité des types inductifs est très importante [Men87]. C’est elle qui permet de parler
de calcul par récursion bien fondée sur un type inductif. Ainsi, certains types non inductifs
interdisent toute forme de récursion bien fondée, comme c’est le cas avec le type D
présenté à l’exemple 11.2.7, dont le constructeur est

c : (D⇒ U)⇒ D .
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En utilisant D, on peut facilement typer un système de réécriture non récursif et non
normalisant (voir [Men87]). Considérons le symbole p : D⇒ D⇒ U défini par la règle

p (c x) 7→D x .

En posant ωD =def λx.pxx : D⇒ U, on a ωD (c ωD) : U et

ωD (c ωD) →β p (c ωD) (c ωD) →D ωD (c ωD) /∈ SNβD .

11.2.3 Critères de terminaison

Nous allons maintenant esquisser la façon dont on peut construire un critère de ter-
minaison pour la réécriture avec types inductifs. On se place pour le moment dans le
système λ⇒×(B0, Σ0, τ).

On repart de ce que l’on a vu au début de la section. Nous pouvons aller un peu plus
loin et décrire la méthode utilisée dans [BJO02, Bla07] pour obtenir la propriété (11.3).
Posons l =def fl1 . . . lk et supposons qu’il existe un contexte Γ tel que Dom(Γ) = FV(l)

et que
Γ ` l1 : T1 . . . Γ ` lk : Tk et Γ ` r : H .

On peut essayer d’obtenir (11.3) en procédant en deux temps. Soit une substitution σ

telle que liσ ∈ JTiK pour tout i ∈ {1, . . . , k}.
(i) La première étape est d’obtenir la calculabilité des variables instantiées de l, c’est-

à-dire d’avoir une substitution σ telle que σ |= Γ . Cette propriété est assurée par la
condition d’accessibilité [BJO02].

(ii) La seconde étape est d’obtenir rσ ∈ JHK. Comme on a Γ ` r : H et σ |= Γ , on peut
utiliser le lemme d’adéquation 9.2.7. Pour cela, il faut que pour toute occurrence
d’un terme g~u dans r, g~uσ appartienne à l’interprétation du type de g~u. C’est pour
cela qu’a été introduite la notion de fermeture calculable [BJO02].

On se concentre sur la fermeture calculable. Comme nous l’avons vu, elle doit spécifier
quels termes de la forme g~u peuvent apparaître dans le membre droit d’une règle dont le
membre gauche est f~l. Pour aboutir à une relation fortement normalisante, il faut qu’il y
ait une forme de décroissance entre f~l et g~u. Pour ce faire, nous comparons les arguments
des termes g~u et f~l.

Essayons maintenant de voir comment utiliser les types inductifs pour effectuer cette
comparaison. L’idée est de définir une interprétation de ces types en utilisant une induc-
tion sur les ordinaux dénombrables a ∈ O (voir la section 9.3.4).

Soit un ensemble de types de base B0, une signature (Σ0, τ) typée sur T⇒×(B0) et un
ensemble C de types inductifs sur (B0, Σ0, τ) tels que tout C ∈ B0 est un type inductif.
Pour chaque classe d’équivalence C de 'B0

, on définit l’interprétation JCK(a) de C ∈ C

par induction sur l’ordinal dénombrable a ∈ O comme suit.
On raisonne par induction sur <B0

. Soit C une classe d’équivalence pour 'B0
et sup-

posons définie
JDK =

⋃
a∈O

JDK(a) (11.4)
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pour tout D ∈ <C
B0

. Étant donné C ∈ C, l’interprétation JCK(a + 1) est définie de telle
sorte que pour tout c ∈ C de type

τ(c) = T1 ⇒ · · ·⇒ Tn ⇒ C ,

et tous termes t1, . . . , tn, on ait

c t1 . . . tn ∈ JCK(a + 1) si et seulement si ∀i ∈ {1, . . . , n}. ti ∈ JTiKC(a) , (11.5)

où JTiKC(a) est l’interprétation de Ti dans laquelle les D ∈ C sont interprétés par JDK(a).
Notons que la condition de positivité des types inductifs implique qu’on ait D ≤B0

C
pour tout D ∈ B0 apparaissant dans Ti, et de plus que toute occurrence d’un D ∈ C dans
Ti soit à une position positive. D’après la proposition 10.2.4, ceci implique la monotonicité
de la fonction JTiKC(_).

Étant donnée une classe d’équivalence C pour 'B0
, un type T tel que tout D ∈ B0

apparaissant dans T soit dans ≤C
B0

, et un terme t, on définit oC,T (t) comme étant le plus
petit ordinal a ∈ O tel que t ∈ JTKC(a).

Remarque 11.2.12 La définition de JDK donnée en (11.4) fait intervenir une union. Or
on a vu au chapitre 10 que l’union est problématique pour les familles de réductibilité.

En fait, dans le cas de (11.4) il n’y a pas de problèmes car c’est une union cumulative :
on a JDK(a) ⊆ JDK(b) pour tous a, b ∈ O tels que a ≤ b.

Ainsi, concernant la propriété (11.5), étant donnés a, b ∈ O avec a + 1 ≤ b, on a
c t1 . . . tn ∈ JCK(b) si ti ∈ JTiKC(a) pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

Évoquons maintenant deux critères de terminaison s’appuyant sur les types inductifs.

11.2.3.(a) Schéma général

Tout d’abord, abordons le critère introduit dans [JO91] puis développé dans [BJO02].
On suppose que les types inductifs C ∈ B0 sont strictement positifs, c’est-à-dire tels que
dans le type

τ(c) = T1 ⇒ · · ·⇒ Tn ⇒ C ,

d’un c ∈ C, où, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, Ti est un type de la forme

U1 ⇒ · · ·⇒ Um ⇒ B ,

alors, pour tout j ∈ {1, . . . ,m}, aucun D 'B0
C n’apparaît dans Ui

j. Par exemple, les
types inductifs Bool, Nat et Ord de l’exemple 11.2.6 sont strictement positifs.

Dans ce cas, par la propriété (11.5) on a

oC(c t1 . . . tn) > oC(ti u1 . . . um)

si
(Ti = U1 ⇒ · · ·⇒ Um ⇒ C et ∀j ∈ {1, . . . ,m}. uj ∈ JUjK) .

(11.6)

Le critère de terminaison proposé dans [BJO02] est une condition syntaxique reposant
sur (11.6). Il permet par exemple de montrer, pour les termes typés de λ⇒(B0, Σ0, τ),
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la normalisation forte de la β-réduction combinée aux relations de réécriture issues du
système 7→rec de la section 11.2.1, et des systèmes 7→minus, 7→plus et 7→> de la section 11.1.

Par contre, il ne peut pas prendre en compte le système 7→div de l’exemple 11.1.5. Ceci
est dû au fait que la règle

div (S x) (S y) 7→div S (div (minus x (S y)) (S y)) (11.7)

en fait un système non simplement terminant.

11.2.3.(b) Terminaison avec types annotés

Nous allons maintenant présenter un critère de terminaison prenant en compte la
règle (11.7). Remarquons que les règles de réduction de 7→minus suggèrent que pour tous
t, u ∈ JNatK, on ait

oNat(S t) > oNat(minus t (S u)) .

Les types annotés permettent d’internaliser cette information dans le système de types.
L’idée est d’annoter les types inductifs C par des expressions de taille définies par la
grammaire suivante :

a ∈ S ::= α | 0 | a + 1 | ∞ ,

où α appartient à un ensemble infini dénombrables de variables Vs. On a aboutit à la
syntaxe suivante pour les types annotés :

T,U ∈ T⇒×S(B0) ::= Ca | C | U⇒ T | T ×U ,

où C ∈ B0 et a ∈ S. L’interprétation des types est alors définie en utilisant des assigne-
ments µ : Vs→ O, et en posant JCaKµ =def JCK(µ(a)).

Cette idée a été initiée dans [HPS96], puis développée dans [BFG+04, BGP05, Abe03,
Abe04, Abe06] dans le cas du λ-calcul avec point fixes. Elle a été étendue au calcul des
constructions avec réécriture [Bla04, Bla05a], et au calcul des constructions avec fonctions
définies par point fixes [BGP06].

Pour utiliser les types annotés dans un critère de terminaison, on associe aux symboles
f ∈ Σ0 un type annoté τS(f) ∈ T⇒×S(B0), et on montre qu’ils en respectent les annota-
tions. Considérons par exemple le type des constructeurs de Nat et du symbole minus de
l’exemple 11.1.4 :

0 : Nat0 S : Natα ⇒ Natα+1 minus : Natα ⇒ Nat⇒ Natα .

Le règles de typage des types annotés sont les mêmes que celles de λ⇒(B0, Σ, τ). En
ce qui concerne les symboles f ∈ Σ0, on s’autorise n’importe quelle instantiation des
variables de taille de τS(f) par des expressions de taille a ∈ S.

Par exemple, en dénotant par Γ `S t : T les dérivations de typage avec types annotés
on obtient :

x : Natα `S S x : Natα+1 et x : Natα, y : Nat `S minus x y : Natα .
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On peut dans ce système montrer la normalisation forte de 7→minus (voir [Bla04]). Le
symbole div a le type suivant :

τS(div) =def Natα ⇒ Nat⇒ Natα .

On peut alors typer la règle (11.7) de la manière suivante :

x : Natα, y : Nat `S div (S x) (S y) : Natα+1

et x : Natα, y : Nat `S S (div (minus x (S y)) (S y)) : Natα+1 .

L’argument de terminaison pour cette règle est que dans le membre gauche, le symbole
div est utilisé avec le type Natα+1 ⇒ Nat ⇒ Natα+1, alors que dans le membre droit
il est utilisé avec le type Natα ⇒ Nat ⇒ Natα. Il y a donc une décroissance dans les
annotations des types des arguments de div.

Cette formulation de l’argument de terminaison dans les types des arguments des sym-
boles est très flexible. Elle permet par exemple de ne pas se limiter aux types strictement
positifs, comme c’était le cas à la section 11.2.3.(a).

Un exemple de type positif mais non strictement positif est le type Cont des continua-
tions défini à l’exemple 11.2.6. Rappelons qu’il a un constructeur C de type

τ(C) = ((Cont⇒ Nat)⇒ Nat)⇒ Cont .

Les types annotés permettent de prendre en compte la règle suivante, définissant le
symbole e : Cont⇒ Nat :

e (C x) 7→e x e .

La particularité de cette règle est que e apparaît dans le membre droit sans que lui soient
appliqués d’arguments. Le symbole e et le type Cont sont utilisés dans [Mat00] écrire un
algorithme de parcours en largeur d’arbres binaires. Avec les types annotés

τS(C) =def ((Contα)⇒ Nat)⇒ Nat)⇒ Contα+1 et τS(e) =def Contα ⇒ Nat ,

on a
x : (Contα ⇒ Nat)⇒ Nat `S e (C x) : Nat

et x : (Contα ⇒ Nat)⇒ Nat `S x e : Nat .

L’argument de terminaison est que e est utilisé avec le type Contα+1 ⇒ Nat dans le
membre gauche et avec le type Contα ⇒ Nat dans le membre droit.

Considérons maintenant le cas du symbole pivot, défini à l’exemple 11.1.7. On se
concentre sur la règle (11.1) :

pivot x (cons y l) 7→pivot ite(> y x, (π1 (pivot x l), cons y (π2 (pivot x l))),

(cons y (π1 (pivot x l)), π2 (pivot x l)))

Rappelons que le symbole pivot a pour type

τ(pivot) = Nat⇒ List⇒ List× List .
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Pour montrer la normalisation forte de 7→pivot, on peut lui donner le type annoté

τS(pivot) =def Nat⇒ Listα ⇒ Listα × Listα .

Ceci est suffisant pour montrer que le tri QuickSort utilisant pivot est fortement norma-
lisant. Cependant, ce type ne reflète pas le fait que la fonction définie par 7→pivot découpe
la liste qui lui est passée en argument en deux listes, la taille de la liste en entrée étant la
somme des tailles des listes en sortie. Or, cet argument est nécessaire pour montrer que
QuickSort préserve la taille de la liste à trier.

11.2.3.(c) Des types annotés aux types contraints

Nous allons maintenant voir comment affiner les types annotés pour pouvoir prendre
en compte le système 7→pivot de manière plus satisfaisante.

On veut exprimer le fait que pivot x l renvoie une paire de listes dont la somme des
tailles est égale à la taille de l. Cela revient à dire que

pivot : Nat⇒ Listα ⇒ Listβ1 × Listβ2 avec α = β1 + β2 ,

ce qui peut être formulé de la manière suivante :

pivot : Nat⇒ ∀α. Listα ⇒ ∃β1β2 (α = β1 + β2). Listβ1 × Listβ2 . (11.8)

Remarque 11.2.13 Notons que le type donné en (11.8) pour pivot n’est réellement
représentatif du comportement de 7→pivot que si Listα représente les listes de taille exac-
tement α, au lieu de représenter les listes de taille au plus α, comme c’est le cas avec les
types annotés de la section 11.2.3.(b) (voir la remarque 11.2.12).

Ainsi, on s’intéresse à des types contraints.

11.3 Un système de types contraints

Cette section est consacrée à la présentation d’un système de types contraints. Avant
d’entrer dans les détails, nous tentons d’en expliquer de manière informelle quelques
points importants.

Supposons que nous disposons d’un ensemble de formules Φ. On considère des types
annotés dont les annotations peuvent être gardées par des formules P ∈ Φ, et dont
les variables de taille peuvent être quantifiées universellement et existentiellement. On
considère donc des types qui peuvent être de la forme

∀αP.T ainsi que ∃αP.T .

La sémantique naturelle pour ces contraintes est de les interpréter respectivement par
des intersections et par des unions :

J∀αP.TKµ =
⋂

a∈{a | µ[a/α]|=P}JTKµ[a/α] ,

J∃αP.TKµ =
⋃

a∈{a | µ[a/α]|=P}JTKµ[a/α] .
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De plus, ces types sont interprétés comme des singletons : par exemple JNatK(a) ne
contient plus les entiers de taille inférieure ou égale à a, mais les entiers de taille exac-
tement a (voir aussi la remarque 11.2.13). Ainsi, J∃αP.TKµ est interprété par une union
possiblement disjointe, et cela pose des difficultés d’après ce que l’on a vu au chapitre 10.
On revient sur ce point à la section 11.4.1.

Une approche similaire a déjà été développée pour le langage ML par Xi dans [Xi02],
en s’appuyant sur le système de types développé dans [Xi98]. Il s’agit de types dépendants
dans le sens où les quantifications ∀ et ∃ au niveau des types sont reflétées au niveau des
termes.

Cette formulation se comporte très bien en tant que système de types. En particulier,
la contrainte existentielle est représentée par une somme dépendante, qui a l’avantage de
ne pas nécessiter d’union dans son interprétation.

Cependant, avec les types dépendants, l’information de typage se retrouve au niveau
des termes, et de ce fait les informations de taille manipulées dans les types apparaissent
au niveau des termes. Un tel système n’est donc pas directement utilisable comme critère
de terminaison pour λSR(B0, Σ0, τ). Pour pallier à ce problème, Xi [Xi98] développe une
approche à deux niveaux : l’utilisateur écrit sont programme dans un langage proche de
ML et un mécanisme d’élaboration infère les annotations sur les termes qui correspondent
au typage dépendant.

Nous avons choisi pour notre système d’essayer une approche différente. Nos types
contraints sont typés de manière implicite (sauf pour l’élimination de la quantification
existentielle — nous revenons sur ce point à la section 11.3.2), et nous avons défini un
algorithme de vérification de typage adapté, présenté à la section 11.3.3.

Il y a deux autres différences importantes entre notre système et le système de Xi [Xi02].
D’une part, nous nous intéressons à la réécriture alors qu’il s’intéresse aux définitions de
fonctions par point fixes, et d’autre part nous nous intéressons à la normalisation forte
de termes non clos alors qu’il s’intéresse à la terminaison de la réduction en appel par
valeur sur des termes clos.

11.3.1 Types et contraintes

Dans cette section nous définissons formellement le système de types contraints que
nous utilisons pour notre critère de terminaison.

De même que Xi [Xi02], nous ne considérons que des types inductifs du premier ordre.

Définition 11.3.1 Soit C un type inductif sur (B0, Σ0, τ) et soit C sa classe d’équivalence
pour 'B0

. Alors C est un type inductif du premier ordre si pour tout c ∈ C, on a

τ(c) = D1 ⇒ · · ·⇒ Dk ⇒ Ck+1 ⇒ · · ·⇒ Cn ⇒ C ,

où Di ∈<C
B0

pour tout i ∈ {1, . . . , k} et Ci ∈ C pour tout i ∈ {k + 1, . . . , n}.

Exemple 11.3.2 Les types inductifs Bool, Nat et List de l’exemple 11.2.6 sont des types
inductifs du premier ordre.
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Nous allons maintenant voir quelles sont les contraintes que nous considérons, et com-
ment elles sont interprétées. Ensuite, nous définissons les types contraints et enfin nous
définissons une relation de typage contraint qui leur correspond.

11.3.1.(a) Contraintes

L’intérêt des types inductifs du premier ordre est qu’ils peuvent être interprétés par
induction sur N. Ainsi, nous pouvons utiliser des contraintes de l’arithmétique de Pres-
burger pour les types inductifs C ∈ B0 et des contraintes booléennes pour Bool.

Définition 11.3.3 Soit S une signature multisortée, au sens de la définition 1.1.20,
contenant

— les sortes nat et bool,
— les opérations t : bool et f : bool ainsi que 0, 1 : nat, _ + _ : nat × nat → nat et

max : nat× nat→ bool ;
soit de plus Vs = Vsbool ] Vsnat un ensemble dénombrable de variables de taille et P une
signature contenant _ = _, _ ≤ _ et _ < _.

L’ensemble F(P,S,Vs) des contraintes brutes est défini par la grammaire suivante :

C,D ∈ F(P,S,Vs) ::= > | P(a1, . . . , an)

| C ∧ D | C ∨ D | C ⊃ D

| ∃~α.C | ∀~α.D

où P ∈ Pn, a1, . . . , an ∈ Ter(S,Vs) et où ~α est une séquence de variables de taille deux
à deux distinctes. On désigne par FVS(C) l’ensemble des variables de tailles libres dans
la contrainte brute C.

L’ensemble Φ(P,S,Vs) des contraintes est l’ensemble F(P,S,Vs)/≡, où ≡ est la plus
petite relation d’équivalence sur F(P,S,Vs) telle que

∃~α. P ∧ ∃~β. Q ≡ ∃~α~β. P ∧ Q si ~β /∈ FVS(P) ,

∀~α. P ⊃ (∀~β. Q ⊃ R) ≡ ∀~α~β. (P ∧ Q) ⊃ R si ~β /∈ FVS(P)

Q~α~β. P ≡ Q~β~α. P si Q ∈ {∀,∃} .

Les variables de taille ~α sont liées dans les expressions de la forme Q~α.P, où Q ∈ {∀,∃},
et les contraintes sont identifiées modulo renommage des variables liées. On ne détaille
pas cette construction, qui peut être définie pour les contraintes de manière analogue à
ce que l’on a fait à la section 1.2.

On désigne par C[~a/~α] la substitution sans capture de ~a pour ~α dans la contrainte C

et par FVS(C) l’ensemble des variables de tailles libres dans la contrainte C. Lorsque que
le contexte le permet, on écrit FV(C) pour FVS(C).

Voyons maintenant comment ces contraintes sont interprétées.

Définition 11.3.4 On désigne par D = (Ds)s∈{bool,nat} une S-algèbre telle que
— Dbool = {t, f} avec tD = t, et fD = f,
— Dnat = N, dans lequel les opérations 0, 1, _ + _ et max sont interprétées de façon

standard.
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Les termes de Ter(S,Vs) sont interprétés dans D via des assignements µ : Vs → D

respectant les sortes : pour tout s ∈ {bool, nat}, on a µ(α) ∈ Ds si α ∈ Vss.
On s’intéresse à la satisfaction des formules de Φ(P,S,Vs) dans D, qui est définie

de façon standard, où > est interprétée par la proposition toujours vraie. Étant donné
C ∈ Φ(P,S,Vs), on écrit µ |= C si la formule C est satisfaite par µ dans D. Notons que
pour tout ~a ∈ Ter(S,Vs), on a µ |= P[~a/~α] si et seulement si µ[µ(~a)/~α] |= P.

11.3.1.(b) Types contraints

On considère des types annotés dont les annotations peuvent être gardées par des
formules P ∈ Φ(P,S,Vs), et dont les variables de taille peuvent être quantifiées univer-
sellement et existentiellement.

Définition 11.3.5 (Types contraints) Soit B0 un ensemble de types de base, une
signature P, une signature multisortée S et un ensemble de variables Vs vérifiant les
conditions de la définition 11.3.3.

(i) L’ensemble T⇒×(B0,Φ(P,S,Vs)) des types contraints sur Φ(P,S,Vs) avec types
de base dans B0 est défini par la grammaire suivante :

T,U ∈ T⇒×(B0,Φ(P,S,Vs)) ::= Ba

| U⇒ T | T ×U

| ∀~αP. T | ∃~αP. T

où B ∈ B0Bool, a ∈ Ter(S,Vs), ~α ∈ Vs et P ∈ Φ(P,S,Vs).
(ii) L’ensemble des types contraints simples sur Φ(P,S,Vs) avec types de base dans

B0 est défini par la grammaire suivante :

T,U ::= ∃α>. Bα | U⇒ T | T ×U ,

où B ∈ B0Bool, a ∈ Ter(S,Vs) et ~α ∈ Vs.

De même qu’avec les contraintes, les variables de taille ~α sont liées dans les expressions
de la formeQ~αP.T , oùQ ∈ {∀,∃}, et les types contraints sont identifiés modulo renommage
des variables liées.

On désigne par T [~a/~α] la substitution sans capture de ~a pour ~α dans le type T , et par
FVS(T) l’ensemble des variables de taille libres dans le type T . Lorsque que le contexte le
permet, on écrit FV(T) pour FVS(T). De plus, on écrit ∃~α.T (resp. ∀~α.T) pour désigner
∃~α>.T (resp. ∀~α>.T).

Définition 11.3.6 Parmi les types contraints sur Φ(P,S,Vs) avec types de base dans
B0, on distingue

— les types annotés basés sur les produits :

T,U ∈ T×(B0,S,Vs) ::= Ba | T ×U

où B ∈ B0Bool et a ∈ Ter(S,Vs),
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— les types contraints basés sur les produits :

T ∈ T∃∀×(B0,Φ(P,S,Vs)) ::= B | ∃~αP.T | ∀~αP.T

où ` ∃~α.P, B ∈ T×(B0,S,Vs), P ∈ Φ(P,S,Vs) et ~α ∈ Vs.

Lorsque le contexte le permet, on désigne T∃∀×(B0,Φ(P,S,Vs)) par T∃∀×.

Remarque 11.3.7 Les types contraints basés sur les produits sont les « ∃-basic types »
de [BR06] étendus au cas de la quantification universelle.

Exemple 11.3.8 Voici le type contraint qu’on peut donner aux constructeurs des types
Nat et List :

τS(0) =def Nat0 τS(S) =def ∀α. Natα ⇒ Natα+1

τS(nil) =def List0 τS(cons) =def Nat⇒ ∀α. Listα ⇒ Listα+1 .

Comme on l’a vu en (11.8), il peut être intéressant de typer le symbole pivot de la manière
suivante :

τS(pivot) = Nat⇒ ∀α. Listα ⇒ ∃β1β2 (α = β1 + β2). Listβ1 × Listβ2 .

En effaçant les contraintes et les annotations de taille, les types contraints corres-
pondent aux types simples avec produits et les types contraints basés sur les produits
correspondent aux types basés sur les produits, au sens de la définition 9.1.31.

Définition 11.3.9 On définit la fonction ( ) : T⇒×(B0,Φ(P,S,Vs)) → T⇒×(B0) par
induction de la manière suivante :

Ba =def B si B ∈ B0 ,

Q~αP.T =def T si Q ∈ {∃,∀} ,

U Ξ T =def U Ξ T si Ξ ∈ {⇒,×} .

Si τS : Σ0 → T⇒×(B0,Φ(P,S,Vs)), alors τS désigne la fonction de Σ0 dans T⇒×(B0)

telle que τS(f) = τS(f) pour tout f ∈ Σ0. De plus, il est clair que T ∈ T×(B0) pour tout
T ∈ T∃∀×(B0,Φ(P,S,Vs)).

11.3.1.(c) Typage et sous-typage contraints

Nous terminons cette section par la relation de typage pour les types contraints. Les
règles de typage pour les quantifications universelles et existentielles sont dérivées des
règles standard [MPS86], excepté la règle (∃E) d’élimination de la quantification exis-
tentielle, sur laquelle nous revenons à la section 11.3.2.

Les jugements de typage sont de la forme

C; Γ ` t : T ,

où C ∈ Φ(P,S,Vs).
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La sémantique de ces jugements repose sur l’interprétation des types définie à la sec-
tion 11.4. Pour le moment, supposons donné, pour chaque type contraint T et chaque
assignement µ : Vs → D, un ensemble JTKµ ⊆ SN SR. Alors, comme nous le verrons au
théorème 11.4.24, C; Γ ` t : T signifie que pour tout (µ, σ),

(µ |= C ∧ ∀x ∈ Dom(Γ). σ(x) ∈ JΓ(x)Kµ) =⇒ tσ ∈ JTKµ .

D’autre part, on utilise une relation de sous-typage qui est basée sur les inclusions entre
interprétations de types contraints. Dans notre cadre, il est intéressant de la formuler sous
forme de génération de contraintes. Ainsi on définit une contrainte ‖T v U‖, telle que,
comme le nous verrons à la proposition 11.4.22,

∀µ. µ |= ‖T v U‖ =⇒ JTKµ ⊆ JUKµ .

Définition 11.3.10 Étant donnés T,U ∈ T⇒×(B0,Φ(P,S,Vs)), on définit la contrainte
de sous-typage ‖T v U‖ par induction sur (T,U) comme suit :

‖Ba v Bb‖ =def a = b ,

‖T2 ⇒ T1 v U2 ⇒ U1‖ =def ‖U2 v T2‖∧ ‖T1 v U1‖ ,

‖T1 × T2 v U1 ×U2‖ =def ‖T1 v U1‖∧ ‖T2 v U2‖ ,

‖T v ∃~αP.U‖ =def ∃~α. P ∧ ‖T v U‖ si ~α /∈ FV(T) et T 6= ∃~βQ.V ,

‖∃~αP.T v U‖ =def ∀~α. P ⊃ ‖T v U‖ si ~α /∈ FV(U) ,

‖T v ∀~αP.U‖ =def ∀~α. P ⊃ ‖T v U‖ si ~α /∈ FV(T) ,

‖∀~αP.T v U‖ =def ∃~α. P ∧ ‖T v U‖ si ~α /∈ FV(U) et U 6= ∀~βQ.V .

Remarque 11.3.11 La définition 11.3.10 peut paraître ambiguë dans les cas

‖∀~αP.T v ∃~βQ.U‖ et ‖∃~αP.T v ∀~βQ.U‖ .

En effet, si ~α /∈ FV(Q,U) et ~β /∈ FV(P, T), on a

‖∀~αP.T v ∃~βQ.U‖ = ∃~α. P ∧ ∃~β.(Q ∧ ‖T v U‖)
et ‖∀~αP.T v ∃~βQ.U‖ = ∃~β. Q ∧ ∃~α.(P ∧ ‖T v U‖) ;

ainsi que

‖∃~αP.T v ∀~βQ.U‖ = ∀~α. P ⊃ ∀~β.(Q ⊃ ‖T v U‖)
et ‖∃~αP.T v ∀~βQ.U‖ = ∀~β. Q ⊃ ∀~α.(P ⊃ ‖T v U‖)

L’ambiguïté est levée par le fait que ces formules sont identifiées dans Φ(P,S,Vs). On a
en fait

‖∀~αP.T v ∃~βQ.U‖ = ∃~α~β. Q ∧ P ∧ ‖T v U‖ ,

‖∃~αP.T v ∀~βQ.U‖ = ∀~α~β. (Q ∧ P) ⊃ ‖T v U‖ .

Remarque 11.3.12 Il est aisé de voir par induction sur T ∈ T⇒×(B0,Φ(P,S,Vs)) que
la contrainte ‖T v T‖ est valide (c.-à-d. satisfaite par tout assignement). Dans ce qui
suit, nous l’identifions à la contrainte >.
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Exemple 11.3.13 Comme les types contraints sont des « types singletons », le type
Nata n’est un sous-type de Natb pour l’assignement µ que si µ(a) = µ(b). Par contre,
∃α P. Natα est un sous-type de ∃α. Natα pour tout P ∈ Φ(P,S,X ).

D’autre part, on a

` α = β1 + β2 ⊃ ‖Listβ1 × Listβ2+1 v ∃γ1γ2 (α + 1 = γ1 + γ2). Listγ1 × Listγ2‖ ,

car la contrainte ‖Listβ1+1 × Listβ2 v ∃γ1γ2 (α + 1 = γ1 + γ2). Listγ1 × Listγ2‖ est, par
définition,

∃γ1γ2. (α + 1 = γ1 + γ2) ∧ (γ1 = β1 + 1) ∧ (γ2 = β2) .

Notre relation de typage peut être vue comme une version implicite de la relation de
typage de [Xi98].

Définition 11.3.14 On appelle contextes contraints sur T⇒×(B0,Φ(P,S,Vs)) les paires
C; Γ où C ∈ Φ(P,S,Vs) et Γ est un contexte à valeurs dans T⇒×(B0,Φ(P,S,Vs)).

Soit τS : Σ0 → T⇒×(B0,Φ(P,S,Vs)).
(i) La relation de typage C; Γ `τS t : T , où t ∈ ΛS(Σ0), T ∈ T⇒×(B0,Φ(P,S,Vs)) et

C; Γ est un contexte contraint sur T⇒×(B0,Φ(P,S,Vs)), est la plus petite relation
satisfaisant aux règles de la figure 11.1.

(ii) On désigne par λS(B0,Φ(P,S,Vs), Σ0, τS) le système dont
— les termes sont ceux de λS(B0, Σ0, τS),
— les types sont les éléments de T⇒×(B0,Φ(P,S,Vs)),
— la relation de typage est C; Γ `τS t : T ,
— la relation de réduction est la relation →S .

(iii) Si R est un système de réécriture conditionnelle typé sur λS(B0, Σ0, τS) (voir défi-
nition 11.1.1) tel que la relation →SR est confluente sur SN SR, alors on désigne
par λSR(B0,Φ(P,S,Vs), Σ0, τS) le système identique à λS(B0,Φ(P,S,Vs), Σ0, τS),
sauf pour la relation de réduction qui est →SR.

Remarque 11.3.15 Notons que contrairement à [Xi02], pour le typage de ite(b, t1, t2)

par la règle (Bool), le typage de t1 et t2 ne dépend pas de b. Cela est dû au fait que l’on
s’intéresse à la normalisation forte, et non pas à la normalisation faible.

Enfin, mentionnons une propriété importante, qui est une forme d’affaiblissement pour
les contraintes.

Lemme 11.3.16 (Affaiblissement) Si C; Γ ` t : T et ` D ⊃ C alors D; Γ ` t : T .

Preuve. Par induction sur C; Γ ` t : T . On raisonne par cas sur la dernière règle
utilisée. Les seuls cas qui ne suivent pas directement de l’hypothèse d’induction sont
ceux des règles (∀ I) et (∃E). Les deux cas sont similaires : en appliquant le lemme 1.2.10
à ∀~αP.T et ∃~αP.T , on peut supposer que ~α /∈ FV(D), et le résultat suit de l’hypothèse
d’induction.
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(Ax)
C; Γ, x : T ` x : T

(Symb I)
C; Γ ` f : τ(f)

(f ∈ Σ0)

(⇒I)
C; Γ, x : U ` t : T

C; Γ ` λx.t : U⇒ T
(⇒E)

C; Γ ` t : U⇒ T C; Γ ` u : U

C; Γ ` tu : T

(×I)
C; Γ ` t1 : T1 C; Γ ` t2 : T2

C; Γ ` (t1, t2) : T1 × T2
(×E)

C; Γ ` t : T1 × T2

C; Γ ` πit : Ti
(i ∈ {1, 2})

(Bool)
C; Γ ` b : Bool C; Γ ` t1 : T C; Γ ` t2 : T

C; Γ ` ite(b, t1, t2) : T
(T ∈ T∃∀×(B0,Φ(P,S,Vs)))

(let)
C; Γ ` t : T C; Γ, x : T ` u : U

C; Γ ` let x = t in u : U

(∀ I)
C ∧ P; Γ ` t : T ` C ⊃ ∃~α.P

C; Γ ` t : ∀~αP.T
(~α /∈ FV(C, Γ))

(∀E)
C; Γ ` t : ∀~αP.T ` C ⊃ P[~a/~α]

C; Γ ` t : T [~a/~α]

(∃ I)
C; Γ ` t : T [~a/~α] ` C ⊃ P[~a/~α]

C; Γ ` t : ∃~αP.T

(∃E)
C; Γ ` t : ∃~αP.T C ∧ P; Γ, x : T ` u : U ` C ⊃ ∃~α.P

C; Γ ` let x = t in u : U
(~α /∈ FV(C, Γ, U))

(Sub)
C; Γ ` t : T ` C ⊃ ‖T v U‖

C; Γ ` t : U

Fig. 11.1: Typage contraint
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11.3.2 Élimination de la quantification existentielle

Si on fait abstraction de la gestion des contraintes, le typage de la quantification
universelle est standard. Par contre, la règle d’élimination de la quantification existentielle
n’est pas usuelle. Une règle plus proche des règles habituelles [MPS86] serait :

C; Γ ` t : ∃~αP.T C ∧ P; Γ, x : T ` u : U ` C ⊃ ∃~α.P

C; Γ ` u[t/x] : U
(~α /∈ FV(C, Γ, U))

Cependant, cette règle n’est pas très bonne pour la vérification du typage : si on la
lit de bas en haut, étant donné un terme v, il faut chercher deux termes u et t tels
que v = u[t/x], et qui de plus vérifient le typage des prémisses. Nous utilisons une
règle d’élimination de la quantification existentielle dans laquelle cette substitution est
explicitée, au moyen de la construction let x = t in u :

(∃E)
C; Γ ` t : ∃~αP.T C ∧ P; Γ, x : T ` u : U ` C ⊃ ∃~α.P

C; Γ ` let x = t in u : U
(~α /∈ FV(C, Γ, U))

C’est pour cela que l’on étudie la normalisation forte dans λSR(B0, Σ0, τ) et non pas
dans λ⇒×(B0, Σ0, τ). Ainsi, les termes de notre système contiennent un peu d’information
sur le typage des contraintes, ce qui fait que ce n’est pas un système de types complète-
ment implicite.

D’autre part, la construction let x = t in u code une forme de partage d’information.
Pour le voir, détaillons le typage de la seconde règle définissant la fonction pivot de
l’exemple 11.1.7.

Exemple 11.3.17 À l’exemple 11.3.8, nous avons donné le type suivant au symbole
pivot :

τS(pivot) = Nat⇒ ∀α. Listα ⇒ ∃β1β2 (α = β1 + β2). Listβ1 × Listβ2 .

Considérons tout d’abord la version (11.1) de sa seconde règle de réduction :

pivot x (cons y l) 7→pivot ite(> y x, (π1 (pivot x l), cons y (π2 (pivot x l))),

(cons y (π1 (pivot x l)), π2 (pivot x l)))

Comme dans le contexte Γ =def x, y : Nat, l : Listα on a

Γ ` pivot x (cons y l) : ∃β1β2 (α + 1 = β1 + β2). Listβ1 × Listβ2 , (11.9)

on voudrait avoir

Γ ` ite(> y x, (π1 (pivot x l), cons y (π2 (pivot x l))),

(cons y (π1 (pivot x l)), π2 (pivot x l))) : ∃β1β2 (α = β1 + β2). Listβ1 × Listβ2

Or ce terme fait intervenir pivot x l, qui a un type existentiel

Γ ` pivot x l : ∃β1β2 (α = β1 + β2). Listβ1 × Listβ2 . (11.10)
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Pour pouvoir typer le membre droit de la règle (11.1), il faut éliminer ce type existentiel
et pour cela appliquer la règle (∃E). On utilise donc la version (11.2) de la règle (11.1) :

pivot x (cons y l) 7→pivot let z = (pivot x l) in
ite(> y x, (π1 z, cons y (π2 z)),

(cons y (π1 z), π2 z))

On a

α = β1 + β2 ; Γ, z : Listβ1 × Listβ2 ` (π1 z, cons y (π2 z)) : Listβ1 × Listβ2+1

(cons y (π1 z), π2 z) : Listβ1+1 × Listβ2

D’autre part, d’après l’exemple 11.3.13, on a

` α = β1 + β2 ⊃ ‖Listβ1+1 × Listβ2 v ∃γ1γ2 (α + 1 = γ1 + γ2). Listγ1 × Listγ2‖
` α = β1 + β2 ⊃ ‖Listβ1 × Listβ2+1 v ∃γ1γ2 (α + 1 = γ1 + γ2). Listγ1 × Listγ2‖

En utilisant > avec le type

τS = Nat⇒ Nat⇒ Bool ,

il s’en suit que dans le contexte contraint α = β1 + β2 ; Γ, z : Listβ1 × Listβ2 , on a

ite(> y x, (π1 z, cons y (π2 z)),

(cons y (π1 z), π2 z)) : ∃γ1γ2 (α + 1 = γ1 + γ2). Listγ1 × Listγ2
(11.11)

En appliquant la règle (∃E) à (11.10) et (11.11), on en déduit que

Γ ` let z = (pivot x l) in
ite(> y x, (π1 z, cons y (π2 z)),

(cons y (π1 z), π2 z)) : ∃γ1γ2 (α + 1 = γ1 + γ2). Listγ1 × Listγ2

ce qui correspond bien à (11.9).

Remarque 11.3.18 On peut essayer d’interpréter la règle (∃E) de la manière suivante :
Dans la règle de réécriture (11.1), le terme pivot x l qui a un type existentiel apparaît
à plusieurs endroits. Ainsi, dans un système local comme la déduction naturelle, on
ne pourrait pas éliminer les quantifications existentielles des différentes occurrences de
manière indépendante (par exemple en les remplaçant par des variables d’unification).

C’est ce à quoi sert la seconde prémisse de la règle (∃E) :

C; Γ ` t : ∃~αP.T C ∧ P; Γ, x : T ` u : U ` C ⊃ ∃~α.P

C; Γ ` let x = t in u : U
(~α /∈ FV(C, Γ, U))

Elle dit que dans u[t/x], on peut utiliser plusieurs copies de t, dans la mesure où ses
variables existentielles sont instantiées par des variables fraîches, qui sont les mêmes
pour chaque copie.
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Remarque 11.3.19 (Préservation du type par réduction) À cause de notre utilisa-
tion du let comme une substitution retardée, les types ne sont pas préservés par réduction.
Par exemple, dans le contexte Γ =def x : ∃α. Natα, y : ∀α. Natα ⇒ Natα on ne peut pas
dériver >; Γ ` yx : ∃α. Natα.

D’un autre coté, on a let z = x in yz 7→let yx et comme on peut facilement dériver
>; Γ, z : Natα ` yz : ∃α. Natα, on en déduit que

(∃E)
>; Γ ` x : ∃α. Natα >; Γ, z : Natα ` yz : ∃α. Natα

>; Γ ` let z = x in yz : ∃α. Natα

Ceci n’est pas gênant dans notre cas. En effet, ce qui nous intéresse, c’est la normalisation
forte des termes typables dans le système sans contraintes λSR(B0, Σ0, τ), et on utilise
les types contraints uniquement pour raisonner statiquement sur les règles de réécriture.

11.3.3 Vérification du typage

Nous abordons maintenant la vérification du typage contraint. La question qui nous
intéresse est la suivante : étant donnés C, Γ , t et T , a-t-on C; Γ ` t : T ? Ce problème
semble indécidable dans notre système. Nous pouvons cependant donner un ensemble de
règles d’inférence, à partir desquelles on peut dériver un algorithme partiel de vérification.

D’une manière analogue au processus d’élaboration de Xi [Xi98], nous définissons
deux relations, l’une de synthèse et l’autre de vérification de type, chacune générant
une contrainte.
La relation C; Γ ` t ↑ T de synthèse de type. Étant donnés Γ et t, cette relation essaye

de générer une contrainte C et de synthétiser un type T tels que C; Γ ` t : T .
La relation C; Γ ` t ↓ T de vérification de type. Étant donnés Γ , t et T , cette relation

essayer de générer une contrainte C telle que C; Γ ` t : T .
Ainsi, de même que dans [Xi98], ces relations de synthèse et de vérification de type

mélangent deux paradigmes de l’inférence/vérification de type :
— L’inférence/vérification de type bi-directionnelle, voir par exemple [DP00, Abe04],

dans laquelle sont utilisées une relation d’inférence de type et une relation de
vérification de types. Le processus d’inférence/vérification de type passe de l’une à
l’autre en fonction des changements de polarité.

— L’inférence/vérification de type par génération de contraintes, telle que présentée
par exemple dans [SP07].

Définition 11.3.20 Les relations C; Γ ` t ↑ T de synthèse de type et C; Γ ` t ↓ T de
vérification de types sont définies sur la figure 11.2.

Théorème 11.3.21 Si C; Γ ` t ↓ T ou C; Γ ` t ↑ T alors C; Γ ` t : T .

Preuve. Par induction sur la définition des relations C; Γ ` t ↓ T et C; Γ ` t ↑ T .
(↑ Ax) et (↑ Symb I). On a >; Γ, x : T ` x : T et >; Γ ` f : τ(f).
(↑⇒E). D’après l’hypothèse d’induction et le lemme 11.3.16 on a C ∧ D; Γ ` t : U⇒ T

et C ∧ D; Γ ` u : U, d’où C ∧ D; Γ ` tu.
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(↑ Ax)
>; Γ, x : T ` x ↑ T

(↑ Symb I)
>; Γ ` f ↑ τ(f)

(f ∈ Σ0)

(↑⇒E)
C; Γ ` t ↑ U⇒ T D; Γ ` u ↓ U

C ∧ D; Γ ` tu ↑ T

(↑ ×I)
C1; Γ ` t1 ↑ T1 C1; Γ ` t2 ↑ T2

C1 ∧ C2; Γ ` (t1, t2) ↑ T1 × T2
(↑ ×E)

C; Γ ` t ↑ T1 × T2

C; Γ ` πit ↑ Ti
(i ∈ {1, 2})

(↑ ∀E)
C; Γ ` t ↑ ∀~αP.T

C ∧ P; Γ ` t ↑ T
(~α /∈ FV(C, Γ))

(↑ ∃E)
C; Γ ` t ↑ ∃~αP.T D; Γ, x : T ` u ↑ U

C ∧ ∃~αP ∧ ∀~α(P ⊃ D); Γ ` let x = t in u ↑ ∃~αP.U

{
~α /∈ FV(C, Γ)

n ≥ 0

(↓⇒I)
C; Γ, x : U ` t ↓ T

C; Γ ` λx.t ↓ U⇒ T

(↓ Bool)
C; Γ ` b ↓ ∃αBoolα D; Γ ` t1 ↓ T E; Γ ` t2 ↓ T

C ∧ D ∧ E; Γ ` ite(b, t1, t2) ↓ T
(T ∈ T∃∀×(B0,Φ(P,S,Vs)))

(↓ ∀ I)
C; Γ ` t ↓ T

∃~αP ∧ ∀~α(P ⊃ C); Γ ` t ↓ ∀~αP.T
(~α /∈ FV(Γ))

(↓ ∀E)
C; Γ ` t ↑ ∀~αP.T

C ∧ P[~a/~α]; Γ ` t ↓ T [~a/~α]

(↓ ∃ I)
C; Γ ` t ↓ T

C ∧ P; Γ ` t ↓ ∃~αP.T

(↓ ∃E)
C; Γ ` t ↑ ∃~αP.T D; Γ, x : T ` u ↓ U

C ∧ ∃~αP ∧ ∀~α(P ⊃ D); Γ ` let x = t in u ↓ U
(~α /∈ FV(C, Γ, U))

(↓ Sub)
C; Γ ` t ↑ U

C ∧ ‖U v T‖Γ ` t ↓ T

Fig. 11.2: Vérification du typage contraint

263



Chapitre 11 Types contraints pour la normalisation forte

(↑ ×I). D’après l’hypothèse d’induction et le lemme 11.3.16 on a C1 ∧ C2; Γ ` ti : Ti

pour tout i ∈ {1, 2}, d’où C1 ∧ C2; Γ ` (t1, t2) : T1 × T2.

(↑ ×E). Par hypothèse d’induction.

(↑ ∀E). D’après l’hypothèse d’induction et le lemme 11.3.16 on a C ∧ P; Γ ` t : ∀~αP.T ,
d’où C ∧ P; Γ ` t : T car ` (C ∧ P) ⊃ P par hypothèse.

(↑ ∃E). Posons E =def C ∧ ∃~αP ∧ ∀~α(P ⊃ D). D’après l’hypothèse d’induction et le
lemme 11.3.16, on a E; Γ ` t : ∃~αP.T et E ∧ P; Γ, x : T ` u : U. Il s’en suit que
E ∧ P; Γ, x : T ` u : ∃~αP.U car ` (E ∧ P) ⊃ P.
D’autre part, on a ` E ⊃ ∃~αP et ~α /∈ FV(E, Γ,∃~αP.U) car ~α /∈ FV(C, Γ).
On en déduit que E; Γ ` let x = t in u : ∃~αP.U.

(↓⇒I). Par hypothèse d’induction.

(↓ Bool). Par hypothèse d’induction et en utilisant le lemme 11.3.16.

(↓ ∀ I). Posons E =def ∃~αP∧∀~α(P ⊃ C). Par l’hypothèse d’induction et le lemme 11.3.16,
on a E ∧ P; Γ ` t : T , d’où E; Γ ` t : ∀~αP.T car ` E ⊃ ∃~αP et ~α /∈ FV(E, Γ) car
~α /∈ FV(Γ).

(↓ ∀E). Posons E =def C∧P[~a/~α]. D’après l’hypothèse d’induction et le lemme 11.3.16,
on a E; Γ ` t : ∀~αP.T , d’où E; Γ ` t : T [~a/~α] car ` E ⊃ P[~a/~α].

(↓ ∃ I). D’après l’hypothèse d’induction et le lemme 11.3.16, on a C ∧ P; Γ ` t : T , d’où
C ∧ P; Γ ` t : ∃~αP.T car ` (C ∧ P) ⊃ P.

(↓ ∃E). Posons E =def C ∧ ∃~αP ∧ ∀~α(P ⊃ D). D’après l’hypothèse d’induction et le
lemme 11.3.16, on a E; Γ ` t : ∃~αP.T et E ∧ P; Γ, x : T ` u : U.
D’autre part, on a ` E ⊃ ∃~αP et ~α /∈ FV(E, Γ,U) car ~α /∈ FV(C, Γ, U).
On en déduit que E; Γ ` let x = t in u : U.

(↓ Sub). Par hypothèse d’induction et en utilisant le lemme 11.3.16.

Remarque 11.3.22 Pour vérifier que C; Γ ` t : T est dérivable, on peut essayer de
générer une contrainte D telle que D; Γ ` t ↓ T . Par le théorème 11.3.21, on en déduit
que D; Γ ` t : T , donc d’après le lemme 11.3.16, on a C; Γ ` t : T si ` C ⊃ D.

Exemple 11.3.23 Nous allons voir comment dériver une contrainte C et un type T tels
que C; Γ ` pivot x l ↑ T dans le contexte Γ =def x : Nat, l : Listγ.

Rappelons que par convention Nat est une notation abrégée pour ∃α. Natα. De plus,
pour alléger les notations, nous ne faisons pas apparaître la contrainte >.

Pour inférer le type de pivot x l, il faut commencer par inférer le type de pivot x. Comme
on a

; Γ ` pivot ↑ Nat⇒ ∀γ. Listγ ⇒ ∃δ1δ2 (γ = δ1 + δ2). Listδ1 × Listδ2 ,

on en déduit par la règle (↑⇒E) que

C; Γ ` pivot x ↑ ∀γ. Listγ ⇒ ∃δ1δ2 (γ = δ1 + δ2). Listδ1 × Listδ2 ,

où C; Γ ` x ↓ Nat. De plus, on a C = ‖Nat v Nat‖ car ; Γ ` x ↑ Nat.
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Or, la contrainte ‖Nat v Nat‖, est en fait ‖∃α. Natα v ∃β. Natβ‖, c’est-à-dire
∀α. ∃β.α = β. Cette contrainte est évidemment valide (voir aussi la remarque 11.3.22),
et on l’identifie à >.

Ainsi, en utilisant (↑ ∀E) on obtient

; Γ ` pivot x ↑ Listγ ⇒ ∃δ1δ2 (γ = δ1 + δ2). Listδ1 × Listδ2 .

De même, comme ; Γ ` l ↑ Listγ, on a ‖Listγ v Listγ‖; Γ ` l ↓ Listγ, ce que l’on note
; Γ ` l ↓ Listγ. Il s’en suit que ; Γ ` pivot x l ↑ ∃δ1δ2 (γ = δ1 + δ2). Listδ1 × Listδ2 .

Remarque 11.3.24 Notons que dans l’exemple 11.3.23, il est capital, lors de l’uti-
lisation de la règle (↑ ∀E), de pouvoir choisir le « bon » représentant de ∀~αP.T pour
l’α-équivalence.

Remarque 11.3.25 Si Φ(P,S,Vs) ne permet de former que des contraintes de l’arith-
métique de Presburger booléens, alors les contraintes générées par les relations C; Γ ` t ↑
T et C; Γ ` t ↓ T sont dans l’arithmétique de Presburger avec booléens.

Il est connu que l’arithmétique de Presburger est décidable [Pre29], avec une complexité
doublement exponentielle par rapport à la taille de la formule [FR74].

Dans notre cas, il nous semble que cette complexité élevée n’est pas trop gênante dans
la mesure où les termes sur lesquels ont veut appliquer notre processus de vérification du
typage sont petits (ce sont des membres droits de règles de réécriture).

11.4 Normalisation forte

Dans cette section nous définissons une sémantique de normalisation forte pour le
système λSR(B0,Φ(P,S,Vs), Σ0, τ0). Nous montrons ensuite que cette interprétation est
adéquate dès lors que les symboles sont calculables et que l’on dispose d’une interprétation
des types de base vérifiant certaines propriétés. Enfin, nous définissons une interprétation
singleton des types inductifs qui satisfait ces propriétés.

Rappelons qu’étant donné un ensemble de règles conditionnelles vérifiant les conditions
de la définition 11.1.1, la relation de réécriture →SR est l’union de la relation

→S =def →β ∪→π ∪→ite ∪→let ,

et de la relation de réécriture S-conditionnelle par joignabilité issue de R (voir sec-
tion 4.1), que l’on désigne par →R.

11.4.1 Sémantique de normalisation

Les types T ∈ T⇒×(B0,Φ(P,S,Vs)) sont interprétés, via des assignements µ : Vs→ D,
par des ensembles JTKµ ⊆ SN SR. La sémantique naturelle pour les types universels et
existentiels est d’utiliser respectivement des intersections et des unions :

J∀~αP.TKµ =
⋂

~a∈{~a | µ[~a/~α]|=P}JTKµ[~a/~α] ,

J∃~αP.TKµ =
⋃

~a∈{~a | µ[~a/~α]|=P}JTKµ[~a/~α] .
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Or, on a vu au chapitre 10 que pour certains systèmes de réécriture il est impossible
d’avoir une famille de réductibilité stable par union. On aborde ici le problème en séparant
les cas des réductions →βπlet et des réductions →Rite.

11.4.1.(a) Termes neutres

On commence par voir quels peuvent être les termes neutres pour notre système. On
va voir qu’il est intéressant d’étendre un peu le système pour pouvoir appliquer aux types
inductifs la méthode présentée à la section 9.3.4.

On part de ce que l’on a déjà vu à la section 9.3.4. On suppose donné un ensemble
B0 de types de base ainsi qu’une signature (Σ0, τ) typée dans T⇒×(B0) et basée sur les
produits, au sens de la définition 9.1.31. Le type des symboles f ∈ Σ0 est donc de la forme

τ(f) = T1 ⇒ · · ·⇒ Taf ⇒ H ,

où H ∈ T×(B0).
Si on considère les contextes d’élimination définis en 9.1.19 :

E[ ] ∈ E⇒× ::= [ ] | E[ ] t | π1E[ ] | π2E[ ] ,

alors d’après la remarque 9.3.15, les termes neutres sur E⇒× pour→βπR sont exactement
les termes qui ne sont pas de la forme

— λx.t,
— (t1, t2),
— f~t tels qu’il existe une règle f~l 7→R r, une substitution σ, et des termes ~u avec

|~u| > 0 tels que ~t~u =~lσ.
On considère maintenant le cas des booléens et des types inductifs. On se place dans

le système λSR(B0, Σ0, τ).

Définition 11.4.1 (Types inductifs sur les booléens) Soit B0 un ensemble de types
de base et (Σ0, τ) une signature typée sur T⇒×(B0Bool). Un type inductif basé sur les
booléens sur (B0, Σ0, τ) est un type inductif B ∈ B0 sur

(B0Bool, Σ0 ] {true, false}, τ ] (true, false 7→ Bool)) .

On suppose donné un ensemble C de types inductifs basés sur les booléens sur (B0, Σ, τ).
D’après la définition 11.2.8, on a F = Σ0 \ C.

En prenant exemple sur [Bla05b], les termes suivants ne devraient pas être neutres :
— true, false,
— ct1 . . . tk, si c ∈ C et k ≤ ac.
Nous allons maintenant voir comment cette notion de terme neutre peut être obtenue

en suivant la méthodologie présentée à la section 9.3.4. On part de l’intuition développée
à la section 10.4.2 selon laquelle les termes non neutres sont les termes « observables »,
dans le sens où se sont les termes avec lesquels on peut interagir. Pour cela, on va enrichir
les contextes d’élimination de manière à produire les bonnes interactions.
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Le cas des booléens est le plus simple : comme les symboles true et false sont éliminés
par ite([ ], t, u), ce sont des termes non neutres pour 7→SR dans les contextes d’élimination

E[ ] ∈ E⇒×Bool ::= [ ] | E[ ] t | π1 E[ ] | π2 E[ ] | ite(E[ ], t, u) .

On aborde maintenant le cas des constructeurs c ∈ C. Afin de produire les bonnes
interactions, on utilise des éliminateurs pour les constructeurs. À chaque constructeur
c ∈ C avec ac > 0, on associe des symboles d’arité nulle dc,1, . . . , dc,ac appelés destructeurs.
Pour tout j ∈ {1, . . . , ac} le destructeur dc,j est défini par la règle de réécriture :

dc,j (c t1 . . . tac) 7→DC(B0,Σ0,τ)
tj .

Comme on veut que les constructeurs d’arité nulle ne soient pas neutres, il nous fau-
drait aussi des destructeurs pour les constructeurs d’arité nulle. La question est alors de
savoir « que détruire ». En effet, à la différence des constructeurs d’arité non nulle, les
destructeurs pour les constructeurs d’arité nulle ne peuvent pas être des « projecteurs ».
À chaque constructeur c avec ac = 0, nous associons un destructeur dc,0 défini par la
règle

dc,0 c 7→DC(B0,Σ0,τ)
f ,

où f est un symbole d’arité nulle, qui n’est pas dans Σ0 ] ΣBool, et que nous supposons
différent des dc,j.

On désigne par DC(B0,Σ0,τ) (ou par D lorsque le contexte le permet) l’ensemble des
destructeurs des types inductifs de C(B0, Σ0, τ). De plus, lorsque le contexte le permet,
on écrit 7→D pour désigner le système de réécriture 7→DC(B0,Σ0,τ)

.
Les destructeurs peuvent être utilisés dans des contextes d’élimination donnant des

termes neutres intéressants.

Définition 11.4.2 (Contextes d’élimination) Soit B0 un ensemble de types de base,
(Σ0, τ) une signature typée sur T⇒×(B0Bool) et C un ensemble de types inductifs basés sur
les booléens sur (B0, Σ0, τ). L’ensemble EC(B0,Σ0,τ) est défini par la grammaire suivante :

E[ ] ∈ EC(B0,Σ0,τ) ::= [ ] | E[ ] t | π1 E[ ] | π2 E[ ] | ite(E[ ], t, u) | d t ,

où t ∈ Λ(ΣS) et d ∈ DC(B0,Σ0,τ).

Lorsque le contexte le permet on désigne EC(B0,Σ0,τ) par EC .

Proposition 11.4.3 Soit B0 un ensemble de types de base, (Σ0, τ) une signature typée
sur T⇒×(B0Bool), C un ensemble de types inductifs basés sur les booléens sur (B0, Σ0, τ) et
R un système de réécriture vérifiant les conditions de la définition 11.1.1. Alors EC(B0,Σ0,τ)

est un ensemble de contextes d’élimination pour →SRD.

Définition 11.4.4 (Termes neutres) Soit B0 un ensemble de types de base, (Σ0, τ) une
signature typée sur T⇒×(B0Bool), C un ensemble de types inductifs basés sur les booléens
sur (B0, Σ0, τ) et R un système de réécriture vérifiant les conditions de la définition 11.1.1.

L’ensemble des termes neutres sur C(B0, Σ0, τ), noté NCR, est l’ensemble des termes
neutres dans EC(B0,Σ0,τ) pour →SRD, au sens de la définition 9.3.13.
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Rappelons que si t ∈ NCR et E[ ] ∈ EC alors E[t] ∈ NCR.

Proposition 11.4.5 Soit B0 un ensemble de types de base, (Σ0, τ) une signature typée
sur T⇒×(B0Bool), C un ensemble de types inductifs basés sur les booléens sur (B0, Σ0, τ)

et R un système de réécriture typé dans λSR(B0, Σ0, τ).
Les termes neutres dans EC(B0,Σ0,τ) pour →SRD sont exactement les termes qui ne sont

pas de la forme
— λx.t,
— (t1, t2),
— true, false,
— f~t tels qu’il existe une règle f~l 7→R r, une substitution σ et des termes ~u avec |~u| > 0

tels que ~lσ = ~t~u,
— ct1 . . . tn avec n ≤ ac.

Remarque 11.4.6 Dans le cas des constructeurs, notre notion de terme neutre est
proche de celle de [Bla05b] sans être identique. En effet, dans [Bla05b], les termes de la
forme c t1 . . . tn où c est un constructeur d’un type inductif ne sont jamais neutres, alors
que dans notre cas ils le sont si n > ac.

Notons que grâce aux règles dc,0 c 7→D f, les constructeurs c d’arité nulle ne sont pas
neutres. Ceci est conforme à la notion de terme neutre de [Bla05b] et surtout à l’intuition,
développée à la section 10.4.2, selon laquelle les termes neutres sont les termes qui ne
sont pas des « valeurs ». De plus, en utilisant la définition 9.3.13 avec les contextes
d’élimination EC , ces règles permettent d’obtenir des termes neutres intéressants pour
l’interprétation des types inductifs.

Ainsi, le fait d’essayer de définir les termes neutres selon un principe générique et
(relativement) indépendant de la syntaxe nous a amené à ajouter des constructions au
langage.

Pour les langages de programmation, cette démarche d’essayer de trouver les construc-
tions donnant à la syntaxe un pouvoir de discrimination adapté à certaines notions « sé-
mantiques » n’est pas nouvelle. C’est typiquement le cas de [Plo77] (voir aussi [JM96]),
ainsi que de [DCLP96, DCLP98]. Nous nous sommes aussi inspirés des travaux [VM04,
Vou04, MV05].

Remarquons enfin que les destructeurs et les règles de réduction D ne font pas vraiment
partie du système λSR(B0, Σ0, τ) dans le sens où ils ne sont pas typés et où on ne se
préoccupe pas de la normalisation forte de →SRD (bien que cette relation soit fortement
normalisante sur les termes typés).

11.4.1.(b) Ensembles saturés

Les réductions 7→βπlet sont prises en compte en interprétant les types par des ensembles
saturés. Dans cette section, on suppose donnés un ensemble B0 de types de base, une
signature (Σ0, τ) typée sur T⇒×(B0Bool), un ensemble C de types inductifs basés sur
les booléens sur (B0, Σ0, τ) et un système de réécriture R vérifiant les conditions de la
définition 11.1.1. On utilise les contextes d’élimination EC présentés à la définition 11.4.2.
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Définition 11.4.7 L’ensemble SATCR des ensembles CR-saturés est l’ensemble des par-
ties S de SN SR telles que
(SAT0C) si t ∈ S et t→SR u alors u ∈ S,
(SAT1C) si E[ ] ∈ EC, E[ ] ∈ SN SR et x ∈ X alors E[x] ∈ S,
(SAT2C) si E[ ] ∈ EC, t ∈ SN SR, t 7→βπlet u et E[u] ∈ S alors E[t] ∈ S.

De même qu’à la section 9.1, on montre que SN SR ∈ SATCR, ce qui implique que
SATCR n’est pas vide. Le point important est la standardisation faible.

Lemme 11.4.8 (Standardisation faible) Pour tout E[ ] ∈ EC, si t 7→βπlet u et
E[t]→βπlet v avec v 6= E[u], alors v = E ′[t ′] avec (E[ ], t)→βπlet (E ′[ ], v ′) et il existe un
terme u ′ tel que t ′ 7→βπlet u ′ et E[u]→∗

βπlet E ′[u ′]. En image :

E[t]
t 7→βπlet u

//

βπlet

��

E[u]

βπlet∗
��

E ′[t ′]
t ′ 7→βπlet u ′

// E ′[u ′]

Preuve. Comme au lemme 9.1.23.

Lemme 11.4.9 SN SR ∈ SATCR.

Preuve. L’ensemble SN SR est évidemment stable par SR-réduction. La clause (SAT1C)
se montre de la même manière qu’à la proposition 9.1.8, en utilisant la propriété suivante,
qui suit du fait que EC est un ensemble de contextes d’élimination :

∀v. E[x]→SR v =⇒ (
v = E ′[x] avec E ′[ ] ∈ EC et E[ ]→SR E ′[ ]

)
.

La clause (SAT2C) se montre comme au lemme 9.1.24, en utilisant la standardisation
faible (lemme 11.4.8).

Remarque 11.4.10 D’après le lemme 11.4.8, si t[u/x] ∈ SN SR et u ∈ SN SR, alors
(λx.t)u ∈ SN SR et let x = u in t ∈ SN SR. De même, on a πi(t1, t2) ∈ SN SR dès lors
que t1, t2 ∈ SN SR. Il s’en suit que la clause (SAT2C) est équivalente à la conjonction des
trois clauses suivantes :
(SAT2β) si E[t[u/x]] ∈ S et u ∈ SN SR alors E[(λx.t)u] ∈ S,
(SAT2πi) si E[ti] ∈ S et t3−i ∈ SN SR alors E[πi(t1, t2)] ∈ S,
(SAT2let) si E[u[t/x]] ∈ S et t ∈ SN SR alors E[let x = t in u] ∈ S.

Comme à la section 9.3.2, les ensembles SR-saturés peuvent être définis par un opé-
rateur de clôture. Ils forment donc un treillis complet par le lemme 9.3.4, dont les plus
grandes bornes inférieures sont les intersections. De plus, il est immédiat d’adapter la
preuve du théorème 10.4.3 et de voir que les plus petites bornes supérieures sont les
unions.

Enfin, de même qu’à la section 9.1.3, les flèches et les produits préservent les ensembles
SR-saturés.
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Proposition 11.4.11 Si A1, A2 ∈ SATCR alors, A2 ⇒ A1, A1 ×A2 ∈ SATCR.

Preuve. Comme pour la proposition 9.1.25.

On peut maintenant définir l’interprétation des types T ∈ T⇒×(B0,Φ(P,S,Vs)) par
des ensembles SR-saturés.

Définition 11.4.12 Étant donné un assignement µ : Vs→ D, et une interprétation des
types de base J_K : B0 → D→ SATCR l’interprétation des types T ∈ T⇒×(B0,Φ(P,S,Vs))
est définie inductivement de la manière suivante :

JBaKµ =def JBK(µ(a)) ,

JT Ξ UKµ =def JTKµ Ξ JUKµ si Ξ ∈ {⇒,×} ,

J∀~αP.TKµ =def
⋂

~a∈{~a | µ[~a/~α]|=P}JTKµ[~a/~α] ,

J∃~αP.TKµ =def
⋃

~a∈{~a | µ[~a/~α]|=P}JTKµ[~a/~α] ,

où
⋂
∅ = SN SR et

⋃
∅ =

⋂
SATCR.

Notons que pour tout ~a ∈ Ter(S,Vs), on a JT [~a/~α]Kµ = JTKµ[µ(~a)/~α]. De plus, si
~α /∈ FV(T), alors JTKµ[~a/~α] = JTKµ pour tout ~a ∈ D. Lorsque que FVS(T) = ∅, on
désigne JTKµ par JTK. Enfin, étant donné C ∈ B0, on écrit JCK pour désigner J∃α. BαKµ.

Remarque 11.4.13 Ainsi, avec l’interprétation des types T ∈ T⇒×(B0Bool) issue de
JBK =def J∃α. BαK, pour tout type simple contraint T on a JTKµ = JTK.

Lemme 11.4.14 Pour tout assignement µ : Vs→ D et tout T ∈ T⇒×(B0,Φ(P,S,Vs)),
on a JTKµ ∈ SATCR.

Preuve. Par induction sur T ∈ T⇒×(B0,Φ(P,S,Vs)).

11.4.1.(c) Candidats de réductibilité

Voyons maintenant comment prendre en compte les réductions →Rite. De même qu’à
la section 11.4.1.(b), on suppose donnés un ensemble B0 de types de base, une signature
(Σ0, τ) typée sur T⇒×(B0Bool) et un ensemble C de types inductifs basés sur les booléens
sur (B0, Σ0, τ). On suppose de plus que R vérifie les conditions de la définition 11.1.1.

On a vu à la section 10.4.3 une condition suffisante pour avoir une famille de réducti-
bilité stable par union : l’existence de réduits principaux (forts). Cependant, nous avons
vu aussi à l’exemple 10.3.4 que cette propriété n’est pas assurée pour certains systèmes
de réécriture confluents.

On revient donc aux propriétés que nous avons utilisées à la section 9.3.3 pour qu’une
interprétation puisse prendre en compte une relation de réécriture comme →Rite.

Soit un type T ∈ T⇒×(B0,Φ(P,S,Vs)) et un assignement µ : Vs → D. On voudrait
que JTKµ satisfasse les deux propriétés ci-dessus :

(SAT0) − (CR0) si t ∈ JTKµ et t→Rite u alors u ∈ JTKµ,

(CR1Rite) si t est un terme neutre tel que (t)Rite ⊆ JTKµ, alors t ∈ JTKµ.
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D’après ce que l’on a vu à la section 10.4.2, c’est la propriété (CR1Rite) qui pose
problème vis-à-vis de la stabilité par union. En effet, si (t)Rite ⊆ J∃~αP.TKµ, alors pour
tout u ∈ (t)Rite il existe ~au tel que µ[~au/~α] |= P et u ∈ JTKµ[~au/~α]. Pour satisfaire
(CR1Rite), il faut assurer qu’il existe u ∈ (t)Rite tel que t ∈ JTK]µ[~au/~α].

Le problème est résolut si les ensembles (JTKµ[~a/~α])µ[~a/~α]|=P sont stables par expansion
fortement SR-normalisante :

(t ∈ SN SR ∧ t→Rite u ∈ JTKµ[~a/~α]) =⇒ t ∈ JTKµ[~a/~α] .

En effet, dans ce cas on a t ∈ JTK[~au/~α] pour tout u ∈ (t)R, donc t ∈ J∃~αP.TKµ.

Définition 11.4.15 Soit →R une relation de réécriture. Un ensemble C ⊆ SN R est
stable par expansion fortement R-normalisante si pour tout t ∈ SN R,

∀u. (t→R u ∧ u ∈ C) =⇒ t ∈ C .

Cette propriété n’est pas, a priori, préservée par la flèche. En effet, soient C1, C2 deux
parties de SN R stables par expansion fortement R-normalisante. Si t →R u ∈ C2 ⇒ C1

avec t ∈ SN R, alors tv→R uv ∈ C1 pour tout v ∈ C2, mais rien n’assure que tv ∈ SN R.
Par contre, elle est préservée par les produits.

Proposition 11.4.16 Soit→R une relation de réécriture et C1, C2 deux parties de SN R

stables par expansion fortement R-normalisante. Alors C1 × C2 est une partie de SN R

stable par expansion fortement R-normalisante.

Preuve. Rappelons que C1 × C2 =def {t | π1t ∈ C1 ∧ π2t ∈ C2}. Tout d’abord il est
clair que C1 × C2 ⊆ SN R. Soit t ∈ SN R et u ∈ (t)R tel que u ∈ C1 × C2. Alors pour
tout i ∈ {1, 2}, on a πit→R πiu ∈ Ci, donc πit ∈ Ci car πit ∈ SN R et Ci est stable par
expansion fortement R-normalisante.

Ainsi, si les types de base sont interprétés par des candidats de réductibilité stables par
expansion fortement SR-normalisante, alors les types contraints basés sur les produits
sont des candidats de réductibilité stables par expansion fortement SR-normalisante.

Rappelons que notre notion de terme neutre dépend des destructeurs des types induc-
tifs (voir section 11.4.1.(a)). Ils apparaissent donc dans la définition des candidats de
réductibilité. De plus, les contextes d’élimination EC sont définis en 11.4.2.

Définition 11.4.17 Étant donnés un ensemble B0 de types de base, une signature
(Σ0, τ) typée sur T⇒×(B0Bool), un ensemble C de types inductifs basés sur les booléens
sur (B0, Σ0, τ), on désigne par CRCR l’ensemble des candidats de réductibilité pour →SRD
dans les contextes EC, au sens de la définition 9.3.16.

Rappelons que l’ensemble NCR des termes neutres pour ces candidats de réductibilité
est défini en 11.4.4.

Lemme 11.4.18 Supposons que pour tout B ∈ B0 et tout a ∈ D, JBK(a) soit un candidat
de réductibilité stable par expansion fortement SR-normalisante. Alors pour tout type
contraint basé sur les produits T ∈ T∃∀×(B0,Φ(P,S,Vs)) et tout assignement µ : Vs→ D,
JTKµ est un candidat de réductibilité stable par expansion fortement SR-normalisante.
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Preuve. On commence par le montrer pour les types annotés basés sur les produits
T ∈ T×(B0,S,Vs). Le cas des types de base suit de l’hypothèse, et le cas des types
produits suit des propositions 9.3.31.(ii) et 11.4.16.

Considérons maintenant les types T ∈ T∃∀×(B0,Φ(P,S,Vs)). Le cas des types annotés
basés sur les produits vient d’être traité.

Supposons que T = ∃~αP.U. Il est clair que JTKµ est un ensemble de termes fortement
SR-normalisants et clos par réduction. Soit t un terme fortement SR-normalisant et
u ∈ (t)R tel que u ∈ JTKµ. Alors il existe ~a tel que µ[~a/~α] |= P et u ∈ JUKµ[~a/~α].
On en déduit que t ∈ JUKµ[~a/~α] car JUKµ[~a/~α] est stable par expansion fortement SR-
normalisante par hypothèse d’induction.

Il s’en suit que JTKµ est clos par expansion fortement SR-normalisante et qu’il satisfait
la clause (CR1).

Il reste à traiter le cas de T = ∀~αP.U. Le fait que JTKµ ∈ CRCR provient du lemme 9.3.24
et de la propriété 9.3.3. La stabilité par expansion fortement normalisante se traite de
manière similaire au cas T = ∃~αP.U.

Notons que les candidats de réductibilité sont des ensembles SR-saturés : la clause
(SAT0) est triviale et les clauses (SAT1S), (SAT2S) suivent du lemme 9.3.18.

Définition 11.4.19 Un interprétation des types de base J_K : B0 → D → SATSR est
dite valide si pour tout B ∈ B0 et tout a ∈ D, JBK(a) est un candidat de réductibilité
stable par expansion fortement SR-normalisante.

Ainsi, si les types de base sont interprétés par une interprétation valide, alors les types
contraints basés sur les produits sont interprétés par des candidats de réductibilité.

Remarque 11.4.20 De ce fait, si le type de sortie des fonctions est un type contraint
basé sur les produits, on évite le problème, étudié au chapitre 10, des sémantiques de
normalisation stables par union.

Notons que c’est ce qui est prescrit pour le typage du symbole ite(_, _, _) :

(Bool)
C; Γ ` b : Bool C; Γ ` t1 : T C; Γ ` t2 : T

C; Γ ` ite(b, t1, t2) : T
(T ∈ T∃∀×(B0,Φ(P,S,Vs)))

11.4.2 Adéquation

On montre maintenant que l’interprétation des types que l’on vient de définir est
adéquate vis-à-vis du typage dans λSR(B0,Φ(P,S,Vs), Σ0, τ).

On commence par montrer que l’interprétation des types respecte les contraintes de
sous-typage.

Proposition 11.4.21 Soient X1, X2, Y1, Y2 ⊆ Λ(Σ) tels que X1 ⊆ Y1 et X2 ⊆ Y2. Alors
X1 × X2 ⊆ Y1 × Y2.

Preuve. Si t ∈ X1×X2, alors pour tout i ∈ {1, 2} on a πit ∈ Xi ⊆ Yi, donc t ∈ Y1×Y2.

Proposition 11.4.22 Si µ |= ‖U v T‖ alors JUKµ ⊆ JTKµ.
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Preuve. Par induction sur la définition de ‖U v T‖.
‖Ba v Bb‖. Dans ce cas µ |= a = b, donc JBaKµ = JBbKµ.
‖T2 ⇒ T1 v U2 ⇒ U2‖. On a µ |= ‖U2 v T2‖ et µ |= ‖T1 v U1‖, donc par hypothèse

d’induction, JU2Kµ ⊆ JT2Kµ et JT1Kµ ⊆ JU1Kµ, soit JT2 ⇒ T1Kµ ⊆ JU2 ⇒ U1Kµ par
la proposition 10.2.4.

‖T1 × T2 v U1 × U2‖. On a µ |= ‖T1 v U1‖ et µ |= ‖T2 v U2‖, donc par hypothèse
d’induction, JT1Kµ ⊆ JU1Kµ et JT2Kµ ⊆ JU2Kµ, soit JT1× T2Kµ ⊆ JU1×U2Kµ par la
proposition 11.4.21.

‖T v ∃~αP.U‖ avec T 6= ∃~βQ.V . Comme µ |= ∃~α. P∧‖T v U‖, par hypothèse d’induction
il existe ~a ∈ D tel que µ[~a/~α] |= P et JTKµ[~a/~α] ⊆ JUKµ[~a/~α].
Il s’en suit que JTKµ[~a/~α] ⊆ J∃~αP.UKµ, soit JTKµ ⊆ J∃~αP.UKµ car ~α /∈ FVS(T).

‖∃~αP.T v U‖. On doit montrer que
⋃

~a∈{~a | µ[~a/~α]|=P}JTKµ[~a/~α] ⊆ JUKµ. S’il n’existe pas
de ~a ∈ D tels que µ[~a/~α] |= P, alors J∃~αP.TKµ =

⋂
SATSR, donc J∃~αP.TKµ ⊆ JUKµ

car JUKµ ∈ SATSR par le lemme 11.4.14.
Sinon, comme µ |= ∀~α.P ⊃ ‖T v U‖, pour tout ~a ∈ D tels que µ[~a/~α] |= P, par
hypothèse d’induction on a JTKµ[~a/~α] ⊆ JUKµ[~a/~α], soit JTKµ[~a/~α] ⊆ JUKµ car
~α /∈ FV(U). Il s’en suit que

⋃
~a∈{~a | µ[~a/~α]|=P}JTKµ[~a/~α] ⊆ JUKµ.

‖T v ∀~αP.U‖. On doit montrer que JTKµ ⊆
⋂

~a∈{~a | µ[~a/~α]|=P}JUKµ[~a/~α]. S’il n’existe pas
de ~a ∈ D tels que µ[~a/~α] |= P, alors J∀~αP.UKµ =

⋂
SN SR, donc JTKµ ⊆ J∀~αP.UKµ

car JTKµ ∈ SATSR par le lemme 11.4.14.
Sinon, comme µ |= ∀~α.P ⊃ ‖T v U‖, pour tout ~a ∈ D tels que µ[~a/~α] |= P, par
hypothèse d’induction on a JTKµ[~a/~α] ⊆ JUKµ[~a/~α], soit JTKµ ⊆ JUKµ[~a/~α] car
~α /∈ FV(T). Il s’en suit que JTKµ ⊆

⋂
~a∈{~a | µ[~a/~α]|=P}JUKµ[~a/~α].

‖∀~αP.T v U‖ avec U 6= ∀~βQ.V . Comme µ |= ∃~α. P∧‖T v U‖, par hypothèse d’induction
il existe ~a ∈ D tel que µ[~a/~α] |= P et JTKµ[~a/~α] ⊆ JUKµ[~a/~α].
Il s’en suit que J∀~αP.TKµ ⊆ JUKµ[~a/~α], soit J∀~αP.TKµ ⊆ JUKµ car ~α /∈ FVS(U).

On peut maintenant montrer que si l’on dispose d’une interprétation valide, et que tous
les symboles f ∈ Σ0 appartiennent à l’interprétation de leur type, alors tous les termes
typables appartiennent à l’interprétation de leur type.

Définition 11.4.23 Étant donnés une substitution σ, un assignement µ et un contexte
contraint C; Γ , on pose (µ, σ) |= C; Γ , si µ |= C et σ(x) ∈ JΓ(x)Kµ pour tout x ∈ Dom(Γ).

Théorème 11.4.24 (Adéquation) Soit J_K une interprétation valide des types de base.
Supposons que f ∈ JτS(f)K pour tout f ∈ Σ0. Si C, Γ ` t : T et (µ, σ) |= C; Γ alors
tσ ∈ JTKµ.

Preuve. Par induction sur C; Γ ` t : T .
Le cas de (Ax) est trivial, celui de (Symb I) pris en compte par l’hypothèse. Comme

les types sont interprétés par des ensembles saturés, les cas de (⇒ I), (⇒ E), (×I) et
(×E) sont traités comme au lemme 9.1.26, en utilisant la remarque 11.4.10. Enfin, la
règle (Sub) est traitée par la proposition 11.4.22.

Voyons le cas des règles restantes :
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(Bool) Soit (µ, σ) |= C; Γ . Par hypothèse d’induction, on a bσ ∈ J∃α.BoolαK et tiσ ∈ JTKµ
pour tout i ∈ {1, 2}.
On doit montrer que ite(bσ, t1σ, t2σ) ∈ JTKµ. Pour cela, on montre par induction
sur (c, u1, u2) ordonné par →SR que si c ∈ J∃α.BoolαK et u1, u2 ∈ JTKµ alors
ite(c, u1, u2) ∈ JTKµ.
Soit donc c ∈ J∃α.BoolαK et u1, u2 ∈ JTKµ.
Comme T ∈ T∃∀×(B0,Φ(P,S,Vs)), on a JTKµ ∈ CRCR par le lemme 11.4.18, donc
comme ite(c, u1, u2) est neutre, il suffit de montrer que (ite(c, u1, u2))SR ⊆ JTKµ.
Soit v ∈ (ite(c, u1, u2))SR.
— Si v = ite(c ′, u ′

1, u
′
2) avec (c, u1, u2)→SR (c ′, u ′

1, u
′
2), alors c ′ ∈ J∃α.BoolαK et

u ′
1, u

′
2 ∈ JTKµ par (SAT0), et on a v ∈ JTKµ par hypothèse d’induction.

— Sinon, c ∈ {true, false} et v = ui ∈ JTKµ par hypothèse.
(let) Soit (µ, σ) |= C; Γ . On doit montrer que (let x = t in u)σ ∈ JUKµ.

Par le lemme 1.2.10, on peut supposer que x /∈ FV(σ) ∪ Dom(σ). On a donc

(let x = t in u)σ = let x = tσ in uσ

selon le lemme 1.3.9.(i).
D’après la remarque 11.4.10, comme tσ ∈ JTKµ ⊆ SN SR par hypothèse d’induc-
tion, il suffit de montrer que (uσ)[tσ/x] ∈ JUKµ.
Or, (uσ)[tσ/x] = u(σ[tσ/x]) selon la proposition 1.3.5, et par hypothèse d’induction
on a u(σ[tσ/x]) ∈ JUKµ car tσ ∈ JTKµ. Il s’en suit que (uσ)[tσ/x] ∈ JUKµ.

(∀ I) Soit (µ, σ) |= Γ . On doit montrer que tσ ∈ JTKµ[~a/~α] pour tout~a tel que µ[~a/~α] |= P.
Or, si µ[~a/~α] |= P, alors (µ[~a/~α], σ) |= C∧P; Γ car ~α /∈ FV(C, Γ), donc par hypothèse
d’induction tσ ∈ JTKµ[~a/~α].

(∀E) Soit (µ, σ) |= C; Γ . Par hypothèse d’induction, tσ ∈ JTKµ[~a/~α] pour tout ~a tel que
µ[~a/~α] |= P. Comme µ |= C et ` C ⊃ P[~a/~α], on a µ |= P[~a/~α], donc µ[µ(~a)/~α] |= P.
Il s’en suit que tσ ∈ JTKµ[µ(~a)/~α] = JT [~a/~α]Kµ.

(∃ I) Soit (µ, σ) |= C; Γ . Par hypothèse d’induction, on a tσ ∈ JT [~a/~α]Kµ = JTKµ[µ(~a)/~α].
Comme µ |= C et ` C ⊃ P[~a/~α], on a µ |= P[~a/~α], d’où µ[µ(~a)/~α] |= P, et donc
tσ ∈ J∃~αP.TKµ.

(∃E) Soit (µ, σ) |= C; Γ . On doit montrer que (let x = t in u)σ. En raisonnant comme
dans le cas de la règle (let), on peut supposer que x /∈ FV(σ) ∪ Dom(σ) et il suffit
de montrer que u(σ[tσ/x]) ∈ JUKµ.
Du fait que µ |= C et que ` C ⊃ ∃~α.P, il existe ~a ∈ D tel que µ[~a/~α] |= P. Il s’en
suit que tσ ∈ JTKµ[~a/~α] par hypothèse d’induction.
D’autre part, comme ~α /∈ FV(C), on a µ[~a/~α] |= C, et comme ~α /∈ FV(Γ), on en
déduit que (µ[~a/~α], σ[tσ/x]) |= C ∧ P; Γ, x : T . Ainsi, on a u(σ[tσ/x]) ∈ JUKµ[~a/~α]

par hypothèse d’induction, soit u(σ[tσ/x]) ∈ JUKµ car ~α /∈ FV(U).

Corollaire 11.4.25 Soit J_K une interprétation valide des types de base et supposons
que f ∈ JτS(f)K pour tout f ∈ Σ0.

Si C; Γ ` t : T et s’il existe un assignement µ tel que µ |= C, alors t ∈ SN SR.
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11.4.3 Interprétation singleton des types inductifs

Nous définissons maintenant une interprétation valide des types de base. Pour cela on
suppose que tous les types de base sont des types inductifs du premier ordre, dans le sens
de la définition 11.2.5. Comme suggéré à la remarque 11.2.13, et d’après nos contraintes de
sous-typage (voir exemple 11.3.13), on veut une interprétation « singleton », c’est-à-dire
telle que JBK(a) = JBK(b) si et seulement si a = b. De plus, on veut que les types inductifs
soient interprétés par des candidats de réductibilité stables par expansion fortement SR-
normalisante, au sens des définitions 11.4.15 et 11.4.17. Pour cela, on suppose que la
relation →SR est confluente sur SN SR.

On commence par voir quels sont les types contraints que l’on assigne aux constructeurs
de types inductifs du premier ordre. Soit C un type inductif et C sa classe d’équivalence
pour 'B0

. Rappelons que C est un type inductif du premier ordre si pour tout construc-
teur c de C on a

τ(c) = D1 ⇒ · · ·⇒ Dk ⇒ Ck+1 ⇒ · · ·⇒ Cn ⇒ C ,

où Di ∈ <C
B0

pour tout i ∈ {1, . . . , k} et Ci ∈ C pour tout i ∈ {k + 1, . . . , n}.

Remarque 11.4.26 Cet ordre sur les arguments des constructeurs n’a rien d’essentiel.
Il nous est utile uniquement pour simplifier la présentation.

Rappelons que les types inductifs sur les booléens sont définis en 11.4.1.

Définition 11.4.27 (Typage des constructeurs) Soit B0 un ensemble de types de
base, (Σ0, τ) une signature typée sur T⇒×(B0Bool) et C un ensemble de types inductifs
basés sur les booléens sur (B0, Σ0, τ).

— On type dans T⇒×(B0Bool,Φ(P,S,Vs)) les constructeurs true et false du type Bool
de la manière suivante :

τS(true) =def Boolt et τS(false) =def Boolf .

— Soit C ∈ C et c un constructeur de C de type

τ(c) = D1 ⇒ · · ·⇒ Dk ⇒ Ck+1 ⇒ · · ·⇒ Cn ⇒ C ,

où Di <B0
C pour tout i ∈ {1, . . . , k} et Ci 'B0

C pour tout i ∈ {k + 1, . . . , n}. On
pose

τS(c) =def D1 ⇒ · · ·⇒ Dn ⇒ C0

si k = n, et sinon,

τS(c) =def D1 ⇒ · · ·⇒ Dk ⇒ ∀αk+1 . . . αn. Cαk+1

k+1 ⇒ · · ·⇒ Cαn
n ⇒ C1+max(~α) .

Exemple 11.4.28 Les types des constructeurs de Nat et List donné à l’exemple 11.3.8
sont les types spécifiés à la définition 11.4.27 :

τS(0) =def Nat0 τS(S) =def ∀α. Natα ⇒ Natα+1

τS(nil) =def List0 τS(cons) =def Nat⇒ ∀α. Listα ⇒ Listα+1 .
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Voyons maintenant comment définir une interprétation singleton pour les types induc-
tifs du premier ordre.

Définition 11.4.29 (Interprétation singleton) Soit B0 un ensemble de types de base,
(Σ0, τ) une signature typée sur T⇒×(B0Bool) et C un ensemble de types inductifs basés sur
les booléens sur (B0, Σ0, τ).

— On définit l’interprétation du type Bool des booléens de la manière suivante :

JBoolK(t) =def {t ∈ SN SR | t 6→∗
SR false} ,

JBoolK(f) =def {t ∈ SN SR | t 6→∗
SR true} .

— Si C ∈ C alors on définit JCK(a) par induction sur a ∈ N comme suit :

(i) JCK(0) est l’ensemble des t ∈ SN SR tels que pour tout c ∈ C et tout t1, . . . , tn

avec n = ac, si t →∗
SR ct1 . . . tn alors τS(c) = D1 ⇒ · · · ⇒ Dn ⇒ C0 avec

ti ∈ JDiK pour tout i ∈ {1, . . . , n},

(ii) JCK(b + 1) est l’ensemble des t ∈ SN SR tels que pour tout c ∈ C et tout
t1, . . . , tn avec n = ac, si t→∗

SR ct1 . . . tn alors il existe k < n tel que

τS(c) = D1 ⇒ · · ·⇒ Dk ⇒ ∀αk+1 . . . αn. Cαk+1

k+1 ⇒ · · ·⇒ Cαn
n ⇒ C1+max(~α)

et
– ti ∈ JDiK pour tout i ∈ {1, . . . , k},
– il existe ~a tels que b = max(~a) et tj ∈ JCjK(aj) pour tout j ∈ {k + 1, . . . , n}.

On vérifie maintenant que l’on a bien définit une interprétation valide au sens de la
définition 11.4.19.

Lemme 11.4.30 Soit B0 un ensemble de types de base, (Σ0, τ) une signature typée sur
T⇒×(B0Bool) et C un ensemble de types inductifs basés sur les booléens sur (B0, Σ0, τ) tels
que tout C ∈ B0 appartient à C. Soit de plus R un système de réécriture conditionnelle
vérifiant les conditions de la définition 11.1.1 et tel que la relation →SR soit confluente
sur SN SR.

Alors l’interprétation J_K : B0Bool → D → SATCR définie en 11.4.29 est une interpré-
tation valide des types de base.

Preuve. On commence par le cas des booléens. On ne traite que le cas de JBoolK(t),
celui de JBoolK(f) étant similaire.

Tout d’abord, il est clair que JBoolK(t) ⊆ SN SR. Vérifions maintenant que JBoolK(t)
est bien un candidat de réductibilité.

(CR0) Si t ∈ JBoolK(t) et t→SR u, alors u 6→∗
SR false car t 6→∗

SR false.

(CR1) Soit t un terme neutre tel que (t)SR ⊆ JBoolK(t). Donc t 6= false, et t ne se
réduit pas vers false car aucun u ∈ (t)SR ne se réduit vers false. Il s’en suit que
t ∈ JBoolK(t).
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Il reste à voir que JBoolK(t) est stable par expansion fortement SR-normalisante. Soit
t ∈ JBoolK(t) et u ∈ SN SR tel que u →∗

SR t. Alors si u →∗
SR false, comme false est

un terme SR-normal, par confluence de →SR sur SN SR on a t →∗
SR false, ce qui est

impossible. Il s’en suit que u ∈ JBoolK(t).
Abordons maintenant le cas des types de base C ∈ B0. On raisonne par induction sur

les paires (C, a) ordonnées par (>B0
, >)lex, où > est l’ordre standard sur N. Soit donc

C ∈ B0. On ne traite que le cas de JCK(a + 1), celui de JCK(0) étant similaire et plus
simple.

On a JCK(a + 1) ⊆ SN SR par définition. Considérons les clauses (CR0) et (CR1).

(CR0) Si t ∈ JCK(a + 1) et t→SR u, alors tout réduit de u de la forme c~t avec c ∈ C est
un réduit de t, donc satisfait les conditions de la définition 11.4.29. Il s’en suit que
u ∈ JCK(a + 1)

(CR1) Soit t un terme neutre tel que (t)SR ⊆ JCK(a + 1). Alors comme t est neutre,
ce n’est pas un terme de la forme c~t, donc tout réduit de t de cette forme est un
réduit d’un u ∈ (t)SR. Il s’en suit que tout réduit de t de la forme c~t satisfait les
conditions de la définition 11.4.29, et donc que t ∈ JCK(a + 1).

Montrons maintenant que JCK(a + 1) est stable par expansion fortement normalisante.
Soit t→SR u avec u ∈ JCK(a+1) et t ∈ SN SR. Supposons que t→∗

SR ct1 . . . tktk+1 . . . tn

avec
τS(c) = D1 ⇒ · · ·⇒ Dk ⇒ ∀~α. Cαk+1

k+1 ⇒ . . .Cαn
n ⇒ Cmax(~α)+1 .

Alors par confluence de →SR sur SN SR, il existe u1 . . . un tels que (t1, . . . , tn) →∗
SR

(u1, . . . , un) et u→∗
SR cu1 . . . un. Par définition, on a ui ∈ JDiK pour tout i ∈ {1, . . . , k},

et il existe ak+1, . . . , an tels que a = max(~a) et et uj ∈ JCjK(aj) pour tout j ∈ {k+1, . . . , n}.
Par hypothèse d’induction, pour tout i ∈ {1, . . . , k} et tout b, JDiK(b) est un candidat

de réductibilité stable par expansion fortement normalisante, donc JDiK est un candidat
de réductibilité stable par expansion fortement normalisante par le lemme 11.4.18, et il
s’en suit que ti ∈ JDiK.

De même, par hypothèse d’induction, pour tout j ∈ {k + 1, . . . , n}, JCjK(aj) est stable
par expansion fortement normalisante, donc tj ∈ JCjK(aj).

On en déduit que t ∈ JCK(a + 1).

Vérifions que les constructeurs appartiennent à l’interprétation de leur type.

Lemme 11.4.31 Soit B0 un ensemble de types de base, (Σ0, τ) une signature typée sur
T⇒×(B0Bool) et C un ensemble de types inductifs basés sur les booléens sur (B0, Σ0, τ) tels
que tout C ∈ B0 appartient à C. Soit de plus R un système de réécriture conditionnelle
vérifiant les conditions de la définition 11.1.1 et tel que la relation →SR soit confluente
sur SN SR.

Considérons un type de base C ∈ B0, un constructeur c de C et des termes t1, . . . , tn

avec n = ac.

(i) On a ct1 . . . tn ∈ JCK(0) si et seulement si τS(c) = D1 ⇒ · · · ⇒ Dn ⇒ C0 et
ti ∈ JDiK pour tout i ∈ {1, . . . , n}.
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(ii) Pour tout b ∈ N, on a ct1 . . . tn ∈ JCK(b + 1) si et seulement s’il existe k < n tel
que

τS(c) = D1 ⇒ · · ·⇒ Dk ⇒ ∀αk+1 . . . αn. Cαk+1

k+1 ⇒ · · ·⇒ Cαn
n ⇒ C1+max(~α)

et
— ti ∈ JDiK pour tout i ∈ {1, . . . , k},
— il existe ~a tels que b = max(~a) et tj ∈ JCjK(aj) pour tout j ∈ {k + 1, . . . , n}.

Preuve. Dans les deux cas, le sens « seulement si » suit directement de la défini-
tion 11.4.29.

Pour l’autre direction, soient c ∈ C et t1, . . . , tn avec n = ac. Tout d’abord, notons
que si ct1 . . . tn →SR v alors v = ct ′1 . . . t ′n avec (t1, . . . , tn)→SR (t ′1, . . . , t

′
n). Il s’en suit

que ct1 . . . tn ∈ SN SR lorsque t1, . . . , tn ∈ SN SR.
Les cas 11.4.31.(i) et 11.4.31.(ii) étant similaires, on ne traite que le second.

Cas 11.4.31.(ii). Supposons qu’il existe k < n tel que

τS(c) = D1 ⇒ · · ·⇒ Dk ⇒ ∀αk+1 . . . αn. Cαk+1

k+1 ⇒ · · ·⇒ Cαn
n ⇒ C1+max(~α)

et
— ti ∈ JDiK pour tout i ∈ {1, . . . , k},
— il existe ~a tels que b = max(~a) et tj ∈ JCjK(aj) pour tout j ∈ {k + 1, . . . , n}.
Alors comme c est un constructeur, si ct1 . . . tn →∗

SR c ′t ′1 . . . t ′n ′ on a c ′ = c, n ′ = n

et (t1, . . . , tn)→SR (t ′1, . . . , t
′
n). Le lemme 11.4.30 implique que t ′i ∈ JDiK pour tout

i ∈ {1, . . . , k} et que t ′j ∈ JCjK[aj] pour tout j ∈ {k + 1, . . . , n}. On en déduit que
ct1 . . . tn ∈ JCK(b + 1).

11.4.4 Critère de terminaison

On présente maintenant notre critère de terminaison basé sur les types contraints.
Les deux points importants de ce critère sont que l’on peut formuler la fermeture

calculable directement dans le système de types contraints, sans passer par un système
de types annexe comme dans [BJO02, Bla05b], et que l’on obtient la normalisation forte
non seulement des termes typés sur λSR(B0,Φ(P,S,Vs), Σ0, τS) mais aussi des termes
typés dans le système non contraint λSR(B0, Σ0, τS).

Dans toute cette section on suppose donnés un ensemble de types de base B0, une
signature Σ0, une fonction τS : Σ0 → T⇒×(B0,Φ(P,S,Vs)) et un ensemble C de types
inductifs basés sur les booléens sur (B0, Σ0, τ) tels que tout C ∈ B0 est un type inductif
du premier ordre basé sur les booléens sur (B0, Σ0, τS). Rappelons que F = Σ0 \ C.

On suppose de plus que R est un système de réécriture conditionnelle avec construc-
teurs inductifs, au sens de la définition 11.2.9, qui vérifie les conditions de la défini-
tion 11.1.1, et tel que la relation →SR soit confluente sur SN SR. En particulier, les
règles de R sont de la forme

d1 = c1 ∧ . . . ∧ dm = cm ⊃ f l1 . . . ln 7→R r
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où f ∈ F et cj ∈ {true, false} pour tout j ∈ {1, . . . ,m}, et où pour tout i ∈ {1, . . . , n}, le
terme li est généré par la grammaire :

p ∈ PC ::= x | c p1 . . . pm

avec x ∈ X , c ∈ C et m = ac.
D’après le théorème 11.4.24, la normalisation forte dépend du fait que les symboles

f ∈ Σ0 appartiennent à l’interprétation de leur type. Le cas des constructeurs a été traité
au lemme 11.4.31.

En ce qui concerne les symboles f ∈ F , on a vu à la section 11.2 que pour la réécri-
ture non-conditionnelle, il faut, pour toute règle f~l 7→R r, que toutes les occurrences de
symboles g ∈ F dans r appartiennent à l’interprétation de leur type. Ainsi, les règles de
réécriture induisent une relation de dépendance entre les symboles de F , qui est appelée
précédence. Rappelons qu’un préordre est une relation réflexive et transitive.

Définition 11.4.32 Une précédence est un préordre dont la partie stricte est une rela-
tion bien fondée.

Si ≤F est une précédence, nous dénotons par <F sa partie stricte et par 'F la plus
petite relation d’équivalence telle que f 'F g si f ≤F g ≤F f.

Une précédence n’est utile que si elle respecte le système de réécriture R. Dans le cas
non conditionnel, cela veut dire que pour toute règle f~l 7→R r, on a g ≤F f pour tout
g ∈ F apparaissant dans r. Dans le cas conditionnel, on suppose que ceci est aussi vérifié
pour les conditions des règles.

Définition 11.4.33 On dit qu’une précédence ≤F sur F respecte un système condi-
tionnel R si pour tout f ∈ F et toute règle ~d = ~c ⊃ f~l 7→R r on a g ≤F f pour tout g ∈ F
apparaissant dans ~d, ~c ou r.

On suppose donnée une précédence ≤F sur F qui respecte R. De plus, on fait l’hypo-
thèse que pour tout c ∈ C, τS(c) est le type défini en 11.4.27. D’autre part, on pose

true∗ =def t t∗ =def t et false∗ =def f f∗ =def f .

Remarque 11.4.34 Notons que pour tout b ∈ {t, f}, si t ∈ JBoolK(b) et t →∗
SR c avec

c ∈ {true, false}, alors b = c∗∗.

Le dernier outil technique à introduire avant de présenter le critère de terminaison est
notre relation d’accessibilité contrainte. Comme nous allons le voir au lemme 11.4.37, elle
doit être lue de la manière suivante : si α = a ; Γ  t : Cα et tσ ∈ JCK(a), alors il existe
un assignement µ tel que (µ[a/α], σ) |= α = a ; Γ .

Rappelons que deux contextes Γ1 et Γ2 sont compatibles si Γ1(x) = Γ2(x) pour tout
x ∈ Dom(Γ1) ∩ Dom(Γ2).

Définition 11.4.35 Soit une injection ε : X → Vs. On dit que deux contextes contraints
C1 ; Γ1 et C2 ; Γ2 sont strictement compatibles pour ε, notation

C1 ; Γ1 ↑ε C2 ; Γ2 ,

si Γ1 et Γ2 sont compatibles et si pour tout β ∈ FVS(C1, Γ1)∩ FVS(C2, Γ2), il existe x ∈ X
tel que β = ε(x) avec x ∈ Dom(Γ1) ∩ Dom(Γ2) et Γ1(x) = Γ2(x) = Cβ où C ∈ B0Bool.
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Définition 11.4.36 (Accessiblité contrainte) La relation d’accessibilité contrainte
α = a ; Γ  t : Cα est la plus petite relation satisfaisant aux règles de la figure 11.3, où
ε est un injection de X dans Vs.

(Var)
α = ε(x) ; x : Cε(x)  x : Cα

(Cons0)
τS(c) = ~D⇒ C0 C 6= Bool

α = 0 ; ~x : ~D  c~x : Cα
(ConsBool)

τS(c) = Boolc
∗

α = c∗ ; ∅  c : Boolα

(Cons)

τS(c) = ~D⇒ ∀~α. Cα1
1 ⇒ · · ·⇒ Cαn

n ⇒ C1+max(~α)

α1 = a1 ; Γ1  u1 : Cα1
1 . . . αn = an ; Γn  un : Cαn

n

β = 1 + max(~a) ; ~x : ~D,~Γ  c~x~u : Cβ

si ∀i 6= j. αi = ai ; Γi ↑ε αj = aj ; Γj,

β /∈ FV(~α, ~a,~Γ) et pour tout i, Γi est compatible avec ~x : ~D .

Fig. 11.3: Accessibilité contrainte

La correction de l’accessibilité contrainte, que l’on montre au lemme 11.4.37 suivant,
repose sur le lemme 11.4.31.

Lemme 11.4.37 (Correction de l’accessibilité contrainte) Si α = a ; Γ  t : Cα

et tσ ∈ JCK(a) alors il existe µ tel que (µ[a/α], σ) |= α = a ; Γ .

Preuve. Par induction sur α = a ; Γ  t : Cα.
(Var) On prend µ tel que µ(ε(x)) = a.
(Cons0) et (ConsBool). L’assignement µ = ∅ convient.
(Cons) On a (c~x~u)σ ∈ JCK(a) avec αi = ai ; Γi  ui : Cαi

i pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Par
le lemme 11.4.31 il existe ~a tels que a = 1 + max(~a) et uiσ ∈ JCiK(ai) pour tout
i ∈ {1, . . . , n}. Par hypothèse d’induction, pour tout i ∈ {1, . . . , n} il existe µi tel
que (µi[ai/αi], σ) |= αi = ai ; Γi.
D’autre part, par hypothèse pour tout i 6= j, les contextes contraints αi = ai ; Γi

et αj = aj ; Γj sont strictement compatibles. Il s’en suit que pour tout i 6= j et tout
α ∈ Vs, si γ ∈ FV(αi, ai, Γi) ∩ FV(αj, aj, Γj), alors µi[ai/αi](γ) = µj[aj/αj](γ).
On peut donc définir

µ =def [~a/~α] ] [µi(γ)/γ | γ ∈ FV(αi, ai, Γi) ∧ i ∈ {1, . . . , n}]

et on a (µ, σ) |= ~α = ~a ; ~Γ . Il s’en suit que (µ[a/α], σ) |= α = 1 + max(~a) ; ~x : ~D,~Γ
car α /∈ FV(~α, ~a,~Γ).
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On aborde maintenant le critère de terminaison à proprement parler. Avant de le
présenter formellement, essayons de voir quels en sont les éléments principaux.

Tout d’abord, nous faisons l’hypothèse que le type des symboles f ∈ F est de la forme

τS(f) = T1 ⇒ · · ·⇒ Tk ⇒ ∀~α. Cα1
1 ⇒ · · ·⇒ Cαn

n ⇒ T ,

où T est un type contraint basé sur les produits avec FVS(T) ⊆ ~α, et où FVS(~T) = ∅.
— Comme T est un type contraint basé sur les produits, d’après le lemme 11.4.18 il

est interprété par un candidat de réductibilité. Ainsi, pour tous termes t1, . . . , tk,
u1, . . . , un et tous a1, . . . , an ∈ D tels que ti ∈ JTiK pour tout i ∈ {1, . . . , k} et
uj ∈ JCjK(aj) pour tout j ∈ {1, . . . , n}, on a f~t~u ∈ JTK[~a/~α] si et seulement si
(f~t~u)SR ⊆ JTK[~a/~α].

— La forme de τS(f) permet de séparer ses arguments récursifs, qui ont des types
inductifs et sur lesquels on peut faire du filtrage constructeur, de ses autres argu-
ments qui sont nécessairement des variables. Nous supposons que les arguments
sont donnés dans cet ordre là pour faciliter la présentation.

— Les conditions FVS(T) = ~α et FVS(~T) = ∅ impliquent que le type de f est clos et
que son type de sortie dépend uniquement de la taille de ses arguments récursifs.

Notons que ces conditions sont respectées par le type contraint du symbole pivot donné
à l’exemple 11.3.8 :

τS(pivot) = Nat⇒ ∀α. Listα ⇒ ∃β1β2 (α = β1 + β2). Listβ1 × Listβ2 .

Ensuite, nous supposons que f est muni d’une contrainte de terminaison <f telle que
la relation ≺f définie par

~b ≺f ~a si et seulement si [~b/~β,~a/~α] |= ~β <f ~α

est bien fondée. C’est cette relation qui sert d’argument de terminaison. Par exemple,
pour <pivot, on prend l’ordre strict standard sur N.

D’autre part, si g 'F f alors f et g peuvent définir des fonctions mutuellement récur-
sives : g peut apparaître dans le membre droit ou les conditions d’une règle définissant
f et inversement, f peut apparaître dans le membre droit ou les conditions d’une règle
définissant g. Les arguments de terminaison utilisés pour f et pour g doivent donc être
identiques : f et g ont le même nombre d’arguments récursifs, de mêmes types, et ont
même contrainte de terminaison.

Considérons maintenant une règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r définissant f. Rappelons que l est
un terme sur la grammaire

l ::= f p1 . . . pk+n

avec p ∈ PC ::= x | c p1 . . . pm

où x ∈ X , c ∈ C et m = ac. Comme on sépare les arguments récursifs de f de ses autres
arguments, on suppose de plus que l est de la forme fx1 . . . xkl1 . . . ln où lj ∈ PC pour
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tout j ∈ {1, . . . , n}. Notons que le membre gauche de la règle (11.2) définissant pivot
satisfait cette condition :

pivot x (cons y l) 7→pivot let z = (pivot x l) in
ite(> y x, (π1 z, cons y (π2 z)),

(cons y (π1 z), π2 z))

On impose que lj ∈ PC pour tout j ∈ {1, . . . , n} car on sait faire du filtrage constructeur
pour les arguments récursifs, c’est-à-dire récupérer des informations de réductibilité sur
les arguments des constructeurs.

Ceci est assuré par la relation d’accessibilité. Ainsi, on suppose qu’il existe des contextes
contraints deux à deux strictement compatibles (αi = ai ; Γi)i∈{1,...,n} tels que pour tout
i ∈ {1, . . . , n},

αi = ai ; Γi  li : Cαi
i .

Par exemple, pour la règle de réduction de pivot on a

(Cons)
(Var)

l : Listε(l)  l : Listε(l)

α = 1 + ε(l) ; y : Nat, l : Listε(l)  cons y l : Listα

Enfin, on essaye de typer les conditions et le membre droits des règles en utilisant le
contexte contraint généré par l’accessibilité. Considérons le cas d’une règle non condition-
nelle f ~x~l 7→R r (un cas de réécriture conditionnelle est développé à l’exemple 11.4.42).

Comme nous l’avons déjà vu, l’important est ici d’assurer, pour toute substitution σ,
une décroissance entre les arguments récursifs de f dans le membre gauche instantié et
les arguments récursifs des symboles g 'F f dans le membre droit instantié.

Pour ce faire, on type le membre droit r en utilisant certaines hypothèses sur le types
des symboles. Rappelons que comme ≤F est compatible avec R, on a g ≤F f pour tout
g ∈ F apparaissant dans r. Le type τ<

S (g) des symboles g ∈ Σ0 pouvant apparaître dans
le membre droit est défini comme suit :

— τ<
S (c) =def τS(c) pour tout c ∈ C,

— τ<
S (g) =def τS(g) pour tout g <F f,

— pour tout g 'F f tel que

τS(g) = U1 ⇒ · · ·⇒ Up ⇒ ∀~α ′. Cα ′
1

1 ⇒ · · ·⇒ Cα ′
n

n ⇒ U ,

on pose

τ<
S (g) =def U1 ⇒ · · ·⇒ Up ⇒ ∀~α ′(~α ′ <f ~α). Cα ′

1
1 ⇒ · · ·⇒ Cα ′

n
n ⇒ U[~α ′/~α] ,

où ~α ∩ ~α ′ = ∅.
Ainsi, si g 'F f, le type τ<

S (g) oblige à utiliser g dans le membre droit avec des arguments
récursifs strictement plus petit que ceux de f dans le membre gauche. En utilisant ce
typage des symboles, on suppose que r est typable de la manière suivante :

~α = ~a ; ~x : ~T,~Γ `τ<
S

r : T .
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Nous allons voir à l’exemple 11.4.41 comment obtenir ceci pour la règle (11.2) de pivot.
Passons maintenant à la formulation formelle de notre critère de terminaison, et à la

preuve de sa correction.

Théorème 11.4.38 (Normalisation forte dans λSR(B0,Φ(P,S,Vs), Σ0, τS)) Soit
un ensemble de types de base B0, une signature Σ0, une fonction de typage τS de Σ0

dans T⇒×(B0,Φ(P,S,Vs)) et un ensemble C de types inductifs basés sur les booléens sur
(B0, Σ0, τ) tels que tout C ∈ B0 est un type inductif du premier ordre basé sur les booléens
sur (B0, Σ0, τS). Rappelons que F = Σ0 \ C.

Soit de plus R un système de réécriture conditionnelle avec constructeurs inductifs, au
sens de la définition 11.2.9, qui vérifie les conditions de la définition 11.1.1, et tel que la
relation →SR soit confluente sur SN SR.

Soit enfin un précédence ≤F sur F qui respecte R au sens de la définition 11.4.33.
Supposons que pour tout f ∈ F ,
— τS(f) = T1 ⇒ · · · ⇒ Tk ⇒ ∀~α. Cα1

1 ⇒ · · · ⇒ Cαn
n ⇒ T où T est un type contraint

basé sur les produits avec FVS(T) = ~α et où FVS(~T) = ∅.
— il existe une contrainte ~β <f ~α telle que la relation ≺f définie par

~b ≺f ~a si et seulement si [~b/~β,~a/~α] |= ~β <f ~α

est bien fondée ;
— pour tout g 'F f, τS(g) est de la forme

U1 ⇒ · · ·⇒ Up ⇒ ∀~α. Cα1
1 ⇒ · · ·⇒ Cαn

n ⇒ U

avec <g = <f .
De plus, supposons que pour toute règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r définissant f, le membre gauche
l est de la forme fx1 . . . xkl1 . . . ln, et qu’il existe des contextes contraints deux à deux
strictement compatibles (αi = ai ; Γi)i∈{1,...,n} tels que pour tout i ∈ {1, . . . , n},

αi = ai ; Γi  li : Cαi
i .

Enfin, on suppose que les conditions et le membre droit de la règle peuvent être typés de
la manière suivante :

~α = ~a ; ~x : ~T,~Γ `τ<
S

~d : Bool
~b

~b = ~c∗, ~α = ~a ; ~x : ~T,~Γ `τ<
S

r : T ,

où
— τ<

S (c) =def τS(c) pour tout c ∈ C,
— τ<

S (g) =def τS(g) pour tout g <F f,
— pour tout g 'F f tel que

τS(g) = U1 ⇒ · · ·⇒ Up ⇒ ∀~α ′. Cα ′
1

1 ⇒ · · ·⇒ Cα ′
n

n ⇒ U ,

on pose

τ<
S (g) =def U1 ⇒ · · ·⇒ Up ⇒ ∀~α ′(~α ′ <f ~α). Cα ′

1
1 ⇒ · · ·⇒ Cα ′

n
n ⇒ U[~α ′/~α] ,

où ~α ∩ ~α ′ = ∅.
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Si C; Γ ` t : T et si C est satisfiable, alors t est fortement SR-normalisant.

Preuve. D’après le corollaire 11.4.25, il suffit de montrer que f ∈ JτS(f)K pour tout
f ∈ Σ0. Le cas des constructeurs est traité au lemme 11.4.31. Il reste donc le cas des
symboles f ∈ F .

On montre que pour tout f ∈ F avec

τS(f) = T1 ⇒ · · ·⇒ Tk ⇒ ∀~α. Cα1
1 ⇒ · · ·⇒ Cαn

n ⇒ T ,

pour tout t1, . . . , tk, u1, . . . , un et tout µ tels que ti ∈ JTiKµ pour tout i ∈ {1, . . . , k} et
uj ∈ JCjK(µ(αj)) pour tout j ∈ {1, . . . , n}, on a f~t~u ∈ JTKµ. On raisonne par induction
sur les tuples (f, µ(~α), (t1, . . . , tk, u1, . . . , un)) ordonnés par (>F ,�f ,→SR)lex.

Soit un symbole f, des termes t1, . . . , tk, u1, . . . , un et un assignement µ vérifiant ces
conditions. On doit montrer que f~t~u ∈ JTKµ. Comme c’est un terme neutre et comme T

est un type contraint basé sur les produits, par le lemme 11.4.18 il suffit de montrer que
(f~t~u)SR ⊆ JTKµ.

Soit donc v tel que f~t~u→SR v. Si v = ft ′1 . . . t ′ku ′
1 . . . u ′

n avec

(t1, . . . , tk, u1, . . . , un) →SR (t ′1, . . . , t
′
k, u ′

1, . . . , u
′
n) ,

alors par (SAT0) on a t ′i ∈ JTiKµ pour tout i ∈ {1, . . . , k} et u ′
j ∈ JCjK(µ(αj)) pour tout

j ∈ {1, . . . , n}. Il s’en suit que v ∈ JTKµ par hypothèse d’induction.
Sinon il existe une règle ~d = ~c ⊃ l 7→R r et une substitution σ telles que lσ = f~t~u et

v = rσ.
Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, posons ai =def µ(αi). Comme αi = ai ; Γi  li : Cαi

i , par
le lemme 11.4.37 il existe ξi tel que (ξi[ai/αi], σ) |= αi = ai ; Γi. De plus, comme les
contextes (αi = ai ; Γi)i∈{1,...,n} sont deux à deux compatibles, en posant

ξ =def [ξi(γ)/γ | γ ∈ FV(αi, ai, Γi) ∧ i ∈ {1, . . . , n}]

on a (ξ[~a/~α], σ) |= ~α = ~a ; ~Γ . De plus on a (ξ[~a/~α], σ) |= ~α = ~a ; ~x : ~T,~Γ car les types ~T
sont clos.

Soit maintenant g ≤F f avec

τS(g) = τS(g) = U1 ⇒ · · ·⇒ Up ⇒ ∀~α ′. Dα ′
1

1 ⇒ · · ·⇒ Dα ′
m

m ⇒ U

— Si g <F f alors on a τS(g) = τ<
S (g).

De plus, pour tout ξ ′ : Vs→ D et tout v1, . . . , vp, w1, . . . , wm tels que vi ∈ JUiKξ ′

pour tout i ∈ {1, . . . , p} et wj ∈ JDjK(ξ ′(α ′
j)) pour tout j ∈ {1, . . . ,m}, on a

(f,~a, (~t, ~u)) (>F ,�f ,→SR)lex (g, ξ ′(~α ′), (~v, ~w))

donc g~v~w ∈ JτS(g)Kξ ′ par hypothèse d’induction.
Il s’en suit que g ∈ Jτ<

S (g)K.
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— Sinon, on a

τ<
S (g) = U1 ⇒ · · ·⇒ Up ⇒ ∀~α ′(~α ′ <f ~α). Cα ′

1
1 ⇒ · · ·⇒ Cα ′

n
n ⇒ U ,

avec ~α ∩ ~α ′ = ∅. Notons que l’on peut supposer que ~α, ~α ′ /∈ FVS(~U).
Ainsi, pour tout ~a ′ ≺f ~a, tout ξ ′ : Vs → D et tout v1, . . . , vp, w1, . . . , wn tels que
vi ∈ JUiKξ ′[~a ′/~α ′] pour tout i ∈ {1, . . . , p} et wj ∈ JCjK(~a ′) pour tout j ∈ {1, . . . , n},
on a

(f,~a, (~t, ~u)) (>F ,�f ,→SR)lex (g,~a ′, (~v, ~w))

donc g~v~w ∈ JτS(g)Kξ ′[~a ′/~α ′] par hypothèse d’induction.
Il s’en suit que g ∈ Jτ<

S (g)K.
Du fait que

~α = ~a ; ~x : ~T,~Γ `τ<
S

~d : Bool
~b ,

et que (ξ[~a/~α], σ) |= ~α = ~a;~x : ~T,~Γ , en appliquant le théorème 11.4.24 aux symboles
C ∪ {g | g ≤F f} typés par τ<

S , on obtient ~dσ ∈ JBoolK(ξ[~a/~α](~b)). Par la remarque 11.4.34
on a alors ξ[~a/~α](~b) = ~c∗∗ et on en déduit que (ξ[~a/~α], σ) |= ~b = ~c∗, ~α = ~a ; ~x : ~T,~Γ .

De plus, comme on a

~b = ~c∗, ~α = ~a ; ~x : ~T,~Γ `τ<
S

r : T ,

en appliquant le théorème 11.4.24 aux symboles C ∪ {g | g ≤F f} typés par τ<
S , il vient

rσ ∈ JTKξ[~a/~α].
D’autre part, on a JTKξ[~a/~α] = JTK[~a/~α] = JTKµ car FVS(T) = ~α. Il s’en suit que

rσ ∈ JTKµ.

Remarque 11.4.39 D’après la remarque 11.3.22, pour vérifier que

~α = ~a ; ~x : ~T,~Γ `τ<
S

~d : Bool
~b

~b = ~c∗, ~α = ~a ; ~x : ~T,~Γ `τ<
S

r : T ,

on peut essayer de générer des contraintes C1 et C2 telles que

C1 ; ~x : ~T,~Γ `τ<
S

~d ↓ Bool
~b

C2 ; ~x : ~T,~Γ `τ<
S

r ↓ T ,

et tester si ` (~α = ~a ⊃ C1) ∧ ([~α = ~a ∧ ~b = ~c∗] ⊃ C2).

Si les types des arguments non récursifs des symboles f ∈ F sont des types contraints
simples, au sens de la définition 11.3.5.(ii), alors on obtient la normalisation forte des
termes typés dans le système non contraint λSR(B0, Σ0, τS).

Théorème 11.4.40 (Normalisation forte dans λSR(B0, Σ0, τS)) Sous les hypothèses
du théorème 11.4.38, si pour tout f ∈ F , on a

τS(f) = T1 ⇒ · · ·⇒ Tk ⇒ ∀~α. Cα1
1 ⇒ · · ·⇒ Cαn

n ⇒ T ,

où Ti est un type simple contraint pour tout i ∈ {1, . . . , k}, alors les termes typables de
λSR(B0, Σ0, τS) sont fortement SR-normalisants.
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Preuve. On raisonne par induction sur Γ ` t : T , comme au lemme 9.1.26. Les règles
(Bool) et (let) sont traitées comme au théorème 11.4.24. Voyons enfin le cas de la règle
(Symb I). Soit f ∈ Σ0.

— Supposons que f = c ∈ C. On ne considère que le cas où

τS(c) = D1 ⇒ · · ·⇒ Dk ⇒ ∀~α. Cαk+1

k+1 ⇒ . . .Cαn
n ⇒ Cmax(~α)+1 ,

les autres étant similaires et plus simples. D’après la remarque 11.4.13, pour tout
µ, on a JCmax(~α)+1Kµ ⊆ JCK et de plus JCαiKµ ⊆ JCK pour tout i ∈ {k + 1, . . . , n}.
On en déduit que JτS(c)K ⊆ JτS(c)K par la proposition 10.2.4, d’où c ∈ JτS(c)K
d’après le lemme 11.4.31.

— Sinon, f ∈ Σ, et τS(f) = T1 ⇒ · · ·⇒ Tk ⇒ ∀~α. Cα1
1 ⇒ · · ·⇒ Cαn

n ⇒ T , où Ti est un
type simple contraint pour tout i ∈ {1, . . . , k}, et où T est un type contraint basé
sur les produits.
Par la remarque 11.4.13, on a donc JTiK = JTiK pour tout i ∈ {1, . . . , k} et JCαj

j Kµ ⊆
JCK pour tout j ∈ {1, . . . , n} et tout µ.
Enfin, comme T est un type contraint basé sur les produits, T est un type basé sur
les produits, et il suit de la remarque 11.4.13 et de la proposition 11.4.21 que l’on
a JTKµ ⊆ JTK pour tout µ.
On en déduit que f ∈ JτS(f)K car f ∈ JτS(f)K par le théorème 11.4.38.

Exemple 11.4.41 On revient sur la règle (11.2) définissant le symbole pivot. Rappelons
que cette règle est définie à l’exemple 11.1.7, et que l’on a commencé à l’étudier juste
avant le théorème 11.4.38. D’autre part, la règle (11.2) utilise le symbole > défini à
l’exemple 11.1.4. On désigne par pivot le système de réécriture 7→pivot ∪ 7→>. Rappelons
que pour les règles de pivot, on utilise > avec le type Nat⇒ Nat⇒ Bool.

On montre maintenant que

pivot ∈ JNat⇒ ∀α. Listα ⇒ ∃β1β2 (α = β1 + β2). Listβ1 × Listβ2K . (11.12)

Notons que le type contraint de pivot satisfait les hypothèse du théorème 11.4.40. Ainsi,
si les règles définissant > sont calculables, on obtient la Spivot-normalisation pour les
termes typables de λSpivot(B0, Σ0, τS).

Pour obtenir (11.12), il reste à montrer qu’avec Γ =def x : Nat, y : Nat, l : Listε(l), on a

α = 1 + ε(l) ; Γ ` let z = (pivot x l) in
ite(> y x, (π1 z, cons y (π2 z)),

(cons y (π1 z), π2 z)) : ∃β1β2 (α = β1 + β2). Listβ1 × Listβ2

Pour ce faire on va générer une contrainte C telle que ` (α = ε(l) + 1) ⊃ C et

C ; Γ ` let z = (pivot x l) in
ite(> y x, (π1 z, cons y (π2 z)),

(cons y (π1 z), π2 z)) ↓ ∃β1β2 (α = β1 + β2). Listβ1 × Listβ2

(11.13)

D’après ce que l’on a vu à l’exemple 11.3.23, en utilisant le type

τ<
S = Nat⇒ ∀γ(γ < α). Listα ⇒ ∃γ1γ2 (γ = γ1 + γ2). Listγ1 × Listγ2 ,
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on a
ε(l) < α ; Γ ` pivot x l ↑ ∃γ1γ2 (ε(γ) = γ1 + γ2). Listγ1 × Listγ2 .

On peut appliquer la règle (↓ ∃E) si on arrive à générer une contrainte D telle que

D ; Γ, z : Listγ1 × Listγ2 `
ite(> y x, (π1 z, cons y (π2 z)),

(cons y (π1 z), π2 z)) ↓ ∃β1β2 (α = β1 + β2). Listβ1 × Listβ2 ,

On va utiliser la règle (↓ Bool). Posons Γz =def Γ, z : Listγ1 × Listγ2 . Tout d’abord, il est
clair que ; Γz ` > y x ↑ Bool. D’autre part, comme

; Γz ` y ↓ Nat et ; Γz ` cons ↑ Nat⇒ ∀γ2. Listγ2 ⇒ Listγ2+1 ,

on a
; Γz ` cons y ↑ ∀γ2. Listγ2 ⇒ Listγ2+1 ,

soit
; Γz ` cons y ↑ Listγ2 ⇒ Listγ2+1 .

Du fait que

(↑ ×E)
; Γz ` z ↑ Listγ1 × Listγ2

; Γz ` π2 z ↑ Listγ2

on en déduit que
; Γz ` cons y (π2 z) ↑ Listγ2+1 .

On a aussi ; Γz ` π1 z ↑ Listγ1 , d’où

; Γz ` (π1 z, cons y (π2 z)) ↑ Listγ1 × Listγ2+1 .

Comme ‖Listγ1 × Listγ2+1 v ∃β1β2(α = β1 + β2).Listβ1 × Listβ2‖ est la formule

Π1 =def ∃β1β2. α = β1 + β2 ∧ γ1 = β2 ∧ γ2 + 1 = β2 ,

il s’en suit que

Π1 ; Γz ` (π1 z, cons y (π2 z)) ↓ ∃β1β2(α = β1 + β2). Listβ1 × Listβ2 .

De manière similaire, avec

Π2 =def ∃β1β2. α = β1 + β2 ∧ γ1 + 1 = β2 ∧ γ2 = β2 ,

on a
Π2 ; Γz ` (cons y (π1 z), π2 z) ↓ ∃β1β2 (α = β1 + β2). Listβ1 × Listβ2 .

La règle (↓ Bool) donne alors

Π1 ∧ Π2 ; Γ, z : Listγ1 × Listγ2 `
ite(> y x, (π1 z, cons y (π2 z)),

(cons y (π1 z), π2 z)) ↓ ∃β1β2 (α = β1 + β2). Listβ1 × Listβ2 .

Enfin, en posant

C =def ε(l) < α ∧ ∃γ1γ2(ε(l) = γ1 + γ2) ∧ ∀γ1γ2 (ε(l) = γ1 + γ2 ⊃ (Π1 ∧ Π2)) ,

on obtient (11.13). D’autre part, il est aisé de voir que ` (α = ε(l) + 1) ⊃ C.
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Exemple 11.4.42 (McCarthy) On s’intéresse maintenant à la fonction 91 de Mc-
Carthy, présentée à l’exemple 11.1.8. On considère un symbole f de type non contraint
Nat⇒ Nat défini par les règles conditionnelles :

> x 100 = true ⊃ f x 7→91 minus x 10 ,

> x 100 = false ⊃ f x 7→91 f (f (plus x 11)) ,

où, pour tout n ∈ N, le terme Sn0 est représenté par n. Il est clair que l’on a ;` Sn0 : Natn

Rappelons que f n→+
91 minus n 10 si n > 100 et f n→+

91 91 sinon.
On suppose que S contient un symbole _ > _ : nat × nat → bool, interprété dans D

par la fonction booléenne du même nom, ainsi que de la soustraction entière _ − _ de
sorte nat× nat→ nat.

Le système 7→91 utilise les symboles >, plus et minus, définis à l’exemple 11.1.4. On les
type ici de la manière suivante :

τS(>) =def ∀α1. Natα1 ⇒ ∀α2. Natα2 ⇒ Boolα1>α2 ,

τS(plus) =def ∀α1. Natα1 ⇒ ∀α2. Natα2 ⇒ Natα1+α2 ,

τS(minus) =def ∀α1. Natα1 ⇒ ∀α2. Natα2 ⇒ ∀γ Qminus(α1, α2, γ). Natγ ,

où

Qminus(α1, α2, γ) =def ((α1 < α2) ⊃ γ = 0) ∧ ((α2 ≤ α1) ⊃ α1 = γ + α2) .

Notons que ce type pour le symbole > diffère de celui utilisé aux exemples 11.3.23
et 11.4.41. On suppose que >, plus et minus appartiennent à l’interprétation de leurs
types respectifs et on se concentre sur les règles définissant f.

Le type contraint de f est le suivant :

τS(f) =def ∀α. Natα ⇒ ∀γ Qf(α, γ). Natγ ,

où
Qf(α, γ) =def (α ≤ 100 ⊃ γ = 91) ∧ (100 < α ⊃ α = γ + 10) .

De plus, on utilise la contrainte de terminaison suivante :

α <f β =def max(0, 101 − α) < max(0, 101 − β) ,

où < est l’ordre standard sur N.
Pour les deux règles, la relation d’accessibilité est

α = ε(x) ; x : Natε(x)  x : Natα .

Il est aisé de dériver que

α = ε(x) ; x : Natε(x) ` > x 100 : Boolα>100 ,

et il s’en suit que les contraintes générées par les conditions des deux règles de f sont
respectivement

(α > 100) = t et (α > 100) = f .
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Dans le cas de la première règle, on a

(α > 100) = t ∧ α = ε(x) ; x : Natε(x) ` minus x 10 : ∀γ Qminus(ε(x), 10, γ)Natγ .

Or, comme

` ((α > 100) = t ∧ α = ε(x)) ⊃ ‖∀γ Qminus(ε(x), 10, γ). Natγ v ∀δ Qf(α, δ). Natδ‖ ,

on en déduit que

(α > 100) = t ∧ α = ε(x) ; x : Natε(x) ` minus x 10 : ∀δ Qf(α, δ). Natδ .

On doit typer la seconde règle en utilisant f avec le type

τ<
S (f) = ∀α ′(α ′ <f α). Natα

′ ⇒ ∀δ Qf(α
′, δ). Natδ .

En posant D =def (α > 100) = f ∧ α = ε(x), on a

D ; x : Natε(x) ` plus x 11 : Natε(x)+11 .

D’autre part,

(∀E)
D ; x : Natε(x) ` f : ∀α ′(α ′ <f α). Natα

′ ⇒ ∀δ Qf(α
′, δ). Natδ

D ; x : Natε(x) ` f : Natε(x)+11 ⇒ ∀δ Qf(ε(x) + 11, δ). Natδ

car
` D ⊃ max(0, 101 − (ε(x) + 11)) < max(0, 101 − α) .

On a alors

D ; x : Natε(x) ` f (plus x 11) : ∀δ Qf(ε(x) + 11, δ). Natδ .

D’après le lemme 11.3.16, on obtient

D ∧ Qf(ε(x) + 11, δ) ; x : Natε(x) ` f (plus x 11) : ∀δ Qf(ε(x) + 11, δ). Natδ ,

et en appliquant la règle (∀E) on a

D ∧ Qf(ε(x) + 11, δ) ; x : Natε(x) ` f (plus x 11) : Natδ .

Or, on vérifie facilement que

` (D ∧ Qf(ε(x) + 11, δ)) ⊃ max(0, 101 − δ) < max(0, 101 − α) ,

et on obtient

D ∧ Qf(ε(x) + 11, δ) ; x : Natε(x) ` f : Natδ ⇒ ∀γ Qf(δ, γ). Natγ ,

d’où

(∀ I)
D ∧ Qf(ε(x) + 11, δ) ; x : Natε(x) ` f (f (plus x 11)) : ∀γ Qf(δ, γ). Natγ

D ; x : Natε(x) ` f (f (plus x 11)) : ∀δ Qf(ε(x) + 11, δ). ∀γ Qf(δ, γ). Natγ
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On en déduit que

D ; x : Natε(x) ` f (f (plus x 11)) : ∀ζ Qf(α, ζ). Natζ

car
` D ⊃ ‖∀δ Qf(ε(x) + 11, δ). ∀γ Qf(δ, γ). Natγ v ∀ζ Qf(α, ζ). Natζ‖ .

Ainsi, par le théorème 11.4.38 (resp. le théorème 11.4.40), la relation→S91 est fortement
normalisante sur les termes typables de λS91(B0,Φ(P,S,Vs), Σ0, τS) (resp. les termes
typables de λS91(B0, Σ0, τS)).
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Conclusion

Dans cette thèse, nous avons étudié la combinaison de la réécriture et du lambda-calcul.
Nous nous sommes concentrés sur deux propriétés, la confluence et la terminaison, qui
permettent d’assurer respectivement la cohérence équationnelle du calcul et la cohérence
déductive de systèmes de types.

Les questions auxquelles nous amènent nos travaux peuvent être regroupées selon trois
axes de recherche.

— Étudier le lien (sémantique) entre les algèbres de termes du premier ordre et les
termes applicatifs et algébriques, c’est à dire les termes construits avec un symbole
d’application binaire. C’est un point important vis-à-vis des questions traitées à
la partie II sur la confluence, mais aussi pour mieux comprendre ce qui est en jeu
dans la normalisation de la combinaison typée de la réécriture du premier ordre et
du lambda-calcul (voir section 9.4).

— Étudier la signification logique de notre travail sur la réductibilité et comprendre
ses liens avec la sémantique dénotationnelle. Cela concerne essentiellement nos
travaux sur la stabilité par union de familles de réductibilité (chapitre 10) et notre
définition des candidats de réductibilité de Girard (section 9.3.4).

— Approfondir l’étude du critère de terminaison avec types contraints présenté à la
section 11.

Partie II Confluence

Chapitre 5 Outils pour la confluence

Concernant la réécriture conditionnelle, nous avons rappelé au théorème 5.2.6 que
la réécriture semi-équationnelle orthogonale est confluente et que la réécriture normale
orthogonale est confluente par niveaux. Comme nous l’avons dit à la remarque 5.2.7,
il nous semble possible que la réécriture conditionnelle normale soit de plus confluente
en profondeur. De plus, il est connu que la réécriture conditionnelle par joignabilité
orthogonale n’est en général pas confluente. Il serait intéressant de savoir si la condition
de semi-clôture permet d’avoir la confluence de la réécriture conditionnelle par joignabilité
orthogonale.

D’autre part, nous avons évoqué à la section 5.3.4 un lien possible entre la non modu-
larité de la confluence pour les combinaisons non disjointes et la non préservation de la
confluence par ajout aux termes d’éléments issus d’une algèbre non libre. Il nous semble
intéressant de voir précisément en quoi la non modularité de la confluence pour des sys-
tèmes non disjoints est liée au fait qu’un des deux systèmes de réécriture simule des
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termes infinis, via par exemple la notion d’arbres de Böhm pour la réécriture développée
dans [KOV99].

Chapitre 7 Réécriture conditionnelle combinée au lambda-calcul

Les travaux présentés dans ce chapitre posent un certain nombre de questions sur le
lien entre les termes du premier ordre et les termes algébriques (c.-à-d. construits avec
un symbole d’application).

En effet, hormis pour la combinaison du lambda-calcul à la réécriture conditionnelle
linéaire à gauche et semi-close (sans β-réduction dans les conditions), tous nos résultats
ont été montrés pour des termes vérifiant des conditions liées à l’arité applicative des
symboles (c.-à-d. au nombre d’arguments qui leurs sont appliqués). Ces conditions sont
un moyen de récupérer de l’information algébrique au niveau des lambda-termes. Notons
que les résultats de [BTG94], qui sont dans un cadre typé, utilisent le fait que les systèmes
de réécriture sont algébriquement typés, et qu’on a vu à la remarque 3.6.6 que les termes
curryfiées algébriquement typés peuvent être vus comme des termes du premier ordre.

Il serait donc intéressant d’étudier de manière précise la condition de (R, a)-stabilité,
en particulier en termes de typage, et en ce qui concerne la confluence de la réécriture
β-conditionnelle par joignabilité, d’essayer de se passer de la condition que les termes
respectent héréditairement une arité applicative.

Chapitre 8 Préservation de la confluence par curryfication

Nos résultats sur la préservation de la confluence par curryfication pour la réécriture
conditionnelle ne sont pas totalement satisfaisants. En effet, ils n’étendent pas le résul-
tat de Kahrs [Kah95] à la réécriture conditionnelle car nous supposons que les règles
conditionnelle sont non effondrantes.

De manière plus générale, il nous semble important d’essayer de mieux comprendre la
curryfication et les liens sémantiques entre les algèbres de termes du premier ordre et les
lambda-termes algébriques.

Partie III Normalisation forte et réductibilité

Chapitre 9 Normalisation forte dans le lambda-calcul typé

La question de l’interaction entre les algèbres de termes du premier ordre et les lambda-
termes se pose aussi pour la normalisation forte. Elle se manifeste au niveau des preuves
de préservation de la normalisation forte pour la combinaison de la réécriture du premier
ordre (ou curryfiée et algébriquement typée) au système F [BTG89, Oka89]. Il nous
semble qu’il serait intéressant de voir si on peut reformuler ces preuves en utilisant de
manière directe la notion de fermeture calculable [BJO02, Bla07]. Cela permettrait de
mieux comprendre (et de manière plus abstraite), du point de vue de la normalisation
forte, l’interaction entre les réductions « du premier ordre » et la β-réduction.
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Chapitre 10 Stabilité par union de familles de réductibilité

Nous avons vu que la stabilité par union d’une famille de réductibilité prenant en
compte une relation de réécriture →R correspond à un comportement calculatoire parti-
culier de →R. Cependant, nous ne savons pas quelle est l’interprétation logique de cette
propriété. Cette question pourrait être posée à plusieurs niveaux : en termes de réali-
sabilité, au niveau des « truth values algebras » de Dowek [Dow06], et au niveau des
lambda-calculs pour la logique classique, comme par exemple [Par97, CH00].

D’autre part, il serait intéressant d’étudier plus en profondeur la signification « sé-
mantique » de la stabilité par union de familles de réductibilité. Pour cela, le système
de type λutR(Σ) induit naturellement un modèle de filtres. Mais il faudrait essayer
de comprendre quels sens ont nos conditions du réduit principal et du réduit princi-
pal par rapport aux modèles d’extensions du lambda-calcul, tels qu’étudiés par exemple
dans [Bou94, DCLP96, DCLP98].

La question principale concernant la stabilité par union de familles de réductibilité
est d’avoir une condition suffisante pour les systèmes de réécriture non simples (c.-à-
d. avec filtrage) qui soit facilement vérifiable. Nous avons vu avec la réécriture simple
qu’il existe des systèmes confluents qui n’admettent pas de famille de réductibilité stable
par union. Par contre, il nous semble tout à fait possible que les systèmes de réécri-
ture orthogonaux admettent des familles de réductibilité stables par union (les systèmes
de réécriture simples orthogonaux ont des candidats de Girard stables par union, voir
la remarque 10.5.7). Cela demanderait probablement une étude précise du théorème de
standardisation de [HL91]. Un problème lié nous semble être l’obtention d’un système
de types complet pour la normalisation forte de la réécriture orthogonale. Ce sujet pour-
rait être intéressant aussi pour faire le lien entre les modèles de filtres et les notions
sémantiques issues de la standardisation [HL91, Bou85, Mel98].

Enfin, notre étude de la stabilité par union des candidats de Girard nous a permis de
mettre en évidence une structure intéressante de ceux-ci : les candidats de Girard sont
stables par union exactement lorsque ce sont les ensembles non vides de termes fortement
normalisants et clos par le bas pour un ordre d’observation faible.

Cette caractérisation pose au moins deux questions. La première est de voir si une telle
structure « algébrique » simple existe pour les ensembles saturés de Tait. La seconde est
de comprendre ce que cette caractérisation veut dire en termes d’identification de preuves
(ou bien en termes de « sémantique dénotationnelle » pour les preuves).

Cette seconde question est sûrement en rapports étroits avec la question du lien entre
notre définition des termes neutres par interaction entre termes et contextes et les séman-
tiques dénotationnelles pour preuves basées « officiellement » sur l’interaction, comme
par exemple la sémantique des jeux [HO00].

Chapitre 11 Types contraints pour la normalisation forte

Une première question importante est l’étude précise de la complexité de la résolution
des contraintes générées par le processus de vérification du typage.

De plus nous avons travaillé sur une ébauche de prototype pour ce critère de ter-
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minaison. Nous avons implanté la vérification du typage presque dans son intégralité.
Cependant, nous n’avons pas encore traité le critère de terminaison en tant que tel.

Bien que nous ayons pensé notre système de types contraints comme une version im-
plicite du système de types dépendants de [Xi98], nous n’avons pas étudié précisément
cette question. En particulier, il est serait intéressant de comparer notre vérification du
typage avec le processus d’élaboration de [Xi98].

Il pourrait aussi être intéressant d’étudier des restrictions du système. Nous ne sommes
pas sûr que la gestion des types contraints dans toute leur généralité soit réellement
utile. Des restrictions sur la forme des types contraints pourraient être intéressantes. En
particulier, il est possible que certains travaux sur la programmation logique dans des
systèmes avec preuves uniformes [MNPS91] puissent donner des restrictions intéressantes
sur la forme des types pour simplifier la forme des contraintes générées par la vérification
du typage.

D’autre part, le système ne traite que les types inductifs du premier ordre, et il serait
intéressant de l’étendre aux types inductifs positifs. Cela nécessiterait probablement une
extension de la syntaxe et de la sémantique des contraintes, en particulier si on veut une
interprétation singleton des types inductifs (ce qui semble toutefois difficile à obtenir).

La façon dont est traitée la réécriture conditionnelle est relativement intéressante car
le système permet de manipuler l’information issue de la satisfaction de conditions boo-
léennes. Cela nous permet de traiter le cas de la fonction 91 de McCarthy. Cependant, la
réécriture conditionnelle offre des perspectives plus larges, qu’il serait intéressant d’étu-
dier. Citons l’utilisation de conditions sur des types autres que les booléens et l’utilisation
dans les conditions de variables « extra » (c.-à-d. instantiées par filtrage lors de l’évalua-
tion des conditions).

Enfin, il pourrait être intéressant d’un point de vue théorique de voir ce que l’on
pourrait faire en utilisant des contraintes dans un domaine issu de la « sémantique dé-
notationnelle ». En particulier, il se pourrait que l’argument utilisé dans les preuves de
terminaison de [BBC98, Ber05] puisse être formulé au niveau du typage, en utilisant un
système de contraintes approprié (mais pas forcément décidable).
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Résumé
Cette thèse concerne la combinaison du lambda-calcul et de la réécriture, dont nous

étudions principalement deux propriétés : la confluence et la normalisation forte.
Nous commençons par étudier sous quelles conditions la combinaison d’une relation

de réécriture conditionnelle confluente au lambda-calcul donne une relation de réécriture
confluente.

Ensuite nous nous intéressons aux preuves de normalisation forte de lambda-calculs
typés utilisant la technique de réductibilité. Notre contribution la plus importante est
une comparaison de diverses variantes de cette technique, utilisant comme outil de com-
paraison la manière dont ces variantes s’étendent à la réécriture et dont elles prennent
en compte les types unions et les types existentiels implicites.

Enfin, nous présentons un critère, basé sur un système de types contraints, pour la
normalisation forte de la réécriture conditionnelle combinée au lambda-calcul. Notre ap-
proche étend des critères de terminaison existants qui utilisent des annotations de taille.
C’est à notre connaissance le premier critère de terminaison pour la réécriture condition-
nelle avec membres droits d’ordre supérieur qui prenne en compte, dans l’argument de
terminaison, de l’information issue de la satisfaction des conditions des règles de réécri-
ture.

Mots clefs : Lambda-calcul, réécriture, réécriture conditionnelle, confluence, typage,
types union, normalisation forte, candidats de réductibilité, ensembles saturés, biortho-
gonalité.

Abstract
This thesis is about the combination of lambda-calculus with rewriting. We mainly

study two properties: confluence and strong normalization.
We begin by studying under which conditions the combination of a confluent condi-

tional rewrite relation to the lambda-calculus leads to a confluent relation.
Next, we study strong normalization proofs of typed lambda-calculi that use the re-

ducibility technique. Our main contribution is a comparison of variants of this technique,
with respect to how they extend to rewriting and how they handle union and implicit
existential types.

Finally, we present a termination criterion for the combination of conditional rewriting
and lambda-calculus based on a constrained type system. Our approach, which extends
known criteria that use sized types, is to our knowledge the first termination criterion for
conditional rewriting with higher-order right-hand sides that takes into account in the
termination argument some information generated by the satisfaction of the conditions
of the rewrite rules.

Keywords: Lambda-calculus, rewriting, conditional rewriting, typing, union types,
strong normalization, reducibility candidates, saturated sets, biorthogonality.
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