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It is more important that a proposition be interesting than that it be true.

Alfred North Whitehead
Adventures of Ideas

Permettez-moi de vous répéter ce que je vous disais ici : traiter la nature par le cylindre, la
sphére, le céne, le tout mis en perspective... et les lignes paralléles a I'horizon donnent
I"étendue, soit une réaction a la nature. Les lignes perpendiculaires a cet horizon donnent de
la profondeur. Car la nature, pour nous les hommes, est plus en profondeur qu'en surface.

Lettre de Georges Braque & Emile Bernard
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Introduction

Cette thése concerne 1’étude de la combinaison de deux formalismes de calculs, la
réécriture et le lambda-calcul, tous deux nés a la frontiére entre l'informatique et la
logique.

Généralités

Notre point de départ pourraient étre les travaux de Frege puis de Russell sur les
systémes formels. Poursuivant les idées de Leibniz, ceux-ci ont pour objectif de clarifier le
statut des mathématiques, en partant de ’hypothése que les concepts mathématiques ont
une origine logique. L’idée est de pouvoir, en utilisant des transformations symboliques,
ramener tout énoncé mathématique & un énoncé logique dont la validité puisse étre elle
aussi vérifiée de maniére symbolique.

Ce projet aboutit a la description de systémes de raisonnement formels, c¢’est-a-dire
de description symbolique (et discréte) des énoncés mathématiques. Le programme de
Hilbert projetait d’utiliser de tels systémes pour formaliser 'arithmétique, et de donner
une preuve de la correction de cette formalisation par des moyens « finitaires ».

Une caractéristique importante des systémes formels est qu’ils sont eux-mémes des
objets mathématiques. Ainsi, un systéme formel peut servir de cadre pour la description
d’autres systémes formels, en particulier de lui-méme. Le second théoréme d’incomplétude
de Godel donne une limite a cette réflexivité : un systéme formel cohérent et suffisamment
puissant pour formaliser l'arithmétique (et donc se formaliser lui méme) ne peut prouver
sa propre cohérence.

Il s’en suit que tout systéme formel suffisamment puissant permet de formuler des
propositions dont il ne peut établir ni la vérité ni la fausseté, c.-a-d. qui ne sont ni vraies
ni fausses de son point de vue. Ainsi, la non prouvabilité d’une proposition dans un
systéme formel n’implique pas sa fausseté.

Cela ameéne & s’intéresser non plus seulement & la prouvabilité dans un systéme formel,
mais & la maniére dont se fait cette prouvabilité, c’est-a-dire & s’intéresser & la notion de
preuve. De ce point de vue, I’enjeu se déplace donc vers les systémes de déduction. La
déduction naturelle et le calcul des séquents sont des systémes de déduction introduits
par Gentzen qui mettent 'accent sur un aspect dynamique des preuves : la réduction
des coupures. Ceci donne une interprétation calculatoire des déductions, via I’algorithme
d’élimination des coupures (ou de normalisation des preuves). Cette interprétation calcu-
latoire est particuliérement pertinente pour la logique intuitionniste. En effet, les régles
de la déduction naturelle intuitionniste correspondent & ’explication intuitionniste des
connecteurs logiques [ML84].

11



Introduction

La notion de calcul apparait aussi avec des descriptions formelles de machines de cal-
cul, telles que la machine de Turing. Ces machines permettent une formulation d’une
variante du « paradoxe » de Godel : d’'une part, il existe une machine de Turing uni-
verselle qui peut simuler le comportement de n’importe quelle machine de Turing sur
n’importe quelle entrée, et d’autre part il n’existe pas de machine de Turing donnant
une réponse observable a la question « Est-ce que telle machine de Turing s’arréte lors-
qu’elle est exécutée avec telle entrée? ». Ainsi, il y a des fonctions qui sont calculables
par des machines de Turing et d’autres qui ne le sont pas. La thése de Turing postule que
n’importe quelle fonction « effectivement » calculable est calculable par une machine de
Turing.

Notons que la réalisabilité, due a Kleene, offre un cadre pour comparer les notions
de calcul de Gentzen et de Turing. Voir [O0s02] pour un rapide survol historique de ce
domaine.

Les systémes formels sont d’une grande importance en informatique. En effet, d’une
part ils permettent de formaliser les langages de programmation, et d’autre part la des-
cription formelle des systémes formels permet de les informatiser eux-mémes. En somme,
les systémes formels donnent des outils pour informatiser I’étude des systémes informa-
tiques, et donc pour automatiser une partie du raisonnement sur ces systémes. Cet aspect
est un enjeu fondamental pour le développement de systémes informatiques complexes,
surtout dans un contexte ot la stireté de fonctionnement est primordiale.

Objets d’étude

Notre travail concerne ’étude de la réécriture et du lambda-calcul, dont la combinaison
est intéressante vis-a-vis du calcul dans le sens de Turing et dans le sens de Gentzen.

Ce sont des formalismes similaires (le lambda-calcul est une forme de réécriture),
mais qui correspondent cependant a des approches différentes. Nous renvoyons le lec-
teur a [Bar84, Kri90| pour plus détails sur le lambda-calcul, et a [DJ90, Ter03] pour la
réécriture.

Lambda-calcul

Le lambda-calcul, inventé par Alonzo Church, est un formalisme intéressant par de
nombreux aspects.

Tout d’abord, il permet de calculer au sens de Turing : toutes les fonctions sur les
entiers calculables par les machines de Turing (c.-a-d. les fonctions récursives de Kleene)
y sont codables. C’est un formalisme d’ezpressions, ce qui le rend plus souple et facile a
utiliser que les machines de Turing. Par ailleurs, le lambda-calcul dispose d’une straté-
gie d’évaluation séquentielle, qui trouve la forme normale d’un lambda-terme lorsqu’elle
existe.

D’autre part, le lambda-calcul peut étre typé. Le typage est une maniére d’exprimer une
abstraction du comportement d’un lambda-terme en lui associant un type. Les types sont
utilisés dans des régles de typage permettant de controéler la formation des lambda-termes,
c.-a~d. la fagon dont on peut les composer. L’isomorphisme de Curry-Howard établit une
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correspondance entre les termes typables dans certains systémes de types et les preuves
de certains systémes de déduction naturelle. Par exemple, les termes simplement typés
du lambda-calcul pur sont les preuves de la déduction naturelle pour la logique minimale
intuitionniste. Cette correspondance peut aussi se retrouver au niveau algorithmique, les
régles d’évaluation du calcul correspondant a la réduction des coupures. Par exemple,
dans le cas du lambda-calcul simplement typé, la 3-réduction correspond exactement &
la réduction des coupures du connecteur « implication ». Ainsi, le lambda-calcul est aussi
un systéme de calcul dans le sens de Gentzen.

Ceci est particuliérement intéressant pour la logique intuitionniste, car son caractére
constructif permet d’extraire de certaines preuves des programmes corrects par construc-
tion. Par exemple, une preuve intuitionniste qu’il existe un algorithme de tri pour les
listes contient cet algorithme.

Par ailleurs, il existe des systémes de types décrivant des propriétés calculatoires des
lambda-termes, comme par exemple les types intersection [CD78]. De tels systéme ne sont
en général pas sujets a I'isomorphisme de Curry-Howard, et leur signification logique n’est
pas évidente.

Le lambda-calcul est donc un formalisme intéressant pour servir de base & la program-
mation fonctionnelle ainsi qu’aux assistants & la preuve, qui I'utilisent pour représenter
les preuves de systémes de déduction. Il a cependant certaines limitations. En effet,
c’est un formalisme qui décrit essentiellement le sujet du calcul. Il donne une description
relativement fine d’une procédure de calcul, grace a laquelle on peut coder beaucoup d’al-
gorithmes. Mais ces codages sont souvent ardus et pas toujours efficaces. Une utilisation
pratique du lambda-calcul requiert donc de lui ajouter d’autres moyens de définitions de
fonctions. De fait, les langages fonctionnels (typés) OcamL [LDGT07], ML [MTHMO97] et
HASKELL [PJ03], ainsi que les assistants a la preuve comme C0oQ [Tea06] et AGDA [Coq]
utilisent des extensions du lambda-calcul.

Réécriture

Une possibilité d’extension du lambda-calcul est d’y ajouter des symboles algébriques
et des fonction définies par réécriture. La réécriture est un formalisme qui permet de
définir des fonctions de maniére équationnelle, simplement en décrivant (récursivement)
le résultat de I'application d’une fonction sur tel ou tel schéma d’entrée.

De méme que le lambda-calcul, la réécriture est un formalisme Turing complet. Mais a
la différence du lambda-calcul, il se préoccupe plus de la maniére dont les fonctions sont
spécifiées que de la maniére dont elles sont évaluées. Ce mode de description est beaucoup
plus souple et a priori plus simple & appréhender que le lambda-calcul, mais par contre, il
est moins opérationnel. En effet, il n’existe pas pour la réécriture de procédure séquentielle
d’évaluation qui trouve toujours la forme normale d’un terme lorsqu’elle existe [HLI1].

La réécriture peut donc étre vue comme un outil de spécification de fonctions, qui
permet de décrire [’objet d'un calcul. De ce point de vue, il est intéressant d’étendre la
réécriture en réécriture conditionnelle. Si on voit la réécriture comme résultant de 1’orien-
tation de spécification équationnelles atomiques, alors la réécriture conditionnelle corres-
pond a l'orientation de spécifications équationnelles utilisant des clauses de Horn. C’est
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Introduction

d’ailleurs cette forme de réécriture qui est utilisée dans les langages MAUDE [CDE1(07]
et ELAN [BCD06].

Combinaison du lambda-calcul et de la réécriture

L’intérét de 1’étude de la combinaison du lambda-calcul et de la réécriture est donc
d’obtenir un formalisme qui permet de profiter a la fois des caractéristiques logiques et
d’ordre supérieur du lambda-calcul, et de la souplesse d’utilisation de la réécriture. Un
tel formalisme est intéressant pour le calcul dans le sens de Turing et dans le sens de
Gentzen, et peut ainsi servir de base a la fois a des langages de programmation et & des
systémes de preuve.

Comme nous ’avons dit, nous nous intéressons a la combinaison du lambda-calcul et
de la réécriture en considérant les deux formalismes au méme niveau : le lambda-calcul
étend la réécriture et la réécriture étend le lambda-calcul.

Lorsqu’on se place dans le cadre de I'isomorphisme de Curry-Howard, cela permet
d’ajouter au lambda-calcul des constructions reflétant au niveau des preuves certains
connecteurs logiques. C’est le cas par exemple du lambda-calcul avec produits, qui cor-
respond & la logique intuitionniste minimale avec conjonctions.

D’autre part, dans un systéme de déduction, la réécriture peut aussi étre intégrée au
niveau des types. C’est typiquement le cas de la déduction modulo [DHKO03], dans laquelle
les propositions sont identifiées par une congruence qui peut étre issue d’un systéme de
réécriture.

Ces deux niveaux d’intégration de la réécriture ne sont pas nécessairement indé-
pendants. Par exemple, dans les systémes avec types dépendants comme le calcul des
constructions |[CH88|, les types peuvent dépendre des termes de preuves. Ainsi, un sys-
téme de réécriture au niveau des preuves induit une congruence au niveau des types.

Ces deux niveaux peuvent aussi cohabiter dans un méme systéme. Par exemple, I'as-
sistant a la preuve COQ est basé sur une extension du calcul des constructions, le calcul
des constructions inductives [CP88|, qui utilise un mécanisme de définitions inductives
dont les régles de réduction réécrivent aussi bien des types (élimination forte) que des
termes (élimination faible).

Enfin, la combinaison du lambda-calcul et de la réécriture peut étre un cadre syntaxique
pour la réalisabilité, comme par exemple dans [BBC98|. Nous n’avons pas abordé cette
question, bien que les preuves de normalisation forte du lambda-calcul typé que nous
étudions aux chapitres 9 et 10 utilisent la « réductibilité! », qui est une technique issue
de la réalisabilité.

Cohérence équationnelle et cohérence déductive

Les notions de calcul de Turing et de Gentzen donnent lieu, dans le cadre de la com-
binaison de la réécriture et du lambda-calcul, & deux notions cohérences.
— La « cohérence équationnelle » est la propriété que la théorie équationnelle décrite
par une relation de réécriture n’est pas triviale.

L« reducibility » en Anglais.
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— La « cohérence déductive » est la propriété que, via 'isomorphisme de Curry-
Howard, le systéme de déduction correspondant & une extension du lambda-calcul
est cohérent.

Au regard de ces deux formes de cohérences, nous étudions deux propriétés de la

combinaison de la réécriture et du lambda-calcul :

— la confluence, qui permet d’assurer la cohérence équationnelle et le déterminisme
des calculs;

— la normalisation forte, qui permet d’assurer la cohérence déductive et la terminaison
des calculs.

Le plus souvent, la normalisation faible suffit pour obtenir la cohérence déductive d’'un
systéme de types vu comme un systéme logique. Cependant, comme la réécriture n’a en
général pas de moyen d’évaluation effectif, dans notre cas il est important du point de
vue de la terminaison d’étudier la normalisation forte plutot que la normalisation faible.
D’autre part, la normalisation forte est intéressante en pratique car elle permet le choix
d’une stratégie de normalisation, qui peut donc étre fait sur des critéres d’efficacité. De
plus, elle permet, par lemme de Newman, d’assurer la confluence a partir de la confluence
locale.

Enfin, rappelons que la cohérence équationnelle et la cohérence déductive sont liées.

— Dans des systémes avec types dépendants, I'incohérence équationnelle peut amener
& une relation d’égalité incohérente et a 'incohérence déductive.

— Comme on le verra au chapitre 6, I'incohérence déductive du lambda-calcul non
typé (c’est-a-dire « uni-typé », voir par exemple [AC98]), peut amener & I'incohé-
rence calculatoire en présence de réécriture.

Survol du contenu

Partie | Réécriture conditionnelle et lambda-calcul

Dans cette premiére partie nous présentons les objets de base sur lesquels nous allons
travailler.

Au chapitre 1, nous définissons précisément les termes que nous utilisons. Les termes
du lambda-calcul contiennent un lieur de variables qui impose d’identifier les termes
qui ne different que par renommage de leur variables liées. Nous utilisons une relation
d’alpha-conversion inspirée de celle de Krivine [Kri90] pour expliciter les liens entre les
algeébres de termes du premier ordre (utilisés pour la réécriture du premier ordre) et
les termes quotientés par alpha-conversion. En particulier, nous montrons précisément
comment une algébre de termes du premier ordre peut étre vue comme un sous-ensemble
des lambda-termes quotientés par alpha-conversion.

Le chapitre 2 rappelle des notations concernant les relations et systémes de réécriture.

Nous présentons au chapitre 3 le lambda-calcul et la réécriture. Nous insistons sur la
maniére dont s’articulent ces deux formalismes, et essayons de motiver I’étude de leur
combinaison. En partant de la réécriture du premier ordre, nous passons au lambda-
calcul non typé, puis au lambda-calcul typé. Nous rappelons les limitations des codages
possibles dans ces systémes, ce qui motive le fait de travailler sur des extensions du
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lambda-calcul, puis nous rappelons le théoréme de Béhm, qui suggére que ces extensions
soient aussi des extensions de la syntaxe du lambda-calcul. Une possibilité est d’étendre
la syntaxe du lambda-calcul par des symboles algébriques et d’étendre la -réduction par
des fonctions définies par réécriture sur ces symboles.

Le chapitre 4 est consacré & la réécriture conditionnelle. Nous montrons en particulier
que pour un systéme conditionnel du premier ordre, la relation de réécriture condition-
nelle sur les lambda-termes est le quotient par alpha-conversion de la relation de réécriture
conditionnelle sur les termes du premier ordre.

Partie Il Confluence

Dans cette seconde partie, nous étudions la confluence de la combinaison du lambda-
calcul et de la réécriture conditionnelle.

Nous commengons au chapitre 5 par quelques rappels sur l'utilisation des relations
de réécriture paralléles pour la confluence des systémes de réécriture orthogonaux et du
lambda-calcul. Ensuite, nous montrons comment ces notions sont étendues a la réécriture
conditionnelle, ce qui nous permet d’aborder briévement la différence entre confluence et
confluence par niveaux.

Enfin, nous rassemblons quelques points importants liés a la modularité. Cela nous
permet de caractériser la confluence par la confluence close et d’évoquer la possibilité
d’un lien entre d’une part le fait que la confluence n’est pas préservée lorsqu’on ajoute
aux termes du premier ordre des éléments d’une algébre non libre (comme par exemple
des termes infinis), et d’autre part le fait que la confluence n’est en général pas préservée
par combinaison de systémes non disjoints. De plus, en utilisant nos développements sur
I’alpha-conversion, nous montrons que la confluence de la réécriture conditionnelle du
premier ordre est préservée lorsqu’on passe des termes du premier ordre aux lambda-
termes quotientés par alpha-conversion. Ceci est intéressant pour compléter la preuve de
préservation de la confluence par curryfication de [Kah95|, qui ne prend pas en compte
cette question.

Au chapitre 6, nous présentons quelques études systématiques sur la confluence de la
combinaison du lambda-calcul et de la réécriture. Nous abordons de plus la question de
la combinaison de la réécriture du premier ordre avec I'n-réduction du lambda-calcul,
et donnons une preuve qui nous semble nouvelle du fait, que si R est un systéme de
réécriture du premier ordre, alors la cohérence de = implique la cohérence de =g,r sur
les termes typés dans le systéme F [BT88, BTG89, BTG94|. Cela implique que, sur les
termes typés, la pnR-conversion est cohérente lorsque la R-conversion 'est aussi, bien
que la BnR-réduction ne soit par toujours confluente lorsque que la 3R-réduction est
confluente.

Le chapitre 7 est consacré a I’étude de la préservation de la confluence pour la réécriture

conditionnelle combinée au lambda-calcul. Notre approche a été essentiellement d’étendre
a la réécriture conditionnelle les résultats présentés au chapitre 6 sur la combinaison du
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lambda-calcul & la réécriture non-conditionnelle. Nous avons de plus amélioré un résultat
de Dougherty [Dou92] sur la confluence de la réécriture combinée au lambda-calcul. Le
résultat original montre, pour un systéme de réécriture du premier ordre confluent R,
que la pR-réduction est confluente sur les termes fortement (-normalisants satisfaisant
certaines conditions. Nous avons étendu le résultat aux termes faiblement 3-normalisants
satisfaisant des conditions similaires. Le contenu de ce chapitre a été publié dans [BKRO6|.

Enfin, au chapitre 8 nous présentons des résultats préliminaires sur I’extension a la ré-
écriture conditionnelle du résultat de Kahrs [Kah95] sur la préservation de la confluence
par curryfication de la réécriture non conditionnelle. Nous montrons de plus que la
confluence sur les termes clos n’est en général pas préservée par curryfication de la ré-
écriture non conditionnelle.

Partie Il Normalisation forte et réductibilité

Cette troisiéme partie concerne les preuves par réductibilité de la normalisation forte de
la réécriture combinée au lambda-calcul typé. Dans ces preuves, les types sont interprétés
par des ensembles de termes fortement normalisants, et on montre que I'interprétation
est adéquate, c.-a-d. que les termes typables appartiennent & I'interprétation de leur type.

Le chapitre 9 est un exposé général des preuves de normalisation forte par réductibi-
lité. Nous commencons par le lambda-calcul simplement typé avec produits, puis nous
présentons quelques point importants sur 'insertion de la réécriture dans ces preuves.

Nous abordons enfin le systéme F [Gir72|, dont la spécificité logique améne a envisa-
ger la réductibilité sous forme de familles d’ensembles de termes fortement normalisants
vérifiant certaines conditions de cléture. Nous appelons ces familles d’ensembles des « fa-
milles de réductibilité ». Nous explicitons un lien entre 1'utilisation d’une intersection
dans l'interprétation par réductibilité du systéme F et la non terminaison du systéme F
combiné & certains systémes de réécriture polymorphes non paramétriques. De plus, nous
donnons une généralisation des candidats de réductibilité de Girard qui utilise une notion
de terme neutre basée sur l'interaction entre une relation de réécriture et des « contextes
d’élimination ».

Dans le chapitre 10, nous discutons la stabilité par union de familles de réductibilité.
Nous présentons un systéme de types intersection et union qui est correct et complet
vis-d-vis de la normalisation forte de systémes de réécriture « simples » combinés au
lambda-calcul. Cela nous permet de voir que pour certains systémes de réécriture simples
confluents, on peut typer des termes non fortement normalisants si on ajoute au systéme
une régle d’élimination des types union. Comme cette régle est validée par toute famille
de réductibilité stable par union, nous en déduisons qu’il existe des systémes de réécriture
simples confluents qui n’admettent pas de famille de réductibilité stable par union.

Nous étudions ensuite des conditions pour la stabilité par union de familles de réducti-
bilité. Nous donnons une condition nécessaire et suffisante sur une relation de réécriture
et un ensemble de contextes d’élimination pour que les candidats de réductibilité de Gi-
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rard soient stables par union. Nous donnons de plus une condition nécessaire et suffisante
pour que la cléture par union d’une famille de biorthogonaux forme une famille de réduc-
tibilité, et montrons a l’aide de la réécriture simple que cette condition est strictement
plus générale que la condition de stabilité par union des candidats de réductibilité de
Girard. Ceci nous permet de raffiner I'incorporation de la réécriture dans les ensembles
saturés de Tait, et ainsi de comparer plus précisément les ensembles saturés de Tait aux
candidats de Girard en présence de réécriture.

Notons que notre condition pour la stabilité par union des candidats de Girard nous
renseigne de maniére intéressante sur leur structure « algébrique » : ils sont stables par
union exactement lorsque ce sont les ensembles non vides de termes fortement normali-
sants clos par le bas pour un ordre d’observation faible.

Enfin, nous donnons une interprétation des types par des ensembles clos par biorthogo-
nalité, qui, bien que non stable par union, est « compléte » vis-a-vis de la normalisation
forte dans notre systéme avec élimination des types unions : pour tout systéme de ré-
écriture simple, la typabilité avec élimination de I'union implique la normalisation forte
si et seulement si cette interprétation est adéquate pour le typage dans ce systéme. Cela
donne une forme de contenu calculatoire aux biorthogonaux car le typage avec la régle
d’élimination de 'union spécifie une propriété de « bonne interaction » entre les réduits
d’un terme neutre lorsqu’il est substitué dans un terme fortement normalisant.

Une grande partie du contenu de ce chapitre a été publiée dans [Rib07a, Rib07b].

Le chapitre 11 est consacré & la présentation d’un critére de terminaison pour la com-
binaison de la réécriture conditionnelle au lambda-calcul simplement typé avec produits
et types inductifs du premier ordre. C’est a notre connaissance le premier critére de ter-
minaison pour la réécriture conditionnelle (d’ordre supérieur) qui permette de prendre
en compte, dans 'argument de terminaison, I'information donnée par la satisfaction des
conditions des régles de réécriture.

Il repose sur un systéme de types contraints par des formules de I'arithmétique de
Presburger avec booléens, qui contient notamment des types contraints existentiels. Nous
présentons un schéma d’algorithmes pour la vérification du typage dans ce systéme.
Ce schéma d’algorithmes utilise un processus « bidirectionnel » de vérification et de
synthése de types, qui fonctionne par génération de contraintes dans ’arithmétique de
Presburger. La sémantique par réductibilité de ce systéme repose sur l'interprétation
des types existentiels par des unions et sur une interprétation « singleton » des types
inductifs du premier ordre.

D’autre part, nous montrons comment utiliser notre notion de candidats de réductibi-
lité avec des types inductifs en utilisant des « destructeurs » de types inductifs.

Un grande partie du contenu de ce chapitre a été publiée dans [BRO6].
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Notations et notions de base

Nous rappelons ici quelques notions de base.

Relations

Si A est un ensemble et 1 € N alors A™ est défini par induction sur n comme suit

A° =der 0
AN —qef A X A™.

Nous appelons relations les couples (A, R) ot A est un ensemble et R € P(A) (P(A)
est ’ensemble des parties de A). Si n € N, une relation n-aire sur Aq,..., A, est une
relation (A7 x .-+ x An,R). Si Ay =---=A,, = A, on dit que R est une relation n-aire
sur A et on désigne (A™ R) par (A,R).

Lorsque R est une relation binaire, il est souvent agréable d’écrire aRb pour (a,b) € R.
Si (AxB,R) et (AxB,R’) sont des relations binaires, alors (A x B,RUR’), (A x B,RNR’)
et (A x B,R\R’) en sont aussi. La composition de (A x B,R) et (B x C,R’) est la relation
binaire (A x C,R - R’) définie par

R-R" =4 {(a,c)|IbeB. aRb A DbR'c}.

La relation (A x C,R-R’) est aussi notée (A x C,RR’).

Relations d’équivalence

Une relation binaire (A, R) est une relation d’équivalence si elle est
réflexive : a R a pour tout a € A,
transitive : (aRDb et bRc) implique a R ¢ pour tout a,b,c € A,
symétrique : a Rb implique b R a pour tout a,b € A.

Si (A,R) est une relation d’équivalence, alors le quotient de A par R, noté A/R est
I’ensemble des classes d’équivalence pour R :

BeA/R si et seulement si dJaceA. B = {beA]|aRb}.

Fonctions

Si A et B sont deux ensembles, une fonction de A dans B est une relation (A x B, F)
telle que
vxeA.Vy,y'€B. (xFy A xFy) = y=y’.
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On écrit F: A — B pour dire que F est une fonction de A dans B. Le domaine de F est
la partie Dom/(F) de A telle que

Vx. x € Dom(F) si et seulement si Jy. xFy.

La fonction F est totale si Dom(F) = A et partielle sinon. Pour tout x € Dom(F), on
écrit F(x) pour désigner I'unique y € B tel que x Fy.

1l est pratique de convenir que les valuations sont des fonctions de domaine fini, et que
les assignements sont des fonctions totales.

Si A et I sont deux ensembles, une famille d’éléments de A indexée par 1 est une
fonction totale F: I — A. On désigne F par (ai)icr, ou aj = F(i) pour tout i € L.

Relations bien fondées

La partie stricte d'une relation binaire (A, <) est la relation binaire (A, <) telle que
a<b si (a<b et bLa).

L’ équivalence engendrée par la relation binaire (A, <) est la relation binaire (A, ~) telle
que
a~b si (a<b et b<a).

Une relation binaire (A, <) est dite
— quasi bonne si pour tout X C A non vide, il existe a € X tel que

YbeX. bsa.

Un tel a est dit menimal.
— bien fondée s’il n’existe pas de suite infinie strictement décroissante, c’est-a-dire de
famille (ai)ien telle que a; > aiq pour tout i € N.

Il est aisé de voir qu’une relation quasi bonne est bien fondée. Supposons l’existence
d’une suite infinie strictement décroissante (ai)ien. Alors 'ensemble X =gt {a; | 1 € N}
a un élément minimal a;,, donc en particulier aj,+1 £ ai,, ce qui contredit le fait que
(ai)ien est une suite infinie strictement décroissante.

L’inverse est vrai si on dispose d’une fonction de choiz h qui & chaque partie non vide
X de A associe h(X) € X. Supposons donc que (A, <) soit une relation bien fondée qui
n’est pas quasi bonne. Il existe donc X C A, non vide qui n’a pas d’élément minimal. On
construit alors une suite infinie strictement décroissante comme suit :

ao =def  h(X)
aiv1 =def h{{beX|[b<ai}).

Proposition 1 (Principe d’induction) Soit (A, <) une relation quasi bonne et P une
partie de A vérifiant

Va. (Vb.b<a = beP) = acP.
Alors A = P.
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On appelle extension produit des relations binaires (A1,Rj),...,(An, Ry) la relation
(Rq,...,Rn) € A™ x A™ définie par

(a1)"')an) (Rb---»Rn) (b1))"')bn)
si et seulement si (Fi. aiRiby A Vj#i a5=Db;) .

Lorsque (A1,R1) =--- = (An,Rn) = (A, R), on écrit
(ah---»an) R (bh---»bn)

au lieu de
(a,...,an) (R,...,R)  (by,...,bn).

L’extension lexicographique des relations binaires (A1, R1), ..., (An, Ru) est la relation
(R1 Yyt Rn)lex g ATL X Aﬂ. déﬁnle par

((11)"-)(11’1) (R1)"-)RTL)16X (b1a'--)bn)
si et seulement si (Vi. aiRiby A Vj<i. a5=Db;) .

Lorsque (A1,R1) =--- = (An,Ry) = (A, R), on écrit

(alw--)an) Rlex (b])'-')bn)

au lieu de

(a1,...,an)  (R,...,R)ex (b1,...,bn).
Proposition 2 Les relations (R1,...,Rn) et (Ry,...,Rn)ies sont bien fondées dés lors
que les relations Ry, ..., Ry le sont.

Multiensembles

Les mutliensembles permettent de combiner des relations bien fondées de maniére trés
pratique. Nous les utilisons notamment & la section 7.2.3.

Etant donné un ensemble A, un multiensemble sur A est une fonction M : A — N telle
que 'ensemble {a € A | M(a) # 0} est fini. Si M7 et M3 sont deux multiensembles sur
A, alors M7 + M est le multiensemble sur A tel que

Ya c A. M7+ M3z)(a) = Mq(a)+ Mz(a).

Pour tout a € A, on écrit a € M lorsque M(a) > 0. Il est pratique d’écrire les multien-
sembles entre accolades, comme les ensembles.

L’extension multiensemble d’une relation binaire R sur A est la plus petite relation
Rmu telle que pour tous multiensembles M et M’ sur A

VacA. (vbeM'. bRa) =  M+M Ruyu M+{d.

Proposition 3 La relation R, est bien fondée lorsque R est bien fondée.
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Mots

Nous utilisons a la section 1.1 des mots pour construire une algébre libre particuliére.
Nous rappelons ici les notions dont nous avons besoin sur ce sujet.

Un mot sur un ensemble A est une fonction partielle w : N — A de domaine fini telle
que pour tout 1 € N, si i+ 1 € Dom(f) alors i € Dom(f). On désigne par A* I’ensemble
des mots sur A.

Un mot w de domaine {0, ...,n} s’écrit linéairement sous la forme

Le mot vide sur A est la fonction € : N — A de domaine vide. On le note ¢. Il est pratique,
au niveau des notations, de confondre ’élément a € A avec la fonction w de domaine {0}
telle que w(0) = a.

Si w1 et wy sont deux mots de domaines respectifs {0,...,n} et {0,..., m}, alors le
mot wi.w; est la fonction de domaine {0, ...,n + m} telle que
. : w1 (i) sit<n
D . . . = . .
deDomfwrwn).  (wrel® = {00

Si B est un ensemble de mots sur A et si a € A, alors a.B désigne I’ensemble de mots
{a.w | w € B}.

Ordinaux dénombrables

Nous utilisons & la partie III des ordinaux dénombrables. Nous rappelons ici leur défi-
nition, en nous basant sur la présentation de [Gal91].
Nous avons besoin des notions suivantes.
— Un ensemble O est dénombrable si c’est 'ensemble vide ou s’il existe une fonction
surjective f : N — O.
— Un ensemble ordonné (O, <) est bien ordonné si pour tout sous-ensemble non vide
X de O,

IxeO. YyeX. x<y.

— Un sous-ensemble X C O est strictement borné si
Ixe 0. WweX., y<x.

Un ensemble (9O, <) satisfait les axiomes des ordinauz dénombrables si
(i) O est bien ordonné par <,
(ii) tout sous-ensemble strictement borné de O est dénombrable,
(iii) tout sous-ensemble dénombrable de O est strictement borné.

Les éléments de O sont appelés ordinauxr dénombrables. Nous distinguons ’ordinal 0, les
ordinaux successeurs et les ordinaux limites.
— 1l suit de (iii) que O a un minimum, noté 0, qui est la borne supérieure de .
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— D’autre part, il suit de (iii) et de (i) que tout sous-ensemble dénombrable X de O
a une plus petite borne supérieure stricte dans . En particulier, pour tout a € O,
la plus petite borne supérieure de {a} dans O est le successeur de a, qui est noté
a+T.

— Un ordinal limite est un ordinal a de O différent de 0 tel qu’il n’existe pas de b € O
tel que b = a+1. Si X C O est dénombrable mais n’a pas d’élément maximal, alors
la plus petite borne supérieure de X dans O est l'ordinal limite \/ X. De plus, pour
tout ordinal limite a, on a a = \/{b | b < a}.
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Chapitre 1
Structures de termes

Ce chapitre est consacré aux constructions de base sur les termes. Pour pouvoir mani-
puler convenablement les termes avec lieurs, en particulier les A-termes, il faut pouvoir
identifier les termes qui ne différent que par renommage de leurs variables liées. Pour
ce faire, les termes avec lieur sont définis comme les quotients de termes du premier
ordre modulo a-équivalence. Nous utilisons une relation d’a-équivalence inspirée de celle
de Krivine [Kri90], que nous notons =4. Cette relation a l'avantage d’étre facilement
axiomatisable.

Certaines classes d’a-équivalence ne contiennent que des termes sans variables liées. Ce
sont alors des singletons pour =4, qui représentent des termes du premier ordre, mais n’en
sont pas & proprement parler si on définit les termes du premiers ordre « concrétement »
comme étant des arbres ou des mots. Cependant, ces quotients sont bien des algébres
libres et a ce titre peuvent étre considérés comme des termes. Afin de pouvoir traiter ceci
rigoureusement, nous définissons les termes du premier ordre d’une fagon un peu plus
abstraite que celle décrite dans les textes standards [MT92, BN9g|.

Une question importante, une fois définie une relation d’a-équivalence, est de pouvoir
trouver un représentant d’une classe d’équivalence donnée. Pour ce faire, nous utilisons
les termes de de Bruijn [Bar84|. Ces termes sont construits sur une signature particuliére
dans laquelle les variables sont encodées par des entiers. Ceci permet, tout en restant au
premier ordre, de ne pas avoir de probléme de renommage. Afin de pouvoir utiliser les
termes de de Bruijn comme représentants des classes d’a-équivalence de Krivine, nous
étudions les rapports entre =, et la relation d’équivalence sur les termes du premier
ordre qui identifie les termes ayant méme représentation de de Bruijn. Nous montrons
que ces deux relations coincident pour les termes du premier ordre vérifiant la condition
que dans un terme Ax.t, la variable x n’est pas liée dans t. Nous appelons cette condition
la « convention de Barendregt locale », en référence a la convention 2.1.13 de [Bar84].

1.1 Termes du premier ordre

Nous rappelons ici certaines notions fondamentales concernant les termes du premier
ordre. Nos termes sur X et X sont les éléments de X-algébres libres sur X'. Leur structure
provient uniquement de la liberté de ’algébre, elle est indépendante de son implantation,
c’est & dire de la nature de ses éléments : ce peuvent étre indifféremment des arbres, des
mots, ou bien quelque chose d’autre. Nous utilisons des notions classiques, présentées dans
les livres [MT92, BN98] et les notes de cours [CJ96] (voir aussi [GTWW77]). Cependant,
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Chapitre 1 Structures de termes

notre définition des termes comme algébre libre quelconque ne se trouve pas dans ces
références.

Définition 1.1.1 (Algébres) Soit une famille d’ensembles dénombrables ¥ = (Ly)neN
que nous appelons signature.

— Une L-algébre est un couple A = (A, L4) ot A est un ensemble et L4 est un
ensemble qui contient une fonction f4: A™ — A pour chaque f € X,,.

— FEtant données deur X-algebres A = (A,Z4) et B = (B,Zg), un morphisme de
Y-algebres h: A — B est une fonction h: A — B telle que pour tout f € L.\, pour
tout aj,...,an € A, on ait h(f4(as,...,an)) =fg(h(aj),...,hian)).

— Une Z-algébre A = (A, X 4) est une sous-algebre d’une X-algebre B = (B, Lp) si la
fonction identité Td : A — A induit un morphisme d’algébres de A dans B.

— Etant donné un ensemble X disjoint de chacun des L, une L-algebre A = (A, L 4)
et une injection 1 : X — A, on dit que A est libre sur X pour i si pour toute X-
algebre B = (B, Xg), pour toute fonction j : X — B, il existe un unique morphisme
j: A — B tel quejoi=j (voir figure 1.1). Le morphisme j : A — B est dit
canonique pour (A, B,j).

FiG. 1.1: joi=j

Notons que A est une sous algébre de B si et seulement si A C B et pour tout f € X,
pour tout aj,...,an € A,on afg(as,...,an) =fz(a,...,an).

Lorsque le contexte le permet, nous désignons [,y Zn par Z. Nous disons que I est
d’arité n si L,y = () pour tout m # n. Les éléments de X sont notés avec la police sans
sérif, par exemple f, g, h,... mais aussi pivot, filter, etc.

Remarque 1.1.2 I est aisé de voir que deux X-algébres libres sur X sont isomorphes,
et ce pour un unique isomorphisme. En effet, soient A = (A,X4) et B = (B, Xp) deux
Y-algébres libres sur X respectivement pour ()4 et (_)p. Alors, GA B — A et
GB : A — B sont les uniques morphismes tels que

(o) = (a (ol Ja = (B

11 s’en suit que

28



1.1 Termes du premier ordre

Or la liberté de A et B implique que les identités ZTd4 : A — A et Zdg : B — B sont les
uniques morphismes tels que

TIdao(_Jua = (a Idgo(_ ) = (_)B;

d’on
(*)AO(*)B = 1da (*)30(7%4 = Z1dg.

Les isomorphismes (_) 4 : B — A et (_)z: A — B sont appelés respectivement isomor-
phisme canonique de B — A et isomorphisme canonique de A — B.

Toutes les algébres (méme lorsqu’elles ne sont pas libres), contiennent une notion
canonique d’objets générés a partir des variables et par itération des fonctions de la
signature. Lorsque l’algébre n’est pas libre, ces objets ne peuvent pas étre vus comme
des termes. Nous les appelons donc « pré-termes ».

Définition 1.1.3 (Pré-termes d’une algébre) Soit un ensemble dénombrable X, une
Y-algebre A = (A, L4) et une injection ()4 : X — A. L’ensemble Ter(X 4, X4) des
pré-termes sur (A, () 4) est le plus petit sous-ensemble de A tel que

— six € X alors x4 € Ter(X 4,X4),

— sifeXlyetty,..., th€Ter(Zy,Xy) alors f4(ty,...,tn) € Ter(Z 4, X4).

Notons que (7er(X 4, X),X4) est une L-algébre.

Remarque 1.1.4 La définition de Ter(X 4, X4) fournit un principe d’induction sur les
éléments de cet ensemble. En effet, on peut voir Ter(X 4, X4) comme étant le plus petit
ensemble satisfaisant aux régles suivantes :

(VAR) (x € X)

x4 € Ter(X 4, X4)

t1eTer(Xq, X4) ... th€Ter(Xyg, X4)
falti,... tn) € Ter(Z4, Xa)

(SYmB) (feZn)

Alors, raisonner par induction sur Ter(X 4, X 4) revient a raisonner par induction sur la
hauteur des arbres de preuves construits par les régles (VAR) et (SYMB). Notons que si
A n’est pas libre, alors il peut y avoir plusieurs arbres de preuve pour t € Ter(X 4, X 4).
Nous dirons « par induction sur t € Ter(X 4, X4) » ou méme « par induction sur t » au
lieu de « par induction sur Ter(Z 4, X4) ».

Le lemme suivant est bien connu. Notre cas est cependant différent du cas habituel
(voir par exemple le lemme 3.4.8 de [MT92]) car nos algebres libres sont libres pour des
injections X — A qui ne sont pas nécessairement des inclusions.

Lemme 1.1.5 Soit deux X-algébres A = (A, X4) et B=(B,X5). Si( )Ja:X — A est
une injection et ji1,j2: Ter(X 4, X4) — B sont deux morphismes tels que j1(x4) =ja(x4)
pour tout x € X, alors j1 =7>.
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Chapitre 1 Structures de termes

PREUVE. On montre que ji(t) = j2(t) en raisonnant par induction sur les arbres de
preuves de t € Ter(X 4, X4). On raisonne par cas sur la derniére régle utilisée.
(VAR) Dans ce cas t =4 x4 avec x € X, et par hypothése on a ji(x4) =ja2(x4).
(SYMB) Dans ce cas, t =4 f4(t1,...,tn) avec f € X,,. Par hypothése d’induction on a
j1(ti) = j2(ty) pour tout i € {1,...,n}. On en conclut que ji(t) =j2(t) car

jrfalts,...,ta)) = f01(t1),...,31(tn))
et jalfalts,...,ta)) = fg(i2(tr),...,52(tn)) -

O

Le théoréme d’existence d’algébres libres est un résultat classique d’algebre universelle.
Exhiber une algébre libre revient & décrire une représentation des termes, c’est-a-dire leur
implantation. Il en existe plusieurs : ce sont des arbres dans [CJ96], mais ils peuvent étre
aussi des mots sur lalphabet Z U X U {‘(‘, 9, ,‘}, comme dans [GTWW77|. Nous
considérons le cas des arbres.

Théoréme 1.1.6 Soit une signature X et un ensemble X disjoint de L. Il existe une
Y -algebre A = (A, L 4) et une injection i: X — A telles que A est libre sur X pour i.

Rappelons que N* désigne I’ensemble des mots finis sur N.

PREUVE. Soit T le plus petit ensemble de fonctions partielles de N* — X U & tel que
— pour tout x € X la fonction x1 de domaine {e} telle que x1(e) = x est dans T
— pour tout f € ,,, pour tout tq,...,tn € T, la fonction fy(t1,...,t ) de domaine
{eUT1.Dom(t;) U---Un.Dom(ty) telle que

frits,... ta)le) =f et fr(ty,... tn)(i.p) = tilp)

est dans T.

On munit T d’une structure de Z-algébre en assignant a chaque f € L, la fonction
froty,...,thne€ T fr(ty,..., th).

Montrons que c’est une X-algébre libre sur X pour ()7 :x € X — x71. Soit A =
(A,Z4) une Z-algébre et une fonction j : X — A. Alors, la fonction j : T — A dé-
finie par induction sur T par j(x1) =get j(x) pour tout x € X et j(fr(t1,...,tn)) =def
f4(G(t1),...,i(tn)) pour tout f € L, est un morphisme de (T, Z7) dans A tel quejo( )1 =
j. D’autre part, il est aisé de voir que T = Ter(Zt, 7). D’aprés le lemme 1.1.5, j est donc
le seul morphisme de (T,Z7) — A tel quejo ()t =j. O

La propriété suivante est fondamentale pour pouvoir considérer comme ensemble de
termes n’importe quelle algébre libre.

Proposition 1.1.7 (Séparation) Si A est libre sur X, alors

— pour tout x € X, pour tout f € Xy et ay,...,an € A, on a x4 #4 falas,...,an),

— pour tout f € Ly, tout g € L, tout ai,...,an € A et tout by,..., by € A, si
falas,...,an) =4 ga(by,...,bm) alors on am =m, f =g et a; = by pour tout
ie{l,...,n}
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PREUVE. Tout d’abord il est clair que cette propriété est satisfaite pour l’algébre libre
d’arbres (T, Z7) définie dans la preuve du théoréme 1.1.6.

Soit maintenant une X-algébre A = (A, L 4) libre sur X pour (_) 4. Il existe donc un
unique morphisme j : A — (T,Z7) tel que jo( )4 = (_)7. La liberté de (T,Z71) et A
implique que c’est un isomorphisme, en particulier qu’il est injectif. Il s’en suit :

— Pour tout x € X, pour tout f € X,, pour tout aj,...,an € A, on a xt #
fr(ilar),...,i(an)). Orj(xa) = xretj(falas,...,an)) =fr(j(ar),...,j(an)), donc
xA # falar, ..., an).

— Pour tout f € Ly, g € L, pour tout as,...,an € A, pour tout by,..., by € A, si
fA(a1)"')aTL) = gA(b1)'-'abm)7 alors fT(j(CL])»"- )j(a‘ﬂ.)) = gT(](b1)a »](bm))
On adonc f =g, m =n et j(ay) = j(by) pour tout i € {1,...,n}. Comme j est
injectif, on en déduit que a; = by pour tout i € {1,...,n}. O

Lemme 1.1.8 Soient une signature X et un ensemble X disjoint de Z. S1 A = (A, L4)
est une X-algebre libre sur X pour linjection ()4 : X — A alors,

(i) Ualgebre (Ter(X4,X4),Z4) est libre sur X pour ()4,
(i) A =Ter(Z4,X4).

PREUVE. Soit T =ger Ter(X 4, X4) et T =qer (T, Z4).

(i) On vérifie que 7 est bien une Z-algébre libre sur X' pour () 4. Pour toute Z-algébre
B=(B,Zg) avecj: X — B, on étend ()4 en un morphisme j : 7 — B, en posant
par induction j(x4) =gef j(x) et j(falar,...,an)) =aer f5(i(ar),...,j(an)). Cette
définition est correcte d’aprés la remarque 1.1.4 et la proposition 1.1.7 (rappelons
que T C A). De plus, cette extension est unique d’aprés le lemme 1.1.5.

(ii) On sait déja que T C A, montrons que A C T.

Comme A est libre sur X, il existe i: A — 7T tel que io( )4 = ( ). De plus,
T étant une sous-algébre de A, I'identité Zds est un morphisme de 7 — A. On
a donc (Zdyoi)o( )4 =(_)a. Or, laliberté de A implique que Zd 4 est le seul
morphisme tel que Zdgo ()4 =(_)a. Il s’en suit que Zdy oi=7Zd4.

Donc, pour tout a € A, on a i(a) = (Zdy oi)(a) = Zdy(a) = a, soit a € T car
i(a) e T. O

Il s’en suit que nous pouvons utiliser comme termes du premier ordre les pré-termes
d’une algebre libre quelconque.

Définition 1.1.9 (Termes du premier ordre) Etant donnés une signature L et un
ensemble de variables X disjoint de X, un ensemble de termes sur (L, X)) est une L-algébre
libre sur X.

L’ensemble V(t) des variables de t € Ter(Z 4, X4) est défini inductivement comme
suit :

— V(xa) =dger{x},

- V(fA(th cee atn)) —def U]Signv(ti)-
Un terme t est dit clos lorsque V(t) = (). Soit Ter(X4) l’ensemble des termes clos de
Ter(ZA, XA).
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Remarque 1.1.10 Les arbres de preuves de 1.1.4 peuvent étre étiquetés de la maniére
suivante : chaque application de la régle (VAR) a la variable x est étiquetée par x4 et
chaque application de la régle (SYMB) au symbole f est étiquetée par f 4. Il est aisé de
voir que ’ensemble d’arbres ainsi construit est isomorphe a Ter(X 4, X ) et peut étre
vu comme une X-algébre libre sur X (une fois muni des bonnes opérations). Ainsi, nous
avons pu donner une structure d’arbre aux éléments d’une algébre libre quelconque. Ceci
justifie I'idée qu’il est approprié de voir les termes comme des arbres, méme s’il ne sont
pas implantés comme tels.

Lorsque le contexte le permet, on écrit Ter(X, X') pour désigner un ensemble quelconque
de termes sur (X, X).

Remarque 1.1.11 (Grammaires de termes) Nous écrivons X pour désigner un en-
semble infini dénombrable dont les éléments peuvent étre énumérés par (xi)ien. Par
convention, quand nous manipulons une signature X, nous supposons qu’elle est disjointe
de X, sauf mention du contraire.
Nous écrivons
teT == x | f(t1,...,th)
oux € X et f € L, pour désigner un ensemble T arbitrairement choisi parmi les en-

sembles des termes sur (£, X).

Nous rappelons ici quelques opérations classiques et fondamentales sur les termes du
premier ordre. Nos notations sont celles de [DJ90]. La proposition 1.1.7 assure la correc-
tion de ces définitions pour les algébres libres. Rappelons que les éléments des algébres
libres sont des termes finis.

Définition 1.1.12 (Positions, occurences et remplacements) Soit t € Ter(Z, X).

(i) L’ensemble des positions dans t est ’ensemble Pos(t) de mots sur N défini induc-
tivement comme suit :

Pos(x) =def {€}
Pos(f(tr,...,tn)) =aer {eJUT.Pos(t;)U---Un.Pos(tn) sifel,.

(ii) Etant donné p € Pos(t), le sous-terme de t & la position p, noté tlp, est défini
nductivement comme suit :

t|£ —def t
f(ty,... ,tn)|i~p =def ti\p sifeXln.

Si il existe p € Pos(t) tel que tl, =u, nous dirons que u a une occurrence dans t.

(111) Le remplacement dans t de tl, par un terme u est le terme tlul, défini inductive-
ment comme suit :

t[u]s =def U
f(ty,... ,tn)[u]i.p =def f(ty,... ,ti[u]p, cotn) sifeXly.
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(iv) Enfin, 'ensemble des occurrences d’un terme w dans t est le plus petit ensemble
Occ(t,u) tel que Occ(t,u) =ger{e} si t =, et sinon,

Occ(f(tr,...,th),u) =qer U1Si§ni.(9cc(ti,u) sifeXly.
Dans certaines situations, il est plus lisible de noter t[ul, par t[p « ul.

Remarque 1.1.13 Toutes ces constructions sont indépendantes du choix d’une X-
algébre particuliére. Ainsi, si Ter(X 4, X4) et Ter(Zp, X) sont deux ensembles de termes
sur (X, X), et sii: A — B est un isomorphisme, alors pour tout t,u € Ter(Z 4, X 4) et tout
p € Pos(t) on a V(t) = V(i(t)), Pos(t) = Pos(i(t)), i(tly) = i(t)lp, L(tlulp) = i(t)[i(w)]p,
et Occ(t,u) = Occ(i(t),i(u)).

Rappelons qu’une valuation est une fonction de domaine fini.

Définition 1.1.14 (Substitutions du premier ordre) Soit une valuation o : X —
Ter(Z 4, X4). On létend en une substitution du premier ordre ¢ : Ter(X 4, X4) —
Ter(X 4,X4) définie inductivement comme suit :

o(x4) =def O(x) st x € Dom(o)
O(x4) =def XA sinon
o(faltr,...,tn)) =aer falol(t1),...,0(tn)) sifeln.

Remarque 1.1.15 La liberté de Ter(Z 4, X 4) sur X implique que © est en fait I'unique
morphisme de A — A tel que Go (_)4 = 0.

Lorsque le contexte le permet, nous écrivons ¢ pour désigner la substitution issue
de la valuation o. Si ¢ est la valuation qui associe t; & x; pour i € {1,...,n}, alors
X 1 désigne la substitution issue de o et t[xX — 1] désigne son application au terme t.
L’ensemble {V(o(x)) | x € Dom(o)} des variables d’une substitution ¢ est noté V(o).

Proposition 1.1.16 Soient un terme t € Ter(X, X) et deuz substitutions o, o’ telles
que V(t) N Dom(o) = V(t) N Dom(c’). Si o(x) = o'(x) pour tout x € V(t) N Dom(o),
alors o(t) = o’(t).

PrREUVE. Par induction sur t.

t =x € X. Comme x € V(t), si x € Dom(o), par hypothése on a x € Dom(o’),
donc o(t) = o(x) = o/(x) = ¢'(t). Sinon, par hypothése x ¢ Dom(c’) donc
o(t) =t =0o'(t).

t=f(ty,...,tn). Comme V(t;) C V(t), on a V(t;) N Dom(o) = V(t;) N Dom(c’) pour
tout i € {1,...,n}, donc par hypothése d’induction o(t;) = ¢’(ti), d’ou o(t) =
o'(t). O

En particulier, si V(t)NDom(o) = (), alors on a o(t) = t. En effet, sur V(t), o coincide
avec la substitution de domaine vide.

Si o et 0 sont deux substitutions, alors 0 o o est la substitution définie par la valuation
Boo(x) =0(o(x)), et dont le domaine est Dom(o). Il est bien connu que la composition
des valuations ne se retrouve pas directement au niveau des substitution. En effet, avec
0 =def [x = Y] et 0 =qer [y — zl, on a (8 0 0)(f(x,y)) = f(z,y), alors que 8(a(f(x,y))) =
f(z,z). On a donc besoin d’hypothéses sur le domaine et les variables des substitutions.
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Lemme 1.1.17 (Composition des substitutions du premier ordre) Soit un terme
t € Ter(XZ, X) et deux substitutions o, 0 telles que Dom(o)N(Dom(0)UV(0)) = 0. Alors,

O(o(t)) = 06o00(0(t)) .

PREUVE. Par induction sur t.

t=xe€ X. Si x € Dom(0), alors x ¢ Dom(c) par hypothése, donc 8(c(x)) = 0(x).
Comme le domaine de ¢ est disjoint des variables de 8, on a 8 o g(0(x)) = 0(x).
Sinon, supposons que x € Dom(o). Alors, 8(o(x)) = 0 o o(x), et on a le résultat
recherché car 0(x) = x.
Enfin, si x € Dom(o) U Dom(0), alors 8(c(x)) =x =00 c(0(x)).

t =1f(ty,...,tn). Par hypothése d’induction, pour tout i € {1,...,n} on a 0(o(ty))
0o 0(0(ty)), d’ou le résultat recherché.

Ol

Proposition 1.1.18 Pour tout terme t € Ter(Z,X), et toutes variables x,y,z € X, si
y ¢ V(t) alors
tix—z] = thxk—ylly—z.

PREUVE. Par induction sur t.
teX. Sit=x,alorstlx—zl=zettlx—ylly— 2zl =yly—z|l =z
Sinon, t[x — z] = t. Or tlx — ylly — z] = tly — z|, donc tx — ylly — z] =t car

y ¢ V(t).
t="f(t1,...,tn). Pour tout i € {1,...,n}, y € V(t;) donc par hypothése d’induction,
tilx = z] = tilx — ylly — z|, d’ou le résultat. O

Pour les termes du premier ordre, les contextes sont des termes « a trou », contenant
exactement une occurrence d’une variable notée [ ].

Définition 1.1.19 (Contextes) Un contexte sur L C Ter(Zapp) est un terme C € L
contenant exactement une occurrence de la variable [ ]. On pose C[t] =g¢r C[t/[ ]] pour
tout t € L.

Si R est une relation binaire sur L C Ter(Zapp, X), et C[ ], D[ ] sont deux L-contextes
alors on note C[ ][RD[ ] si CRD. Dans le cas ou C[ ]FD[ ] pour une fonction F: L — L,
on pose F(C[ 1) =4 D[ 1.

Toutes les constructions présentées ici s’étendent aux algébres multisortées.

Définition 1.1.20 (Algébres multisortées) Une signature multisortée est la donnée
— d’un ensemble S de sortes,
— d’une famille d’ensembles (s, . s s)s, . sn.seSnt1-
Une (S, X)-algebre A est composée
— d’une famille d’ensembles disjoints (As)ses,
— pour tout s1,...,5n,s € S™, d’une fonction f4: Ag, X - X A, — As.

Lorsque le contexte le permet, on désigne f € s, s sparf:syx--- X sy — seton

écrit f:ssin=0.

.....
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1.2 Termes du lambda-calcul et alpha-conversion

Nous introduisons ici les termes du A-calcul, aussi appelés A-termes. La syntaxe du A-
calcul contient un lieur de variable. Afin d’avoir une notion de substitution qui permette
de définir la 3-réduction, nous devons identifier les A-termes qui ne différent que par
le nom de leur variables liées. Cette identification est axiomatisée par la relation d’o-
conversion. L’ensemble des A-termes est donc un ensemble de termes du premier ordre
quotienté par I’a-conversion.

Définition 1.2.1 (Lambda-termes bruts) Etant donnés une signature & et un en-
semble X infini dénombrable et disjoint de X, les A-termes bruts sont les éléments de
Pensemble L(X) décrit par la grammaire suivante :

tbue L(X) == x | f(t1,...,tn) | tu | Axt
oufeXl,etxeX.

L’ensemble £(L) des A-termes bruts est donc un ensemble de termes sur la signature
TU{ - JU{M._ | x € X} De ce fait, le symbole d’application _ -  est un symbole
binaire du premier ordre, et on pourrait le considérer comme un symbole de la signature.
Ce n’est pas ce que nous avons choisi de faire dans ce qui suit : il nous semble plus intuitif
de traiter le cas de - séparément des symboles de &

Précisons quelques conventions d’écriture et de vocabulaire. Nous désignons £(()) par £
et les termes de L sont dits purs. Le symbole - d’application est souvent implicite : au
lieu de t - u, nous écrivons t u ou méme tu lorsque le contexte le permet. Nous adoptons
la convention usuelle que le parenthésage de I'application associe & gauche : (tu)v est
noté tuv. Par ¥ nous désignons une liste de termes tq,...,t, de longueur |‘E| =def M, avec
neN.

Remarque 1.2.2 Les A-termes bruts étant des termes du premier ordre sur la signature
Y, ils sont munis de la substitution du premier ordre. Mais cette opération ne voit pas
Pabstraction comme un lieur, et de ce fait ne se préoccupe pas d’éventuelles captures de
variables. Par exemple, on a (Ax.y)[y — x] = Ax.x.

Pour que l'abstraction soit considérée comme un lieur, il faut pouvoir identifier les
termes qui ne différent que par renommage de leurs variables liées, comme par exemple
Ax.x et Ay.y.

Commengons par définir ce que sont les variables libres et liées d’un terme.

Définition 1.2.3 (Variables libres, variables liées) Les ensembles des variables libres
et liees d’un terme t, respectivement notés FV(t) et BV(t), sont définis inductivement
comme suil :

Sit=xe X alors FV(t) = {x} et BV(t)= 0,
Sit=f(ty,...,tn) alors FV(t) = Ui FV(11) et BV(t) = U 1<i< (ty) ,
Sit=t;t alors FV(t) = FV(t;) UFV(t2) et BV(t) = f )u BV(tz) ,
Sit= Ax.ty alors FV(t) = FV(t1) \ {x} et BV(t) = BV(t;) U{x} .

35



Chapitre 1 Structures de termes

Ces notions sont étendues aux valuations o : X — L£(X) de la fagon suivante. On pose

FV(o) =4t U{FV(o(x)) | x € Dom(o)},
BV(o) =4t U{BV(0o(x))|x € Dom(o)}.

Notons que FV(o) et BV(0) ne sont pas nécessairement des ensembles disjoints.

Remarque 1.2.4 Il est important de noter que pour tout t € £(X), les variables de t
sont toutes soit des variables libres, soit des variables liées : V(t) C FV(t) U BV(t). De
plus, FV(t) C V(t), mais en général BV(t) € V(t) : la variable x est liée dans le terme
Ax.t méme si elle n’apparait pas dans t.

Nous pouvons maintenant définir I’a-conversion. Notre définition est inspirée de celle
de Krivine [Kri90]. Elle se fait par induction sur la taille des termes, que 'on définit
comme suit.

Définition 1.2.5 (Taille d’un terme) La taille d’un terme t € L(X), notée |t| est
définie inductivement comme suit :

[x] =def 1 sixeX
f(t,...,ta)l =g THt[+-+ta] sifely
Ity to =qgef 14 [t1] + [t
IAx.t1] =def 1+t

Notons que si z est une variable, alors [t[x — z]| = [t].

Définition 1.2.6 (Alpha-conversion) La relation binaire d’a-conversion, notée =,
est définie par induction sur la taille des termes comme suit :
X =a X,
f(t) =« f(i) sit=qi,
ity =« wuy sity=qugettr=quz,
At =« Ay.u sitlx ozl =4 uly & z] pour tout z € X sauf un nombre fini .

Il est aisé de voir que =4 est une relation d’équivalence sur £(X). De plus, pour tout
t,ue L(X), sit=4u, alors on a Pos(t) = Pos(u).

Remarque 1.2.7 Notre relation d’«-conversion est directement inspirée de celle de
Krivine [Kri90|. Elle est cependant différente, du fait de sa notion de subsitution du
premier ordre. Dans notre cas, la substitution du premier ordre voit les abstractions Ax
comme des symobles algébriques Ax. et on a (Ax.t)[x — u] = Ax.(tlx — u]), alors que
dans [Kri90], on a (Ax.t)[x — u] = Ax.t.

Exemple 1.2.8 (Termes alpha-convertibles)

(i) On a Ax.x =« Ay.y car pour tout z € X, on a

xx—zl = z = yly—z.
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(ii) Siz # x,y, alors on a Ax.z =4 Ay.z : pour tout z' € X,
zZx— 2zl = z = zly—z].
(iii) On a Ax.Ax.x =« Ax.Ay.x. En effet, si y # x alors pour tout z € X \ {x,y} on a
Axx)x—z] = Az =4 Ayz = (Ayx)xm z].

Ceci est en désaccord avec I'exemple d’«-conversion donné dans la définition 2.1.11
de [Bar84], ainsi qu’avec celle de [Kri90] (voir aussi la remarque 1.2.7). Nous re-
viendrons sur ce sujet dans les sections 1.5 et 1.6.

Voici quelques propriétés importantes de =4. Elles sont prouvées dans [Kri90] dans les
termes purs et s’étendent aisément & notre cas.

Proposition 1.2.9 (Proposition 2, p. 6 dans [Kri90]) Soient t,t’ et U des termes,
et X une séquence de variables distinctes. Si t = t’ et aucune variable libre de U n’est
lice dans t,t’, alors t[X — U] =4 t'[X — 1.

Lemme 1.2.10 (Lemme 6, p. 7 dans [Kri90]) Soit t € L(X) et Z un ensemble fini
de variables. Il existe un t' € L(X) a-équivalent a t tel qu’aucune variable de Z n’est liée
dans t’.

La proposition 1.2.9 a pour conséquence que =4 passe au contexte. Le seul cas non
trivial est celui de labstraction. Or, si t =4 t’, alors t[x — z] = t/[x — z] pour tout
ze X\ (FV(t) UFV(t')), donc Ax.t =4 Ax.t’ car FV(t) U FV(t’) est fini.

Définition 1.2.11 (Lambda-termes) L’ensemble des A-termes sur L est A(L) =gef
L(L)/=a

De méme que pour les A-termes bruts, on écrit A au lieu de A(0), et les A-termes de
A sont dits purs.

Pour tout t € £L(X), soit [t] =ger {t’ € L(X) | t’ =4 t}. Par définition, chaque terme de
A(Z) peut étre écrit [t] pour un t € £(XZ). Cette notation est étendue aux valuations :
[0] est ensemble des valuations ¢’ de méme domaine que o et telles que o(x) =4 0’(x)
pour tout x € Dom/(c). Pour les variables x € X nous écrivons x € A(L) au lieu de
[x] € A(Z).

Lemme 1.2.12 (Structure des lambda-termes) Définissons les opérations :
— - A(X) X A(X) = A(Z) telle que

[t = {wwlwu=«ats A uz=qta},
— pour chaque f € L, f(_,..., J:A(Z) x - x A(Z) = A(X) telle que
f([tl]a---)[tn]) = {f(u1a---»un)|u1 =at AN /\un:cxtn})

— pour chaque x € X, Ax. : A(X) = A(L) telle que

Ax.[t] ={Ayug | wily = z]l =4 t1lx = z] pour tout z € X sauf un nombre fini} .
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On a alors :

(i) [t1-tal = [ta] - [t2l,

(ii) [f(tr, ..., ta)l =f(Ita], ..., [tal),
(1i3) [Ax.t1] = Ax.[tq].

PREUVE. Assurons nous que ces fonctions sont bien définies, c’est a dire qu’elles ne
dépendent pas du choix des représentants des classes d’a-équivalence. C’est trivial pour
les cas (i) et (ii) (transitivité de =«). Considérons le cas de Ax.[t1]. Soit t] =« t7, montrons
que Ax.[t] = Ax.[t]]. Si Ay.u; € Ax.[ty], alors il existe un ensemble fini Z C X tel que
pour toute variable z non dans Z, on ait ujly — z] =4 t1[x — z]. Par la proposition 1.2.9,
pour tout z non dans BV(t1) UBV(t]), on a ti[x — z] =4 tj[x — z|. Il s’en suit que
wly — z] =4 tj[x — z] pour tout z ¢ ZUBV(t;) UBV(t]), et donc que Ay.u; € [Ax.t].

Le reste de la preuve est une conséquence directe de la définition 1.2.6. [

Remarque 1.2.13 Il s’en suit que les termes de A(X) peuvent étre naturellement décrits
par la grammaire suivante :

tLue AL) == x | f(ty,...,th) | tu | Ax.t

ouf e X, et x € X. Les sous-ensembles de A(L) contenant les termes construits sans
abstractions sont intéressants. Nous montrons dans le théoréme 1.4.4 que ce sont des
termes du premier ordre.

Notons que pour tout u € [t], on a [u] = [t|. De ce fait, on peut étendre la notion de
taille de la définition 1.2.5 aux A-termes modulo &-conversion.

Définition 1.2.14 (Taille d’un lambda-terme) La taille d’un terme [t] € A(X), notée
[6)] est définie par 6] =gt

A cause de I’x-conversion, on ne peut, sur A(L), définir la notion de sous-terme comme
on ’a fait pour les termes du premier ordre en 1.1.12.(ii). Le probléme vient du fait cette
notion de sous-terme ne commute pas avec 1’a-conversion.

Exemple 1.2.15 Sur £(X), on a Ax.x =4 AyY.y, mais Ax.x|1 =x #y = Ay.yly.

De se fait, un A-terme t € A(Z) peut avoir plusieurs sous-termes & la position p €
Pos(t). Rappelons que Pos(u) = Pos(t) pour tout u € [t].

Définition 1.2.16 (Positions et sous-termes d’un lambda-terme) Soit [t] € A(X).
(i) On définit 'ensemble des positions de [t], noté Pos([t]), par

Pos([t]) =gy Pos(t) .

(1t) On définit 'ensemble des sous-termes de [t] & la position p € Pos([t]), noté [t]|,,
par
[t”p —def {[u|p] | ue [t]} .
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Remarque 1.2.17 Si[u] € [t]|,, alors on peut avoir u #4 tl,. Par exemple, [y] € [Ax.x]|;
mais Yy #« x. Cependant, on a toujours |[u]| = [[tl,]| et Pos([u]) = Pos([tlp]).

On ne peut donc pas définir les A-contextes sur A(L) comme des termes de A(Z) &
trous, comme on l’a fait en 1.1.19 pour 7er(Z, X). Par contre, chaque A-contexte peut
étre représenté par un terme a trou de £(X).

Définition 1.2.18 (Lambda-contextes) L’ensemble des A-contextes est le plus petit
ensemble de fonctions A(X) — A(X) qui contient lidentité [ ] : A(X) — A(L) et tel que
si C[ ] est un A-contexte, alors

— pour tout x € X, la fonction C[Ax.[ ]] : u— C[ ](Ax.u) en est un,

— pour tout t € A(X), la fonction C[[ ]-t]:ur— C[](u-1t) en est un,

— pour tout t € A(X), la fonction C[t-[]]:ur— C[](t-u) en est un,

— pour tout T € Xy, pour tout tq,...,tn € A(L), pour tout i € {1,...,n}, la fonction

C[f(t],...,tif],[],ti+],...,tn)]: u — C[](f(t1>--')tif1>u)ti+1)"')tn))
en est un.

Si C[ ] est un A-contexte, on désigne C[ ](t) par C[t]. Les A-contextes sont aussi appelés
« contextes ».

Définition 1.2.19 Soit L C A(X). Si C[] : A(X) — A(X) est un contexte tel que
C[t] € L pour tout t € L, alors c’est un L-contexte, noté C[ ]: L — L.

On définit maintenant la relation « sous-terme » dans A(X).

Définition 1.2.20 Etant donnés t,u € A(L), on dit que u est un sous-terme de t s’il
existe un contexte C[ ] différent de l'identité tel que t = Clul.

Remarque 1.2.21 La relation sous-terme sur A(X) ne préserve pas les classes d’o-
équivalence. En effet, x et y sont des sous-termes de [Ax.x] car [Ax.x] = [Ay.y].

1.3 Substitution sans capture

Nous allons maintenant définir la substitution sans capture. Notre définition différe de
celle de Krivine donnée dans son livre [Kri90|. En effet, cette derniére pose des difficultés
si on a besoin de définir une relation de réécriture sur A(X) comme étant le quotient d’une
relation de réécriture sur £(X). C’est typiquement ce que nous faisons a la section 4.3
pour la réécriture conditionnelle puis au chapitre 8 pour traiter la préservation de la
confluence par curryfication.

Cela nous améne & définir la substitution sans capture sur A(Z) & partir d’une notion
de substitution sans capture qui est une fonction partielle sur £(X). Cette fagon de faire
semble originale.

39



Chapitre 1 Structures de termes

Définition 1.3.1 (Substitution partielle sans capture) Etant donnée une valuation
o sur L(X), la substitution sans capture o est la fonction partielle L(X) — L(X) définie
comme suit :

X0 =def 0(x) si x € Dom(o)

X0 =def X sinon

f(ty,...,th)o =def f(tyo,...,tho) sife X,

(t1 t2)o =4ef t10 t20

(Ax.t1)o =def Ax.(t10) si x € Dom(o) UFV(o)

C’est a cause de la derniére clause que la fonction o : £(X) — L£(Z) n’est pas totale. En
particulier, to n’est pas définie si BV(t) N Dom(o) # (). Par contre, si ¢ est la valuation
de domaine vide, alors to est défini.

Lorsque le contexte le permet, nous identifions une substitution o & sa valuation o.
On désigne par FV(o) 'ensemble {FV(o(x)) | x € Dom(o)} des variables libres de o, et
par BV(o) I’ensemble {BV(o(x)) | x € Dom(0)} I'ensemble de ses variables liées.

Lorsqu’elle est définie, la substitution partielle sans capture correspond & la substitu-
tion du premier ordre. Rappelons qu’une valuation est une fonction de domaine fini.

Proposition 1.3.2 Pour tout t € L(L) et toute valuation o : X — A(L), si to est
défini, alors to = o(t).
PREUVE. Par induction sur t.

t=x¢€ X. Six € Dom(x), alors, to = o(x) = o(t). Sinon, to =t = o(t).

t = f(t). Comme to est défini, on a to = o(t) par hypothése d’induction. Il s’en suit
que f(t)o = f(to) = f(o(t)) = o(f(1)).

t = t1t. Comme ti0 et tyo sont définis, par hypothése d’induction tj0 = o(tq) et
to0 = o(ty), donc t1ty)o = o(t162).

t = Ax.t7;. Comme to est défini, on a to = Ax.(t70). Or, comme t;0 est défini, il suit de
I’hypothése d’induction que tj0 = o(ty), d’oit to = o(Ax.t1) = o(t). O

Remarque 1.3.3

(i) Notons que to est défini si BV(t) est disjoint de FV(o) et de Dom(co). C’est en
particulier le cas lorsque t ne contient pas de variables liées.

(ii)) Gréace au lemme 1.2.10, pour tout t € L(X), pour toute substitution o, il existe
t' =4 t tel que t'c est défini.

La proposition 1.3.2 nous permet d’étendre la proposition 1.1.16 aux substitutions sans
capture.

Proposition 1.3.4 Soient t € L(X) et 0, 0’ sont deur substitutions telles que to et
to’ soient définis. Si FV(t) N Dom(o) = FV(t) N Dom(o’) et o(x) = o¢'(x) pour tout
x € FV(t) N Dom(o) alors on a to = to’.

40



1.3 Substitution sans capture

PREUVE. Tout d’abord, par la proposition 1.3.2, comme to et to’ sont définis, on a
to = o(t) et to’ = o'(1).

De plus, comme to et to’ sont définis, on a BV(t) N Dom(o) = BV(t)NDom(c’) = 0.
Il s’en suit que FV(t)NDom(o) = V(t)NDom(o) et FV(t)NDom(o) = V(t)NDom(o).
Par la proposition 1.3.4 on a donc o(t) = o’(t), d’ou to = to’. O

En particulier, si FV(t)NDom(c) = 0, alors on a to = t. En effet, sur FV(t), o coincide
avec la substitution de domaine vide.

Si 0 est la valuation qui associe t; & x; pour i € {1,...,n}, alors [t1/x1,...,th/Xn]
désigne la substitution issue de o et t[t1/x1,...,tnh/Xn] désigne son application au terme
t. De plus, o[u/x] désigne la substitution de domaine Dom/(o)U{x} telle que olu/x](x) = u
et olu/x](y) = o(y) pour tout y € Dom(o) \ {x}.

Proposition 1.3.5 Soit t,u € L(X) et ¢ une substitution. Si t(olu/x]) est défini et
x ¢ FV(o) UDom(o), alors (to)[u/x] est défini et t(olu/x]) = (to)[u/x].
PREUVE. Par induction sur t.
t=y e X.Siy = x, alors x(olu/x]) =u = x[u/x] = o(x)[u/x] car x ¢ Dom(o). Si
y € Dom(o) alors y(olu/x]) = o(y) = o(y)[u/x] car x ¢ FV(o).
t=1tity et t =1f(ty,...,tn). Par hypothése d’induction.

t = Ay.t;. Comme t(olu/x]) est défini, on a y ¢ (Pom(o) U{x} UFV(o)UFV(u)) et
t(olu/x]) = t1(olu/x]). Par hypothése d’induction (tij0)[u/x] est défini et on a
t1(ofu/x]) = (t10)[u/x]. De plus, comme y ¢ Dom(c) U FV(0), to = Ax.t10 et
comme Yy ¢ {x} UFV(u) on a (to)[u/x] = Ax.((t;0)[w/x]). O

Etant données R C £(Z) x £(X) et deux substitutions o, ¢/, on note cRo’ si Dom(o) =
Dom(c’) et o(x) R 0/(x) pour tout x € Dom(o). Dans la proposition suivante, nous
utilisons le fait que les valuations sont a domaine fini.

Proposition 1.3.6 Soit un terme t € L(X) et une substitution o.

(i) Sit' ett” sont des termes a-équivalents a t tels que t'c et t” o sont définis, alors
t'o est a-équivalent a t”o.

(it) Sito est défini et 0’ =4 0, alors to’ est défini et «-équivalent a to.

PREUVE.

i) Par induction sur la taille de t. Soient t’ e eux termes a-équivalents a t tels
i) Par inducti la taille de t. Soient t’ et t” d t équivalents a t tel
que t’o et t”o soient définis.

t € X. Dans ce cas, [t] ={t}, donc t =t =t", c-a-d. t'o =t"0.

t = f(t). Par définition de =4, on at’ = f(t’) et t” = f(t”) avec t/, 1" a-équivalents
a t. Par hypotheése d’induction, on a t'c =4 t” 0, d’ou f(t')o =4 f(t")o.

t = tyt,. Comme pour le cas précédent : Par définition de =4, on a t’ = tt} et
t” = t{t) avec t{, t! a-équivalents a t; (i € {1,2}). Par hypothése d’induction,
on a t{o =4 t{'o, et il s’en suit que (tjt})o =« (t{'t))o.
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t = Ax.t;. Par définition de =4, on a t’ = Ax'.t], t” = Ax".t] et il existe trois
ensembles finis Z, 7', 7" C X tels que

tix' = z] =4 t{[x" +— z] pour tout z€ X\ Z,
tilx =zl =4 tj[x"+— z] pour tout ze X\ Z’,
et t/x"—z] =« t1[x — z] pourtout ze X\ 2" .

Donc, avec Y =qof Z71 U Z' U Z"” on a un sous-ensemble fini de X tel que
tilx = z], t][x" — z] et t”[x” — z] sont a-équivalents pour tout z € X'\ Y.
Comme t’o et t” o sont définis, on a x’,x” € Dom(o)UFV(0o). Par conséquent,
étant donné une variable z ¢ YU Dom(o) U FV(0), on a

tiolx’ =zl = tj[x' = zlo et tiolx” =zl = t/[x" — zlo

Il s’en suit que tj[x’ — z]o et t{[x” +— z]Jo sont définis, et comme tj[x’ — z]
et t{[x” — z|] sont a-équivalents & tq[x — z|, par hypothése d’induction on a
tix' = zlo = t/[x" — z]o
Comme t]o[x’ — z] =4 t{o[x” — z] pour toute variable non dans I’ensemble
fini YUDom(o) UFV(0), nous avons Ax’.(tjo) =« Ax".(t] o). Nous concluons
que (Ax'.t])o =« (A" .t{)o car x',x” ¢ Dom(o) UFV(0).

(ii) Par induction sur t. Rappelons que ¢ et 0’ ont méme domaine et méme variables

libres.

t=x¢€ X. Six € Dom(o), alors to = 0(x) =4 0’(x) ; sinon, toc = x = to’.

t = f(t). Par hypothese d’induction, to =4 to’; donc f(t)o =4 f(t)o’.

t = tyt,. Par hypothése d’induction, t;o =4 tio’ pour tout i € {1,2}. Il s’en suit
que (tit2)o =4 (t1t2)o’

t = Ax.t;. Comme to est défini, la variable x n’apparait pas dans Dom(c)UFV(0);
et par définition on a to = Ax.(t70) ainsi que to’ = Ax.(t;0’). Par hypothése
d’induction on a t10 =4 t10’, donc (Ax.t1)o =4 (Ax.t7)o’. O

Gréace a la propriété 1.3.6, nous pouvons définir la substitution sans capture sur A(Z)
a partir de la substitution partielle sur £(X).

Proposition 1.3.7 Soit une valuation o : X — A(X). La relation qui & chaque terme
[t] € A(X) associe l’ensemble des [t'c'] pour t' € [t] et o’ € [o] tels que t'o’ soit défini
est une fonction totale de A(L) vers A(X).

PREUVE. Soit [t] € A(X) et 0’/ € [0]. Comme le domaine de o’ est fini, le lemme. 1.2.10
implique qu’il existe t’ € [t] tel que BV(t’) soit disjoint de Dom(o) et de FV(0). Il s’en
suit que ’ensemble des [t’0”] tels que t’ " est défini n’est pas vide. La proposition 1.3.6 dit
que c’est un singleton : si t” =4 t/, 0’ =4 0’ et t”0” est défini, alors [t'0o’] = [t"0”]. [

Définition 1.3.8 (Substitution sans capture) Etant donnée une valuation (o] de X
dans A(L), la substitution sans capture sur A(X), notée [o] : A(X) — A(L), est définie
par [t]o =4¢ [t'0'] pour o’ € [o] et t’ € [t] tel que t'c’ est défini.
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Nous identifions dés que possible une substitution _[o] & sa valuation [o]. Remarquons
que si to est défini, alors [t][o] = [to].

Nous allons maintenant vérifier qu’en utilisant la notation de la remarque 1.2.13, la
substitution sans capture est bien celle que nous attendons. Rappelons que 8 o ¢ est la
substitution issue de la valuation 6 o o(x) = 8(c(x)) de domaine Dom(o).

Lemme 1.3.9 Soit un terme t € A(X) et une substitution o.

(i) Alors,
— x0 = 0(x) si x € Dom(0), xo = x sinon,
— f()o = f(to),
— (t1t2)0 = ty0 tao0,
— (Ax.t1)o = Ax.(t10) si x € Dom(o) UFV(0), et
— (Ax.t7)o = Az.(tq1lz/x])o si z ¢ FV(t1) U Dom(o) U FV(o).

(i1) Si de plus © est une substitution telle que Dom(c) N (Dom(0) UFV(0)) =0, alors
(to)0 = tO(Poo).

PREUVE.

(i) On raisonne par cas sur t. Soient t’ € L(X) et 0’ tels que t = [t/] et 0 = [0”], ¢’est
& dire to = [t'][0’].
t=x¢€ X. Dans ce cas, t' = x et [t'][0'] = [t'0’]. On a [t'0’] = [0/(x)] = o(x) si
x € Dom(o) et [t'o’] = [x] = x sinon.

t = f(t). Dans ce cas, t’ = f(t') et to = [f(T")o’] = [f(t'0")] = f([{'0]) = f(to).
t = tyty. Dans ce cas, t' = tjt} et

to = [(tjth)o']l = [tjo'the'l = [tjlo’ [tile’ = tjoty0.

t = Ax.t;. Tout d’abord, supposons que x € Dom(o) UFV(0). Soit uq € t7 tel que
t10 = [uj0’]. Alors grace a au lemme 1.2.12, on a

Ax.t10 = Ax.[uj0’]
={Ay.u | ujly — z]l =4 w10’ [x — z] pour tout z sauf un nombre fini}
= Ax.uj0’] .

Comme x ¢ Dom(o) U FV(0), on a Ax.(uj0’) = (Ax.uq)o’, et on en déduit
que

(Ax.t1)o = Ax.uqllo’] = [(Axug)o’] = Ax.(u0”)] = Ax.(t10) .

Maintenant, soit z € Dom(o) UFV (o) UFV(tq). Alors, grace a ce qui précéde,
on a Az.(t1[z/x]o) = (Az.t1[z/x])o. Si on montre que Az.t1[z/x] = Ax.tq, alors
on obtient Az.(t1[z/x]o) = (Ax.t1)0, ce qui conclut la démonstration.

Gréce au lemme 1.2.10, il existe t] € ty tel que

BV(t)) N ({z}UFV(o) UDom(c)) = 0.
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Alors, la proposition 1.3.2 implique que t[z/x] = tj[x — z] € t1[z/x].
Comme z ¢ FV(t}) UBV(t}), en utilisant la proposition 1.1.18, on en déduit
que pour toute variable z’, t][x — z'] = t}[z/xl[z — z']. Donc

Ax.t7 = Ax.[t]]
=My |wly = 2] = tjlx— 2zl ¥z’ sauf un nombre fini}
=y | wly = 2] =4 tjlz/xllz— 2] ¥z’ sauf un nombre fini}
= 7\2.[’({ [z/x]] = Az.t1(z/x] .

(ii) Soit ¢/ € o et B’ € 0 telle que Dom(c) N (BV(0')) = 0 et t’ € t tel que (t'c’)0’
soit défini.
Comme V(0’) C (FV(0’)UBV(8')) et Dom(o’)N(Dom(0')UFV(8')UBV(0')) =0,
on a Dom(c’) N (Dom(0’) U V(') = 0, donc 8'(0’(t)) = 6’ 0 0/(6’
le lemme 1.1.17. Or, la proposition 1.3.2 implique que (t'0’)0’ = 0’(0’(t’)) et
/00" 0 0") = 0’ 0 6/ (0'(t')).
On en déduit que [(t'0’)0’] = [t'0/(0’ 0 0”)], soit (to)0 = t0(0 o o). O

Remarque 1.3.10 Le lemme 1.3.9.(ii) implique qu’étant donné un terme Ax.t et une
substitution o, on peut toujours se ramener a un cas ot x € Dom(o) U FV(0o) tout en
restant dans la méme classe d’«-équivalence : si x € Dom(o) U FV(0o), alors pour tout

z ¢ Dom(o) UFV(o) UFV(t), on a (Ax.t)o = Az.(t[z/x]o) = (Az.t[z/x])o dans A(X).

Pour finir, voici comment définir une substitution sur un sous-ensemble L de A(X), et
comment relier deux substitutions par une relation et une fonction.

Définition 1.3.11 Soit L C A(XZ). St 0 : X — A(L) est une substitution telle que
to € L pour tout t € L, alors c’est une L-substitution, notée o : X — L.

Définition 1.3.12 Etant donnés L C A(X), une relation R C Lx L et deux substitutions
0,0/ : X = L, on note 0 Ro’ si Dom(o) = Dom(o’) et si o(x) R o’(x) pour tout
x € Dom/(o).

Dans le cas ou 0 F o’ pour une fonction F: L — L, on pose F(0) =ger 0.

1.4 Termes du premier ordre parmi les lambda-termes

Nous nous intéressons, dans cette section, aux sous-ensembles de A(X) constitués des
termes applicatifs et des termes « du premier ordre ». Nous montrons que notre notion
d’algébre A = (A, X 4) libre pour une injection 1 : X — A donnée nous permet de voir
ces ensembles respectivement comme une (ZU{ - })-algébre et comme une X-algébre,
toutes les deux libres sur X.

Définition 1.4.1 On définit par Zapp =dqef Z W {_ - _} D'extension applicative d’une
signature X.

Nous commencons par le cas des termes applicatifs, qui donnent lieu & une X opp-algébre
libre sur X.
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Définition 1.4.2 (Termes applicatifs)

(i) L’ensemble Lapp(X) des A-termes bruts applicatifs sur (X, X') est l'ensemble des
termes générés par la grammaire suivante :

tue Lapp(X) == x | fltg,...,ta) | tu

ouxe X etfel,.
(11) L’ensemble Aapp(Z) des A-termes applicatifs sur (X, X') est I’ensemble

/\App(z) —def {[t] | te L:App(z)} .
Les A-termes applicatifs sont des singletons.
Proposition 1.4.3 Sit est un terme brut applicatif, alors [t] = {t}.

Notre notion d’algebre libre sur X nous permet de voir Aapp(X) comme une X app-
algeébre libre pour I'injection x € X — [x] = {x} € Aapp(X).

Théoréme 1.4.4 Soit Lapp l'ensemble constitué des opérations suivantes, définies
en 1.2.12 :
— - AD) xA(X) - A(D),

— f(_,..., ):AX)™ > A(Z) pour chaque f € L.
Alors (Aapp(Z), Zapp) est une app-algebre libre sur X pour Uinjection x € X +— [x].

De ce fait, toutes les constructions de la section 1.1 sont définies sur Aapp(Z). De plus,

elles correspondent & celles sur Lapp(X) :

— Pour tout t € Lapp(X), on a V([t]) = V(t), de plus V([t]) = FV([t]).

— Pour tout t,u € Lapp(X), et [v] € A(X) on a Pos([t]) = [Pos(t)], [tll, = [tlp],
[tHVIlp = [tvlp] et Occe(lt], [ul) = Occe(t,u).

— Pour toute substitution du premier ordre o(_) : X — Lapp(X), on définit _o :
X — Aapp(L) par xo =qef [0(x)] pour tout x € Dom(o(_)). On a alors [ulo =
[o(u)] pour tout u € Lapp(L).

Nous écrivons 7er(Z app, X') pour désigner (Aapp(Z), Zapp). Il est facile d’en déduire

une X-algébre libre sur X en utilisant la propriété suivante.

Proposition 1.4.5 Soient L et X' deux signatures telles que ' C X et A = (A, Z4)
une X-algebre. Alors A’ =qer (A {f4 | f € L'}) est une L'-algébre, qui de plus est libre sur
X pouri si A est libre sur X pour i.

Nous notons 7er(X,X') la Z-algebre issue de Ter(Zapp, X) par la proposition 1.4.5.
Elle est donc libre sur X pour I'injection x € X — [x] = {x} € Aapp(Z).

Remarque 1.4.6 Les contextes sur L C Ter(Zapp, X') définis en 1.1.19 sont iso-
morphes aux A-contextes sur L C Ter(Xapp, X') définis en 1.2.18 : tout A-contexte sur
L C Ter(Zapp, X) peut étre vu comme un terme C € L contenant exactement une oc-
currence de la variable [ ]. On a alors C[t] = C[t/[ ]] pour tout t € A(X).

Inversement, tout contexte C sur L C Ter(Zapp, X') définit un unique A-contexte C[ ]
sur L tel que C[t/[ ]] = C[t] pour tout t € A(X).
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1.5 Convention de Barendregt locale
Revenons sur l'exemple 1.2.8.(iii), qui dit que
AXAXX  =o  AXAY.X .

Cet exemple contredit la notion d’a-conversion utilisée dans [Bar84|, qui est en fait la
relation d’équivalence identifiant les termes ayant méme représentant de de Bruijn.

Le probléme vient du fait que dans Ax.Ax.x, la variable x liée par le premier A est
aussi liée par le second A. Il faudrait choisir laquelle de ces deux abstractions lie la
variable de téte de Ax.Ax.x, et sur ce point, I’-conversion de Krivine ne coincide pas
avec l'identification des termes ayant méme représentation de de Bruijn.

Afin d’avoir une correspondance entre la notion d’a-conversion formelle de Krivine et
Iidentification des A-termes par leur représentants de de Bruijn, nous pouvons ne pas
considérer les termes, tels que Ax.Ax.x, qui ont un sous-terme de la forme Ax.u dans lequel
x € BV(u).

Cette restriction est un sous-cas de la « convention de Barendregt ». Telle qu’énoncée
en 2.1.13 dans |Bar84|, c’est une condition globale sur les A-termes apparaissant dans les
énoncés, preuves, etc, qui dit que les variables libres et liées sont toujours différentes.

En fait, nous n’avons pas besoin d’une méta-condition globale sur tous les termes appa-
raissant dans le texte. Nous utilisons une version locale de la convention de Barendregt,
qui s’énonce comme une restriction de ’ensemble de termes considéré, et dont on peut
prouver la correction.

Définition 1.5.1 (Convention de Barendregt locale)

— Un terme t € L(X) vérifie la convention de Barendregt locale si pour tout sous-
terme Ax.u de t, on a x € BV(u).

— L’ensemble des termes qui vérifient la convention de Barendregt locale est noté
Lp(X).

— On dit qu’une substitution partielle sans capture o vérifie la convention de Baren-
dregt locale si o(x) € Lg(X) pour tout x € Dom(o).

Lorsque le contexte le permet, on dit « convention de Barendregt » au lieu de « conven-
tion de Barendregt locale ».
Voyons maintenant que ’on peut se restreindre aux termes vérifiant cette propriété.

Proposition 1.5.2 Soient un terme t € L(L) et 0 une substitution partielle sans
capture. Alors,
(1) il existe t' =4 t tel que t’ € Lg(X),

(ii) sit et o vérifient la convention de Barendregt et sont tels que to soit défini, et si
de plus BV(t) N BV(0) =0, alors to vérifie la convention de Barendregt,

(iii) il existe t' et o’ vérifiant la convention de Barendregt, respectivement o-équivalents
at et o tels que t'o’ soit défini et vérifie la convention de Barendregt.

PREUVE. En utilisant le lemme 1.2.10. O
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Exemple 1.5.3 Le terme Ax.Ax.x qui ne vérifie pas la convention de Barendregt est
x-équivalent au terme Ax.Ay.x qui appartient a Lg(L).

1.6 Termes de de Bruijn

Afin de pouvoir passer facilement des termes bruts du A-calcul, ¢’est & dire non quotien-
tés par =4, aux A-termes, il s’avére trés pratique d’utiliser des représentants canoniques
de ses derniers. En fait, nous ne choisissons pas vraiment un représentant dans chaque
classe d’a-équivalence ; au lieu de cela, nous utilisons des termes d’une autre syntaxe qui
est isomorphe & A(L), ce sont les termes de de Bruijn.

Dans cette section, nous montrons que I’a-conversion de Krivine identifie exactement
les termes vérifiant la convention de Barendregt qui ont méme représentant de de Bruijn.
Ce résultat est a notre connaissance nouveau.

Il permet, une fois définie une traduction inverse des termes de de Bruijn vers les A-
termes vérifiant la convention de Barendregt, de montrer que ces deux ensembles sont
isomorphes modulo =.

Définition 1.6.1 (Termes de de Bruijn) Etant donnée une signature L, ’ensemble
7TdB(X, X) des termes de de Bruijn sur L est défini par la grammaire suivante :

t,bue 7dB(X, X) == x | m | f(t1,...,tn) | tu | At
ouxeX, meNetfekl,.

L’ensemble 7dB(XZ, X) est donc un ensemble de termes sur (Xgg, X), oul Lgp est la
signature XW{A , - }W{m|m e N}

Habituellement, les termes de de Bruijn (et c’est tout leur intérét) ne contiennent
pas de variables de termes; elles sont encodées dans les indices. Cependant, pour notre
utilisation des termes de de Bruijn, on gagne en souplesse si on autorise des termes avec
des variables libres. Cela nous sera utile & la section 4.3 lorsque nous utilisons les termes
de de Bruijn pour étudier la correspondance entre la réécriture sur A(X) et la réécriture
sur £(X). Notons que ces variables ne sont pas utilisées de la méme maniére que les
métavariables d'unification de [DHKO00].

La notion habituelle de variable libre correspond & la notion d’indice libre pour les
termes de de Bruijn.

Définition 1.6.2 La hauteur de de Bruijn d’une occurrence p dans t € 7dB(L, X),
notée |ply, est définie inductivement comme suit :

left =def O
11.p[xt =def Pl +1
Lplecey ,tn)  =der Py
|i-P|t] t =def |P\t-l .

Une occurrence p d’un indice m dans t est dite libre st m > |ply.
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Précisons, pour ne pas faire d’ambiguité, que pour les termes de de Bruijn, nous uti-
lisons ’expression « terme clos » de la méme maniére que pour les termes du premier
ordre : les termes de de Bruijn clos sont ceux de 7dB(LX).

Voyons maintenant comment les termes de de Bruijn représentent les classes d’o-
équivalence. Pour cela, nous utilisons la traduction habituelle des A-termes vers les termes
de de Bruijn.

Définition 1.6.3 Un référentiel pour un terme t € Lg(X) est une liste R de variables
distinctes telles que FV(t) CR et BV(t) NR = (.

Si R est un référentiel pour un terme, et m € N est tel que m < |[R|, alors R[m] est la
m-éme variable de R.

Définition 1.6.4 Etant donné un terme t € Lg(X) et un référentiel R pour t, le repré-
sentant de de Bruijn de t dans R est le terme tg € TdB(X) défini inductivement comme
suit :

XR =def M ot R[m]=x
f(t)e =4er fltr)
(t1t2)e =de  tirtor

(Ax.t1)n  =der  Altixr)

ot X - R dénote la liste de téte x et de queue R.

Remarquons que la définition est correcte car on suppose que t vérifie la convention
de Barendregt. Autrement, dans le cas d’une abstraction (Ax.tj)r, on ne pourrait pas
assurer ’hypothése d’induction que x - R est fait de variables distinctes.

La condition de linéarité des référentiels permet d’obtenir la proposition suivante, qui
dit que la traduction de de Bruijn ne varie pas lorsqu’une variable libre est renommeée
par une variable fraiche, dés lors que ce renommage est aussi effectué dans le référentiel.
On note X -y pour la concaténation des listes X et §j. Si R est la liste linéaire X - x -y, alors
R[x +— z] est la liste X - z - §.

Proposition 1.6.5 (Invariance par renommage) Soit t € Lg(Z) et R un référentiel
pour t. Alors, pour tout z ¢ FV(t) UBV(t) UR et tout x € FV(t), on a

(th = Z])R[XHZ] = tr.

PREUVE. On montre, par induction sur t, que si X - x - § est un référentiel pour t et

z¢ BV(t)UFV(t)UX-x -7 alors (t[x — Z])?cz-ﬁ =tgxg-

t=yed&. Six=uy,alors tlx = zlg,5 = zg,g. On a 23,5 = Xzxg car z,x ¢ X - Y.
Sinon, tx = zlg,g = Ygz§ = Yzxg Car X,Z # .

t =f(t). Comme z ¢ FV(t;) UBV(t;) UX-x - pour tout i € {1,...,n}, par hypothése

d’induction on a ti[x — Z]z.z.g = tiz.xg, d’olt le résultat recherché.

t = t1ty. Idem.
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t = Ay.t7. Alors, comme z ¢ BV(t)UFV(t)UX-x-yJ,onaz ¢ BV(t1)UFV(t1)Uy-X-x 1,
donc par hypothése d’induction, comme y ¢ X - x - § et comme y ¢ BV(t;) (par
la convention de Barendregt) on a ti[x — zlyg.g = tiyzxg, dot (Ay.ty)lx —
Z])?-z-ﬁ = (}\U-t”%-x-ﬁ' O

On en déduit que sur les termes vérifiant la convention de Barendregt locale, 1’o-

conversion de Krivine identifie exactement les termes ayant méme traduction de de
Bruijn.

Lemme 1.6.6 (Lemme fondamental des termes de de Bruijn) Pour tout t,u €
Lg(X) et pour tout référentiel R pour t et u, on a

t=ou st et seulement si tp = ug .

PREUVE. On raisonne par induction sur la taille de t.

t=x€ X. On at =4, usiet seulement si t = u si et seulement si tg = uz.

t=f(1). On a t =4 u si et seulement si u = f(uj,...,un) avec t; =4 u;i pour tout
i € {1,...,n}, donc, par hypothése d’induction, si et seulement si (ti)Jg = (ui)r
pour tout 1 € {1,...,n}, si et seulement si tg = uz.

t = tty. Idem.

t = Ax.t7. Supposons que t =, u. Dans ce cas, u = Ay.uq, et il existe Z Cgy X tel que
t1[x — z] =4 uqly — z| pour tout z € X\Z. Donc, siz ¢ ZUFV(t1,u1)UBV(ty,uq),
alors par la proposition 1.6.5, on a t1[x = z],r = t1xg et Wiy = zlz = uyy5. Or,
par hypothése d’induction, comme t1[x — z] =4 U1ly — z], on a ti[x — z],g =
uily — z]zg. On en déduit que (Ax.t1)gr = (Ay.uq)z.

Réciproquement, supposons que tg = uz. On a donc t = Ax.t7 et u = Ay.uq avec
(t1)xr = (u1)y.r. Donc, par la proposition 1.6.5, on a (t1[x — z]) g = (Wily — z])zz
pour tout z ¢ (BV/(t,u) UFV(t,u) UR). Par hypothése d’induction (t; et ti[x — z]
ont méme taille), on obtient ti[x — z] =4 ujly — z] pour toute variable z non
dans I’ensemble fini BV(t,u) UFV(t,u) UR, c’est-a-dire Ax.t; =4 Ay.u;. O

Remarque 1.6.7 Le lemme 1.6.6 n’est en général pas vrai sur les termes qui ne vérifient
pas la convention de Barendregt. Les référentiels construits a partir de ces termes peuvent
contenir des doublons. Par exemple, (Ax.Ax.x). = (AX.X)x = Xx.x. Il faut alors choisir, pour
le terme xy.x, l'indice qui correspond a x dans la liste x -x. La sémantique habituelle (voir
par exemple [DHKO0O]) est de prendre le premier : xy.x = 1. Ceci correspond a 'idée que
dans le sous-terme Ax.x de Ax.Ax.x, toute occurrence de x est liée par I’abstraction de
Ax.x. Le terme Ax.Ax.x devrait donc étre x-équivalent a Ay.Ax.x.
C’est pour cela que nous utilisons la convention de Barendregt locale.

Afin de pouvoir passer de 7dB(L) a Lg(XZ), nous utilisons 'inverse de 'opération (_)g
définie en 1.6.4. A notre connaissance, cette définition est originale.

Définition 1.6.8 Soit t € 7dB(X, X'). Une liste R de variables distinctes est un référen-
tiel pour t si sa longueur est plus grande que le plus grand indice libre dans t.
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Etant donné un référentiel R pour t € TAB(L) et une énumération (xi)ieny de X, on
définit t* € Lg(X) par induction sur t comme suit :

m® =def R[m]

(f(tq,... ,tn))R =def f(tﬁ”, - ,t?l)

(t1 t2)* =def 15

(At)R =def MXgj1. (TR

ot [R] est le plus grand indice de variable apparaissant dans R pour l’énumération (Xi)ien
(voir 1.1.11).

On vérifie aisément que FV(t}) C R et donc que t* € L(Z) pour tout t € 7dB(Z). Les
opérations (_)g et (_)* sont inverses I'une de l'autre modulo «-conversion.
Théoréme 1.6.9 (Isomorphismes de de Bruijn)

(i) Pour toutv € TdB(X), si R est un référentiel pour v, on a (V})g =v.

(ii) Pour toutv € Lg(X), si R est un référentiel pour v, on a (vg)* =4 v.

PREUVE.

(i) Par induction sur v € 7dB(X).
v=m Ona (V)i = (Rm])zg =m.
v ="1(ty,...,tn), v =17 t2. Par hypothése d’induction.
v=At. On a (V) = (7\X|R|+1.(tX‘R‘+"R))R = ?\((tleH"R)X‘RM.R). Donc, par hypo-

thése d’induction, (V*)g = At =v.

(ii) On déduit de (i) que pour tout v € Lg(Z), on a ((vg)?)g = vg, d’out (vg)? =4 v par

le lemme fondamental des termes de de Bruijn (1.6.6). O

Pour finir, voici deux propriétés « évidentes » des termes de de Bruijn.

Remarque 1.6.10

(i) Sit € 7dB(L,X) est applicatif et ¢ est une substitution telle que to € 7dB(L),
alors (to)® = t(o®).

(ii)) Sit € L(X) est applicatif et o est une substitution, alors (to)g = t(og).
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Chapitre 2
Réductions

Dans ce chapitre, nous présentons les notions et notations de base pour manier des
relations de réécriture et des systémes de réécriture.

Les relations de réécriture sont des relations binaires sur un ensemble de termes qui sont
stables par contexte et substitution. Les relations de réécriture qui nous intéressent sont
générées par des ensembles de régles de transformations locales sur les termes, appelés
systémes de réécriture.

Nous commencons par rappeler les propriétés des relations de réécriture qui peuvent
s’énoncer au niveau des relations binaires. Nous rappelons ensuite les relations de réécri-
ture, et insistons sur les relations de réécriture paralléles qui nous seront trés utiles a la
partie II. Enfin, nous rappelons la notion de systéme de réécriture, ainsi que les relations
de réécritures qui en sont issues.

2.1 Systémes de réduction abstraits

Nous présentons ici certaines notions et propriétés utiles pour les relations de réécriture,
mais qui peuvent étre comprises dans le cadre plus abstrait des relations binaires.

Définition 2.1.1 (Systémes de réduction abstraits) Un systéme de réduction abs-
trait (ou ARS) est une relation binaire notée (A, —).

L’intérét de la notion d’ARS n’est donc pas sa définition, mais plutot qu’elle permet
de distinguer les propriétés fondamentales des relations de réécriture qui peuvent étre
exprimées pour des relations binaires arbitraires.

Etant donné un ARS (A, —), nous écrivons a — b pour (a,b) € —. Lorsque le contexte
le permet, nous désignons ’ARS (A, —) par —.

Remarque 2.1.2 Dans certains contextes il peut étre intéressant d’avoir une définition
plus fine de systéme de réduction abstrait. C’est par exemple le cas dans [Ter03|, ot un
systéme de réduction abstrait est un ensemble équipé d’une famille de relations binaires

(—1)ier

Définition 2.1.3 (Réductions) Etant donné un ARS (A, —), une (A, —)-réduction
est une famille (ai)ie1 d’éléments de A, indexée par un ensemble non vide I C N et telle
que pour tout1 € N, sii+ 1€l alorsiel et ay — aiq1.

Une (A, —=)-réduction (ai)ic1 est dite finie si [ est fini, et issue de a si ap = a.
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Bien entendu, si (ai)icr est une —-réduction, alors 0 € 1.

Définition 2.1.4 (Relations dérivées) Etant donné un ARS (A, —), définissons
— sa cloture transitive (A, —=1) par

Jr

— =4ef 1lap,ai) | (ai)icr est une —-réduction et i € I},

— sa cloture réflexive (A, —=7) par == =45 — U{(a,a) | a € A},
— sa cloture réflexive et transitive (A, —*) par —* =gp =~ U =7,
— son symétrique (A, ) par < =g {(a,b) [ b — al,

— sa cloture symétrique (A, <) par

& =qer 1lao,ai) | (ai)ier est une (— U )-réduction et i € I},

— sa cloture par joignabilité (A, ]) par | =g4er {(a,b) [ 3¢ (a =" ¢ «* b)},
— se cloture en au plus n € N pas (A, —=™) par

n

— =def 1(a0,am) | (ai)o<i<n est une —-réduction et m < nj .

Avec ces notations, «* désigne la cloture réflexive et transitive de <, c’est donc la
cloture réflexive, symétrique et transitive de —. Il nous arrive de la dénoter aussi par =.

Définition 2.1.5 (Réduits et formes normales) Soit un ARS (A, —) et a € A.

— L’ensemble des (A, —)-réduits en un pas de a € A est (a)_, =4¢¢{b | a — b}.

— L’ensemble des (A, —)-réduits de a € A est (a)*, =ger{b | a —=* b}
Un élément a € A est en forme normale pour (A, —) (ou encore, est en forme (A, —)-
normale) si (a)_, = (). L’ensemble des éléments en forme normale pour (A, —) est dénoté
par NF (a ). Un élément a de A a une forme (A, —)-normale si (a), contient une forme
(A, —)-normale.

Lorsque le contexte le permet, nous écrivons « forme normale » au lieu de « forme
normale pour (A, —) » et NF au lieu de NF_,.

Définition 2.1.6 (Normalisation) Soit un ARS (A, —).

(i) L’ensemble des éléments fortement normalisants de (A, —) est le plus petit ensemble
SN (A ) tel que pour tout a € A,

(WbeA.a—=b = beSNa_,)) = a€SNa_, .

(i) L’ensemble des éléments faiblement normalisants de A est le plus petit ensemble
WN (A, contenant NF (A _, et tel que pour tout a € A,

(FBbeA.a=b A beWNnR_,) =  aeWN@na_, .-

Un ARS (A, —) est dit fortement normalisant si A = SN/ (o _,) et faiblement normalisant
st A= WN(A,—))'
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Lorsque le contexte le permet, nous écrivons SN _, au lieu de SN et WN _, au lieu de

WN.

Proposition 2.1.7 Un élément a d'un ARS (A, —) est
— faiblement normalisant si et seulement si il a une forme normale,
— fortement normalisant si et seulement si toutes les réductions issues de a sont
finies.

Définition 2.1.8 (Confluence) Un ARS (A, —)
— est confluent si pour tout a,b,c € A, si a <" b —* c alors il existe d € A tels que
a—*d«*c,
— est localement confluent si pour tout a,b,c € A, st a «< b — c alors il existe
d €A tels que a —* d «* c,
— wvérifie la propriété du diamant si pour tout a,b,c € A, si a «— b — ¢ alors il
eriste d € A tels que a — d « c.

Ces différentes formes de confluence sont dépeintes sur la figure 2.1.

ANCIN N

R WoE S

Confluence Confluence locale Propriété du diamant

F1G. 2.1: Confluence

Il est clair que la propriété du diamant implique la confluence, qui & son tour implique
la confluence locale. Il est bien connu que la confluence locale n’implique pas, en général,
la confluence.

Lemme 2.1.9 (Lemme de Newman) Un ARS fortement normalisant est confluent
si et seulement s’il est localement confluent.

Ceci est faux si on remplace « fortement normalisant » par « faiblement normalisant ».

Proposition 2.1.10 (Propriété de Church-Rosser) Un ARS (A,—) est confluent
si et seulement s’il vérifie la propriété de Church-Rosser : a «* b implique a | b.

Définition 2.1.11 (Consistance) Un ARS (A,—) est dit consistant s’il eziste deux
éléments a,b € A tels que a ¢5™ b.

Remarque 2.1.12 Il est clair qu'un ARS confluent qui a au moins deux formes normales
distinctes est consistant.
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Chapitre 2 Réductions

Définition 2.1.13 (Commutation) Deuzr ARS (A, —1) et (A, —;) commutent si pour
tout a,b,c € A tels que a <7 b =5 ¢, il existe d € A tel que a —5 d 7 c. En image :

La commutation de relations permet d’obtenir la confluence de 'union de relations de
réécriture.

Théoréme 2.1.14 (Lemme de Hindley-Rosen — Théoréme 3.5 dans [Ros73|)

Soit (A, —1)ic1 une famille d’ARS telle que —; et —; commutent pour tout i,j € 1. Alors,
VARS (A,Uier —1) est confluent.

Voici un lemme simple et particuliérement utile pour montrer la commutation de deux
relations

Lemme 2.1.15 Soient deux ARS (A,—1) et (A, —2) tels que pour tout a,b,c € A,
si a1 b —2 c alors il existe d € A tel que a =5 d <1 c. Alors (A, —1) et (A, —2)
commutent. En image :

. %2 . 2
*
1 n implique 1% * 1
N v . v
- .

2z 2
1l N 1l* £
2
(1) (i1)

O]

La définition suivante rappelle la notion d’ARS stratifié, qui est trés utile pour traiter
la réécriture conditionnelle (présentée au chapitre 4).

Définition 2.1.16 (Stratification) Soit un ARS (A,—) et (A, —i)ic1 une famille
d’ARS. Si == U{—=i |1 € I}, on dit que (A, —) est stratifié et que (A, —1)ic1 est
une stratification de (A, —).
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2.2 Relations de réécriture et congruences

Les stratifications donnent lieu & des notions de confluence plus fines que celles de la
définition 2.1.8.

Définition 2.1.17 (Confluences stratifiées) Soit un ARS (A, —) et sa stratification
(A, —>i)ic1- On dit que (A, —) est

— confluent par niveaux lorsque (A, —1) est confluent pour tout i € 1,

— confluent en profondeur! lorsque pour tout i,j € I, —; et —;j commutent.

Les notions de confluence, confluence par niveaux et confluence profondes sont repré-
sentées figure. 2.2.

T

SN~ SNZ SNZ

Confluence Confluence par niveaux Confluence profonde

F1a. 2.2: Confluences pour —=J{—; |1 €I}

2.2 Relations de réécriture et congruences

La définition de la notion de relation de réécriture et de congruence dépend de I’en-
semble des termes considéré. Pour cela, nous utilisons les notions de contexte et de
substitution spécialisées & un sous-ensemble L C A(X) donné, définies en 1.2.19 et 1.3.11
respectivement.

Définition 2.2.1 (Relations de réécriture) Soit L C A(X).
— Une relation binaire R sur L est une congruence sur L si pour tout t,u € L, tRu
implique C[t] R C[u] pour tout contexte C[]:L — L.
— Une relation binaire R sur L est stable par substitution sur L si pour toute substi-
tution 0 : X — L, pour tout t,u € L, t Ru implique to Ruo.
— Une relation binaire R sur L est une relation de réécriture sur L si c’est une
congruence sur L qui est stable par substitution sur L.

Une relation qui est une congruence est aussi dite « stable par contexte ».

Remarque 2.2.2

Yshallow confluence en Anglais
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Chapitre 2 Réductions

— Les relations de réécriture sur A(X), Ter(XZ, X) et Ter(X) correspondent évidem-
ment aux cas L = A(Z), L = Ter(X,X) et L = Ter(X) respectivement.

— La X-algébre Ter(X, X') étant libre sur X, on peut définir une relation de réécriture
sur une X-algébre Ter(X 4,X4) libre sur X comme étant une relation binaire R
sur Ter(Z 4, X4) telle que {(i(t),1(u)) | t Ru} est une relation de réécriture sur
Ter(XZ,X), ou i est Iisomorphisme canonique de Ter(X 4, X4) — Ter(X, X).

— 1l est équivalent de dire que R est une congruence sur L si pour tout t,u € L, tRu
implique
— pour tout x € X, si Ax.t,Ax.u € L, alors Ax.t R Ax.u,

— pour tout v € L, si tv,uv € L, alors tv Ruv,
— pour tout v € L, si vt,vu € L, alors vt Rvu,

— pour tout f € X, pour tout vq,...,vn € L, pour tout i € {1,...,n}, si
f(\q,...,viq,t,viﬂ,...,vn),f(\)],...,vi,1,u,vi+1,...,vn) eL

alors
fvi,o. o, vie, 5 vigt, ..., vn) R f(ve, oo, v, W, vigt, ..., v -

Lemme 2.2.3 (Cléture par contexte) Etant donnée une relation binaire R sur L C
A(X), soit R la plus petite relation binaire sur L satisfaisant aux régles suivantes :

tRu t Retx 1w
R) —— ABS) ——MM————
( ) t RCtX u ( ) Ax.t RCtX Ax.u
(APP) t Rctx ug t2 Rctx uz (SYMB) t Rctx ug ce th Rctx Un
t1t2 Retx wiuz flt1,...,tn) Rewx f(ur,...,un)

ot, dans la régle (SYMB), f est un symbole d’arité n. Alors,
(i) R est la plus petite relation sur L qui contient R et qui est stable par contexte ;

(ii) si R est stable par substitution sur L, alors R est une relation de réécriture sur L.

2.3 Réduction paralléle

Lorsque 'on travaille sur la commutation de deux relations de réécritures, comme c’est
souvent le cas en section 6.1 et au chapitre 7, on a besoin de la stabilité par substitution
des relations de réécriture et d’une autre propriété, apparentée, qui correspond plutot a
la réduction dans les substitutions :

Stabilité par substitution : t — u implique t[v/x] — u[v/x].
Réécriture dans les substitutions : t — u implique v[t/x] — v[u/x].

La propriété de « réécriture dans les substitutions » n’est en général pas vérifiée par les
relations de réécriture, et ce pour deux raisons :

(i) le terme v peut ne pas contenir la variable x, et dans ce cas on a v[t/x] = v[u/x],

(ii) le terme v peut dupliquer la variable x, et dans ce cas on a v[t/x] =1 v[u/x].
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2.3 Réduction paralléle

La propriété de « réécriture dans les substitutions » est satisfaite par les relations de
réécritures réflexives et transitives.

Lemme 2.3.1 Soit — une relation de réécriture sur L C A(X) et t,u,ve L. Sit—*u
alors v[t/x] —* viu/x].

PREUVE. Par induction sur v. O

Cependant, les relations transitives ne correspondent pas précisément a cette propriété :
elles permettent de rassembler plusieurs pas de réécriture en un seul, mais sans distinguer
entre des pas « disjoints », comme c’est le cas dans v[t/x] =T viu/x] et des pas successifs
comme dans la réduction a — b — ¢ de la relation de réécriture {a — b, b — c}.

Il existe une notion générique de relation de réécriture qui correspond trés bien a la
réécriture dans les substitutions. Il s’agit de la réécriture paralléle.

Définition 2.3.2 (Relation de réécriture paralléle) Une relation > de réécriture
sur L C A(X) est dite paralléle si

— pour tout x € X, si x € L alors x > X,

— st tito, wyun € L alors

(ti>u; et ta>uy) implique tit > uguy
— sif(ty,...,tn),f(uq,...,un) € L alors
(Vie{l,...,n} ti>w) implique flty,..., ta) > flug,...,un)

Remarque 2.3.3 Les relations de réécriture paralléles sont réflexives.

Proposition 2.3.4 Soit R une relation binaire sur L C A(Z) stable par substitution, et
=R la plus petite relation sur L contenant R et satisfaisant aux régles suivantes :

11 =R W1
(>VAR) ————— (>>ABS)
X =R X Ax.ty =R Axaug
t7 — u t — uz t — u ... th — u
(>AppP) IR IR (>SYMB) IR n TR
titz 2R wu2 fltr,.. o tn) =R flur,.oun)

ot, dans la regles (SYMB), f € . Alors,

1) la relation — g est une relation de réécriture paralléle sur L,
l
(ii) on aR C—rC R*, (0w R* est la cloture réflexive et transitive de R, définie en 2.1.4).

PREUVE.

(i) 11 suffit de montrer que —g est une relation de réécriture. Elle est stable par
contexte par (ii). Il reste & montrer qu’elle est stable par substitution.
Soit o une L-substitution et t,u € L tels que t — g u. On montre que to — g uo
par induction sur t —g u. Le cas de la régle (>VAR) suit de la réflexivité de — g,
et celui des régles (>ABs), (>APP) et (>SYMB) de ’hypothése d’induction. Dans
le cas ot t R u, on conclut grace a 'hypothése que R est stable par substitution.
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Chapitre 2 Réductions

(ii) On a R C—r par définition et on montre —gC R* par induction sur les régles de
la définition 2.3.2. ]

Ainsi, on peut définir la cloture paralléle d’une relation sur L € A(X).

Définition 2.3.5 Soit R une relation binaire sur L C A(Z). La cloture paralléle de R

sur L est la relation [Rouper OU Rsubst €st la cléture de R par L-substitutions.

Lorsque le contexte le permet, on écrit —gr pour désigner — g, . La propriété de
réécriture dans les substitutions est facilement obtenue. On la présente ici dans une
forme un peu plus générale, qui sera trés utile par la suite. Rappelons que d’apreés la
définition 1.3.12, si R est une relation binaire sur A(X) et si 0, ¢’ sont deux substitutions,
alors 0 R o’ signifie que Dom(o) = Dom(o’) et que o(x) R ¢’(x) pour tout x € Dom(o).

Lemme 2.3.6 Soit R une relation binaire sur L C A(L). Alors, 0 Ro’ implique to =R
to’ pour toute L-substitution o et pour tout t € L.

PREUVE. Par induction sur t. O

2.4 Systémes de réécriture

Dans cette section, nous rappelons la définition de systéme de réécriture de termes.
Notre définition est un peu plus générale que la définition habituelle. Elle permet de
rendre compte harmonieusement de la réécriture usuelle, de la réécriture conditionnelle
et du A-calcul. Nous reprenons la terminologie de [Ter03].

Définition 2.4.1 (Systémes de réécriture de termes) Un systéme de réécriture de
termes (ou TRS) sur L C A(X) est une relation binaire R sur L telle que L R v implique
L& X et FV(r) CFV(1).

Une paire (1,7) € R est une régle de réécriture de R, aussi notée L —x 1.

A un TRS (L,R) on associe ’ARS (L, —r) ot —g est la plus petite relation de ré-
écriture sur L qui contient R.

Remarque 2.4.2

— Comme pour les relations de réécriture (voir remarque. 2.2.2), la notion de TRS a
pour cas particulier les TRS sur A(X), Ter(Z, X) et Ter(X).

— De méme, un TRS sur une X-algébre libre Ter(X 4, X 4) est une relation binaire R
sur Ter(Z 4, X4) telle que {(i(t),i(u)) | t R u} est un TRS sur Ter(L,X), ou 1 est
lisomorphisme canonique de Ter(Z 4, X4) — Ter(Z, X).

— Si (A(X),R) est un systéme de réécriture ot R est stable par substitution, alors
par le lemme 2.2.3, (A(Z),R) est une relation de réécriture (ot R est la cloture de
R par contexte, définie en 2.2.3).

— On écrit (L, —gp/) pour I'union des TRS (L, —r) et (L,—%), et (L, =rur’) pour
la relation de réécriture qui en est issue.
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2.4 Systémes de réécriture

— Selon les définitions 2.4.1 et 2.3.2, les relations de réécriture paralléles ne forment
pas des TRS car ce sont des relations réflexives, qui contiennent donc {(x,x) | x €

X1
Exemple 2.4.3

— Si (A(X),R) est un TRS, alors il en est de méme pour (A(L), —r).
— La notion de systéme de réécriture correspond a l'idée de régle de réécriture : R
est vu comme un ensemble de régles | —g 7.

Proposition 2.4.4 (Stabilité par renommage) Un renommage est une bijection sur
X. Si R est un TRS sur L C A(X) et p est un renommage tel que p(FV(R)) C L, alors

—R=1Rp, 0U Rp =gef{(lp,1p) | Limg 7).
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Chapitre 3

Réécriture et lambda-calcul

Dans ce chapitre, nous articulons les objets d’étude centraux de cette thése : la réécri-
ture, le A-calcul et leur combinaison.

Nous partons de la réécriture du premier ordre sur Zer(XZ,X') et de son extension
aux termes applicatifs Ter(Zapp, X). Nous en considérons deux variantes : la réécriture
algébrique, qui est I'extension naturelle de la notion de premier ordre « sémantique » aux
termes applicatifs, et la réécriture applicative & droite, qui autorise n’importe quel terme
de Ter(Zapp, &) dans les membres droits de régles. Nous donnons quelques exemples
de systémes algébriques, comme les paires surjectives, et de systémes applicatifs, comme
Iitérateur et le récurseur sur les entiers.

Nous passons ensuite au A-calcul. Nous commengons par le cas non typé puis présentons
deux calculs typés : le A-calcul simplement typé et le systéme F. Ce dernier systéme
permet de coder certaines des fonctions présentées dans le cadre de la réécriture, par
exemple le schéma d’itération sur les entiers de Church. Cependant, les possibilités de
codage du A-calcul ne semblent pas suffisantes, en particulier pour les paires surjectives
et pour le schéma de récursion sur les entiers. Il faudrait donc étendre la f3-réduction.
Pour mieux comprendre quelles sont les possibilités d’extensions du A-calcul, un résultat
important est le théoréme de Bohm : sur les A-termes purs et -normalisants, il n’y a
pas d’extension stricte consistante de la [3n-conversion.

Cela suggére d’accompagner les extensions de la (n)-réduction par des extensions
de la syntaze du A-calcul. Une possibilité, a la laquelle est consacrée cette thése, est
d’étendre la f3-réduction par des régles de réécriture opérant sur des A-termes étendus
avec symboles algébriques, c’est-a-dire sur des termes de A(L). Nous voyons ensuite
comment adapter le A-calcul typé a la réécriture, ce qui nous permettra de considérer
briévement les combinaisons du A-calcul et de la réécriture pour quelques exemples, dont
les paires surjectives et le schéma de récursion sur les entiers.

3.1 Réécriture au premier ordre

Dans cette section, nous rappelons les définitions concernant la réécriture au premier
ordre : termes algébriques, systémes de réécriture algébriques et systémes de réécriture
applicatifs. Nous donnons aussi quelques exemples de tels systémes. La réécriture du
premier ordre usuelle est la réécriture sur les termes du premier ordre.

Définition 3.1.1 (TRS du premier ordre) Un TRS du premier ordre est un TRS
sur Ter(L, X).
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Chapitre 3 Réécriture et lambda-calcul

Il est souvent utile d’isoler les symboles qui sont a la téte de régles de réécriture. Ils
sont dits « définis », alors que les autres symboles sont des « constructeurs ».

Définition 3.1.2 (Symboles définis et constructeurs) Soit R un TRS du premier

=

ordre sur Ter(X,X). Un symbole f € L est défini dans R s’il existe une régle f(1) —g 1.
Les symboles qui ne sont pas définis dans R sont des constructeurs de R.

Voici une définition des booléens et des paires comme TRS du premier ordre.

Exemple 3.1.3 (Booléens) Les booléens sont définis par Xgool =def {true, false}. Il sont
éliminés par l'itérateur itergoo(_, , ), qui est défini par le systéme de réécriture

iterBool (X, Yy, true) Fitergool X iterBool (X, Y, false) Fitergool Y.

Le terme itergyoi(u, v, b) correspond a la construction « if b then u else v » des langages
de programmation. On peut la définir par les régles suivantes :

ite(true,x,y) e X et ite(false,x,y) —ite Y.

Exemple 3.1.4 (Paires) Les paires sont construites par le symbole binaire (_, ) et
éliminées par les symboles unaires 1 _ et my_ définis par le systéme de réécriture

mx,y) —x X m(x,Yy) —x Y.

Parfois, il est aussi intéressant d’ajouter la régle suivante, dite de surjectivité, qui implante
une forme d’extensionalité pour le constructeur (_, ) :

(mt,mt) —sp t.

Les termes du premier ordre contiennent aussi les termes applicatifs. Ainsi, un TRS sur
Ter(Zapp, X) est aussi un TRS du premier ordre. Rappelons que les termes applicatifs
sur une signature X sont générés par la grammaire :

t,bueZer(Zapp, &) == x | f(t1,...,tn) | tu
ouxe XetfelX,.

Exemple 3.1.5 (Fonction identité) Voici une définition de la fonction identité sur les
termes applicatifs :
id-x =y x.

On aid -t —ig t pour tout t € A(X).

Dans I'exemple 3.1.5, on peut voir la variable x comme étant une variable « du premier
ordre ». Mais avec un symbole d’application, on peut aussi avoir des variables ayant « une
sémantique d’ordre supérieur », c’est-a-dire qui ont « vocation » étre substituées par des
« fonctions ».
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3.1 Réécriture au premier ordre

Exemple 3.1.6 (Traitement des erreurs) On représente les « erreurs » par un sym-
bole err défini par la régle
err =X ey EIr.

On peut lui adjoindre la régle suivante, qui force les fonctions a étre « strictes » vis-a-vis
de la propagation d’erreurs :
X-err  gprict  efr .

Dans ce systéme, la variable x a une « sémantique d’ordre supérieur » : on peut avoir
err g id-err  Sgyict err.

Ainsi, lorsque 'on dispose d’un symbole d’application, les notions « syntaxiques » et
« sémantiques » de premier ordre ne coincident plus. Dans le terme x - err, la variable x a
une « sémantique d’ordre supérieur » (nous disons qu’elle est active), alors que le terme
x -err est syntaxiquement un terme du premier ordre : c’est un élément de Zer(Z app, X).

La notion « sémantique » naturelle de termes du premier ordre nous semble étre celle
de terme algébrique, c’est-a-dire de terme applicatif sans variable active. Nous parlons de
termes au premier ordre pour désigner les éléments de Ter(Zapp, X). Ils correspondent
a la notion syntaxique de premier ordre.

Définition 3.1.7 (Termes algébriques)

— Une variable x est active dans un terme t si t a un sous-terme la forme x u.
— Un terme applicatif est algébrique s’il ne contient pas de variable active.

Les termes algébriques de A(Z) ont une forme trés agréable, ils sont construits selon
la grammaire suivante :

t o= x| f(ty,...,t)tnet . taam

ounx € X, feX,et m>0. Les membres gauches des régles des systémes de réécriture
que nous utilisons sont trés souvent algébriques (bien que ce ne soit pas le cas de Fstrict)-

Définition 3.1.8 (Systémes de réécriture applicatifs et algébriques) Soit R un
TRS sur L C A(X).
— On dit que R est algébrique a gauche (resp. a droite) si 1 (resp. r) est algébrique
pour tout 1 —x 1.
— On dit que R est algébrique s’il est algébrique a gauche et & droite.
— On dit que R est applicatif & gauche (resp. a droite) si 1 (resp. v) est applicatif
pour tout 1 —g T.

Par exemple, le systéme ¢ de 'exemple 3.1.6 est algébrique alors que le systéme
Fstrict e 'est pas.

Un TRS algébrique sur A(Z) est donc un TRS sur 7er(Zapp, X'). Lorsque que I'on
considére la relation de réécriture sur A(Z) issue d’'un TRS applicatif, on obtient un TRS
qui n’est plus applicatif, mais qui conserve certaines propriétés intéressantes provenant
de sa parenté applicative.

63



Chapitre 3 Réécriture et lambda-calcul

Définition 3.1.9 Un TRS R est issu d’'un TRS R’ si pour tout 1 —x 1 il existe une
substitution o et deux termes '+ v tels que L =10 et v =1'0.

L’intérét des TRS issus de TRS applicatifs est qu’ils préservent « I’applicativité » des
termes.

Proposition 3.1.10 5i R est un TRS issu d'un TRS applicatif a droite, alors
(teZer(Zapp, &) A t—oru) - u € Ter(Zapp, X) .

Il est possible d’avoir des fonctions définies en utilisant & la fois le symbole d’application
et des symboles de fonction d’arité non nulle. C’est ainsi que nous définissons les entiers
et les listes.

Exemple 3.1.11 (Entiers) Les entiers unaires de Peano sont construits par le symbole
0 et le symbole unaire S(_). On pose nat =der 10,S(_ )}

Par exemple, la fonction « strictement supérieur », des entiers vers les booléens, peut
étre représentée par le symbole > et les régles suivantes :

y —-~ false
(x) 0 —~  true
(x) S(y) == > xy.

vV VvV V
wn n o

On peut définir la soustraction entiére sur la signature Lminus =def LNat U{minus} par les
régles suivantes :

minus x 0 P minus X

minus 0 y minus O

minus S(x) S(Y)  —minus MINUS XY .

Elles peuvent étre complétées par les régles non-linéaires suivantes :
minus X X  —minus O minus S(x) X —minus  S(0) .
Exemple 3.1.12 (Listes) Les listes que nous utilisons sont construites sur la signature

Ziist =der [ 1,(__ = )}, ot [ ] représente la liste vide et (x :: xs) représente la liste xs sur
laquelle est empilé I’élément x. Voici quelques opérations de base :

car (x = 1)  —ear  x cdr (x=1)  —er 1

car [ ] ear  €rr cdr [ ] Fedr  EIF
get10 Fget  carl length [ ] length 0
get 1S(M) gt get(cdri)m length (x 1) —jength  S(length 1)

Cependant, dans beaucoup d’utilisations des termes applicatifs, 'application est le seul
symbole d’arité non nulle. Ce sont des systémes curryfiés.
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3.1 Réécriture au premier ordre

Exemple 3.1.13 (Curryfication) On peut faire correspondre aux termes sur Lnat et
Z\ist respectivement un sous ensemble des termes construits sur les signatures (Znatc) App

et (ZListC)Ap]m ol
INatc  =def 10c,Sct et Ziissc =der {nil,cons} .
Par exemple,

S(0) correspond & Sc - 0¢
et (S(0):[]) correspond a (cons- (S¢-0¢)) - nil

La traduction canonique de 7er(Znat U Ziist, X') vers 7er((Znatc U ZListc) App, X) s'ap-
pelle curryfication. Nous I’étudions de fagon plus précise au chapitre 8.

Remarque 3.1.14 (Fonctions strictes) Le systéme —erUstrict sSemble avoir des carac-
téristiques intéressantes pour les systémes curryfiés : les fonctions définies par des sys-
témes curryfiés confluents dont la combinaison avec —epustrict reste confluente peuvent
étre vues comme des fonctions strictes vis-a-vis de la propagation des erreurs.

C’est le cas, pas exemple, de la version curryfiée du systéme présenté a ’exemple 3.1.3 :

itec -true - XY e, X itec -true - x-Y e, Y.
Un exemple de fonction non stricte est la fonction eat définie par la régle
eat-X et eat.
On alors un pic injoignable :
err  ¢—erict eat-err  —er  eat.

Une telle caractérisation des fonctions strictes serait plus difficile avec des systémes du
premier ordre. En effet, les régles prenant en compte err dépendraient de la signature :
on aurait une régle

f(x1,...,err,....,xn) = err

pour chaque f € L, et chaqueie{l,...,n}

Ainsi, le symbole d’application donne aux systémes curryfiés, ou de maniére plus géné-
rale aux systémes au premier ordre, une forme différente de celle des systémes du premier
ordre. En particulier, dans le systéme +—;q de I'exemple 3.1.5, le symbole d’application
est un symbole défini au sens de la définition 3.1.2, alors que le symbole id ne I'est pas.
Une notion plus générale de symbole défini semble nécessaire.

Définition 3.1.15 (Symboles définis et constructeurs algébriques) Soit R un
systeme algébrique a gauche sur A(X). Un symbole f € X est algébriquement défini par R
s’il existe une régle de la forme f(f) v —g T. Les symboles qui ne sont pas algébriquement
définis dans R sont des constructeurs algébriques de R.
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La notion de régle effondrante joue un réle important dans I’étude de la combinaison
de relations de réécriture.

Définition 3.1.16 (Régle effondrante) Une régle de réécriture 1 — v est effondrante
81 1 est une variable.

Voyons enfin un exemple utilisant des variables actives dans les membres droits.

Exemple 3.1.17 (Itérateurs et récurseurs pour les entiers) I existe des élimi-
nateurs canoniques pour les entiers, ce sont 'itérateur et le récurseur. Ces systémes de
réécriture sont applicatifs mais pas algébriques : ils ont une « sémantique d’ordre supé-
rieur » tout en étant, syntaxiquement, des systémes du premier ordre.

(i) L’itérateur iter est défini par les régles suivantes :
iteruv0 Her U iteruvS(n) i V(iteruvmn).

Notons que dans la seconde régle, le terme v n’a pas d’accés direct au terme n qui
est en train de se faire éliminer. De ce fait, iter ne permet pas de coder certains
algorithmes, comme par exemple le calcul du prédécesseur en temps constant.

(ii) Le récurseur rec est défini par les régles suivantes :
recuv0 e U recuvS(n) i Virecuvn)n.

C’est le systéme de réécriture sous-jacent au systéme T de Gdédel (voir 3.7.2). Les
fonctions calculées par les systémes rec et iter sont les mémes, bien que certains
algorithmes exprimables dans rec ne le soient pas dans iter, comme par exemple le
calcul du prédécesseur en temps constant.

3.2 Lambda-calcul non typé

Un formalisme naturel pour pouvoir manipuler des variables actives et des fonctions
d’ordre supérieur est le A-calcul. Dans cette section, nous présentons certaines notions im-
portantes dans le cas non typé. Commencons par rappeler la définition de la -réduction
et certaines de ses propriétés.

Définition 3.2.1 (Béta-réduction) La notion de 3-réduction est la plus petite relation
—p telle que pour tout t,u € A(X),

Ax.thu =g tlu/x] .
La relation de B-réduction, notée —p, est la cloture par contexte de —g.
Proposition 3.2.2 La relation de B-réduction est une relation de réécriture.

PREUVE. Grace au lemme 2.2.3, il suffit de montrer que pour tout t,u € A(X), pour
toute substitution o, ((Ax.tJu)o —g (tlu/x])o.

Comme noté en 1.3.10, on peut supposer que x ¢ Dom(o) U FV(0), c’est a dire que
Dom([u/x]) est disjoint de (Dom(o)UFV(0)). Par le lemme 1.3.9, on a alors (tfu/x])o =
to(o o [u/x]) = toluo/x]. D’autre part, comme x ¢ Dom (o) UFV(0), on a ((Ax.t)u)o =
(Ax.to)(uo), ce qui conclut la démonstration. O
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3.2 Lambda-calcul non typé
Remarque 3.2.3 Il s'en suit que (A(X), —p) est la relation de réécriture issue du TRS
(A(X),—p). Cest donc aussi un TRS.
Une propriété importante de la B-réduction est sa confluence.
Théoréme 3.2.4 La relation —p est confluente.
Une des preuves de ce résultat est présentée en 5.1.2.

Exemple 3.2.5 (Fonction identité) Un des termes les plus simples que 'on peut
former est la fonction identité :

Id =def AX.X .

Pour tout t € A(X), onaldt —pt.

On écrit A_.t pour Ax.t avec x ¢ FV(t). D’autre part, Ax,y.t et Ax y.t désignent
AX.Ay.t.

Le A-calcul dispose d’'un moyen d’évaluation privilégié : la stratégie de réduction dite
« normale », qui trouve toujours la forme [3-normale d’un terme lorsqu’elle existe. Cette
stratégie est basée sur la notion de réduction de téte. Dans cette section, nous rappelons
des définitions et résultats sur ces notions.

Lemme 3.2.6 (Notation de Wadsworth) Tout terme t € A(L) s’écrit de maniére
unique sous une des trois formes suivantes :

AXT.oxp (Axt)uty .oty

—
&
~

AX7. . xpxty.ty

AX7 .. .Xp.f(t], cot) that ot

—
=

—
O
~

oun,mp=>0,xeX etfek,.
Dans les cas (b) et (¢), on dit que t est en forme f-normale de téte.
Définition 3.2.7 (Réduction de téte, réduction normale)
— La réduction faible de téte est la plus petite relation —whg telle que pour tout
n > 0, pour tout t,u,ty,...,tn € A(X) on ait,

(Mthuty...tn —why  tw/xltota

— Le réduction de téte est la plus petite relation —y, telle que pour tout t,u € A(X)
on ait,
AX.t —n AXu St t —whg W

Un terme est en forme normale de téte s’il est en forme —y-normale.
— La réduction normale est la plus petite relation —, telle que pour tout terme t,
(i) sit—nu alors t —n u,

(ii) sinon t est de la forme AX.h ty ...t o h nest pas une application et
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Chapitre 3 Réécriture et lambda-calcul

— si h est en forme B-normale, et tj est en forme B-normale pour tout j <1,
alors ti —n t{ implique
AXhti. .tigtitipn...tn —n AXhtiotigtitisn...tn,
— sinon, on est dans le cas (c) du lemme 3.2.6 et il existe i < n tel que t; est
en forme B-normale pour tout j < 1i; alors ty —n t{ implique
AXA(t, .ty it ta) tpr o tem i
AXF(ty, .o tiog, t tivr, ooy tp) tngt - tagm -
La réduction normale est une réduction standard.
Remarque 3.2.8 Ona —why © —n C —n C —p.

Théoréme 3.2.9 (Normalisation — Théoréme 13.2.2 dans [Bar84]) Sit a une
forme B-normale, alors la réduction normale termine sur t.

Le A-calcul étant un formalisme Turing complet, il existe des A-termes qui admettent
des [3-dérivations infinies. Nous les appelons des « termes infinis ».

Exemple 3.2.10 (Termes « infinis ») Considérons les termes
W =def AX.XX et Q =g ww.
Le terme Q) se réduit en Iui méme :
Q =g ww —p
On peut aussi former des combinateurs de point fixe. Par exemple, pour tout t € A(L),

posons
W —def }\X.t(XX) et Yt =def WiW+ .

On a alors
Yt —)[3 th —>(g, t (t Yt) —>[5

On étend les termes wy et Yy aux symboles unaires f(_) € £y comme suit :
Ws  =ger Ax.F(xx) et Yr =der Wiws .

Cela donne

Ye —p f(Ys)) —p f(f(Y¢) —p

3.3 Lambda-calcul typé

Un des moyens de sélectionner les A-termes en fonction de leur comportement (p. ex.
d’éviter d’avoir des termes infinis) est d’imposer des contraintes sur leur construction.
Cela peut étre fait en utilisant du typage.

Nous rappelons ici des systémes de types pour le A-calcul issus de I'isomorphisme de
Curry-Howard. Nous nous intéressons essentiellement aux systémes a la Curry : les abs-
tractions sont celles du A-calcul pur, elles n’ont pas d’annotations de types. Les systémes a
la Church, dans lesquels les abstractions possédent une information de type sont évoqués
en 3.3.3. Cette présentation est bien stir trés succincte, voir [Bar92, GLT89, Kri90, Miq01]
pour plus de détails.
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3.3 Lambda-calcul typé

3.3.1 Lambda-calcul pur simplement typé

Les types du A-calcul simplement typé correspondent usuellement aux formules de la
logique intuitionniste minimale : ils sont construits & partir d’'un ensemble de types de
base et du constructeur binaire = = . Nous gagnons en souplesse en autorisant les
types de base & avoir une arité.

Définition 3.3.1 (Types simples) Etant donnée une signature B = (Bi)ien, ’ensemble
T (B) des types simples sur B est l’ensemble engendré par la grammaire suivante :

TUe7.(B) == B(M,....Tw) | T=U
ou B € B.

L’ensemble 7, (B) est bien entendu identique & Zer(BU{ = _}). On écrit 7 pour
désigner 7 (()). Lorsque le contexte le permet, on désigne 7 (B) par T (B).
Les termes du A-calcul simplement typé sont ceux du A-calcul pur :

tbue A == x | Axu | tu

ol x € X. Nous les considérons égaux modulo a-conversion, comme défini en 1.2.
Rappelons qu’une valuation est une fonction de domaine fini.

Définition 3.3.2 (Contextes de typage) Un contexte de typage pour 7- (B) est une
valuation T : X — T (B).

Nous écrivons x : T € T lorsque I'(x) =T et x € T lorsque x € Dom(I'). Quand x ¢ T,
on désigne par Ix : T le contexte tel que (x: T)(x) =Tet (Nx:T)(y) =T(y) pour
tout y # x.

Les régles de typage sont les suivantes.

(AX) Cx:TkEx:T
'Et:U=T NFu:U (S E) Cx:UkFt:T
Ntu:T NrNExxt:U=T

(=1

En mettant tout ensemble, obtient le systéme A ().

Définition 3.3.3 (Lambda-calcul simplement typé) On désigne par A (B) le M-
calcul simplement typé avec types de base dans B, constitué

— de l’ensemble de termes A,

— de l’ensemble de types T (B),

— de la relation de typage dénotée par I = t: T, définie comme étant la plus petite

relation = 1 close par les régles de typage (AX), (=1) et (= E),
— de la régle de réduction
(Ax.t)hu =g tlu/x] .

69



Chapitre 3 Réécriture et lambda-calcul

Remarque 3.3.4 (Isomorphisme de Curry-Howard) Les dérivations de typage de
ce calcul sont isomorphes aux dérivations de la logique propositionnelle minimale : c’est
I'isomorphisme de Curry-Howard.

Notons que, pour autant, les termes de ne sont pas isomorphes aux dérivations, et ce
pour deux raisons :

(i) d’une part, le typage a la Curry implique que le terme Ax.x est une preuve de la
proposition A = A pour toute proposition A ;

(ii)) d’autre part, les affaiblissements n’étant pas pris en compte de maniére explicite,
le terme Ax.x est typable dans n’importe quel contexte I', en particulier lui corres-
pondent les dérivations suivantes :

AFA B,AFA
FA= A BFA=A

Exemple 3.3.5 Pour tout T € 7 (B), on a

FLId:T=T.

3.3.2 Systeme F

Le systéme F a été introduit indépendamment par Girard et Reynolds dans les années
70. Girard ’a utilisé pour résoudre positivement, avec des outils de la « théorie de la
preuve », la « conjecture de Takeuti » selon laquelle la logique du second ordre admet
I’élimination de coupures [Gal89] ; et Reynolds I’a utilisé comme formalisation de la notion
de polymorphisme paramétrique.

On considére deux versions du systéme F. Pour la premiére, la quantification de types
VX. ne laisse pas de trace au niveau des termes, elle est dite implicite. Pour la seconde,
au contraire, les introductions et éliminations de la quantification ¥X. sont reflétées au
niveau des termes par des constructions correspondantes, cette version est dite explicite.
Dans le cadre du calcul des constructions, les différences entre quantifications implicites
et explicites sont étudiées dans [Miq01].

D’un point de vue pratique, la différence essentielle entre le systéme F explicite a la
Church et le systéme F implicite a la Curry est que la vérification du typage est décidable
dans le premier alors qu’elle est indécidable dans le second [Wel99|.

3.3.2.(a) Types du second ordre

Les types du systéme F usuel correspondent aux formules de la logique propositionnelle
minimale du second ordre. Comme pour le A-calcul simplement typé, nous utilisons des
types de base avec arité.

Comme ils contiennent un lieur, les types du second ordre sont en fait des quotients
pour une relation d’«-conversion. Le traitement est trés similaire & celui effectué pour les
A-termes en 1.2 et 1.3.

Définition 3.3.6 (Types du second ordre) Soit une signature B = (Bi)ien, et V un
ensemble dénombrable de variables de types.
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3.3 Lambda-calcul typé

— L’ensemble ©,(B) des types bruts du second ordre est l’ensemble généré par la
grammasire suivante

TUe®(B) == X | B(M,....,Ta) | T=U | ¥XT

ot Be B et Xe V.
— L’ensemble T>(B) des types du second ordre est l’ensemble ©2(B)/=u71, 00 =1
est la plus petite relation d’équivalence sur ©2(B) qui satisfait

X 7 X y
B(T) =or B(U) siT=ar U,
Ti=T =« W=Uy siTy=qr Uy et To=qr Uz,
VX.T =47 VXU si TIX = Z] =57 U[Y = Z]

pour tout Z € V sauf un nombre fini .

Nous désignons par [Tl7 la classe d’oT -équivalence de T € ©,(B).
— Les ensembles des variables libres et liées d’un type T, respectivement notés FV(T)
et BV(T), sont définis inductivement comme suit :

SiT=XeVY alors FV(T) = {X} et BV(T) =0,
SiT=B(T,...,Tn) alors FV(T) = Uycicn FV(T) et BV(T) = Uycic BV(TY)
SiT=T1=T, alors FV(T) = FV(T;) UFV(T,) et BV(T) = BV(T;) UBV(T2) ,
Si T = VX.T alors FV(T) = FV(Ty) \ {X} et BV(T) = BV(Tq) U{X] .

Notons, dans la définition 3.3.6, que ©,(B) est ’ensemble
Ter(BU{ = JU{¥X. [XeVLV).

De ce fait, 'opération de substitution simple T[X — U] est définie en 1.1.14.
Nous définissons la substitution sans capture exactement comme en 1.3.

Définition 3.3.7 (Substitution de type sans capture) Etant donnée une valuation
0 sur ©2(B), la substitution partielle sans capture 0 est la fonction partielle ©2(B) —
©,(B) définie comme suit :

X0 =def 0(X) si X € Dom(0)

X0 =def X simon

B(Ty,...,T)0 =def B(T70,...,T,0) siB e By,

(Th = T2)0 =gef T10 = T,0

(VX.T7)0 =g4ef VX.(T10) si X € Dom(0) UFV(0)

Etant donnée une valuation [0)7 : V — To(B), la substitution sans capture sur 72(B),
notée _[0]: To(B) — To2(B), est définie par [T)70 =4 [T'0']7 pour 0’ € [0l7 et T' =47 T
tel que T'0’ est défini.

La propriété importante qui assure la correction de la définition 3.3.7 est la suivante.
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Proposition 3.3.8 Soit une valuation 0 : V — T5(B). La relation qui & chaque [T]7 €
T>(B) associe l'ensemble des [T'0']7 pour T' =47 T et 0’ € [0]7 tels que T'0’ soit défini
est une fonction totale de To(B) vers T2(B).

PREUVE. Voir la proposition 1.3.7. O

Si 0 est la substitution sans capture sur 7,(B) issue de la valuation qui associe T; & Xj
pour i € {1,...,n}, alors [[T1]l7/Xq,..., [Tn]7/Xn] désigne la substitution issue de 0 et
(Tl [[T]7/Xq, ..., [Tal7/Xn] désigne son application au type [T]7 € 72(B). Enfin, 0[U/X]
est la substitution de domaine Dom(0) U {X} qui vaut U en X et qui est égale & 0 sur
Dom(0) \ {X].

Rappelons quelques propriétés des substitutions sans capture prouvées a la section 1.3.

Proposition 3.3.9

(i) Si 6 et ® sont deux substitutions telles que FV(T) N Dom(0) = FV(T) N Dom(6')
et 0(X) = 0/(X) pour tout X € Dom(0) NFV(T) alors TO = TO'.
(1) Si FV(T)NDom(0) =0 alors TO =T.
(111) Si X ¢ Dom(0) UFV(0) alors T(6[U/X]) = (TO)[U/X].

Le raisonnement de 1.4 s’applique aussi ici. Ainsi, 7_ (B) est isomorphe en tant que
(BU{ = _}-algebre a son quotient par =7, ce qui permet de voir les types simples
comme un sous-ensemble des types du second ordre. Par convention, on écrit T € 75(B)
pour désigner un type du second ordre.

Définition 3.3.10 Les contextes de typage pour 7>(B) sont les valuations T' : X —
T2(B).

Voyons maintenant les versions implicites et explicites du systéme F.

3.3.2.(b) Systéme F implicite

Les termes du systéme F implicite sont ceux du A-calcul :
tbueA, == x | tu | Axt

oux € X.
Ses régles de typage sont celles de A_ (B) plus les régles (V1) et (VE) suivantes :

N=t:T M=t:vX.T

Définition 3.3.11 (Systéme F implicite) On désigne par A;(B) le systéme F implicite
avec types de base dans B, constitué
— de ’ensemble de termes A\,
— de l’ensemble de types T>(B),
— de la relation de typage dénotée par ' b3 t: T, définie comme étant la plus petite
relation . close par les régles de typage de A= (B) plus (V1) et (VE),
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— de la régle de réduction
(Axthu =g tlu/x] .

Exemple 3.3.12 La fonction Id a un type trés naturel dans le systéme F implicite :

F2Id: VXX = X.

3.3.2.(c) Systeme F explicite

Les termes du systéme F explicite contiennent l'information de typage de maniére
explicite :
t,u € Aon(B) = X | tu | Ax.t
| t-AT | AX.t

oux € X, Xe€VetTe T(B). Ses régles de typage sont celles de A (B) plus les régles
(VI) et (VE) suivantes :

F=t:T M=t:vXT
FV(T E
= AX A VXT (X ¢ FVD) (VA L) FEt-AUW:TU/X]

(VaI)

Lorsque le contexte le permet, les applications t - U qui correspondent & I'instantiation
de la quantification universelle du second ordre, sont écrites t - U ou méme tU.
Nous n’explicitons pas le traitement de I’ac-conversion induit par le lieur AX. .

Définition 3.3.13 (Systéme F explicite) On désigne par Aya(B) le systéme F impli-
cite avec types de base dans B, constitué
— de l’ensemble de termes Aon(B),
— de l’ensemble de types T5(B),
— de la relation de typage dénotée par T Foa t: T, définie comme étant la plus petite
relation = i close par les régles de typage de A= (B) plus (VA1) et (VA E),
— des regles de réduction

(Ax.t)u —p tlu/x] (AX.t)-A U —p t[U/X] .

Exemple 3.3.14 La fonction 1d est typable de la maniére suivante dans le systéme F
explicite :
|—2/\ AX.Id : VX.X = X.

Sauf précisé explicitement, nous manipulons toujours le systéme implicite. D’autre
part, il est parfois commode d’écrire A A(B) pour désigner A (B).

3.3.2.(d) Propriétés

Voici deux propriétés importantes du systéme F. Elles sont vraies pour les systémes
implicite et explicite.

Lemme 3.3.15 (Préservation du type par réduction) Pour tout ty € {=,2,2A},
silThyt:Tett—=pgualorsThyu:T.
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Théoréme 3.3.16 (Normalisation forte) Pour tout ty € {=,2,2A}, si ' Fyy t: T
alors t € SN.

Au chapitre 9, nous revenons en détail sur les preuves par réductibilité de la normalisa-
tion forte du A-calcul typé. Une preuve du théoréme 3.3.16 est donnée a la section 9.2.2.

3.3.3 Lambda-calculs avec abstractions a la Church

Les A-calculs typés peuvent étre définis en utilisant une syntaxe différente pour les
termes, qui fait apparaitre le type des variables sous les abstractions. Il s’agit d’abstrac-
tions & la Church. Voir |Bar92| pour une comparaison des systémes a la Curry et des
systemes a la Church.

La syntaxe des termes doit étre adaptée. Voici par exemple ceux du A-calcul simplement
typé a la Church :

tbu = x | tu | Ax:Tu (3.1)

onxeXetTeT,(B).

Le fait d’avoir une annotation de type dans les abstractions implique en particulier
que les variables liées ont un type unique, qui de plus est donné par la construction du
terme.

Il existe un moyen simple d’avoir des A-termes avec ces propriétés tout en restant
dans la syntaxe du calcul & la Curry : au lieu de marquer le type des variables dans les
abstractions, on assigne a chaque variable un unique type, dont on exige le respect par
les contextes de typage. Ainsi, pour ty € {=,2}, on suppose que X = (X7)1e7, (8) Ol les
X7 sont des ensembles infinis dénombrables et deux & deux disjoints. On écrit x| pour
dire x € X7. Comme les variables ont un type, on doit adapter la notion d’«-conversion
(voir définition 1.2.6). Seul le cas de 'abstraction est modifié :

AUt =4 AyYu sitlx — z] =4 uly — z] pour tout z € Xy sauf un nombre fini .

Définition 3.3.17 (Lambda-calculs a la Church) Soit ty € {=,2}. On désigne par
7\%3‘(8) le calcul dont
— les types sont ceux de Twy(B) ;
— les termes sont ceur de Awy(B), construits a partir de X = (X7)1eq, B), dont
l’ensemble est désigné par /\%‘(B) ;
— les regles de typage sont celles de Agya(B), restreintes aux contextes de typage T
tels que x : T € T' implique x € XT.
On note T’ F%‘ t:T lorsque T'=t: T est dérivable avec les régles de 7\%}(8).

Remarque 3.3.18 Les versions usuelles du systéeme F' explicite (voir p. ex. [GLT89,
Gal89|) utilisent aussi des abstractions a la Church pour les variables de terme.

Exemple 3.3.19 Dans le systéme F & la Church, le terme 1d n’existe pas en tant que
tel. Le terme qui lui correspond est Iden =g AXAXX X, typé de la maniére suivante :

FSM Iden s VXX = X .
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Les calculs & la Church usuels (tels que 3.1) vérifient la propriété d’unicité du typage :
pour tout contexte I" et tout terme t, il existe au plus un type tel que 't :T.

Les systémes a la Church tels que nous les définissons ne sont en fait pas exactement
équivalents aux systémes a la Church usuels. En particulier, 'unicité du typage est plus
forte : puisque le type des variables est fixé a priori, le type d’un terme est indépendant
du contexte de typage.

Lemme 3.3.20 (Unicité du typage) Soitty € {=,2} et t € /\gL Alors
(FI—t:T et F’I—t:T’) implique T=T".

Remarque 3.3.21 Pour les systémes & la Church tels que nous les définissons, si
FEt:TetT'Ft:Talors T et T coincident sur FV(t). Lorsque le contexte le permet,
nous écrivons t: T au lieu deI"'—1t:T.

Les propriétés énoncées par 3.3.15 et 3.3.16 sont aussi satisfaites par les systémes a la

Church.

Lemme 3.3.22 (Préservation du type par réduction) Pour tout ty € {=,2}, si
Fl—%‘t:T et t —pu alors Fl—%‘u:T.

Théoréme 3.3.23 (Normalisation forte) Pour tout ty € {=,2}, si I’ }—%‘ t: T alors
te SNB.

3.4 Types de données dans le systéeme F

Le systéme F est suffisamment puissant pour encoder beaucoup de types de données
intéressants. On peut trouver dans [GLT89, Kri90| plus de détails a ce sujet.

Dans cette section, nous voyons comment encoder dans le systéme F les types de
données présentés a la section 1.1 dans le cadre de la réécriture au premier ordre. Les
explications sur les codages imprédicatifs mélangent volontairement les constructions
algébriques et les A-termes.

3.4.1 Booléens

Les booléens algébriques sont construits a partir de deux constructeurs true et false.
Le type des booléens est donc le plus petit type T tel qu’on a un élément de T dés lors
qu’on a true ou false. On pose

TBool =def YX. X=X=X.

On représente true et false par les deux habitants les plus simples possibles de Tgg) :

True =gt AXY.X False =g AXxy.y.
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On les élimine avec un terme Itergyo U v t tel que Iterggo u v True et Itergg, u v False
simulent les comportements respectifs de itergo (U, v, true) et de itegyo (U, v, false). Clest-
a-dire :

[tergool UV True —j u et [tergool u Vv False  —p v
Il doit donc pouvoir étre typé comme suit :
u,v:Ub:Tgee F2 Itergegquvb:U

Ces deux contraintes sont satisfaites en posant Itergge WVt =ger t U V.

3.4.2 Paires

Les paires algébriques sont construites a partir d’un constructeur binaire (_, ). Donc
le type des paires A X B est le plus petit type T construit & partir d’une fonction dans
A = B =T. On pose

Taxg =dof X. (A=B=X)=X.
On peut alors représenter (_, ) par
Pair =gt AXAYApPxy : A=B=Taxs.

Le terme (a,b) correspond a Pair a b, dont la forme —n,-normale est Ap.p a b.
Les deux projections sont codées & partir d'un itérateur de paires. C’est un terme
Iter « up tel que
- Iter « u(Pairab) —p uab,

et qui doit donc étre typé de la maniére suivante :
wA=SB=Up:Taxg F2 Tter x up:U.
On pose Iter x WP =ger P U et on code les projections par

Fstt =qer Iter x Truet et Sndt =gt Iter x Falset.

Alors on a
Fst (Pairab) = (Ap.p ab) True —g (Axyx)ab —p a
Snd (Pairab) = (Ap.pab)False —pg (Axyy)ab —pg b
ainsi que

a:Ab:B Fst (Pairab) : A
a:A,b:B 2 Snd(Pairab) : B.

Remarque 3.4.1 Ce typage utilise True et False avec les types A = B = A et
A = B = B respectivement. Ce n’est pas leur type en tant que booléens. Dans le
systéme F & la Church nous ne pourrions pas utiliser ces termes comme sélecteurs dans
les paires : dans ce systéme True et False sont les termes AXAxXyX.x et AXAxXyX.y
respectivement, qui ne peuvent avoir pour type ni A= B = A ni A = B = B.
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3.4.3 Entiers

Le type des entiers est le plus petit type T construit a partir d’'une constante et d’'un
symbole de fonction unaire. On pose donc

Tnat  =det YX. X= (X=X)=X.
Les termes
Zero =g Axf.x et Suce =g AnAxf.f(nxf)

sont de type Tyat et représentant respectivement les constructeurs 0 et S(_ ). Pour tout
n € N, le terme S™(0) est représenté par le terme Succ™Zero, dont la forme B-normale
est l'entier de Church Axf.f™x de type Tyat-

Le systéme F permet aussi de coder l'itérateur iter(u,v,n) : avec

[teruvn =4 nuv,

on a
Iter uv Zero = (MAxfx)uv —p U

Iteruv (Succn) = (Aff(nxf)luv —g v(nuv) = v(Iteruvn)
et

w:Uv:U=Umn:Tyae F2 Iteruvn:U.

3.4.4 Vers une extension du lambda-calcul

Nous avons vu comment coder dans le A-calcul des types de données et leur schémas
d’itération. De plus, ces codages sont typables grace aux types imprédicatifs du systéme F.
Cependant, ils souffrent de certaines limitations.

3.4.4.(a) Paires surjectives

Certaines interprétations catégorielles du A-calcul valident les équations suivantes sur
les paires et les projections : étant donnés deux objets Aq,A,, on a deux morphismes
o Ar x Ay = Ai (1 € {1,2}) tels que pour tout objet B, pour tout f; : Ay — B
(1€{1,2}) et tout h: B — Ay x Ay,

mo (f1,f2) = fi
mo (f;,f2) = 12 (3.2)
(7’(]0]’1,7'[20]’1) = h.

On a vu en 3.1.4 une définition algébrique des paires et projections dans laquelle les
deux premiéres équations sont implantées par les régles —, et la derniére par la régle
—sp. En 3.4.2, on a vu comment coder le systéme de réécriture —, dans la syntaxe du
A-calcul pur et comment typer ce codage grace aux types imprédicatifs du systéme F.
Cependant, Barendregt a montré que la régle —gp n’est pas codable par la 3-conversion
dans le A-calcul (voir [Bar84]).
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3.4.4.(b) Schéma de récursion

Le récurseur rec présenté a 'exemple 3.1.17.(ii) n’est pas définissable en temps borné
dans le systéme F : il n’y a pas de terme Rec tel qu’il existe k € N tel que pour tout
terme n,

Recuv0 —>}§ u et Recuv (Sucecn) HE v(Recuvn)n. (3.3)
Cela provient d'un résultat de [Par89] disant qu’il n’y a pas, dans le A-calcul (donc a
fortiori dans le systéme F), de terme calculant le prédécesseur d’'un entier de Church en
temps borné. Or, un tel terme serait définissable s’il existait un terme Rec vérifiant (3.3).

En effet :

RecO(A_Axx)0 —f 0 et RecO(A_Axx)(Succn) —K? n.

3.5 Extensionnalité et théoréeme de Bohm

Les limitations des codages dans le A-calcul suggérent d’enrichir la B-réduction. Dans
cette section, nous rappelons le théoréme de Bohm : sur les A-termes purs et normalisants,
il n’y a pas d’extension stricte consistante de la conversion du A-calcul extensionnel. Cela
suggére d’étudier des extensions de —pg sur A(Z) avec X non vide.

Nous commengons par quelques rappels sur le A-calcul extensionnel.

Définition 3.5.1 (Eta-réduction) La notion d'n-réduction est la plus petite relation
—y telle que pour tout t € A(X),

Ax.tx =yt ) x &€ FV(1) .
La relation d'm-réduction, notée —-, est la cloture par contexte de —n,.

Remarque 3.5.2

— Sur A(X), la relation —, est confluente et fortement normalisante.

— De méme que pour — g, comme +—y, est stable par substitution, —, est une relation
de réécriture par le lemme 2.2.3.

— Comme pour —g, il s’en suit que (A(X), =) est la relation de réécriture issue du
TRS (A(X),—y). Clest donc aussi un TRS.

Le résultat suivant dit que =g, correspond exactement & ’extensionnalité de I'appli-
cation.

Théoréme 3.5.3 (Curry — Théoréme 2.1.29 dans [Bar84]) Soit =guxr la plus
petite congruence sur /A contenant —g et close pour la régle suivante :

Y. tv =ggxr uv

t =pext W

Pour tout t,u € A, on at =gpxr U si et seulement si t =g, U.
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Théoréme 3.5.4 (Confluence — [Bar84, Kri90]) La relation —py, est confluente.

Le lemme suivant dit que I'n-réduction ne crée pas de (-rédexes dans les termes [3-
Normaux.

Lemme 3.5.5 (Lemme 6 p. 52 dans [Kri90]) Sit est un terme B-normal tel que
t =y u, alors u est 3-normal ausst.

Venons en au théoréme de Bohm, qui dit que le seul moyen consistant d’étendre =g
sur les termes (-normalisables est de rajouter des symboles de fonctions au A-calcul. Ce
résultat est bien entendu faux sur A(L) avec X non vide.

Théoréme 3.5.6 (Théoréme de B6hm — Corollaire 2 p. 70 dans [Kri90]) Soit =
une congruence sur /A qui contient =g. S’il existe deux termes 3-normalisables t,u € A
tels que t = u mais t #py U, alors = est inconsistante sur /.

Remarque 3.5.7 Soit R un TRS sur A(L). S’il existe deux termes purs -normalisables
t,u € A tels quet =g u, mais t #g, u, alors =g est bien évidemment non confluente :
les formes [3-normales respectives de t,u sont des termes —gp-normaux distincts mais
=rp-convertibles (comme ils sont purs, t et u ne contiennent pas de symbole de L, ils
sont donc en forme R-normale, ainsi que tous leurs (-réduits).

Ce que dit le théoréme 3.5.6, c’est que =rp n'est de surcroit pas consistante, ce qui
est strictement plus fort : tous les termes de A sont identifiés par =rp, en particulier
True =g False, ce qui permet d’identifier tous les termes de A(Z).

3.6 Réécriture dans le lambda-calcul typé

Nous avons vu que le A-calcul nécessite certaines extensions pour pouvoir y accom-
moder de fagon satisfaisante des types de données. Le théoréme de Béhm (3.5.6) nous
dit que les extensions de la Bn-réduction, pour étre consistantes, doivent s’accompagner
d’extensions de la syntaxe du A-calcul pur. Une possibilité est I’étude d’extensions du
A-calcul par des signatures algébriques et des systémes de réécriture de termes utilisant
ces signatures.

Dans cette section, nous donnons les définissions permettant de parler rigoureusement
de réécriture dans le A-calcul typé.

Définition 3.6.1 (Typage des constantes) Soit ty € {=,2}.
— Une signature typée est une paire (£,7T) ot L est une signature et T = (Tn)neN est
une famille de fonctions T : Xy — ‘J’(’Z}y(B)“ﬂ),
— On dit que t(f) est un typage algébrique lorsque T (f) est singleton de la forme

{(81»-~->Bn>Bn+1 :>"‘:>Bn+m:> B)})

otm >0 et By,...,Bnim € Bo.
— Si pour tout n € N, 1 (f) est algébrique pour tout f € Ly, alors (X,T) est une
signature algébrique.
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En particulier, T, (f) peut étre une fonction partielle de Ty (B)™ dans Tyy(B). Lorsque
le contexte le permet, on écrit T pour | J, cn Tn. Pour ty € {=,2,2A}, on étend de maniére
directe les termes de A (B) & Ay (B, X) :

Aw(B,Z) == ... | flt1,...,tn)

ou f € L. Les symboles de la signature sont typés de la maniére suivante :

Fr'Et:Ty ... ThEt: Ty
FEf(ty,..,ta): T

(SymB1I) (Tq,...,Tn, T) € T(f)

Remarque 3.6.2 Lorsque Tn(f) est une fonction de Twy(B)™ dans Tyy(B) telle que
T(f)(T1» e aTTL) = T[T1/X1) e aTTL/XTl]
pour tout Ty,..., Ty € Tyy(B), alors la régle (SYMBI) peut étre écrite

Fr'Et1:Ty ... ThEth: Ty
F'Ef(ty, ..., ta) : T[T1/Xq, ..., T/X4]

Définition 3.6.3 (Systéme de type avec constantes) Etant donné ty € {=,2}, on
désigne par Ay (B, Z,T) le systéme constitué du A-calcul typé dont

— les termes sont ceuxr de Aw(B,X),

— les types sont ceux de Twy(B),

— la signature (X, 7) est typée dans Tyy(B).

— les regles de typage sont celles de Ayy(B), auzquelles on ajoute la régle (SYMBI).
On écrit T Fyye t 0 T lorsque Tt T est dérivable dans Ayy(B,Z,T). Pour tout I' a
valeurs dans Tyy(B) et T € Tyy(B), on pose [T Fiye T =gep{t | T heyo t: Th

Lorsque le contexte le permet, on écrit Ay (B, LX) pour désigner Ay (B, Z,T), L étant
vue comme la signature typée (X, T). Dans ce cas, I' -y t: T désigne 'y t: T,

Une des propriétés intéressantes avec le typage est la suivante, dont la preuve est une
induction triviale :

Proposition 3.6.4 Soitty € {=,2,2A} et (X, T) une signature algébrique. Sit € Agy(X)
est un terme P-normal tel qu’il existe I' a valeurs dans By et B € By tels que I' -t : B,
alors t est algébrique.

La propriété 3.6.4 ne caractérise pas les termes algébriques si on n’impose pas que les
symboles algébriques soient complétement appliqués : le terme f de la signature typée
{f : B = B} est algébrique mais n’est pas typable par un type de base.

Définition 3.6.5 Etant donnée une signature typée (X, T) algébrique sur A;(B, L, T), les
termes algébriqguement typés sont définis inductivement comme suit :
— si I est un contexte a valeurs dans Bgy et B € By, alors x est algébriquement typé
dans T,x : B de type B,
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— sit(f) ={(B1,...,Bn,Bni1 = -+ = Bnim = B)} et, pour tout i € {1,...,n+m},
ty est algébriqguement typé dans T de type Bi, alors f(ty,...,ta)tnit ... thim est
algébriquement typé dans I de type B.

La propriété 3.6.4 caractérise les termes algébriquement typés. En utilisant la curryfi-
cation (chapitre 8), on peut ainsi construire une algébre libre.

Remarque 3.6.6 Prenons une signature L, que I'on curryfie en ¢ (voir 'exemple 3.1.13
et le chapitre 8). On associe donc a chaque f € L, un fo € Lep. On peut refléter cette
opération aux niveau des types, en associant a fe un type

wlfe) = B=--=B=B.

n fois
Les termes algébriquement typés dans Ay ({B}, Lco, T¢) forment une X-algébre libre sur X.
Il s’en suit que pour toute signature (Lo, T) algébriquement typée, les termes algébri-
quement typés de Ay ({B}, Lo, T) forment une L -algébre sur X ot

n fois neN

Tout ceci s’étend au cas multisorté, ce qui permet de prendre en compte le typage avec
plusieurs types de base.

Définition 3.6.7 (Systéme de réécriture typé) Etant donné ty € {=, 2}, un systéme
de réécriture R sur L algébrique a gauche est un TRS typé dans Ay (B, X, T) si pour toute
regle L —g 1,
(i) 1 est typable dans Ayy(B, L, T) et
(i) pour toute substitution o, tout type T € Tyy(B) et tout contexte T a valeurs dans
Twy(B),
'lo:T implique 'Fro:T.

Un TRS typé dans Ay (B, L, T) est algébriquement typé dans Ay (B, L, T) si ses regles
sont faites de termes algébriquement typés.

Notons qu’un TRS algébriquement typé est nécessairement algébrique.

Remarque 3.6.8 Soit ty € {=,2} et R un TRS algébriquement typé dans Ay, (B, L, T).
Comme les membres gauches des régles de 'R sont des termes algébriques qui ne sont pas
des variables, pour toute régle 1 —x t, il existe un unique type T € Tyy(B) tel que pour
toute substitution o, si lo est typable dans Ay (B, Z, T), alors il existe un contexte I' a
valeurs dans Ty (B) tel que ' 1o :T.

Ces définitions s’adaptent facilement aux systémes a la Church définis en 3.3.17 : si
ty € {=, 2}, le systéme 7\%1([3, 2, T) est le systéme A (B, L, T) dont les termes sont ceux
de /\%‘(B,Z) au lieu de Ay (X).

Le cas (ii) de la définition 3.6.7 permet d’étendre la préservation du typage par réduc-
tion & —gr (voir 3.3.15).
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Lemme 3.6.9 (Préservation du type) Soit ty € {=,2,2A} et R un TRS typé dans
Ay(B,Z,1). SiThyt:Tett—prualorsyu:T.

La définition suivante est une notation pour les congruences entre les termes typés de
certains systémes. Rappelons que par la remarque 3.6.6, les termes algébriquement typés
de Ay (B, X, T) forment une X -algebre libre sur X.

Définition 3.6.10 (Congruence typée) Pour tout ty € {=,2,2A}, pour toute signa-
ture X typée dans Twy(B) et pour toute congruence = sur Tyy(B, X, T), on note

}\ty(B,Z) l_ty t=u

lorsqu’il existe T a valeurs dans Tey(B) et T € Ty (B) tel que t = u dans [T Fyy T].
Si = est une congruence sur Ayy(Bo, Lo, T), on note

Ter(Lo, X)Fyt=u

lorsque t = u sur les termes algébriquement typés de Agy(B, Zo, T).

3.7 Exemples de combinaisons

Voici quelques systémes dans lesquels sont combinés le A-calcul et un systéme de ré-
écriture particulier. Nous revenons en particulier sur les paires surjectives (3.4.4.(a)) et
sur le récurseur des entiers (3.4.4.(b)).

3.7.1 Lambda-calcul avec produits finis

Nous avons vu que les paires surjectives n’étaient pas définissables dans le A-calcul pur.
Voyons maintenant comment combiner le A-calcul au systéme présenté en 3.1.4.

Définition 3.7.1 L ’extension produit d’une signature B est By =qef BW{_ x _}.

Les symboles de la signature L =qget{(_, ),7m1_, 72} sont typés de la maniére sui-
vante :
T>((_, )+ (AB) € Ty(Bx) x Tey(Bx) +— AXB
Ty (717) i AXBeTy(By) — A
Ty (712) : A X B e Ty(By) — B.

11 est aisé de voir que le systéme {r,, —sp} est typé dans (L, Tx). De plus, les instances
de la régle (SYMB) pour Ty« correspondent aux régles de typage usuelles du produit :

N't1: T 'et: Ty (XE)FI—t:T1><T2

I
(x1) ME(t,t2): i x T2 FEmt: Ty

(ie{l,2))

Définition 3.7.2 (A-calcul typé avec produits finis) Soit ty € {=,2,2A}.
— On désigne Tyy(Bx) par Teyx (B).
— On appelle A-calcul typé avec produits et on désigne par Ayyx (B) le systéme
Aty(Bx, L, Tx) dont les régles de réductions sont — g
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— On appelle A-calcul typé avec produits et paires surjectives et on désigne par
Atyxsp(B) le systeme Ayy(Bx, L, Tx) dont les regles de réductions sont +— grsp.

— FEtant donnée un signature typée (£,7T), on appelle A-calcul typé avec produits sur
(Z,7) et on désigne par Ayx (B, Z,T) le systéme Ay(Bx, Z W L, TW Ty ).

Nous écrivons aussi Ayyx (B) pour désigner Ay yy(B).

Etudes non typées. Le systéme de réécriture — 5 sp a aussi été étudié dans un cadre non
typé. Sa non confluence a été montrée par Klop dans sa thése [Klo80| (voir aussi [Bar84|
page 403 pour une courte histoire de la question).

Il est important de noter que la conversion reste consistante. Cela a été montré par
Scott [Sco75] en utilisant une méthode sémantique (voir 'exercice 18.4.19 dans [Bar84]).
Enfin, larticle [Vri89] montre avec des moyens syntaxiques que I'ajout des paires sur-
jectives a la syntaxe du A-calcul est conservatif : pour tout t,u € A, si t =gxsp u alors
t =g u. En particulier, cela entraine la consistance de =g sp.

3.7.2 Systeme T de Godel

Nous avons vus en 3.4.4.(b) que le récurseur rec sur les entiers (voir 'exemple 3.1.17.(ii))
n’était pas définissable en temps borné dans le A-calcul. Il semble donc approprié d’ajouter
le systéme e au A-calcul.

Définition 3.7.3 L’extension entieére d’une signature B est Byat =qef B W {Nat}.

On type la signature Xy, de la maniére suivante :
™Nnat(0) = {Nat} ™nat(S) = {(Nat, Nat)},
et pour rec, on pose
TNat(rec)  =dqef {T= (T=Nat=T)=Nat=T|T e 7 (Bnat)},
ce qui permet de typer les régles de réduction :

x:TTy: T=Nat=T Fpat recxyo Frec X - T
z:Nat,x :Ty: T=Nat=T bFpna recxyS(z) Hrec ylrecxyz)z:T

Nous verrons & 'exemple 5.1.5 que la relation —ec est confluente sur A(X); de plus, les
termes bien typés du systéme T sont fortement normalisants (voir par exemple [GLT89]).
Cette combinaison des récurseurs de type arbitraire sur les entiers au A-calcul simple-
ment typé est le systeme T de Gadel. Il permet de coder toutes les fonctions prouvable-
ment totales de 'arithmétique de Peano du premier ordre [GLT89, Bar84].
Par exemple, la fonction > définie en 3.1.11 peut étre codée dans le systéme T :

>rec XY =ger recfalse (rec (A_, .true) >auix Y) X
ol >ux =gt ATA_, Az.recfalserz
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On vérifie aisément que

>rec 0Y H_B’_rec false
>rec S(x)0 —>Erec true
>rec S(X) S(y) H_(’S_rec >rec XY .

3.7.3 Des co-produits a la réécriture d’ordre supérieur

Les duaux catégoriques des produits sont les co-produits. Les produits correspondent,
par I'isomorphisme de Curry-Howard, au « et » logique, et les co-produits correspondent
au « ou » intuitionniste.

Définition 3.7.4 L ’extension co-produit d’une signature B est By =4 BW{_+ _}.

Voici comment définir le systéme. Soit ty C {=,2, A, Nat, x}.
— Les termes sont enrichis des constructions suivantes :

tue Ay(ByX) = injit | injot | case(t,x1.t1,x2.t2) .

Notons que dans case(t, x7.t1, x2.t2), les variables x1 et x; sont liées respectivement
dans t; et t;. Les termes sont bien entendu quotientés par =, dont la définition
est celle de 1.2.6 augmentée du cas suivant :

case(t,x1.t1,x2.t2) =4 case(u,yi.u7,yz.uz)

si t = u et pour tout i € {1, 2},
tilxi — z] =« uilyi — zl pour tout z € X sauf un nombre fini.

— Les régles de typage sont les suivantes :

Cx:TiyHt:U

NEt: T N'Et: T+ T Nx:ToHt:U
1 (ie{1,2}) 172 2 2
FEinjt: T+ T, ' case(t,xq.t1,x2.t2) : U

— Les régles de réduction sont les suivantes :

case(injju, x1.t1,x2.t2)  —4  tylu/xq]
case(injou, x1.t1,x2.t2)  —4  talu/xal .

Les réductions des co-produits posent une question difficile & la réécriture : la définition
d’un formalisme cadre pour les systémes de réécriture avec variables liées. Cette ligne de
recherche a donné lieu a de nombreux travaux :
— Les « Combinatory Reduction Systems » de Klop [Klo80] (voir aussi [KOR93|).
— La réécriture d’ordre supérieure de Wolfram [Wol93] et Nipkow [Nip91, NP9g|,
étendue a la réécriture conditionnelle d’ordre supérieur [ALS94].
— Les systémes d’ordre supérieur de van Qostrom et van Raamsdonk [OR94, O0s94,
Raa96].
— Les « Expression Reduction Systems » de Z. Khasidashvili [GKKO5]
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3.7 Exemples de combinaisons

L’enjeu de ces systémes est de fournir un mécanisme de filtrage prenant en compte des
variables liées dans les membres gauches de régles et permettant de gérer les paires
critiques dues aux variables actives dans les membres gauche de régles. Nous ne nous
sommes pas intéressés a ce probléme difficile.
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Chapitre 4
Réécriture conditionnelle

Ce chapitre concerne la réécriture conditionnelle. Nous commengons par les définitions
de régle conditionnelle et de relation de réécriture conditionnelle et donnons quelques
exemples. Ensuite, en utilisant les termes de de Bruijn, nous montrons que la réécriture
conditionnelle sur A(X) est le quotient par = de la réécriture conditionnelle sur £(X)
modulo =.

4.1 Définitions

Nous commencons par un exemple qui introduit les idées principales de la réécriture
conditionnelle. On aimerait définir, par réécriture, une fonction filter paramétrée par une
fonction booléenne p, qui se comporte ainsi :

— filter p [ ] se réécrit en [ ],

— filter p (t = ts) se réécrit en t :: (filter p ts) si p t se réécrit en true,

— filter p (t =z ts) se réécrit en filter p ts si p t se réécrit en false.

Cette spécification peut étre écrite en utilisant des régles de réécriture conditionnelle
(D se lit « implique ») :

filter p [ ] =[]
px = true D filterp (x:xs) — x: (filter p xs) (4.1)
px = false D filterp (x:xs) +— filter p xs

Si nous essayons de définir une relation de réécriture — satisfaisant notre spécification,
cela donne

filterp (tzts) —  t: (filterp ts) si pt —* true.
En d’autres termes, lors de la définition de — dans le pas
filterp (tzts) —  t: (filterp ts),

nous avons besoin de savoir si p t —* true, donc d’utiliser la relation —. Cette circularité
est résolue par une définition inductive de la réécriture conditionnelle, dans laquelle
la relation — est stratifiée en relations (—i)icy, dont la correction est assurée par le
théoréme du point fixe de Tarski. On pose — :derieN —1, avec, dans notre exemple,
—0 =def § et —i,7 définie en fonction de —; par

filter p (t = ts) —iyq t: (filter p ts) si pt —i true.
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Chapitre 4 Réécriture conditionnelle

Venons en aux définitions formelles. Nous autorisons, dans ’évaluation des conditions,
I'utilisation d’une relation auxiliaire quelconque. De ce fait, dans le cas ou L C Ter(X, X),
les définitions présentées ici sont des extensions de celles présentées dans [DO90, Ohl02].
De plus, notre définition de réécriture conditionnelle normale est plus large que celles que
nous avons pu trouver dans la littérature.

Définition 4.1.1 (Reégles de réécriture conditionnelle) Soit L C A(X). Une régle
de réécriture conditionnelle sur L est un tuple écrit sous la forme

di=ci A ... Ndn=cn D1l = 7

ow dq,...,dn,C1...,cn, L, T € L.

Dans une regle de réécriture conditionnelle, on distingue

— le membre gauche 1 (aussi appelé lhs),

— le membre droit t (aussi appelé rhs),

— les conditions dy = ¢y A---A dn =cn.
Nous supposons que les membres gauches sont des termes algébriques qui ne sont pas des
variables et que FV((_{, c,m) C FV(1).

Sire X, alors d=¢C> 1T est dite effondrante.

Les régles de réécriture conditionnelle sont souvent appelées simplement « régles de
réécriture ». Lorsque |&\ =|¢] =0, la reégle d =C D1 7 est dite « non conditionnelle ».

Notons que pour les TRS algébriques & gauche, la notion de régle non-conditionnelle
effondrante définie en 3.1.16 est un cas particulier de régle conditionnelle effondrante.

Dans toute la suite, le symbole R désigne un ensemble de régles de réécriture. Les
symboles définis (resp. constructeurs) de R sont les symboles définis (resp. constructeurs)

du TRS {(L,7) [d =€ D Lg 7}
Remarque 4.1.2 (Extension des remarques 2.2.2 et 2.4.2)

— Les notions de régles de réécriture conditionnelle sur A(X), Ter(Z,X) et Ter(X)
sont des conséquences immédiates de la définition 4.1.1.

— Si R est un ensemble de régles de réécriture sur L C A(L), alors (L, R) est un TRS
au sens de la définition 2.4.1.

— L’extension de la notion de régle de réécriture conditionnelle 4 une X-algébre libre
Ter(Z 4,X4) se fait comme pour les relations de réécriture en 2.2.2 et les TRS
en 2.4.2 : on dit que d=¢C> 1 T est une régle de réécriture sur Ter(Z 4, X4)
si i(a) =1(¢) D i(1) = i(r) en est une sur Ter(L,X), ou i est I'isomorphisme
canonique de Ter(Z 4, X4) — Ter(Z, X).

Remarque 4.1.3 Les conditions des régles conditionnelles ne sont pas symétriques : la
condition d = ¢ n’est pas la méme que la condition ¢ = d. Cette distinction est justifiée
par la possibilité de définir des relations de réécriture conditionnelles qui évaluent les
conditions de fagon asymétrique. C’est le cas par exemple, pour les régles définissant
filter en 4.1, de la condition p x = true qui est évaluée en testant si p t —* true.

Les notions de systéme algébrique et de systéme applicatif & droite définies en 3.1.8
pour les TRS sont étendues de la maniére suivante a la réécriture conditionnelle.
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4.1 Définitions

Définition 4.1.4 (Régles conditionnelles applicatives et algébriques) Une régle
conditionnelle d =¢ D 1 T est

— applicative & droite si 1 est applicatif,

— applicative si elle est applicative & droite et si les termes de a,€ sont applicatifs,

— algébrique & droite si 1 est algébrique,

— algébrique si elle est algébrique a droite et si les termes de &, C sont algébriques.
Un systéeme de réécriture conditionnel R est applicatif a droite (resp. applicatif, algé-
brique a droite, algébrique) si toutes ses régles le sont.

Etant donné un ensemble R de régles de réécriture conditionnelles, on peut construire
de nombreuses relations de réécritures selon la facon dont on évalue des conditions : par
conversion, par joignabilité ou par réduction. Dans chaque cas on peut choisir d’autoriser
des pas d’une autre relation de réécriture.

Définition 4.1.5 (Relations de réécriture conditionnelle) Soient L C A(X), R un
ensemble de régles de réécriture conditionnelle sur L et —gr une relation de réécriture
sur L.
— La relation de réécriture R-conditionnelle semi-équationnelle issue de R sur L est
la relation —g(R)se stratifiée par (—)R(R)se )ieN, 0U —R(R) se = 0 et pour tout i € N,
—R(R)S,, €st la plus petite relation sur I_ qui est close par contexte sur L et telle

que, pour toute régle d=col —Rr T, pour toute substitution o : X — L,

-

si. do Spggeor €O alors 1o —prge,, T0.
— La relation de réécriture R-conditionnelle par joignabilité issue de R sur L est la
relation HR(R)’L" stratifiée par (HR(R)L" Jien, O HR(R)’{ = 0 et pour tout 1 € N,

— est la plus petite relation sur L qui est close par contexte sur L et telle

RRICi4

que, pour toute régle d=¢col R T, pour toute substitution o : X — L,

St do - co alors lo — TO .
lR(R)’LoiuR

RER)C,,

— La relation de réécriture R-conditionnelle orientée issue de R sur L est la relation
—R(R)e Stratifiée par (%R(R) )ieN, 0l —R(R) 10, = 0 et pour tout i € N, SRR,
est la plus petite relation sur L qui est close par contexte sur L et telle que, pour
toute regle d=¢ol —Rr T, pour toute substitution o : X — L,

-

, * >
51 do —RR],UR €O alors lo —grre,., T0.

Remarque 4.1.6 Rappelons que le pas de réécriture conditionnelle, ¢’est-a-dire le fait
de savoir si un terme se réécrit en un autre, n’est en général pas décidable [Kap84|
(voir aussi [Ohl02]), méme pour des systémes de réécriture donnant lieu a des relations
fortement normalisantes.

Il est parfois pratique d’écrire « réécriture se-R-conditionnelle », « réécriture jo-R-condi-
tionnelle » et « réécriture o-R-conditionnelle » au lieu de, respectivement, « réécriture
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Chapitre 4 Réécriture conditionnelle

R-conditionnelle semi-équationnelle », « réécriture R-conditionnelle par joignabilité », et
« réécriture R-conditionnelle orientée ». Lorsque —g= (), on écrit —zx au lieu de —z g)x
(X € {se,jo,0}). Dans ce cas, nous parlons de « réécriture X-conditionnelle » au lieu de
« réécriture X-R-conditionnelle ».

Nous devons vérifier que nous avons bien défini des relations de réécriture.

Proposition 4.1.7 Soit L C A(X), R un ensemble de régles de rééeriture conditionnelle
sur L et —g une relation de réécriture sur L. Alors TRRX, est une relation de réécriture

sur L pour tout X € {se,jo, 0}, et tout i € N.
PREUVE. Par induction sur i € N, en utilisant le lemme 2.2.3. O

Lorsque le contexte le permet, nous écrivons —Igx pour désigner IR - Une forme de
réécriture conditionnelle importante en pratique est la rééeriture conditionnelle normale.
C’est un cas particulier de réécriture orientée et de réécriture par joignabilité.

Définition 4.1.8 (Relation de réécriture conditionnelle normale) Soit L C A(X),
R un ensemble de régles de réécriture conditionnelle sur L, —r une relation de réécriture
sur L et X € {jo, 0}. Si pour toute régle d=CD1lg 1 les termes € sont clos et en forme
—r(rx-normale, alors la relation de réécriture —pryx est une relation de réécriture
R-conditionnelle normale.

La propriété suivante, dont la preuve est longue mais évidente, dit qu’il n’y a en fait
qu’une seule relation de réécriture normale.

Proposition 4.1.9 Soit L C A(X), R un ensemble de régles de rééeriture conditionnelle
sur L et —g une relation de réécriture sur L. Alors —p gyo est R-normale si et seulement
st —R(R)e l'est aussi et dans ce cas =g (Rjo=—"IR(R)o -

PREUVE. La preuve se fait par induction sur les stratifications de =z gjo €t 2 Ro-
Pour 1 € N et X € {jo, 0}, nous disons que “RERX,, est normale si pour toute régle
i+

d=¢ol 7 T les termes C sont clos et en forme IR(R)X -normale. Par convention, nous
disons que DRRX est toujours normale. Il est évident que si —xg)x est normale, alors
TIR(R)X est normale pour tout i > 0.

— Tout d’abord, supposons que —ggyo soit normale. On montre par induction
sur i € N que —R(R)e est normale et que —R(R)? ER(R)o- Il s’en suit que
SRR SR (R0, €6 donc que —g (Rje est normale.

Le cas de base i = 0 est trivial parce que HR(R)E)": 0 =—R(R)S-
Supposons la propriété vraie pour i > 0, et montrons que —R(RY,, est normale.

Pour toute régle d = ¢ D 1 =g 7, comme les termes € sont en forme —g gyo-
normale, ils sont en forme en forme — g gjo-normale par hypothése d’induction. I1
1
s’en suit que —R(RY,, st normale.
1

Maintenant, si t — o u, alors il existe une régle d = ¢ D 1 —R T, une
) R(R) ] ’ g ’
1+

substitution o : X — L et un contexte C[]: L — L tels que t = C[lo], u = C[ro]
et do —* C. Par hypothése d’induction, do H%(R))O ¢, donc Cllo] —R(R) Clro].
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4.2 Exemples

— La propriété inverse, qui dit que si —pRrje est normale alors pour tout i € N, la
relation _)R(R)i" est normale et HR(R){OQHR(R)O u, se montre exactement de la
méme fagon. O

Il y a donc au plus une relation de réécriture normale sur un systéme conditionnel R.
Nous la notons —z gy

La réécriture normale est la plus facile & manipuler parce que 'application d’une régle
ne nécessite que le test de normalisation, qui peut de plus étre fait de fagon aveugle
lorsque la relation de réécriture est confluente. Notons toutefois qu’avec notre définition,
le probléme de savoir si un systéme est normal n’est pas décidable parce qu’en général, le
pas de réécriture conditionnelle n’est pas décidable. Les définitions courantes de réécriture
normale, comme par exemple celle de [Ohl02], sont en fait des restrictions décidables de
notre définition.

4.2 Exemples

Nous donnons ici quelques exemples de systémes de réécriture conditionnelle.

4.2.1 Un systéme de manipulation de termes

Notre premier exemple est I'adaptation d’un programme CAML de [Hue86|. I1 définit
des fonctions permettant, dans un terme représenté comme un arbre dont les succes-
seurs sont des listes de noeuds, de faire le remplacement d’un sous-terme & une certaine
occurrence par un autre sous-terme.

Ce systéme doit étre lu en pensant & la combinaison de la réécriture conditionnelle et
du A-calcul. Nous avons deux combinaisons en téte :

— la réécriture conditionnelle par joignabilité, que nous notons —g,

— la réécriture B-conditionnelle par joignabilité, que nous notons —xg)-

Commengons par une fonction apply telle que apply f n 1 applique f au n-éme élément
de 1. Elle utilise la fonction auxiliaire app.

> (lengthl)n = true D applyfnl Happly appfml
> (lengthl)n = false DO applyfnl Happly €T
appfOl Happly  (f (car 1)) (cdr 1)

appf(sm)l appy (car 1)z (app fn (cdr 1))

On représente les termes du premier ordre comme des arbres avec des noeud node y 1
oll y est ’étiquette et | la liste des successeurs. Les positions sont des listes d’entiers et
la fonction occ appliquée aux arguments u et t teste si u est une occurrence de t. Nous
la définissons comme suit :

occ[]t Hocc true
> (lengthl) x = false D occ(x:o0)(nodeyl) o false
> (lengthl) x = true D occ(x:zo0)(nodeyl) 5o occo (getlx)
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La fonction replace t o s remplace par s le sous-terme de t a 'occurrence o :

occut = true D replacetos Freplace eptos
occut false D replacetos replace err

rept[]s Freplace S
rep (nodey 1) (x:0) s —replace nodey (apply (Az.repzos)x1)

Les symboles cdr, car, length et get sont définis par les systémes —cdr, —car, *length €t
Fget Tespectivement, présentés en 3.1.12; et le symbole > est défini par le systéeme -
présenté en 3.1.11. Le systéme

Tree  =gef {—car, —cdr Frget, length) Hocc)

est algébrique. Les régles de apply et de app sont applicatives a droite et celles de filter
contiennent dans leurs conditions une variables p en position active. Cette définition de
rep utilise une A-abstraction dans un membre droit.

4.2.2 Regles conditionnelles de de Vrijer

Dans [Vri89], de Vrijer utilise la réécriture conditionnelle semi-équationnelle pour ob-
tenir un calcul ayant la méme conversion que le A-calcul avec paires surjectives. Les régles
sont celles de — « plus

mox =y D (mx,y) —u X mx =y D (y,7m2x) =1 X

La relation — g(x1r)se(p) (union de —p et de la réécriture $-conditionnelle semi-équation-
nelle pour le systéme ;) est confluente modulo une certaine relation d’équivalence,
ce qui permet a de Vrijer d’en déduire que =pg,sp est une extension conservative de =g :

Vthbue AL Aoyusphax t=pgrspu si et seulement si Ao Fot=pu.

4.3 Quotient de la réécriture conditionnelle par
alpha-conversion

Dans cette section, nous utilisons les termes de de Bruijn pour montrer que la réécriture
applicative sur A(L) est le quotient par a-équivalence de la réécriture sur £(Z) modulo
o-équivalence.

Comme nous nous focalisons sur le cas de la réécriture applicative, nous n’avons pas
besoin d’utiliser le formalisme développé dans [BKR05a| pour traiter la réécriture d’ordre
supérieur avec des indices de de Bruijn, ni d’utiliser la traduction étudiée dans [BKRO05b]
de la réécriture d’ordre supérieur vers la réécriture du premier ordre modulo une théorie
équationnelle générée par un calcul de substitution.

Pour tout X € {se, jo, 0}, nous dénotons

— par —gx la relation de réécriture X-conditionnelle issue de R sur A(X),
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4.3 Quotient de la réécriture conditionnelle par alpha-conversion

— par —px la relation de réécriture X-conditionnelle issue de R sur £(X),
— par —px la relation de réécriture X-conditionnelle issue de R sur 7dB(X).
Du fait que A(X) = (L(X)/ =), il naturel de vouloir avoir

VieN. [t —RX, [u] si et seulement si t—rx u. (4.2)

Le sens « si » ne pose pas de problémes.
Lemme 4.3.1 Soient t,u € L(X). Pour tout i € N,
t —Rx U mmplique [t] —RX, [u] .
PREUVE. On raisonne par induction sur i € N. On ne détaille que le cas de la réécriture
par joignabilité.
Le cas de base 1 = 0 est trivial. Soit 1 € N et supposons la propriété vraie pour —IRX -

Il est clair que cela implique qu’elle est vraie pour —} Par induction sur t, on montre

RX

que t —>R§i+1 u implique [t] —>in+1 [u].

t = Ax.ty. Dans ce cas, u = Ax.uy et ne t; _>R§i+1 uq, donc par hypothése d’induction
[t1] R, . [uq] et Ax.[tq] —>in+] Ax.[uq], ce qui conclut la démonstration car
Ax.tq] = 7\x [t1] et [Ax.uq] = Ax.[uq].

t=1t2. Si u = uquy avec (ty,t2) R (u7,u2) alors on conclut directement par
hypothése d’induction et le fait que [t1to] = [t1][ta] et [wiuy] = [uq]luyl.

Sinon il y une régle d=C>1g 1 telle que t = 1o, u=r0 et il existe V tels que
do —>RX Vet Co —>RX V. Par hypothése d’induction, [d][o] _>;zx v [Cllo] — RX v,

et on en déduit que [lcr] —RX [ro] (rappelons que toutes les regles de R sont
i+1
supposées applicatives).
t=1(tq,...,tn). Idem. O
Par contre, la propriété inverse :
t] =k [w implique t—=rxu
[t —=%x [ pliq RX
n’est pas vraie en général, méme pour la réécriture non conditionnelle. Le probléme
de base est qu’en présence de régles non-linéaires & gauche, la réécriture sur —IRx ne

commute pas avec =4 : on peut avoir t’ =4 t —g, u sans qu'il existe u’ tel que
!/ !/
t'—or, U = U

Exemple 4.3.2 Avec la régle non-linéaire minus x x +— 0, issue du systéme — minus
présenté en 3.1.11, on a

minus AxX.x Ax.x  —a«  minus AX.X Ay.y
c

0

Comme le terme minus Ax.x A\y.y est une forme — s-normale, il n’existe pas de terme u’
tel que 0 = U, minus Ax.x Ay.y.
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De ce fait, lorsque

G
il est possible que le terme t ne soit pas le bon représentant de [t] pour avoir t ﬁ;‘zé u.
Exemple 4.3.3 Comme Ax.x =4 Ay.y, on a
minus [Ax.x] Ay.yl —aA 0,

mais le terme minus Ax.xX Ay.y est —g-normal.

Ainsi, lorsque [t] —RX [ul], on peut au mieux espérer que

' u . t=4t DRX, u =5u.

Ceci correspond & la réécriture modulo o-conversion sur L£(X), au sens de [Hue80, JK86]
(voir aussi la section 2.5 de [DJ90] et la définition 2.5.1 de [Ohl02]).

Définition 4.3.4 (Réécriture modulo alpha-conversion) Soit X € {se,jo,0} et R
un systeme conditionnel applicatif. Pour tout 1 € N, la relation %Ré'/:ag L(Z) x L(X)

est définie de la maniére suivante :
t—px U E def Jthu' . t=qt opx u=xu.
Li Li

Nous allons maintenant montrer que la relation IR = est la bonne notion de réécri-
ture sur £(X) pour avoir une correspondance naturelle avec la réécriture sur A(X) :

VieN. [t] —RX [u] si et seulement si togx o, W (4.3)

Afin de passer de —px & —px /= 1l faut pouvoir choisir les bons représentants des
. A —x .. .y
classes d’a-équivalence. Pour ceﬁa, les termes de de Bruijn semblent intéressants.

Exemple 4.3.5 Pour tout référentiel R, on a
(minus Ax.x Ay.y)g = minus (A0) (A0) —gs S(0) .

En utilisant les correspondances entre A(X), Lg(X) et 7dB(XZ) établies a la section 1.6,
nous montrons les équivalences suivantes : pour tout t,u € Lg(X), et tout référentiel R
pour t et u,

ViEN. [tlopx Ml = togy un & ()" —px (). (44)

Gréce au théoréme 1.6.9, il est alors aisé d’en déduire (4.3).
L’exemple 4.3.5 se généralise & un systéme conditionnel applicatif quelconque.

Lemme 4.3.6 Soit R un ensemble de régles conditionnelles applicatives sur L(X) et
X € {se,jo,0}. Soient t,u € Lg(X) et R un référentiel pour t et w. Pour tout i € N,

[t] —RX [u] implique tg —RY, UR -
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PREUVE. On raisonne par induction sur i € N.

Le cas de base i = 0 est trivial. Soit i € N et supposons la propriété vraie pour IRX -
" i
Montrons que [t] —RX ] [u] implique tg —RY,, Us: On raisonne par induction sur t
i+ i+
et on ne détaille la preuve que pour la réécriture la joignabilité.

Il est clair qu’elle est alors vraie pour —

t = Ax.t;. Dans ce cas, u = Ax.uq, et comme [Ax.t;] = Ax.[t7] et Ax.u1]l = Ax.[uq],
on a [tq] R, [u1]. Comme t1,u7 € Lg(X), x € BV(t1,uq), donc x - R est un
référentiel pour t1 et uy. Par hypothése d’induction, on a donc tq,.5 ORY,,, Wixks
d’ott Aty,p TR AMiiyg, €t on en déduit que (Ax.ti)g RS (Ax.uq)g car
(Ax.t1)r = At1,op et (AX.U1)r = AUqyg-

t=11t2. Siu=1uquy avec ([t{], [t2]) R, (fu1], [uzl), alors on conclut grace a I’hy-
pothése d’induction car [ti1ty] = [t1][t2] et [uius] = [uq]lus].

Sinon, il existe une régle d =C D 1 =g T et une substitution [o] telles que
[t] = [Ulo], [u] = [r][s] et il existe V tels que [d][o] H%Xi V] et [Cl[o] H;‘zxi [V].

—.

Comme R est applicative, on a [d][o] = [&G], [c]lo] = [Co], d’on, par hypothése

d’induction sur i, (do)g Lx (Co)g, soit d(or) Lx C(or) par 1.6.10.(ii). On a
dBi dB1i
donc (og) =R r(0og), c’est-a-dire (lo)g =R (ro)g.
t=1f(ty,...,tn). Idem. O

On passe tout aussi facilement de =g, a —x,.

Lemme 4.3.7 Soit R un ensemble de régles conditionnelles applicatives sur L(L) et
X € {se,jo,0}. Soient t,u € TdB(L) et R un référentiel pour t et u. Pour tout i € N,

: . R R
t—p —r :
X U implique t x u

PREUVE. On raisonne par induction sur i € N.
Le cas de base 1 = 0 est trivial. Soit i € N et supposons la propriété vraie pour —RX. -
1
~x » la cloture réflexive et transitive de —px .
7?’dBi dBi

On montre que t RS, W implique t* —RX u®. On raisonne par induction sur t
i+ it+1

Notons qu’elle est alors vraie pour —

et on ne détaille la preuve que pour la réécriture par joignabilité.

t = Aty. Dans ce cas on a u = Auj avec tq _>R()i<Bi+] u1. Comme R’ =4¢f X[gj4+1 - B est un
référentiel pour t; et ug, par hypothése d’induction on a ti* =R, w?, don
7\X|R|+1.t1RI SRX, AXR[+1 iR’ On a donc (Atq)R SRX, (Auq)® car

(7\t1)R = 7\X|R‘+1.t1R et (7\LL1)R = 7\X|R‘+] .u]R

t=11t2. Si u = uguy avec (ty,ty) =R (u1,u2) alors on conclut directement par
i+
I'hypothése d’induction car (t1t2)* = 18,8 et (wgun)? = uifuyk.
Sinon il existe une régle d = ¢ D 1 —x 1 et une substitution o telles que t = lo,

u = 1o et il existe V tels que do —>;<33<B_ Vet Co _%3(9 V. Par hypothése d’induction
1 1
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Chapitre 4 Réécriture conditionnelle

sur i on obtient (do)? — - (V)* et (Co)t =%y (V)" Comme R est applicative,

par 1.6.10.(i) on a (do)® = d(o®), (Co)F = &(o®), 1(o®) = (10)® et (0®) = (ro)F,

RN R R
d’ou (lo) —RX, (ro)®.
t="1(t1,...,tn). Idem. d

On en déduit que les équivalences (4.4) sont vérifiés sur les termes de Lg(X) (c’est-a-
dire satisfaisant la convention de Barendregt locale 1.5.1).

Théoréme 4.3.8 Soit R un ensemble de régles conditionnelles applicatives sur L(X)
et X € {se,jo,0}. Etant donnés t,u € Lg(L), et R un référentiel pour t et w, pour tout
ieN, ona

[t] —gx [l = gy e & (ta)" —rx, (un)”

PREUVE. [t] —RX, [u] implique tg —Rx U par le lemme 4.3.6, qui & son tour im-
plique (tg)? —RX, (ug)® par le lemme 4.3.7. On en déduit [(tg)?] —RX [(ug)?] par le
lemme 4.3.1, soit [t] —RX. [u], car (tg)? =4 t et (ug)® =4 u par le théoréme 1.6.9.(ii). O

Grace aux termes de de Bruijn, on peut donc montrer que —x, est bien le quotient
de —x,./—, par a-équivalence. Notons que nous prouvons (4.3) sur £(Z), bien que le
théoréme 4.3.8 ne concerne que les termes de Lg(X).

Corollaire 4.3.9 (Quotient de —,,— par =y) Soit X € {se,jo,0} et R un systeme
conditionnel applicatif. Pour tout t,u € L(X), on a

VieN. [t] —RX, [u] st et seulement si t ORX = W

PREUVE. Le sens « si » est le lemme 4.3.1. Montrons le sens inverse. Soient t,u € £(X)
tels que [t] —RX, [u]. Par la proposition 1.5.2.(i), il existe t',u’ € Lg(Z) tels que t/ =4 t
et u' =, u. On a donc [t'] —RX [u'], d’ou (t§)? —RX. (ug)® par le théoréme 4.3.8. Par le
théoréme 1.6.9.(ii), on a (t§)* =4 t’ et (up)? =4 t’. On en déduit que t RY jm W O
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Chapitre 5
Outils pour la confluence

Dans ce chapitre, nous présentons certains outils de base pour 1’étude de la confluence.
Nous commencons par quelques rappels sur 'utilisation des relations de réécriture paral-
leles avec les TRS orthogonaux et avec le A-calcul.

Ensuite, nous montrons comment ces notions sont étendues a la réécriture condition-
nelle, ce qui nous permet d’aborder briévement la différence entre confluence et confluence
par niveaux.

Enfin, nous rassemblons quelques points importants liés & la modularité, en particulier
la caractérisation de la confluence par la confluence close et un lien entre les termes infinis
et un exemple du fait que la confluence n’est en général pas préservée par combinaison
de systémes non disjoints.

5.1 Systémes orthogonaux et réécriture paralléle

Nous rappelons ici les formulations des preuves de confluence pour les systémes ortho-
gonaux utilisant les relations de réécriture paralléles. Nous commencons par les TRS au
premier ordre, puis nous abordons le cas du A-calcul.

5.1.1 Systémes de réécriture de termes

Nous rappelons ici le résultat connu de la confluence des systémes des réécriture or-
thogonaux au premier ordre. A notre connaissance, ce résultat a été prouvé pour la
premiére fois dans [Hue80|. Des propriétés plus fines sur I'espace des dérivations sont
étudiées dans [HLI1] (nous ne les abordons pas ici). Pour les systémes d’ordre supérieur,
le résultat le plus général est probablement [OR94].

Le seul obstacle possible a la confluence des systémes de réécriture de termes est la
présence de paires critiques : quand deux membres gauches de régles peuvent se super-
poser & des positions non triviales, on peut choisir de réduire I'un ou l'autre rédex. Ce
choix peut étre irréversible, et casser la confluence.

Notons, pour les TRS dénombrables, que gréce a la proposition 2.4.4 on peut toujours
se ramener & un TRS dont les régles n’ont pas de variables en commun, tout en préservant
la relation de réécriture.

D’autre part, rappelons que d’aprés ce que 'on a vu & la section 1.4, les termes appli-
catifs sur une signature L sont générés par la grammaire :

tueTer(Zapp, &) == x | f(ty,..,ta) [ tu,
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oux € X et f € L,,. De plus, d’aprés la définition 3.1.7, les termes algébriques sur X sont
générés par la grammaire suivante :

t = X | f(t‘], ,tn)tn_H ...tn+m,
ouxe X, feXpetm>0.

Définition 5.1.1 (Paires critiques) Soit R un TRS sur L C A(Z) qui est algébrique
a gauche, et L—g 1,1 +—gr v" deux régles de réécriture de R qui n’ont pas de variables en
commun. Soit p une occurrence dans 1 qui n’est pas une occurrence de variable et telle
que p # ¢ s’il existe un renommage p tel que (1,7)p = (U,7'), et soit o l'unificateur le
plus général de 1|, et de U'. Alors

(Ur']p0,70)

est une paire critique de 1 +—g 1 et U —x v'. Une paire critique de la forme (t,t) est
dite triviale.

Notons que lp, Ul et Ur'], sont bien définis car 1 et 1’ sont algébriques. Si t = lo et
si on a une paire critique (1[r']p0,r0) pour deux régles 1 —x 1 et I —x 1’ (dans ce cas
0 =0’ 080), alors on a le choix suivant pour la réduction de t :

t

N

r(0’00) (Ur'lp)(0’ 0 0)

Ce choix peut étre irréversible car rien n’assure que les termes r(c’ 0 0) et 1[r']p(c’ 0 0)
soient joignables.

Les systémes de réécriture sans paires critiques et linéaires a gauche sont dits ortho-
gonaux. Rappelons qu’'un terme t est linéaire si pour tous sous-termes wu,v de t a des
positions disjointes, on a FV(u) NFV(v) = 0.

Définition 5.1.2 (Systémes de réécriture orthogonaux) Soit un systéme de réécri-
ture R sur L C A(X). Alors, si R est algébrique a gauche, on dit que R est

(i) linéaire & gauche si | est linéaire pour tout L —g 7;

(i) non ambigu (resp. faiblement non ambigu) si
— pour toutes régles L —g v et ' g 1/ (pas nécessairement distinctes),
— pour tout renommage p tel que FV(lp,rp) NFV(Up,r'p) =0,
les regles (1,1)p et (1, r")p ne forment pas de paire critique (resp. toute paire critique
entre (L,v)p et (U,v/)p est triviale);

(i1i) orthogonal (resp. faiblement orthogonal) s’il est linéaire a gauche et non ambigu
(resp. faiblement non ambigu,).

La facon la plus simple de montrer la confluence des systémes de réécriture orthogonaux
est d’utiliser une forme de réécriture paralléle. Cette technique est standard.
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Lemme 5.1.3 (Mouvements paralléles) Soit R un TRS algébrique a gauche sur
L C A(X) et =g la cloture paralléle de R, au sens de 2.3.5. Si R est (faiblement)
orthogonal, alors — g vérifie la propriété du diamant sur L.

La confluence des systémes de réécriture orthogonaux est un résultat bien connu. A
notre connaissance, il apparait pour la premiére fois dans [Hue80] (c’est le lemme 3.3 et
le corollaire suivant).

Théoréme 5.1.4 Si R est un TRS algébrique a gauche sur L C A(X) qui est (faible-
ment) orthogonal, alors —g est confluent sur L C A(X).

Exemple 5.1.5 Le systéme e présenté a I'exemple 3.1.17.(ii) est orthogonal : ses
régles
recxy0 e X et recxy S(z) rree Ylrecxyz)z

ne forment pas de paire critique. Par le théoréme 5.1.4, la relation — e est donc confluente
sur A(L).

Remarque 5.1.6 Ce qu’on vient de faire pour les systéme algébriques a gauche s’ap-
plique aussi aux systémes applicatifs a4 gauche. Cependant, a cause du symbole d’appli-
cation, ces systémes peuvent comporter de nombreuses paires critiques.

Un exemple est le fait que la fonction eat de la remarque 3.1.14 n’est pas stricte dans
le sens de 3.1.14. En effet, le systéme composé de

xX-err +— err et eat-x +— eat

n’est pas confluent :
err ¢ eat-err — eat.

5.1.2 Lambda-calcul

Dans le cas du A-calcul, on utilise aussi une relation de réécriture paralléle, mais contrai-
rement aux systémes algébriques & gauche, cette relation n’est pas la cloture paralléle
de +—p. En effet, cette relation ne vérifie pas la propriété du diamant car des rédexes
paralléles peuvent se retrouver emboités aprés un pas de réduction.

Exemple 5.1.7 Notons —g pour la cloture paralléle de —pg au sens de 2.3.5. On a
alors

(Ax.(Ay.xx)Id)(Id 1d)

[ E
(My.(Id 1d)(Id 1d))1d (Ax.xx)1d

On ne peut joindre ce pic avec un pas de — g car

((Ay.(Id Id)(Id Id))Id)HB = {(Ay.(Id Id)(Id Id))Id, (Id 1d)(Id Id),
(Ay.Id 1d)1d, (Ay.(Id Id) 1d)Id, (Ay.Id(Id Id))Id}
(Axxx)Id)g = {(Ax.xx)ld,1d 1d}

101



Chapitre 5 Outils pour la confluence

donc
(()\y.(IdId)(IdId))Id)”B N ((Ax.xx)Id)HB = 0.

La relation de (-réduction paralléle qui vérifie la propriété du diamant est la relation
dite de Tait et Martin-Lof.

Définition 5.1.8 (Béta-réduction paralléle) Soit >>pg la plus petite relation de réécri-
ture paralléle sur A(X) vérifiant la regle suivante :
t1 Bp Wy t Bp w2

(Ax.t1)t2 >p uqfuz/x]

(>B)

Proposition 5.1.9 Soit deux termes t,t’ et une substitution o.
(i) Sit>pt’ alorsto>pt'o.
(11) La relation >g est une relation de réécriture paralléle sur A(L).

Le point (ii) du lemme suivant est crucial pour la propriété du diamant de >g.

Lemme 5.1.10 Soit un terme t et une substitution o.
(i) Si o>p o’ alors to>pto’.
(ii) Sit>pgt’ et o>p 0 alors to>pt'o’.
Nous pouvons maintenant montrer que > satisfait la propriété du diamant.

Lemme 5.1.11 (Mouvements paralléles — [Bar84, Kri90, Tak95|) La relation
>p vérifie la propriété du diamant.

On en déduit la confluence de >p. Il s’en suit par le lemme 5.1.12 que — g est confluente
(théoréeme 3.2.4).

Lemme 5.1.12 —pg C g C —>’[‘3.

5.2 Confluence de la réécriture conditionnelle

Les stratifications de la réécriture conditionnelle donnent lieu & des raffinements de la
notion de confluence, déja évoqués en 2.1.17.

Définition 5.2.1 (Confluences de la réécriture conditionnelle) Soit R un systéme
conditionnel et X € {se,jo,0}. On dit que —R(RX €sl

— confluent par niveaux lorsque TIR(R)X est confluent pour tout i € N,

— confluent en profondeur lorsque pour tout i,j € N, DRR)X et _>R(R))?< commutent.

Les notions de confluence, confluence par niveaux et confluence profonde sont représen-
tées figure. 5.1. Il est clair que la confluence profonde implique la confluence par niveaux,
qui & son tour implique la confluence. Mais il est important de noter que la confluence
n’implique pas nécessairement la confluence par niveaux.

Nous rappelons ici certains résultats connus qui sont utilisés dans la suite, ou bien
que nous jugeons intéressants pour la compréhension de la réécriture conditionnelle, en
particulier en ce qui concerne la différence entre confluence et confluence par niveaux.
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R(R)X R(R)X R(R)¥ R(R)X R(R) R(R)X
* * * * * *
X X X X X e X
R(R) W g R(R) R(R){ W g R(R)§ R(R){ W g R(R);
Confluence Confluence par niveaux Confluence profonde

F1G. 5.1: Confluences pour —grx=UH-grx [1€N}

5.2.1 Réécriture conditionnelle orthogonale

Nous présentons ici certains résultats connus sur les confluences de différentes formes
de réécriture conditionnelle. Ces résultats concernent les systémes orthogonaux condi-
tionnels, pour lesquels il nous faut rappeler quelques notions.

La différence avec les systémes de réécriture de termes est la notion de paire critique
conditionnelle, qui est plus riche que dans le cas non conditionnel. Les paires critiques
proviennent de la superposition de deux régles de réécritures dont les conditions, selon les
cas, peuvent ou ne peuvent pas étre satisfaites en méme temps. Cela améne & distinguer
entre les paires critiques « faisables » et « infaisables ». De plus, la satisfaction des paires
critiques dépend de la relation de réécriture conditionnelle considérée.

Définition 5.2.2 (Paires critiques conditionnelles) Soit R : d = ¢ D 1 — et
R':d' =& DV s 1’ deuz régles conditionnelles qui n’ont pas de variables en commun.
Soit p une occurrence dans 1 qui n’est pas une occurrence de variable et telle que p # €
s’il existe un renommage p tel que Rp = R’p et soit o Uunificateur le plus général de
et de 1. Alors

do = ¢o A d'c = &c D (Ur'],0,70)

est une paire critique conditionnelle de R et R’. Une paire critique est triviale si elle est
de la forme d =C D (t,1).

Notons que, comme pour le cas non conditionnel 5.1.1, U, 1|, et l[r'], sont bien
définis car 1 et 1’ sont algébriques. De plus, la définition 5.2.2 restreinte & des régles non
conditionnelles donne la définition 5.1.1.

Supposons que t = lo et que I'on a une paire critique

do = co A d'e = ¢’ > (1r'],0,70)

pour deux régles R: d =Dl ret R’ :d =& D1 — 1’ (dans ce cas 0 = 0’ 0 8).
Alors, si on oublie les conditions, on a le choix suivant pour la réduction de t :

r(0'00) « t — (lUry)(0'00)
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L’important avec les régles conditionnelles est que ce choix n’est possible que si les condi-
tions des régles R et R’ peuvent étre satisfaites par une instance de 0. Bien str, il est
tout & fait possible que ce ne soit pas le cas.

Cette possibilité que les conditions des paires critiques soient satisfaites ou non s’appelle
faisabilité des paire critiques. Il y a autant de notions de faisabilité que de fagons de tester
les conditions des paires critiques.

Déﬁnition 5.2.3 (Faisabilité des paires critiques conditionnelles) Une paire cri-
tique d = C D (t,u) est dite .

— se-R-faisable s’il existe une substitution o telle que do H;‘Q(R)SQUR co.

— jo-R-faisable s’il existe une substitution o telle que do Llr®yoUR €O

— o-R-faisable s%l existe une substitution o telle que do H%(R)"UR co.
Etant donné X € {se,jo,0}, une paire critique qui n’est pas X-R-faisable est dite X-R-
infaisable.

Définition 5.2.4 (Réécriture conditionnelle orthogonale) Etant donnés une re-
lation de réécriture —g et X € {se,jo, 0}, un systéme conditionnel R linéaire a gauche
est

— X-R-orthogonal si toutes ses paires critiques sont X-R-infaisable,

— faiblement X-R-orthogonal si toutes ses paires critiques X-R-faisables sont triviales.

Remarque 5.2.5 Du fait que le pas de réécriture conditionnelle est indécidable (voir
remarque 4.1.6), le probléme de savoir si un systéme de réécriture conditionnelle est
(faiblement) orthogonal est indécidable.

On a alors le résultat suivant.

Théoréme 5.2.6 (|[BK86, Ohl02]) Soit R un systéme conditionnel sur Ter(X,X).
(i) Si R est faiblement se-orthogonal, alors —gse est confluent.
(ii) Si R est normal et faiblement o-orthogonal, alors —p1 est confluent par niveaur.

Rappelons que par la proposition 4.1.9, un systéme normal est o-orthogonal si et
seulement s’il est jo-orthogonal.

Remarque 5.2.7 Dans [Ohl02], il est seulement montré que —g: est confluent par
niveaux, mais il semble que la preuve puisse étre étendue a la confluence profonde.

Il est bien connu que les systémes o- et jo-orthogonaux ne sont pas nécessairement
confluents.

Exemple 5.2.8 (|[BK86]) Voici un exemple classique de systéme orthogonal pour —gse,
—pjo €t —Ro mais pour lequel —pj et —gse ne sont pas confluents :

(a)

a

— f
x = f(x) D f(x) — b
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Le pic
f(b) « f(f(a)) — b

qui se produit pour la réécriture semi-équationnelle, par joignabilité et orientée, n’est pas
joignable ni pour —gj, ni pour —Ro car les termes f(b) et b sont normaux pour ces
relations. Cependant, avec la réécriture semi-équationnelle, on a f(b) —gse b.

5.2.2 Confluence par niveaux et confluence

On rassemble ici quelques éléments de comparaison entre la confluence et la confluence
par niveaux. On montre que tout systéme semi-équationnellement confluent par niveaux
est joignablement confluent.

Lemme 5.2.9 Si —gryse est confluent par niveaur alors pour tout i € N, on a

TIR(REETTIRR)C

1

PREUVE. On raisonne par induction sur i € N. Le cas de base i = 0 étant évident,
SUPPOSONS qUE —R(R)se =y gy AVEC i € N. Alors, pour tout régle d = ¢ D 1 —
T € R, si do \I/R(R){o do alors, par hypothése d’induction on a do lR(R)fe ac, donc
lo —rR)ge, T0. Inversement, si do H%(R)fe co, alors do Lr(R)se €O car —p(r)se est
R(R)°,, ro. Il s’en suit
TO. O

confluent, donc do lR(R)go co par hypothése d’induction, soit lo —

que lo —R(R);e, TO si et seulement si lo —>R(R)§o+]
1

Le lemme 5.2.9 justifie le fait que lorsqu’elle est confluente par niveaux, la réécriture
semi-équationnelle puisse étre implantée par la réécriture par joignabilité.

Corollaire 5.2.10 Si =g (r)se est confluent par niveaux alors —gryo est confluent par
NIVEAUT.

Il s’en suit qu'un systéme semi-équationnellement confluent peut ne pas étre joignable-
ment confluent seulement si il n’est pas semi-équationnellement confluent par niveaux.

Exemple 5.2.11 Il existe aussi des relations terminantes qui sont confluentes mais pas
par niveaux. Avec le systéme

x = h(a) O f(x)

— a
X = a > h(x) —» x,
on a

f(h(a)) —Rge a car h(a) H%ge h(a)

et h(a) —Rse a car a Hj;z(s)e a.
1l s’en suit qu’on peut former le pic
a me flh(@) —ompe fla),

qui ne peut étre joint que par la réduction f(a) —rse a qui est déclenchée par h(a) H%?e a.
La relation —gse est donc confluente sans étre confluente par niveaux.
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5.3 Modularité et extension de la signature

Cette section est dévolue a quelques remarques sur la modularité de la confluence.
Nous rappelons les résultats connus dans le cas de la réécriture du premier ordre, et les
étendons au cas des termes modulo «-conversion.

Ensuite, nous utilisons notre travail de la section 4.3 sur la réécriture avec termes de
de Bruijn pour obtenir une caractérisation de la confluence en fonction de la confluence
close.

Enfin, nous rappelons un exemple de non préservation de la confluence par combinaison
non disjointe. Cet exemple est adapté & la section 6.1 au cas de la combinaison de la
réécriture au A-calcul. Nous en tentons une analyse a l'aide d’arbres de Bohm pour la
réécriture [KOV99].

5.3.1 Systemes du premier ordre

Nous rappelons ici les résultats de modularité pour les combinaisons disjointes de
systémes du premier ordre.

La modularité de la confluence pour les combinaisons disjointes de TRS premier ordre
est due a Toyama [Toy87]. La preuve a été simplifiée dans [KMTV94| puis dans [Jou06].

Théoréme 5.3.1 (|[Toy87]) Si (7Ter(Xi,X),R1) et (Ter(Xy X),R2) sont deux TRS
confluents tels que X1 N Xy = 0, alors le TRS (Ter(X; U Xy, X),R1 U R3) est aussi
confluent.

Une relation —p gyx de réécriture conditionnelle sur Ter(Z,X) est un TRS. On pour-
rait alors étre tenté d’utiliser le théoréme 5.3.1 pour obtenir la modularité de la confluence
pour la réécriture conditionnelle. Soient en effet deux relations de réécriture condition-
nelle (TeT(Z1,X),—>R%<) et (Ter(Zz,X),—%;() telles que £1 N X, = (. D’aprés le théo-
réme 5.3.1, le TRS (7er(Z; U Xy, X), —RX U —>R§<) est confluent. Mais le probléme est
que nous voulons la confluence de la relation =z, g, )x et il n’est pas clair que ces deux
relations coincident.

Heureusement, il existe un résultat de modularité de la confluence pour la réécriture
conditionnelle, di a Middeldorp [Mid91]. Malheureusement, le cas de la réécriture orientée
n’a pas été traité.

Théoréme 5.3.2 ([Mid91]) Soient (Ter(Z1,X),Rq) et (Ter(Xq,X), R2) deux systémes
de réécriture conditionnels tels que 1N Xy = 0. Pour tout X € {se,jo},

81T —p X est confluent sur Ter(Xq,, X
RiTer(s;,2) fl (X1, 4)

et st — est confluent sur Ter(X,, X
RZ?er(ZZ,X) ﬂ ( 2 );

alors — est confluent sur Ter(Xi U Xy, X).
(R‘URZ]Z}er(zwzz,X) fi (I 2, &)

Un corollaire simple mais important est la préservation de la confluence par extension
de la signature.
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Corollaire 5.3.3 (Extension de la signature) Soit (7Ter(Z, X),R) un systéme de
réécriture conditionnel, L' D X et X € {se,jo}. Si —IRX e est confluent sur Ter(L, X),

alors — 5 x est confluent sur Ter(L', X).
R
Ter(Z/,X)

5.3.2 Lambda termes

Voyons maintenant comment étendre ces résultats a la réécriture conditionnelle sur les
A-termes, c’est-a-dire comment prendre en compte I’x-conversion.

Soit (_)APP Iinverse a gauche de I'opération (_)App définieen 1.4.1 : TAPP — N\ . )
de telle sorte que (ZA]D]D)App = X. Cette opération sert & simplifier les énoncés : quand
on passe de Ter(Z, X) a L(ZAPP) ou & A(ZAPP), on ne se préoccupe pas de savoir si X
contient ou pas un symbole d’application.

En combinant le corollaire 5.3.3 au corollaire 4.3.9, on obtient la préservation de la
confluence lors du passage des termes du premier ordre aux A-termes. Etant donnée une

signature X, on étend les notations de la section 4.3 en posant —pox  =dgef — X .
Ter Ter(Z,X)

Rappelons que pour t € £(LX), [t] désigne la classe d’a-équivalence de t.

Théoréme 5.3.4 (Confluence sur les lambda-termes) Soit X € {jo,se} et R un
systéeme conditionnel sur Ter(Z, X). Si —RX est confluent sur Ter(X,X), alors —IRX

est confluent sur A(ZAPP X).

PREUVE. Si —RX est confluent sur Zer(Z, X'), alors, par le corollaire 5.3.3, —gx st

confluent sur 7dB(ZAPP).
On en déduit, en utilisant le théoréeme 4.3.8, que —IRX est confluent sur A(ZAPP) :

Soient [t], [u], [v] € A(Z) et R un référentiel pour t, w et v. Si [u] H%X [t] H;‘ax [v], alors
Ug <_>;2X tg —>;‘2X vg. Comme —RX est confluent sur 7dB(ZAPP), il existe w € TdB(ZAPP)
dB dB
tel que ug _);QX w <—*RX vg. Comme les indices libres de w sont libres dans uy et dans
dB dB

Vg, R est aussi un référentiel pour w. Par le théoréme 1.6.9.(i), on a donc (Wh)g = w,

[PREN * R *

d’ou [u] —>RX W] FR% [v]. O
Le théoréme 5.3.4 permet d’étendre le théoréme 5.3.2 a la modularité de la confluence

pour la réécriture conditionnelle du premier ordre modulo «-conversion. L’opération

()PP permet qu'un des systémes (mais pas les deux) utilise un symbole d’application.

Théoréme 5.3.5 (Modularité modulo alpha-conversion) Soient (Ter(X;,X),R1)
et (Ter(Xq1,X),R2) deux systémes de réécriture conditionnels tels que 1N Ly = 0. Pour
tout X € {se, jo},

51— X est confluent sur /\(Zf\pp) et —p x est confluent sur /\(Z?pp),
1 App 2 App
A(Z)PP) A(£5PP)

alors =z, r,) est confluent sur A((Z7U Z2)APP).

X
A(Z7UZ)APP

PREUVE. Si les relations — x et —p x sont confluentes alors — 4 x
1 App App 1Ter(2q,X)
A(Z4PP) A(ZPP) 1
et =, x le sont aussi. Il s’en suit par le théoréme 5.3.2 que — X
RZ’Ter(ZZ,X) P 4 (RTRZ)TeT(zluzz,X)
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est confluent donc que — 5, %, est confluent sur A((Z; U X;)?PP) par le
TR2IA((£1uz5)APP)

théoréme 5.3.4. O]

Remarque 5.3.6 Il n’est pas clair que le théoréme 5.3.5 puisse étre obtenu en utilisant
des résultats sur la modularité de la confluence pour la réécriture modulo.

Par exemple, les résultat de [Jou06] ne s’appliquent pas car I’x-conversion est partagée
par les deux systémes de réécriture.

On en déduit l'extension du corollaire 5.3.3 aux A-termes.

Corollaire 5.3.7 (Extension de la signature modulo «-conversion) Soit R un
systéme conditionnel sur Ter(X, X), L' D L et X € {se,jo}. Si —px N est confluent
A(Z

PP)
sur A(ZAPP), alors —RX est confluent sur A(Z'APP),
A(Z/APP)

5.3.3 Une caractérisation de la confluence

Les résultats de modularité présentés ci-dessus, ainsi que les liens entre la réécriture
sur les A-termes et la réécriture sur les termes de de Bruijn permettent de caractériser la
confluence en fonction de la confluence close.

Théoréme 5.3.8 Soit R un systéme applicatif sur A(L) et X € {se,jo}. Alors —RX

est confluent sur A(L) si et seulement si —px est confluent sur Ter(L') pour tout

Ter(Z/)
/
L' 2D Zapp-

PREUVE. Si —RX est confluente sur A(Z), alors elle est confluente sur 7er(Zapp, X)),

donc —/ est confluente sur Zer(X’) pour tout L’ D X app par le corollaire 5.3.3.
Ter(X/)
Inversement, si —zx est confluent sur Zer(Z’) pour tout L’ D X app, alors —RY,
Ter(Z/)

est confluent sur 7dB(X). On en déduit la confluence de —RX sur A(Z) en utilisant le

théoréme 4.3.8 : Soient [t], [u], [v] € A(Z) et R un référentiel pour t, u et v. Si [ul <—;k3)/§

[t] =%« V], alors ug «*« tg =5y vg. Comme —x est confluent sur 7dB(X), il existe

RA Ras Ras Rap

w € 7dB(X) tel que ug —Rx W 5x Va. Comme les indices libres de w sont libres dans
dB dB

ug et dans vg, R est aussi un référentiel pour w. Par le théoréme 1.6.9.(i), on a donc

(WHr =w, d'ot [u] =5 W 5 V], O
A A

5.3.4 Combinaisons non disjointes et termes infinis

Il est bien connu que la confluence n’est en général pas préservée lorsque les systémes
peuvent partager des symboles. Dans cette section, nous tentons une explication intuitive
d’un exemple important pour comprendre les problémes liés & la combinaison du A-calcul
non typé et de la réécriture.

Le lemme de Hindley-Rosen dit que la confluence de la combinaison de relations de
réécriture confluentes suit de la commutation des deux relations. Dans le cas de deux
TRS algébriques a gauche Rj et Ry, les relations —x, et —x, commutent lorsque R1
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et Ry sont linéaires & gauche et qu’il n’y a pas de paire critique entre une régle de Ry et
une régle de R,.

Théoréme 5.3.9 ([Oos94] — Théoréme 5.10.5 dans [Ter03]) Soient deur TRS
algébriques o gauche confluents (Ter(Xq1,X),R1) et (Ter(Xy, X),R2). Si R1 et Ry sont
linéaires a gauche et sl n’y pas de paire critique entre une regle de R1 et une régle de
Ro alors (Ter(Zq U X, X), R1R2) est confluent.

L’hypothése de linéarité & gauche ne peut étre éliminée.

Exemple 5.3.10 (Exemple 8.2.1 dans [Ohl02]|) Les deux régles non-linéaires sui-
vantes, issues du systéme — minus présenté en 3.1.11, induisent une relation confluente sur
Ter(zminus, X) :

minusxx +— 0 minus S(x) x —  S(0).
Par contre, si on ajoute un symbole Yg défini par la régle

Ys s  S(Ys),

alors on a
minus Ys Ys
minus S(Ys) Ys \O
S(0)

Ce systeme est un exemple de combinaison avec constructeurs partagés : les symboles
partagés entre les deux systémes ne sont que des constructeurs. Les combinaisons avec
constructeurs partagés sont un cas particulier de combinaisons hiérarchiques, dans les-
quelles les symboles partagés peuvent étre définis dans un des deux systémes dés lors
que toutes les définitions de symboles partagés se font dans le méme systéme. Voir la
section 8 de [Ohl02] pour plus de détails & ce sujet.

Une maniére simple de comprendre I'exemple 5.3.10%, est de voir Ys comme représen-
tant 1’« entier infini » oo, le terme minus Yg Yg représentant ’opération oo — oo qui n’est
pas définie. Essayons de voir comment Yg représente oo. Nous tentons une explication
intuitive utilisant la notion d’arbre de Béhm pour la réécriture développée en [KOV99|.
On se base sur la présentation de [Ter03].

Les arbres de Bohm de la définition 12.9.10 de [Ter03] sont paramétrés par une notion
de termes « indéfinis », qui ont tous pour arbre de Bohm 1’arbre minimal L. Dans notre
cas, l'identification des termes n’ayant pas de forme normale de téte convient.

'Nous la devons a Gilles Dowek.
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Définition 5.3.11 Une forme normale de téte pour un TRS R algébrique & gauche est
un terme t tel qu’il n’existe pas de régle 1 v—p v ni de substitution o telles que t = lo.

On applique la définition 12.9.10 de [Ter03] au systéme vy, en utilisant comme en-
semble de termes indéfinis I’ensemble des termes n’ayant pas de forme normale de téte
pour —y,. Cet ensemble est vide car tous les termes ont une forme ryg-normale de
téte. De ce fait, il suit de la définition 12.9.10 de |Ter03] que larbre de Bohm de Ys
est sa forme normale par réduction transfinie fortement continue, qui est unique par le
corollaire 12.8.15 de [Ter03]. A I'aide du théoréme 12.2.1 de [Ter03], on peut représenter
cette forme normale par I'arbre infini suivant :

S
|
S
|

Notre intuition est que Yg représente l'entier infini co, non pas seulement en étendant
la signature Xminus par une constante oo (ce qui aurait préservé la confluence par le
corollaire 5.3.3), mais, grace a la régle —vq, en étendant « sémantiquement » 1’algébre
de termes 7er(Zminus, X) avec des termes infinis.

C’est une manifestation du fait que bien que la confluence soit préservée par extension
de la signature (corollaire 5.3.7), elle n’est en général pas préservée par extension de
I’algebre (par exemple par des éléments infinis).

110



Chapitre 6

Réécriture combinée au lambda-calcul

Nous présentons ici quelques résultats d’études systématiques sur la combinaison du
A-calcul et de la réécriture. Nous nous concentrons sur des propriétés liées a la confluence.

Aprés avoir vu comment 'exemple 5.3.10 s’instancie avec les points fixes définissables
dans le A-calcul, nous passons en revue les travaux de [Miil92, BTM87, BT88, BTGS9,
0Oka89, Dou92] sur la confluence de la combinaison du A-calcul et de la réécriture.

Ensuite, nous nous penchons briévement sur ’extensionnalité. Nous commencons par
un exemple dans lequel I'extensionnalité fait perdre la confluence d’un systéme de ré-
écriture, puis nous rappelons quelques travaux [DCK94, DCK96, Xi96]. De plus, nous
donnons une nouvelle preuve du fait que sur les termes algébriques, la conversion exten-
sionnelle est une extension conservative de la conversion de la réécriture algébriquement
typée dans le systéme F, résultat da a [BTG89, BTG94| pour le systéme F a la Church.
Notre preuve a 'avantage de ne pas utiliser de termes en forme normale 31-longue et de
fonctionner avec le systéme F a la Curry.

En particulier cela montre, que bien que possiblement non confluente, la combinaison
de la réécriture confluente et algébriquement typé au systéme F extensionnel engendre
une conversion consistante.

6.1 Confluence de la réécriture et du lambda-calcul

Comme montré par J.W. Klop dans sa thése [K1o80[, 'ajout d’un systéme de réécriture
confluent mais non-linéaire & gauche au A-calcul non typé peut résulter en un systéme
non confluent. Un exemple trés simple est présenté dans [BTM87]. Il peut étre vu comme
une variation sur l'exemple 5.3.10, dans laquelle le systéme r—yg est implanté par le
combinateur de point fixe Yg du A-calcul, présenté en 3.2.10.

Exemple 6.1.1 (Suite de ’exemple 5.3.10 — [BTMS87]) La relation — gminus 1’est
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pas confluente sur A(X) :

minus Ys Ys
minus S(Ys) Ys \ 0
S(0)

Nous renvoyons a la section 5.3.4 pour une tentative d’interprétation de cet exemple
a l'aide des arbres de Bohm de [KOV99]. Nous considérons deux moyens de s’en sortir :

— restreindre les régles de réécriture,

— restreindre la 3-réduction.

6.1.1 Combinaisons non typées

Si on se restreint aux régles de réécriture dont les membres gauches sont linéaires, on
prive la réécriture de moyen de tester I’égalité des éléments arbitraires de 1'algebre. C’est
suffisant pour obtenir la préservation de la confluence.

La linéarité a gauche permet d’obtenir la propriété suivante, simple mais fondamentale.
Rappelons que or>p 0’ si et seulement si Dom(o) = Dom(o’) et o(x)>pg 0’(x) pour tout
x € Dom(o) (c’est une instance de la définition 1.3.12). Rappelons aussi que >g est une
relation réflexive.

Proposition 6.1.2 Soit t un terme algébrique et linéaire et o une substitution telle que
to>pgu. Alors u=to’ avec o>p 0’ et o(x) = 0’(x) pour tout x ¢ FV(t).

PREUVE. Par induction sur t.

t =x € X. Dans ce cas, to = o(x). Donc si 0’ est telle que ¢/(x) = u et o’(y) = o(y)
pour tout y # x, alors on a bien u = to’ avec 0 >g 0’ et o(y) = o’(y) pour tout
y ¢ FV(1).

t =tyt2. Comme t est algébrique, t10 ty0 n’est pas un f3-rédex, donc u = ujuy avec
tio>pug et tro>pun.
Par hypothése d’induction, on a donc deux substitutions o] et o} telles que pour
tout i € {1,2} on ait o >p of, uy = ti0}, et of(x) = o(x) pour tout x ¢ FV(t;).
Comme t est linéaire, I'intersection de FV(t1) et de FV(t2) est vide, donc avec
0/ =qef 07 W 05, on a u = wjuy; = t10’ t0’ =to’, o>p 0’ et o(y) = o’(y) pour
tout y ¢ FV(t).

t=f(ty,...,tn). Similaire. O

Lemme 6.1.3 ([Miil92]) Soit R un systéme de réécriture linéaire a gauche et algébrique
a gauche. Pour tout t,u,v € A(X), st u<lgt —x Vv alors il existe un terme w tel que
u—p w<gv.
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PREUVE. On raisonne par induction sur t. Si t les deux réductions t >gu et t —g v
sont dans des sous-termes stricts de t, alors on conclut par hypothése d’induction. Sinon,
par le lemme 3.2.6 il y a deux possibilités :

(i) testun R-rédex lo, avecv =ro et 1 —g 1. Alors, comme 1 est linéaire et algébrique,
par la proposition 6.1.2, il existe ¢’ telle que u = lo’ et o>p 0’, et il s’en suit que
ro >p ro’ par le lemme 2.3.6. On a u —g 10’ <g 70, donc W =gef 70’ convient.

(ii) t est un PB-rédex (Ax.ty)tz, avec v = (Ax.vi)va et u = ujfuy/xl, ou (t1,t2) —r
(v1,v2) et ti >p u; pour tout i € {1,2}.
Par hypothése d’induction, il existe wy et wy tels que u; —% wy <g vi pour tout
i € {1,2}. On en conclut que uifuy/x] —% wilwz/x] par le lemme 2.3.1, et que
(Ax.v1)vo>gwiwy/x] en utilisant la régle (>f) ; donc w=qefw1[wy/x] convient. [

On en déduit facilement que la confluence est préservée.

Théoréme 6.1.4 (Confluence de —pr — [Miil92]) Soit un TRS R algébrique
gauche et linéaire a gauche sur une signature . Si —x est confluent sur A(X), alors
—pRr est confluent sur A(X).

PREUVE. Du lemme 6.1.3 suit la commutation de —x et >pg par le lemme 2.1.15. On
obtient ainsi la commutation de —x et —p grace au lemme 5.1.12, et on en déduit la
confluence de —xp par lemme de Hindley-Rosen (théoréme 2.1.14). O

Remarque 6.1.5 En combinant le théoréme 6.1.4 avec le théoréme 5.1.4, on obtient
que si R est un TRS sur A(X) algébrique & gauche et orthogonal, alors —pggr est confluent
sur A(XZ).

Nous avons vu a l'exemple 5.1.5 que le systéme —ec (présenté a 'exemple 3.1.17.(ii))
est orthogonal et algébrique & gauche. Il s’en suit que —grec est confluente sur A(L).

Remarque 6.1.6

— En réalité, dans [Miil92], Miiller ne prouve pas exactement la propriété exprimée
dans le lemme 6.1.3. 1l n’utilise pas la relation t>g de Tait et Martin-Lof, mais la
cloture parallele de — p, que nous avons notée — g a I'exemple 5.1.7. Contrairement
a >p, cette relation ne satisfait pas la propriété du diamant.

Nous présentons le lemme 6.1.3 avec I>g car nous utilisons la propriété du diamant
de >p en 7.2.1 pour I'extension du théoréme 6.1.4 a la réécriture (-conditionnelle
(théoréme 7.2.9).

— Le théoréme 6.1.4 est subsumé par les résultats de [OR94]. Ces résultats concernent
une forme trés générale de réécriture, et leur adaptation au raisonnement « strati-
fié » de la réécriture conditionnelle n’est pas claire.

6.1.2 Combinaisons typées

L’autre facon de faire est de limiter le A-calcul. Un des moyens les plus naturels est de
se restreindre a une discipline de typage.

113



Chapitre 6 Réécriture combinée au lambda-calcul

Pour les systémes présentés jusqu’a maintenant, la combinaison se passe plutdt bien.
En fait, 'interaction entre les deux systémes est plutdt faible, comme le suggére le résultat
suivant.

Rappelons que d’aprés la remarque 3.6.6, Ter(X, X') est isomorphe en tant que X-
algebre libre sur X' aux termes algébriquement typés de Ay, (Bo, Lo, T), et que d’aprés la
définition 3.6.10, 7er(X, X) F t = u signifie que t = u sur les termes algébriquement
typés de Ay (Bo, Lo, T).

Théoréme 6.1.7 (Extenstion conservative — [BTMS87]) Soit R un TRS algébrique
algébriguement typé dans A2(Bo, Xo). Pour tout t,u algébriguement typés on a

A2(Bo,Lo) Ft=pru si et seulement si Ter(L, X)Ft=rpu.

Avec des systémes algébriquement typés, la réécriture peut étre projetée sur les formes
3-normales bien typées. On peut alors se passer de la condition de linéarité gauche. Les
premiers résultats dans cette direction ont été obtenus pour le A-calcul simplement typé
par [BT88]. Ils ont été étendus au systéme F explicite dans [BTG89).

Lemme 6.1.8 (|[BT88, BTG89]) Soitty € {=,2,2A}, R un TRS algébriquement typé
dans Ayy(Bo, o) et t un terme bien typé de Ayy(Bo, Zo). Si t = u alors pnf(t) =%
Bnf(u).

On en déduit facilement que t —pr U implique Bnf(t) —% Pnf(u).

Théoréme 6.1.9 (|[BT88, BTG89]) Soitty € {=,2,2A} et R un TRS algébriquement
typé dans Ayy(Bo, Lo). Si —r est confluent sur A(L), alors —grp est confluent sur les
terme typés de Ay (Bo, o).

Remarque 6.1.10 (Curryfication) Notons que les résultats 6.1.7, 6.1.8 et 6.1.9 s’ap-
pliquent a des systémes curryfiés, voir 'exemple 3.1.13 et le chapitre 8.

Comme les termes curryfiés algébriquement typés sur (Xo, T) sont des X -algébres libres
(voir remarque 3.6.6), les travaux [BT88, BTG89| contiennent implicitement la préser-
vation de la confluence par curryfication typée.

Quelques mots sur la normalisation forte. Les résultats présentés jusqu’ici ne per-
mettent pas de prendre en compte les systémes qui sont & la fois non-linéaires & gauche
et non-algébriques a droite. Mais lorsqu’on sait prouver la normalisation forte de —pg,
on peut utiliser le lemme de Newman (lemme 2.1.9), et obtenir la confluence de —pg a
partir de sa confluence locale.

Le « schéma général » de Jouannaud et Okada [JO91] est une condition suffisante pour
la normalisation forte (typée) de —gr pour les systémes d’ordre supérieur. Etendu au A-
cube dans [BFGI7] (via un passage par les types intersection [BF96|), puis dans [Bla05b],
il donne, pour les systémes applicatifs & gauche vérifiant les conditions du théoréme 8.5
de [BFG97], une condition suffisante pour la confluence de —pr dans le A-cube.

D’autre part, notons que pour les systémes algébriquement typés, le théoréme 6.1.9
s’étend & la normalisation forte. Nous revenons sur ce résultat & la section 9.4.
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6.1.3 Importance de |'arité

Daniel Dougherty a remarqué dans [Dou92|, pour les systémes de réécriture algébri-
quement typés dans le systéme F (voir définition 3.6.7), que le role du typage dans le
théoréme 6.1.9 est essentiellement d’assurer la normalisation de —g et la projection des
dérivations de réécriture sur les termes (-normaux. Ces deux propriétés peuvent étre
obtenues par des conditions plus faibles que le typage. Pour ce faire, Dougherty introduit
une restriction d’arité aux applications des symboles de fonction.

Rappelons que d’aprés la définition 3.1.7, les termes algébriques sur X sont donnés par
la grammaire suivante :

t = X | f(t],...,tn)tn+] ...tn+m
onxe X, feletm>0.

Définition 6.1.11 (TRS avec arité applicative) Un terme algébrique t € A(X)
respecte a: X — N si, récursivement,
— t=x¢e X, ou

—t = f(t1,..., to)tnget .. thpm avee m < a(f) et ty respecte a pour tout i €
{1,...,n+m}.
Un TRS R algébrique a gauche sur A(XZ) respecte a : & — N si pour toute regle L —p 1,
1 et r respectent a et 1L =1f(ty,...,ta)tni1 ... tham avec a(f) =m.

Proposition 6.1.12 Soit t un terme algébrique et o une substitution. Si t respecte a
et o(x) respecte a pour tout x € Dom(c), alors to respecte a.

On dit aussi que les TRS respectant une arité a : ¥ — N sont « compatibles » avec
a. Les TRS avec arité empéchent les régles effondrantes (définies en 3.1.16) de créer des
[3-rédexes lorsqu’elles sont appliquées & des termes algébriques respectant cette arité.

Dougherty utilise des ensembles de termes fortement [-normalisants qui respectent
une arité a compatible avec un systéme de réécriture R. Ces ensembles de termes sont
dits « (R, a)-stables ».

Définition 6.1.13 ((R, a)-stabilité) Etant donné un TRS R, un ensemble de termes
R C SN est (R, a)-stable si

— pour tout t € R, si t —pgr u alors u € R,

— pour tout t € R, si u est un sous-terme de t alors u € R,

— pour tout terme f(tq,..., th)tne1 ... tham € R, on a m < a(f).
Un terme est (R, a)-stable s’il appartient ¢ un ensemble (R, a)-stable.

Lorsque le contexte le permet, nous parlons de « R-stabilité », ou méme « stabilité »
au lieu de « (R, a)-stabilité ».

Exemple 6.1.14 La régle id x — x définissant la fonction id implique que a(id) = 1.
De ce fait, le terme id 1d y n’est pas stable. C’est un terme [3-normal qui se réduit vers
le B-rédex 1d y. Il est alors facile de construire un terme non stable qui met en défaut la
préservation de la confluence. Ainsi, le terme minus (id ws ws) (id ws ws) est B-normal
mais se +—g-réduit vers minus Ys Ys. Comme vu & I'exemple 6.1.1, la relation — gminus
n’est pas confluente a partir de ce terme.
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Remarque 6.1.15 Le terme (id id) id n’est pas stable. Ainsi, comme le remarque Dou-
gherty dans [Dou92|, la condition de stabilité prend bien en compte la réécriture algé-
brique, mais une adaptation est nécessaire pour prendre en compte la réécriture poly-
morphe.

Dans [Dou92|, Dougherty prouve la préservation de la confluence sur les termes cur-
ryfiés, c¢’est-a-dire dans lesquels tous les symboles ont une arité algébrique nulle : Z; = ()
pour tout 1 > 0, donc X = L.

En fait, le plus important avec les termes stables est d’obtenir un analogue au lem-
me 6.1.8, c’est-a-dire d’obtenir la projection des dérivations de réécriture sur les formes
B-normales. C’est le lemme 6.1.16, qui est implicite dans la preuve du théoréme 4.7.
de [Dou92|. On le montre par induction sur —p (c’est une relation bien fondée dans les
ensembles stables). Nous étendons ce résultat au cas de la réécriture conditionnelle et
aux termes faiblement -normalisants en 7.1.2 et 7.2.2.

Lemme 6.1.16 Soit R est un TRS algébrique sur A(L) qui respecte a : ¥ — N. Si t
est (R, a)-stable et t =g w alors Bnf(t) =% Pnflu).

On en déduit aisément la préservation de la confluence sur les termes stables.

Théoréme 6.1.17 ([Dou92]) Si R est un TRS algébrique confluent sur A(L) qui res-
pecte a, alors —gr est confluent sur tout ensemble (R, a)-stable.

Dougherty montre aussi que la confluence est préservée par curryfication vers les en-
sembles stables. De plus, le théoréme 6.1.17 est étendu au cas de la normalisation forte.

6.2 Consistance de la réécriture algébrique extensionnelle

Etant donné un systéme de réécriture R algébrique a gauche et confluent sur A(Zg),
il est bien connu que la relation —yr peut ne pas étre confluente.

Exemple 6.2.1 Avec la fonction id définie en 3.1.5 on a la paire critique injoignable
suivante :
Ax.id x
id Ax.x

La relation —yr n’est donc pas confluente.

Cependant, on peut remarquer que les termes Ax.x et id de 'exemple 6.2.1 sont ex-
tensionnellement égaux par BR-conversion : pour tout t, on a (Ax.x)t =g id t (donc
AX.X =Rgxr id au sens de 3.5.3). Si — g est confluente, cela veut dire que la paire critique
de 'exemple 6.2.1, bien qu’injoignable, ne fait peut-étre pas pour autant s’effondrer la
relation =gnR.

On peut alors se demander ce que 1'on rajoute vraiment lorsqu’on considére =gy, et
en particulier si la consistance de =g implique la consistance de =gnr. Ce résultat est
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montré dans [BT88] (resp. [BTG89, BTG94]) pour les termes typés de A (B, Lo) (resp.
de A2(B, Xp)), en passant par des termes en forme normale fn-longue. Nous donnons une
preuve simple de ce résultat a la section 6.2.2.

6.2.1 Confluence de la réécriture avec |'éta-expansion typée

On peut aborder la question de maniére algorithmique, et essayer d’engendrer la
congruence =pgnr en ajoutant a —pgr une régle de réécriture, tout en conservant une
relation de réécriture confluente. C’est 'approche de [DCK94, Xi96|, ou est définie une
régle d'm-expansion, dont I'ajout & —gr préserve la confluence et la normalisation forte,
sur les termes typés, lorsque les régles de réécriture sont typables algébriquement et
linéaires & gauche.

La regle utilisée pour I'n-expansion est conditionnée par le type des termes, qui doit
donc étre unique. On se place donc dans des systémes a la Church pour lesquels on utilise
le lemme 3.3.20. La régle d'n-expansion conditionnelle est la suivante :

t g Axdtx si t:U=T et xeXy\FV(t) et t#Ay.u.

Remarque 6.2.2 La régle n™ n’est pas confluente sur les termes non quotientés par
x-conversion : si x,y € Xy \ FV(t), alors

Ay.ty et b o Ax.tx .

Mais comme pour tout y,x € Xy \ FV(t) on a Ay.ty =4 Ax.tx, elle est confluente sur
ASMB, Lo).

Le résultat suivant a été montré dans [DCK94, DCK96| pour ?\th(B, o) puis étendu
a AS™(B, Zo) dans [Xi96].

Théoréme 6.2.3 ([DCK94, Xi96]) Soit ty € {x,2} et R est un TRS algébriquement
typé dans 7\%‘(3,20) et linéaire o gauche. Si —g est confluente sur /\fS(B,ZO), alors
—pntRr est confluente sur /\%‘(l’)’, o).

Comme =+ et =, coincident (pour Acxh(B, Ly), c’est le théoréme 2.9 dans [DCK96)),
on déduit facilement la consistance de =gyr & partir de la confluence de R.

Corollaire 6.2.4 Soitty € {x,2} et R est un TRS algébriqguement typé dans 7\%}(8, o)
et linéaire o gauche. Si —g est confluente sur /\%]}(B,Zo), alors =pyr est consistante
sur /\%‘(B, o).

Notons que le corollaire 6.2.4 ne s’applique (directement) qu’aux systémes a la Church.

6.2.2 Consistance de la réécriture avec éta-conversion

Dans cette section, nous donnons une nouvelle preuve du fait que la relation =gnr
est consistante sur les termes typé dans le systéme F, dés lors que R est un systéme de
réécriture algébriquement typé tel que =g est consistante.
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Chapitre 6 Réécriture combinée au lambda-calcul

En comparaison de [BTG89, BTG94| notre approche a I'avantage de ne pas nécessiter
de connaitre le type des variables sous les abstractions : on peut se placer dans le cadre
du A-calcul typé a la Curry. Il nous semble de plus qu’elle est plus simple, dans la mesure
ol nous n’avons pas besoin de la notion de forme normale n-longue.

Nous ne définissons pas de relation confluente simulant 1'n-réduction. La propriété
principale est le lemme 6.2.5, qui repose sur un raisonnement équationnel suggéré par
I’exemple 6.2.1. Une conséquence importante de ce lemme est une preuve syntaxique de
I’extension du théoréme 6.1.7 a la Pn-conversion.

Nous ne prouvons le lemme 6.2.5 que pour Ay(B, Xp). La preuve semble s’étendre sans
difficulté au cas de Ay (B, Zo) pour ty € {x, x2, x2A, 2A}.

Lemme 6.2.5 Soit (Ly,T) une signature algébrique sur 72(B) et R un TRS algébri-
quement typé dans Ay(B, Lo, T). Soient t,u € Ay(Xy) deux termes p-normauz tels qu’il
existe I' a valeurs dans B et B € B tels queT=t:BetTHu:B. SiAy(B,Lo) Ft=pgqr u
est vrai dans [I' = B] alors pnf(t) =g pnf(u).

PREUVE. On raisonne par induction sur la longueur de t HEnR u. Le cas de base t =
u est trivial. Sinon, il existe v € [I'+ B] tel que t «<gyr Vv &hnr W Par hypothese
d’induction on a Bnf(v) <% pnf(u).
— Sit & v alors fnf(t) = pnf(v), donc Bnf(t) % Pnf(u).
— Si t &4 v, alors on a Bnf(t) [ g, Pnf(u) par le théoréme 3.5.4, d’ott Pnf(t) [,
Anf(u) par le lemme 3.5.5.
D’autre part, pnf(t), nf(u) € [I' - B] par le lemme 3.6.9. Or, la proposition 3.6.4
dit qu’un terme B-normal dans [I" F B] est algébrique, ce qui veut dire que pnf(t)
et pnf(u) sont n-normaux, donc Bnf(t) = pnf(u).
On en déduit que Bnf(t) = pnf(v) 5 Pnf(u).
— Sit &3 v, alors par le lemme 6.1.8, on a Bnf(t) <% pnf(v) &% Bnf(u). O

Théoréme 6.2.6 (Extension conservative) Soit (Lo, T) une signature algébrique sur
T(B) et R un TRS algébriquement typé dans Ay(B, Lo, T). Pour tout t,u algébriquement
typés on a

A(B, o) Ft=pnru si et seulement si Ter(Lo, X)Ft= u.

Rappelons que par la définition 3.6.10, Ter(Xy, X') F t = u implique que t = u soit
vrai dans [I" - B] pour un B € B et un contexte I" & valeurs dans B.

Remarque 6.2.7 En particulier, la consistance de =g sur Ter(Ly, X) implique la
consistance de =gnr sur les termes bien typés de A2(B, Zo).
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Chapitre 7

Réécriture conditionnelle combinée au
lambda-calcul

Dans ce chapitre, nous étendons & la réécriture conditionnelle des résultats de préser-
vation de la confluence présentés a la section 6.1.

Etant donné un systéme conditionnel R, nous considérons deux facons de combiner la
réécriture a la 3-réduction :

— La plus simple est la relation —ggi. C’est l'union la réécriture conditionnelle
par joignabilité et de la P-réduction; on n’utilise pas —p dans I'évaluation des
conditions.

— La plus intéressante est probablement — gz gjo. C'est I'union de la réécriture
conditionnelle par (-joignabilité et de la PB-réduction; les conditions des régles
peuvent étre évaluées en utilisant —g.

Notre but est d’obtenir des conditions suffisantes permettant d’assurer la confluence
de —pr(pye a partir de la confluence de —xj. Cependant, mis a part pour les sys-
témes orthonormauz présentés et étudiés en 7.2.3, nous ne savons pas comment déduire
la confluence de —BR(B)O de celle de —yjo sans utiliser la confluence de — BRI - Nos
résultats sont donc répartis en deux catégories :

— ceux concernant la confluence de — grjo, présentés en 7.1;

— ceux concernant la confluence de — gz g0, présentés en 7.2.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont été publiés dans [BKRO6|.

7.1 Confluence de la béta-réduction avec la réécriture
conditionnelle

Le contre exemple 6.1.1 de Breazu-Tannen et Meyer [BTM87| peut étre trés facilement
adapté aux systémes conditionnels linéaires a gauche.

Exemple 7.1.1 Considérons le systéme conditionnel
Xx=yYy DO minusxy — 0 x=S(y) D minusxy ~ S(0).

Ce systéme est linéaire a4 gauche, mais les conditions de ses régles testent 1’égalité de
termes ouverts. La relation de réécriture conditionnelle par joignabilité qui en est issue
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forme, avec — g, le pic injoignable suivant :

minus Ys Ys (Ys | Ys)
(S(Ys) | S(Ys))  minusS(Ys) Y \o
S(0)

Comme a la section 6.1, on considére deux moyens de s’en sortir : restreindre les régles
de réécriture ou restreindre la -réduction.

7.1.1 Systémes linéaires a gauche et semi-clos

L’important avec la condition de linéarité gauche est qu’elle interdit & la réécriture
de comparer des termes arbitraires, ce qui empéche en particulier les comparaisons de
termes « infinis », comme Ys. Nous introduisons une condition, appelée « semi-cléture »
qui interdit aux systémes conditionnels de tester I’égalité de termes arbitraires dans leurs
conditions.

Définition 7.1.2 (Systémes conditionnels semi-clos) Un systéme conditionnel R
est semi-clos st pour toute régle

di =c1 AN ... ANdn=cn D1l g 1,
le terme cy est applicatif et clos pour tout i € {1,...,n}.

Dans une régle semi-close d=¢c>1m T, il serait sirement intéressant, en pratique,
de normaliser C a priori, et ainsi d’obtenir un systéme normal, au sens de 4.1.8.

Etant donné un systéme semi-clos et linéaire & gauche, on montre que la confluence
de —pr suit de la confluence de —x. Le lemme principal est I'extension a la réécri-
ture conditionnelle de la commutation de <g et de —x, c’est a dire du lemme 6.1.3.
Comme d’habitude avec la réécriture conditionnelle, on raisonne par induction sur la
stratification.

Lemme 7.1.3 SiR est un systéme conditionnel semi-clos, linéaire & gauche et applicatif
a droite, alors — 5 commute avec >pg pour tout 1 € N. En image :

1

jo
Ri

- - @@ S
*

>p | * *\>f5
x v

FEP S

jo
Ri

Remarquons que —x est issue du systéme algébrique & gauche et applicatif & droite
{(,r)|d=c> 1~ r € R} au sens de la définition 3.1.9.
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PREUVE. On raisonne par induction sur i € N. Le cas de base 1 = 0 est trivial. Soit i > 0

et supposons que —j commute avec —g. On montre que —pio commute avec —g.
i i+1
On commence par montrer que pour tout t,u,v € A(X), si u<gt =550 v alors il
i1
existe un terme w tel que u —>;‘sz ] w <g V. En image :
it

B
>p >p (71)

« Y

U o ¥

it+1

On raisonne exactement comme au lemme 6.1.3. La seule différence est lorsque t est le

— o -rédex contracté dans le pas t — 5 Vv (cela correspond au cas (i) de la preuve
i1 i1

du lemme 6.1.3).

Dans ce cas, il existe une régle d=¢>1— 1€ R et une substitution o telle que
t = lo, v = ro, ainsi que des termes V tels que do H;zi" Vv <_;zi° co. Comme R est
semi-clos, les termes C sont clos et applicatifs, donc Co = ¢ et selon la proposition 3.1.10,
les termes V sont applicatifs car R est applicatif & droite.

De méme qu’en 6.1.3.(i), comme | est linéaire et algébrique, on déduit de la proposi-
tion 6.1.2 qu'il existe une substitution o’ telle que o >p 0’ et u=1o’. Il s’en suit par le
lemme 2.3.6 que ro >g 1o’ et do >g do’, soit do =% do’ par le lemme 5.1.12.

!/

Pour conclure que le terme w =q¢¢ 70’ convient, il reste & montrer que lo’ i TO,
i+1
3

RP
* *
RP R
donc en forme B-normale. On a donc do’ Lzw €, et on en déduit que lo” — 5 10"

i i+1
commute avec —g en appliquant le lemme 2.1.15 a (7.1). O

c’est-a-dire que do’ Lo C. Or, on a do’ <—E do —* ., V, donc par hypotheése il existe W
1

tels que do’ —* ., W HE V. Il s’en suit que do’ — V, les termes V étant applicatifs

On en déduit que — 5o
it+1

On peut alors appliquer le lemme de Hindley-Rosen & —xj et — g, et ainsi obtenir la
confluence de — grio-

Théoréme 7.1.4 (Confluence de —ggio) Soit R un systeme conditionnel semi-clos,
linéaire a gauche et applicatif a droite. Si —pi est confluent sur A(L), alors —pggi est
confluent sur A(L).

PREUVE. Le lemme 7.1.3 implique la commutation de —grj avec —g et comme —pio et
—p sont confluentes, on en déduit la confluence de —xp par lemme de Hindley-Rosen
(théoréeme 2.1.14). O

Comparaison avec le théoréme 6.1.4 — [Miil92]. Le résultat original de Miiller n’est
énoncé que pour les systémes algébriques, mais la preuve s’étend sans problémes aux
systémes avec membres droits non-algébriques. C’est d’ailleurs sous cette forme que nous
présentons le théoréme 6.1.4.
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Cependant, pour la réécriture conditionnelle, nous nous limitons aux systémes appli-
catifs & droite, ce qui permet par la proposition 3.1.10 d’avoir la préservation des terme
applicatifs par réécriture. C’est nécessaire avec la réécriture conditionnelle, car sinon le
lemme 7.1.3 peut étre mis en défaut.

Exemple 7.1.5 Considérons le systéme :
h — Ax.x x =haD>gx — a.

On a les réductions
ga g gl((MAxx)a) —ro a,

mais g a est une forme —pj -normale car (Ax.x)a est une forme —pj -normale.

Pour pouvoir utiliser des membres droits arbitraires, il faut donc restreindre les condi-
tions. Ainsi, on se place dans le cas de la réécriture normale.

Théoréme 7.1.6 (Extension de [Miil92]) Soit R un systéme conditionnel semi-clos
et linéaire a gauche tel que —pjo soit une relation de réécriture conditionnelle normale.
Si — i est confluent sur A(L), alors —pggie est confluent sur A(L).

PREUVE. Comme pour le théoréme 7.1.4. [’équivalent du lemme 7.1.3 se prouve sans
difficulté. La seule différence est la suivante. Supposons que —io commute avec —g et

que, pour une réegle d=¢o1l R T et une substitution o on ait lo’ < lo — TO.

RE,
Comme —xj est normale, on a do %%jo C, et par hypothése d’induction il existe ¢’ tels
i
;@0 c’ B C. Or, comme R est semi-clos, les termes de € sont algébriques donc
i
B-normaux. On a donc do’ H;‘zjo ¢, d’ou lo’ HR@H
-i' 1

que do’ —

ro’. O

7.1.2 Confluence sur les termes faiblement normalisants

Nous nous intéressons maintenant aux systémes qui ne satisfont pas les conditions de
linéarité gauche et de semi-cléture.

Le résultat principal de cette section, le théoréme 7.1.16, s’inscrit dans la lignée des
travaux de Dougherty [Dou92|, et plus précisément du théoréme 6.1.17. On veut obtenir
une propriété similaire & celle énoncée au lemme 6.1.16, c¢’est-a-dire :

t L u
Y Y
pnf(t) P > pBnf(u)

Outre 'adaptation & la réécriture conditionnelle, notre apport principal est un affaiblisse-
ment notable des hypothéses du théoréme : au lieu de manipuler uniquement des termes
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fortement (-normalisants qui respectent une arité compatible avec le systéme de réécri-
ture, nous travaillons avec des termes faiblement (-normalisants, dont seules les formes
[3-normales sont supposées respecter 'arité du systéme de réécriture.

Comme remarqué a ’exemple 7.1.1, les combinateurs de point fixe du A-calcul mettent
en défaut la commutation de —pg avec —gj lorsque que les régles utilisent des tests
d’égalité entre des termes ouverts. Lorsque 1'on se restreint aux termes faiblement f(3-
normalisants, on peut projeter la réécriture sur les formes [3-normales, et ainsi éliminer
les points fixes dés lors qu’ils ne sont pas utiles & la réduction.

Pour cela, on utilise les propriétés suivantes.

— Tout d’abord, les formes f-normales doivent étre stables par réécriture. On sup-
pose donc que les membres droits sont algébriques et on ne considére que des
termes et des régles qui respectent une fonction d’arité applicative a: £ — N (voir
deéfinition 6.1.11).

On suppose de plus que les conditions sont algébriques. Ainsi, étant données une
régle d = @ O 1 g 1 et deux substitutions o, 0’ telles que o’ = pnf(o), on a
pnf(lo) = lo’, pnf(ro) = ro’, fnf(do) = do’ et pnf(co) = Co’.

— Ensuite, on a besoin de -réductions normalisantes qui commutent avec la réécri-
ture. Pour cela on utilise la (-réduction normale, qui donne la forme (3-normale
d’un terme lorsqu’elle existe (théoréme 3.2.9).

Commencons par étendre la notion de TRS avec arité applicative & la réécriture condi-

tionnelle.

Définition 7.1.7 (Systéme conditionnel avec arité applicative) Soit a : £ — N.
On dit d’une régle conditionnelle d =C D1,
— qu’elle respecte faiblement a si | et v respectent a et si

L="f(ty,...,t)tnet - - tagm avec m=a(f),

— qu’elle respecte a si elle respecte faiblement a et si les termes de 5,5 respectent a.
Un systéme conditionnel R respecte (faiblement) a si toutes ses régles respectent (faible-
ment) a.

Comme vu en 6.1.14, en présence de régles effondrantes, les termes ne respectant
pas d’arité applicative compatible avec les régles de réécriture peuvent faire perdre la
confluence.

Cependant, nous ne nous limitons pas aux termes stables. Si un terme a une forme 3-
normale sans étre fortement (-normalisant, alors la 3-réduction normale n’évalue jamais
ses sous-termes non normalisants. De ce fait, ils peuvent ne pas étre stables sans pour
autant empécher la projection de la réécriture sur les formes 3-normales.

Définition 7.1.8 Soit a: X — N. On désigne par AN Uensemble des termes de WN g
dont la forme (-normale respecte a.

Par le théoréme 3.2.9, la réduction normale —, est bien fondée sur AN,. Dans notre
preuve nous utilisons cette propriété de maniére indirecte. En effet, nous avons besoin
d’une induction sur —,, mais aussi de pouvoir accéder aux sous-termes. Ceci est formalisé

n,
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dans la relation >, définie en 7.1.9, qui conjugue B-réduction de téte et accessibilité des
sous-termes. La bonne fondaison de = sur AN, prouvée au lemme 7.1.11, repose sur
la bonne fondaison de —, sur AN.
L’autre point clef de la preuve est le fait que les B-réductions de téte commutent bien
avec la réécriture algébrique a gauche (lemme 7.1.14), voir par exemple [BFG97].
Rappelons que par le lemme 3.2.6, tout A-terme est, récursivement, sous une des trois
formes suivantes :

AX7 .o X (A Uty Lty (a)
AXT.o. Xpxty.ty (b)
AX7 .. .xp.f(h, v tn) thar -t (c)

oun,mp=>0,xe Xetfe X, Nous définissons une relation sur A(X) qui utilise cette
notation des A-termes ainsi que la relation sous-terme sur les A-termes définie en 1.2.20.
Comme noté en 1.2.21, cette relation ne préserve pas les classes d’a-équivalence.

Rappelons que si t € L(X) alors [t] est la classe d’a-équivalence de t et que par
convention, on désigne [x] par x. Tout t € A(Z) peut donc étre écrit sous la forme t = [t']
avec t' € L(Z). De plus, sur A(Z), les abstractions sont représentées par les fonctions
Ax. :A(X) = A(Z) définies en 1.2.12 comme suit :

Ax.[t1] = {Ayuq | uly & z] =« t1[x — z] pour tout z € X sauf un nombre fini} .
Définition 7.1.9 On dénote par =y la plus petite relation sur A(X) telle que

Axy.cxp AN [ ft] Tt s Axgoxp [ u] /X[ L Tte] (a)

Axy.ooxpx [l [t =0 (] (b)
Ax1.. -Xp-f([tl]y ceey [tn]) [tn—H] e [thrm] ~h [tj] (C)
oun,m,p>0,xe X, feX,,ie{l,....n},etjel{l,...,n+m}.

Remarque 7.1.10 Soient tq,...,th,uq,...,un € L(X) eti €{1,...,n}. On peut avoir
AXq .. XpXtiooth =« Ayt.. Yp Y Ug...Up avec u  Fo ot

Comme
AX7.oxpx [t] L [t

[ti] [uy]

il s’en suit que =y peut ne pas respecter les classes d’«-équivalence. Le probléme est le
méme que celui évoqué en 1.2.15. Par exemple, on a

X =<n Mxx] =n y.

L’important est que la relation >y, soit bien fondée sur ANG.
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Lemme 7.1.11 Sit >nu et t € WA alors uw € WNg. De plus, = est bien fondée
sur WNg.

PREUVE. Pour le premier point, on raisonne par cas sur t, en utilisant le lemme 3.2.6.
t = AX.(Ax.[V])[WI[t1] ... [tn]. Dans ce cas, on a t —» u, d’od u € WNg par le théo-
réeme 3.2.9.
t=AX.x [t1]...[tn]. Dans ce cas, il existe AX.y uj € un € L(X) et i €{1,...,n} tels que
u = [ui] avec
Ayur...un =4 AXXt7...tn

Donc t =Ay.y [ug] ... [un] et [ug € WNg car t € WA .

t=1([tq],..., [tn]) tn+1 . [tnaml. Idem.

Montrons maintenant la bonne fondaison de >=p sur WA/ g. Etant donné t € WA B>
on écrit n(t) pour désigner le nombre de pas dans la réduction normale issue de t. On
montre, en utilisant le lemme 3.2.6, que t > w implique (n(t), [t]) >ex (N(W), u|) pour
tout t € WA 3.

t=AX.(AW)w t7...tn. Dans ce cas t =, u donc n(t) > n(u).
t=AX.xt7...tnh. Dans ce cas on a n(t) > n(u) et [t| > |ul.
t=AMA(ty, ..., th) that ... tym. Idem. O

Notre preuve préservation de la confluence repose sur une notion de réécriture paralléle
emboitée pour la réécriture conditionnelle, inspirée de la relation utilisée dans [Dou92|.
C’est une réduction a la Tait et Martin-Lof : de la méme maniére que >p, elle permet
de réduire en un pas des rédexes emboités les uns dans les autres. Notons que ce n’est
pas la réduction paralléle utilisée dans le lemme 5.1.3.

Nous définissons les parallélisations emboitées de maniére générale pour la réécriture
X-R-conditionnelle. Cela facilite grandement ’extension des résultats de cette section a la
réécriture -conditionnelle, que nous traitons en 7.2.2. Les propriétés énoncées en 7.1.13 et
en 7.1.14 sont valables pour toutes les parallélisations emboitées de relations de réécriture
X-R-conditionnelle sur A(X).

Définition 7.1.12 (Parallélisation emboitée) Soit R un systéme conditionnel sur
A(Z), —r une relation de réécriture sur A(X) et X € {se,jo,o0}. Pour toutie{l,...,n},
on dénote par D> R(R)X la cloture paralléle de la plus petite relation sur A(X) vérifiant la
regle suivante :

d=¢olmgr lo =z R TO 0 >R (ryx O
(>R) (R){

10 DR(R)X TG

La relation I>5 gyx est la parallélisation emboitée de la relation de réécriture R-condition-
nelle =g ryx-

Rappelons que, dans le cas de la réécriture par joignabilité, lo — T0 provient de

RR
do Lrrype 0. De plus, 0> (g)x 0 dit que 0 et 6 on méme domaine et que 0(x)>z g)x 0(x)

pour tout x € Dom(o). Les parallélisations emboitées ont des propriétés intéressantes :
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Proposition 7.1.13 Pour tout i > 0, on a

(i) =r®x S Prrx S “Rrx

1

(i) [t DR RX U A v >R (R)X wl = v[t/x] >R (R)X wlu/x].
PREUVE.
(i) Par induction sur la définition de >R (RX-
(ii) On raisonne par induction sur v >R (R)X W-
(>Var). Danscecas,v=w=y € X. Siy = x alors v[t/x] = toprx U= wlu/x],
et sinon V[t/x] =y Brrx y = wht/x].
(>Abs), (>>App), (>Symb). Par hypothése d’induction.

(>R). Dans ce cas, il existe une régle d = ¢ DO 1lg T et deux substitutions o
et 0 telles que v = lo, w = 10, lo IR(RX TO €t 0 g gx 0. I s’en suit
que lo[t/x] SR(R)X ro[t/x], et, par hypothése d’induction, on a o[t/x] >R (R)X
O[u/x], d’ou loft/x] >R (R)X r0[u/x]. O

La propriété 7.1.13.(ii) est caractéristique des parallélisations emboitées. Elle ne serait
pas satisfaite par les clotures paralléles directes —|R(R)X AU sens de 2.3.5. Notons que
comme g g)x est réflexive,

t Drrx uw = VX Drex viw/xl.

La -réduction de téte commute en un pas avec la réécriture algébrique a gauche. Cela
a déja été remarqué dans [BFGI7| pour la réécriture non conditionnelle. Rappelons que
par la définition 4.1.1, les membres gauches des régles de réécriture conditionnelle sont
algébriques.

Lemme 7.1.14 Pour tout i > 0 et tout t,u,v € A(L), si u ¢y t >rRr)x v, alors il
existe w € A(XZ) tel que u >R (R)X W ¢ h V. En image,

DR(R]{(
t v
h ‘h
y
L e W
P> r(r)X

PREUVE. Supposons que U «—h AX.(AY.to)t1...tn Dgg)x v. Comme les régles ont des

membres droits algébriques qui ne sont pas des variables, on a v = AX.(Ay.vo)vi...vn
avec ti > (gx Vi pour tout i € {1,... ,}. D’autre part, u = AX.to[t1/ylt2...tn, et par
la proposition 7.1.13.(ii) on a

AX.tolt1/ylta. . . th DR(R){( AXvolvi/ylva...vn

en un pas. D’oll U >p g AXvolvi/xlva .. vy —p V. O
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Nous prouvons maintenant (7.2) sur les termes de AN, et pour la réécriture condi-
tionnelle algébrique et compatible avec une fonction d’arité applicative a.

Pour tout i € {1,...,n}, on utilise la parallélisation emboitée de — 50 notée > jo.
Lemme 7.1.15 Soit R un systéme conditionnel algébrique respectant a : £ — N. Pour
touti € N,

(teANa A tor wu) = (WeANa A Bnf(t) i, Bnflu) (7.3)
PREUVE. On raisonne par induction sur i € N. Le cas de base 1 = 0 est trivial. Supposons
que la propriété est vraie pour i > 0 et montrons-la pour i+ 1.

On commence par montrer que pour tout t € ANy, le diagramme suivant commute :

]:o
t R1.+1 u
B . P (7.4)
\ v
Brf(t) S > Bnf(u)
R

On raisonne par induction sur >y en utilisant le lemme 3.2.6.

t =AX.x t1...tn. Dans ce cas, pnf(t) = AX.x Bnf(ty) ... pnf(tn) et U = AX.Xx U7...Un
avec ti >0 Uk pour tout k €{1,... ,}. Comme t =y ty, par hypothése d’induc-
i+1

tion sur =, on a ux € AN, et Bnf(ty) > Bnf(uy). Il s’en suit que u a pour

RE,
forme B-normale AX.x Bnf(uq)...pAnf(u,), douu € ANy et Bnf(t) > Pf(u).
i+1
t="f(ty,...,tn) tag1 .- taeme. Siuw="f(ug,...,Wn) Wni1... . Unim et tx DR]:OH Uy pour
tout k € {1,...,n 4+ m}, alors on raisonne comme dans le cas précédent.

Sinon, il y a une régle d=col —R T et deux substitutions o et 0 telles que
t=AxX.lo- tn+k e tn+m et u=AX.19 - Un+k-- - Un+m

avec Lo — o 0etty,>

jo jo
i+1 Ri+] Ri+

peut supposer que Dom(o) = FV(1).

ro, o> up pour tout p € {n+k,...,n+m}. On
1

Comme 1 est un terme algébrique qui n’est pas une variable, on a
pnf(t) = AXlo'Bnf(tngr)...Rnf(tnim)

avec 0/ = Pnf(o). Comme Pnf(t) et R respectent a, on a k = m et pnf(t) =
AX.lo’. 1l s’en suit que t = AX.lo et que u = AX.10.

Il reste & montrer que u a une forme 3-normale, que cette forme 3-normale respecte
a et que pnf(t) = Ax.lo’ DR?H pnf(u). Comme 1 est algébrique, on a lo =y o(x)
pour tout x € Dom(o). Or, pour tout x € Dom(c), o(x) a pour forme B-normale
o’(x) qui respecte a. On peut donc appliquer I’hypothése d’induction sur =1, a
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o> 0, et il s’en suit que pour tout x € Dom(o), 0(x) a une forme B-normale

jo
Ri+1

qui respecte a. On pose 0/ =4o¢ pnf(6). Par la proposition 6.1.12, 0’ respecte a,
donc u a pour forme B-normale AX.10’ et cette forme B-normale respecte a.

Pour conclure, il suffit donc de montrer que lo’ — ro’. c’est & dire de montrer

jo
Ri+1

que do’ |55 Co’. Comme lo — 5 70, il existe des termes V tels que
i i+1
do =%, ¥ %, do.
RP RF
Par hypothése d’induction sur i, on a donc

pnf(do) —i, Bnf(V) i, Bnf(co)

c’est-a-dire do’ Lo Co’, car d et C sont faits de termes algébriques.
i

t = AX.(Ax.v)wty...tn. Dans ce cas, on normalise t en téte et on obtient un terme t’ €
ANq de la forme (b) ou (c). En utilisant la commutation en un pas de —, et de

D> o (lemme 7.1.14), on obtient un terme u’ tel que t’ D> oo u’. Comme t >}t t/
i+1 it

on peut raisonner & partir de t’ comme dans les deux cas précédents.

*

BURY

sition 7.1.13.(i). Le cas de base est trivial car t = u. Dans le cas d’induction, il existe v

Pour en déduire (7.3), on raisonne par induction sur t — u, en utilisant la propo-

. * N 5 : *
tel que t —>BUR{°+1 v —>(3U73{°+1 u. Par hypothése d’induction, on a fnf(v) —>R]10+1 pnf(u),
et il y a deux cas :
— sit —>Rio+] v, alors on a t DR{OH v, d’ou Bnf(t) H;zﬂ] Bnf(v) par (7.4),
— sinon t —g v donc pnf(t) = pnf(v). O

La préservation de la confluence est une conséquence directe de la projection de la
réécriture sur les formes 3-normales.
Théoréme 7.1.16 Soit R un systéeme conditionnel algébrique qui respecte a : £ — N.
Si =i est confluent sur AN alors — g gie est confluent sur ANGq.
PREUVE. Soient t,u,v tels que t € ANy et u HEUR]-O t HEURW v. En appliquant deux
fois le lemme 7.1.15, on obtient Bnf(u) «7%; Pnf(t) =%, Bnf(v) avec nf(t), pnf(u)
et Bnf(v) € AN4. On conclut par la confluence de —gi sur ANg. En image :

t
BURI® BURI®
*

* : *

128
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O

7.2 Confluence avec béta-réduction dans les conditions

Dans cette section, nous nous concentrons sur la relation de réécriture 3-conditionnelle
par joignabilité —z gyo. Cette relation differe de —gjo par le fait qu’elle autorise des
pas de B-réduction dans I’évaluation des conditions.

Une premiére possibilité est de partir des résultats de la section 7.1 et d’étudier des
conditions suffisantes pour que la confluence de —xj entraine la confluence de — gz (@) -
Notre stratégie est de projeter, par -réduction, les pas de — g (pyo sur des pas de —gjo,
c’est-a-dire

BUR(B)*

B x . B (7.5)

La propriété (7.5) est en général fausse lorsque les conditions ou les membres droits des
régles contiennent des variables actives ou bien des termes ne respectant pas l'arité des
symboles. De plus, la relation — gz g)o peut ne pas étre confluente alors que la relation
—purie lest.

Exemple 7.2.1 Pour chacun des systémes conditionnels non-algébriques (7.6), (7.7),
(7.8) et (7.9) présentés ci-dessous,
(i) la relation —p g est confluente,

(i) la propriété (7.5) n’est pas vérifiée et la relation — g g (p)o n'est pas confluente.

gXy — XV gxc=d>Dfx — ax fx — bx (7.6)
xc=d>Dfx — ax fx — bx (7.7)
dxc=d D> fx — ax fx — bx (7.8)
hxy — idxy hxc=d>fx — ax fx — bx (7.9)

ot le symbole id est défini par id x — x.

PREUVE.

(i) Dans aucun de ces systémes le symbole d n’est défini. Ce sont donc des systémes nor-
maux auxquels on peut appliquer le théoréme 7.1.6. Ainsi la confluence de — g i
sur A(Z) suit de la confluence de —xj sur A(X).

Comme ce sont des systémes linéaires a gauche, par le théoréme 5.2.6.(ii) on a
la confluence de —pjo sur 7er(Zapp, &) si leurs paires critiques sont infaisables.
Chaque systéme contient une unique régle conditionnelle et une unique paire cri-
tique, qui est la superposition de cette régle avec la régle fx — bx.

Dans chaque cas, le nombre d’occurrence du symbole ¢ dans un terme est préservé
par —pj-réduction. Or, pour chaque instantiation de la régle conditionnelle, le
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membre gauche instantié de la condition contient au moins une occurrence du
symbole c. Il ne peut donc se —yj-réduire vers le terme d. La paire critique est
donc infaisable et le systéme est confluent sur 7er(Z app, X). Par le théoréme 5.3.4,
on a la confluence de —xi sur A(Z), d’oit la confluence de — g i sur A(L).

*

(ii) Dans chaque cas, le pas f Ax.d —R(pyo @ Ax.d n’est pas dans _>T3_)Ri0

suivant est injoignable :

HE et le pic

a Ax.d (—R(B)jo f Ax.d %R(B)jo bAx.d.
OJ

Notons que les systémes (7.6) et (7.7) contiennent respectivement un membre droit et
une condition non-algébrique et que les systémes (7.8) et (7.9) contiennent respective-
ment un membre droit et une condition qui ne respecte pas 'arité du symbole id (voir
I'exemple 6.1.14).

Nous commencgons a la section 7.2.1 par ’extension du théoréme 7.1.4 a la relation
—g(pye- Comme montré par 'exemple précédant, il faut travailler avec des termes veé-
rifiant des conditions d’arité. Pour cela, nous utilisons une version faible de la (R, a)-
stabilité qui ne se restreint pas aux termes fortement 3-normalisants. Ensuite, & la sec-
tion 7.2.2 nous passons au cas du théoreme 7.1.16, qui s’étend directement a —x gy -

Enfin, a la section 7.2.3, nous donnons une condition permettant d’assurer la confluence
de —gur(pye lorsque les conditions et les membres droits des régles peuvent contenir des
abstractions et des variables actives. Comme nous 'avons vu avec l'exemple 7.2.1, on
ne peut, dans ce cas, déduire la confluence de —pr(g)yo de la confluence de —gjo ni
meéme de — g rjo . Nous introduisons une classe de systémes, dits « orthonormaux » pour
laquelle on peut prouver la confluence de — gz gyo de fagon directe.

Dans [BKROG6], nous avons montré (7.5) en utilisant une stratification de —g g0 dans

laquelle, au lieu d’avoir — o= () comme prescrit dans la définition 4.1.5, on avait

R(B)y
TR(p)e T IR (il est aisé de voir que ces deux cas de base induisent la méme relation
0

—R(pye)- lci, on procéde de maniére légerement différente. On prouve (7.5) en utilisant

R(BP= () et en passant par la propriété intermédiaire suivante : pour tout i € N,
0

BUR(B)P°

B B (7.10)
e

7.2.1 Systémes linéaires a gauche et semi-clos

Cette section est consacrée a la preuve de (7.10) pour les systémes linéaires a gauche et
semi-clos. On commence par quelques propriétés techniques. La premiére est une générali-
sation de la propriété du diamant de [>g. C’est une conséquence directe de la propriété (5)
de [Tak95].
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7.2 Confluence avec béta-réduction dans les conditions

Proposition 7.2.2 Soit n > 0 et supposons que t,tq,...,tn soient des termes tels que
t>p ti pour tout i € {1,...,n}. Il existe un terme t’ tel que t>pt’ et ty>pt’ pour tout
ie{l,...,n}

On en déduit la proposition 7.2.3, qui est importante pour les termes algébriques. La
preuve du cas (ii) utilise la propriété du diamant de >g.

Proposition 7.2.3 Soient t1,...,tn des termes algébriques et o une substitution.
(i) Si tio >p uq pour tout i € {1,...,m}, alors il existe une substitution o' telle que
or>p o’ etui>ptio’ pour toutie{l,...,n}
(ii) Sitio —>E ui pour tout i € {1,...,m}, alors il existe une substitution o’ telle que
o —} o’ et uyg —% tio’ pour touti € {1,...,n}.
Notons que les termes tq,...,t, peuvent ne pas étre linéaires.
PREUVE.

(1)

Comme t; est algébrique, toute occurrence d’'un (-rédex dans tio est de la forme
p.d ou p est 'occurrence d’une variable x dans t;. Comme > est réflexive, il existe
donc des termes

(si,x,‘p)ie{],m,n}, x€FV(t;), peOcc(x,t;)

tels que pour tout i € {1,...,n}, x € FV(ti) et p € Occ(x,ti) on ait tiol, =

o(x) > six,p et pour tout i € {1,...,n}

w = tipe—sixp | x€FV() A peOcelx, ti)] .
Par la proposition 7.2.2, pour tout x € FV(tq,...,tn), il existe un terme vy tel que
0(x) >pVx et sixp>pVx pour tout i € {1,...,1n} et tout p € Occ(x,t;). On a donc
pour tout i € {1,...,n},

w g tilpeove | x€FV(L) A p € Ocelx, i)l .

Si 0’ est la substitution de méme domaine que o telle que o/(x) = vy pour tout

x € FV(t1,...,tn) et 0/(x) = o(x) pour tout x ¢ FV(ty,...,tn), alors on a o>p 0’
et ui >p ty0’ pour tout i € {1,...,n}.

Par induction sur m € N, on montre que si tjo>"u; pour tout i € {1,...,n}, alors
il existe o’ telle que o >5 o’ et ui >* tijo’ pour tout i € {1,...,n}

Le cas de base tjo>u; pour tout i € {1,...,n} est trivial. Dans le cas d’induction,
il existe uy,...,u;, tels que tio > u{ >pg uq pour tout i € {1,...,n}. Alors,
par (i), il existe o’ telle que o >p 0’ et u >p ti0’ pour tout i € {1,...,n}. Comme
> satisfait la propriété du diamant (lemme 5.1.11), pour tout i € {1,...,n} il

existe uy’ tel que tio” >F' u{’ <p uy, et par hypothése d'induction sur m, il existe
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o’ telle que o’ > g o’ et uf > g tio” pour tout i € {1,...,n}. On en déduit que
ui > ti0” pour tout i € {1,...,n}. En image :
o >p R > .
to u’ ~ u
Bp Bp
v o v
ol =1/
to Bp >Uu
*: Dp
v
JE’O_//
]

On raisonne sur des termes vérifiant une arité compatible avec leur systéme de réécri-
ture. On a besoin que cette propriété soit préservée par — pgr-réduction, mais aussi par
les conditions des régles : étant donnée une régle semi-close d=¢col R T qui respecte
a: X — N et une substitution o telle que lo respecte a, alors les termes de o, do doivent
aussi respecter a. C’est bien entendu le cas s’il sont algébriques et qu’ils respectent a
(proposition 6.1.12).

Proposition 7.2.4 Soit R un systéeme conditionnel algébrique et t € A(X) qui respectent
tout deur a: L — N. Sit =pj u alors u respecte a.

PREUVE. Par induction sur t, en utilisant le lemme 3.2.6.
Le seul cas qui ne suit pas directement de ’hypothése d’induction est celui oit t =

M (ty, .., ta)tngt - .- tham et il existe une régle d = € D 1 +—5 1, une substitution o et
k e {1,...,m} tels que t = AX.lot, k... thtm. Comme t et R respectent a, on a k = m.
Donc u = AX.ro, et u respecte a par la proposition 6.1.12 car r est un terme algébrique
qui respecte a. ]

La seule facon de passer d’un terme respectant a & un terme qui ne respecte pas a
est donc la B-réduction. Par exemple, avec a(id) = 1, (Ax.x y y)id respecte a alors que
id y y ne respecte pas a.

Définition 7.2.5 Soit R un systéme conditionnel et considérons le TRS

—Oonde  =def (Ldi)|d=CDlgr A ie{l,...[dl}}.

*

On dit que t respecte R-héréditairement a si u respecte a pour tout u € (t)*, :
BURIPUCondp

Nous nous embarquons maintenant dans la preuve de (7.10). Notre stratégie est d’uti-
liser une propriété similaire de —pj : pour tout i € N

BURY

B+ . B (7.11)
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Cette propriété occupe la proposition 7.2.6 et le lemme 7.2.7. Notons que nous la prouvons
pour des systémes dont les conditions ne sont pas nécessairement algébriques. Par contre,
lorsque les membres droits des régles ne sont pas algébriques ou ne respectent pas ’arité
des membres gauches, alors la réécriture peut créer des P-rédexes, et dans ce cas, la
propriété (7.11) peut ne pas étre satisfaite. D’autre part, nous supposons que tous les
termes considérés respectent 'arité du systéme de réécriture.

Proposition 7.2.6 Soit R un systéme semi-clos, linéaire & gauche et algébrique a
droite respectant a : £ — N. Pour tout 1 € N et tout t,u,v € A(X), si t respecte R-
héréditairement a et t — 0 W>pV, alors il existe t' et V' tels que t>pt’ =7, v/ <pgv.

RO
1
En image :
jo
R B>p
t u v
D>p B>p
y v
t s >V
i

PREUVE. Le casi = 0 est trivial, on peut donc supposer i > 0. On raisonne par induction
sur t, en utilisant le lemme 3.2.6.

t=AX.x t7...tn. Dans ce cas, u = Ax.X.xuj...un avec (tq,...,tn) HR? (Ug,...,Un).
De plus, v = AX.x v1...vn avec (U1,...,uUn) >pg (v1,...,vn). Par hypothése d’in-
duction, il existe (t],...,t;) et (v],...,v}) tels que
(t1,...,tn) g (t1,...,t]) _>;z1° (Vi,ee Vi) < (Viy...,vn) .
On a donc
Axty...tn >p AXxt]...th _%10 AXX V...V < AXXVi...vn .
t=AMA(ty, .., ta)tngt - - tngme Ston auw=AXf(ug, ..., Un)Wnit ... Unpm avec
(t1,..., them) _>R10 (W1,..., Unem) ,
alors v = AX.f(v1,...,Vvn)Vng1 ... Vngm avec (Uq,..., Unym) g (V1, ..., Vngm) et

on raisonne comme dans le cas précédent.

Sinon, il y une régle d =C D 1l 1, une substitution o et k € {1,..., m} tels que

t=AM.1lotn k... thim et W =AX. 1ot k... them. Comme t et R respectent a, on

am=Xk, dot t =AX.lo, u=AX.T0 et v =AX.w avec 10 >g W.

Le terme T étant algébrique, la proposition 7.2.3.(i) implique qu’il existe o’ telle

que 0> 0" et w>gro’. Comme on a lot>glo’, il reste & montrer que lo’ —RE ro’.

Pour cela, il suffit de raisonner exactement comme dans la preuve du lemme 7.1.3.
t =AM (Ax.to)t1...tn (n > 1). Alors le terme u est de la forme u = AX.(Ax.up)ug ... un

et (to,...,tn) —h (Ug, ..., Un). SIv=2AX.(Ax.vg)V1 ...V avec

(qu")un) I>[3 (VO)"')VTI) )
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alors on conclut par hypothése d’induction, comme dans le premier cas.
Sinon, v = AX.vg[vi/x]vz...vn avec (Ug,...,uUn) >g (vo,...,vn). Par hypothése
d’induction, on a

(to,...,tn) > (t(/),...,t.a) %%io (V(,),...,V%) <p (vo,...,Vn) .

Il s’en suit par (), (>>APP) et par le lemme 2.3.1 que

AX.(Ax.to)t ... th AXvo[vi/xlva ... v
Ve Vg
AXQIt /Xty .ty =% Avglvi/xIvy..ovy,

On en déduit (7.11).

Lemme 7.2.7 Soit R un systéme semi-clos, linéaire & gauche et algébrique & droite
respectant a : X — N. Pour touti € N et tout t,u € A(L), sit respecte R-héréditairement

aetsit —>Eunjo u, alors il existe t’ et U’ tels que t =5 t/ —>;‘sz u’ 5 u. En image :
i i
BURP
t * u
tV/ . e V,
RP
1

PREUVE. La preuve se déroule en trois étapes.

(i) —>R10 >pg C D>p —>R10 <G On raisonne par induction sur —>Rio. Si

* !/

t_>72{°u_> u g v,

RP

par la proposition 7.2.6, il existe w et v/ tels que u'>gw o v’'<gv. Par hypothése

d’induction, on en déduit qu’il existe t’ et t” tels que t>p t’ —>;;)-0 t” <pw. Le

;310 v”<1’[‘3v’, dout>p _>;<2{°

(il) —* 5 >5 € > —>;‘€jo <. On raisonne par induction sur le nombre de pas de >g.
Sit —>;“sz u' >gu > v, alors par (i) il existe t’ et u” tels que

1

lemme 7.1.3 implique qu’il existe v’ tel que t” — <p V.

" *

t >p t' o uohou.

*
RP
Comme > vérifie la propriété du diamant (lemme 5.1.11), il existe v’ tel que
u” >3 v" < v. Par hypothése d’induction sur n, il existe t” et v tels que

t/ >h t” —>’;2]:o v v

* * *
On a donc t > _>R1° < V.
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7.2 Confluence avec béta-réduction dans les conditions

(iii) (—>R10 u>g)* C >5 %%20 G- On raisonne par induction sur (HR{" u>g)*. Si

t (H,R%O U|>f3) u (%Rio UDB)* v,

alors par hypothése d’induction il existe u’ et v/ tels que u > 5 u’ —>;‘sz v/ <pv- 1

y a alors deux cas. Si t >p u alors on a tDE —>’7"sz <1}"5v. Sinon, par (ii), il existe t’

*
RP
" * / * * I %
Y QBV.OnadonctDB—)Riov < V- O

et u” tels que t >3t =7, u” <gu’. Par le lemme 7.1.3, on en déduit qu'il existe

" "
v tel que u —>;€]:O
1

Voici la preuve de (7.10).

Lemme 7.2.8 Soit R un systéeme semi-clos, linéaire a gauche et algébrique respectant

a:X — N. Pour tout i € N et tout t,u € A(L), sit respecte R-héréditairement a et si
* . . / / N I, % . .

t HBUR(B){" u, alors il existe t' et u’ tels que t —pt _>R{° u’ g u. En image :

BUR(B)P°

B * . B (7.12)

jo
Ri

PREUVE. On montre (7.12) par induction sur i € N. Le cas de base i = 0 est trivial.
Supposons que la propriété soit satisfaite pour i > 0 et montrons la pour i+ 1.
On commence par montrer que le diagramme (7.13) commute :

RB)Y

B . B (7.13)

ey

jo
Ri+l

On raisonne par induction sur t, en utilisant le lemme 3.2.6. Le seul cas qui ne suit
pas directement de I’hypothése d’induction est celui ot t = AX.f(tq,...,th)tuet ... tham
et il existe une régle d = € D 1 —g 1, une substitution o et k € {1,..., m} tels que

t=AM.1otnik. .. them et U= AX.r0Un k... Untm avec Lo —rpp . 7O Comme t et R
i+1
respectent a, on a k = m, donc u = AX.ro.

On en déduit (7.13) s’il existe une substitution o’ telle que

lo =% lo/ —._; ro’ «% ro.
B R P

Comme lo HR(B)?’H 10, il existe des termes V tels que do HEUR(B)? v R -

hypothése d’induction sur 1, il existe des termes W et V' tels que

-

do —f W —>’7;,:o v« B V.
1
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Comme les termes d sont algébriques, par la proposition 7.2.3.(ii) il existe une substitu-
tion o’ telle que 0 —j o’ et W —} do’. En appliquant la commutation de — . avec

—p (lemme 7.1.3), on obtient des termes V' tels que do’ — i V' 7% V. On a donc

* / * =/ * o * =
do —p do “re VBV Tarpe S

Maintenant, comme les termes € sont algébriques et comme la relation — jo est issue
i

R(B)
du systéme applicatif {(1,1) | d=¢>lop r}, par la proposition 3.1.10 tous les réduits
des termes € par —r(pye sont B-normaux. On a donc V/ =V et par hypothése d’induction

sur i, ¢ —* , V. Il s’en suit que do’ | i C, donc que lo’ —_j r0’. Comme 0 —% o’,
R} R RE B

1
on alo —jp lo’ et ro =% ro’, d’ou

t =% Al —; AX.T0  —5  u.
B R B

Ceci conclut la preuve de (7.13).

%

BUR(BIY

case de base t = u est trivial. Dans le cas d’induction, il existe v tel que t = BUR()P
i+1

On montre maintenant (7.12) en raisonnant par induction sur t — u. Le

v %EUR(BP" et par hypothése d’induction, il existe v/ et u’ tels que
i+1
* / * / *
v —>B v _>Rio+] u HB u
Sit—pvalorsona
toop Ve W epou

i+1
Sinon, par (7.13), il existe t’ et v tels que

/ . " *
t —B t HR];,“ AV —p V.

La confluence de —p implique qu'il existe v tel que v” =5 v «* v, et par la commu-

tation de — o | avec —p (lemme 7.1.3), il existe u” tel que
i+

" * 1 ES /
v —* . u — u
R, B
On a donc
t o5 ot = u % u
P BURY, o

et par le lemme 7.2.7, on en déduit qu’il existe t” et u” tels que

* n * "
R]:o — B u y

t o tT -
i+1
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d’on (7.12). En image :

RBC, BUR(B)Y ,
t V- ” u
¥ # B B N AN
%
t, """"""" SRRREEEEEE >v” V/ ————————————————— e > u/
RE,, : RP,,
B h B B A
¥ A £ RY ¥
s NV e >,u//
,R‘10+] ya B
T u"

O

On en déduit facilement (7.5), donc, par le théoréme 7.1.4 que —pur(p)ye est confluent
si —xio est confluent.

Théoréme 7.2.9 Soit R est un systéeme conditionnel sur A(X) algébrique, linéaire a
gauche et semi-clos qui respecte a. Si —pj est confluent sur A(L) alors —pR(pyo €St
confluent sur les termes qui respectent R-héréditairement a.

PREUVE. Tout d’abord, comme R est semi-clos, linéaire & gauche et applicatif a droite,
on a la confluence de — g o par le théoréme 7.1.4.
Soient t,u,v € A(X) tels que t respecte R-héréditairement a et

W Cgurpe b Tpurpe V-

Par le lemme 7.2.8 appliqué deux fois et la confluence de — g ri0, il existe w tel que
* *

U =% rie W R V- On conclut par le fait que —gjo C—g(pyo. En image :
BUR(B)° BUR(B)°
B B . - B 8
¥ Rio ¥ RN RIo BN
< . >
* *
BUR BURK
N W P
O
7.2.2 Confluence sur les termes faiblement normalisants
Dans cette section, nous étendons les résultats de la section 7.1.2 & la relation R

1

Le point principal est d’obtenir un analogue au lemme 7.1.15. Comme en 7.2.1, pour
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tout 1 € N on projette des pas de — jo sur des pas de — On veut donc obtenir la

R(B) R
propriété suivante, qui implique (7.10) :
BUR(B)Y
t * ,
B o+ ‘B (7.14)
Y . Y
Pnf(t) e e > pBnf(u)
R

Pour cela, on utilise exactement le méme outillage qu’en 7.1.2. On se place sur des
termes ayant une forme (3-normale vérifiant une arité compatible avec le systéme de
réécriture et on raisonne par induction sur >=p. On suppose aussi que les régles sont
algébriques.

On écrit >4, 5.0 pour désigner la parallélisation emboitée de la réécriture 3-condition-

(B)
nelle par joignabilité, définie en 7.1.12. Cette relation satisfait donc a la propriété 7.1.13

et au lemme 7.1.14.
Nous pouvons maintenant prouver (7.14) en utilisant exactement la méme méthode
que pour prouver (7.2) au lemme 7.1.15.

Lemme 7.2.10 Soit R un systéme conditionnel algébrique et respectant a : £ — N.
Pour tout i € {1,...,n},

(teANa At ="

e V) = (LEANG A Bnf(t) o7, Bnf(w)) (7.15)

RP
PREUVE. On raisonne exactement comme dans la preuve du lemme 7.1.15. On prouve
la propriété par induction sur i € N, et dans le cas d’induction, on montre que pour tout

t e AN,

(B
t R(B i+1 u
o) b (7.16)
v '
Bf(t) oy o - Bnf(w)

On raisonne par induction sur >y en utilisant le lemme 3.2.6.
La seule différence avec le lemme 7.1.15 est le cas ou t = f(ty,...,tn) that... them et
il y a une régle d = C D 1+ 1 et deux substitutions o et 0 telles que

t=M.10 thik.. . them et U=AXT0 - Unik... Unim

avec lo _)R(B)i"“ TO, O DR(B)?’H 0 et tp DR(&){"H up pour tout p € In+Xk,..., n+m}

On peut supposer que Dom(o) = FV(1).
Exactement pour les mémes raisons qu’au lemme 7.1.15, m =k, et fnf(t) = Ax.lo’, on
o’ = pnf(o) et u a une forme B-normale qui respecte a et s’écrit AX.r0’ ou 60/ = pnf(0).
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7.2 Confluence avec béta-réduction dans les conditions

On a de plus o' > 0’ et pour obtenir nf(t) > Bnf(u), il reste & montrer que

re, 07 et RE,
lo" =45 ] To’, c’est-a-dire do’ |5 Co’.
i+ i
Comme lo P . 70 il existe des termes V tels que
i+1
do —* o Voo w COo.
BUR(B)Y BUR(B)Y

Par hypothése d’induction sur i, on a donc

pnf(do) —ti, PBnf(¥) i, Bnf(co)
Cest-a-dire do” Lo co’, car d et C sont faits de termes algébriques.

On en déduit (7.15) en raisonnant exactement comme au lemme 7.1.15. O

La préservation de la confluence est une conséquence directe de la projection de la
réécriture sur les formes (3-normales.

Théoréme 7.2.11 Soit R un systeme conditionnel algébrique qui respecte a : ¥ — N.
Si =g est confluent sur AN alors —p g pye est confluent sur ANGg.

PREUVE. Soient t,u,v tels que t € AN, et u “hureye T T Bur(p)e

quant deux fois le lemme 7.2.10, on obtient pnf(u) %, Pnf(t) —%;, Pnf(v) avec
pnf(t), pnf(u) et pnf(v) € AN, On conclut par la confluence de —zj sur ANg,. En

image :
t
BUR(B)* 5 . BUR(B)°
u Bnf(t) v

- RJo R0 T
2 RN

an(u) Bnf(v)

v. En appli-

L Re R

7.2.3 Systémes orthonormaux

Dans cette section, nous donnons un critére pour la confluence de — gz ()0 quand les
conditions et les membres droits ne sont pas algébriques. Ce critére exploite la possible
non-faisabilité des paires critiques de la réécriture conditionnelle.

Dans |Ohl02], il est remarqué que les résultats de confluence pour la réécriture normale
et semi-équationnelle pourraient étre étendus aux systémes n’ayant pas de paire critique
faisable. Mais ce raisonnement n’est pas directement applicable car l'infaisabilité des
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paires critiques (qui implique la confluence) peut elle-méme nécessiter la confluence.
Nous circonvenons a ce probléme en assurant l'infaisabilité des paires critiques par un
critére syntaxique qui ne nécessite pas la confluence.

Exemple 7.2.12 Considérons les deux régles suivantes, issues du systéme —occ présenté
a la section 4.2.1 :

> (length1) x = false DO occ(x:o0)(nodeyl) ~— false
> (lengthl)x = true O occ(x:o0)(nodeyl) +— occo (getlx)

Ces deux régles générent la paire critique

(> (length1) x = true A > (lengthl) x = false) DO (false,occo (getlx)) .

Les conditions de cette paire critique ne peuvent donc pas étre satisfaites par une relation
confluente. En utilisant la stratification de —x gy, il est aisé de voir que la confluence de
—R(p)P implique linfaisabilité de la paire critique, qui 4 son tour implique la confluence
de — ; jo

R(B)iyq
Remarque 7.2.13 Dans le cadre de la réécriture du premier ordre, des idées similaires
ont été appliquées dans [GM88, KW97].

D’autre part, dans le cadre de la combinaison du A-calcul avec la réécriture condi-
tionnelle, il convient de mentionner le travail de Takahashi [Tak93|. Son approche est
de conditionner les régles de réécriture par un prédicat P arbitraire sur les termes. La
confluence est prouvée sous I’hypothése que P est stable par réduction : si Po est vrai
et 0 — o', alors Po’ est vrai. Ceci ne s’applique pas directement aux systémes orthogo-
naux, pour lesquels la stabilité des conditions par réécriture provient précisément de la
confluence.

Notre critére est une généralisation du raisonnement appliqué & l'exemple 7.2.12. 1l
ne dépend pas du fait que —ggyo soit ou non inclus dans =gz et peut donc étre
utilisé sur des systémes ayant des conditions ou des membres droits non-algébriques. Les
systémes satisfaisant ce critére sont dits « orthonormaux ».

Définition 7.2.14 (Systémes orthonormaux) Un systéme conditionnel R est ortho-
normal s:
— il est linéaire a gauche,
— dans chaque régle ¢ = dot 7 T, les termes dans € sont clos, en forme B-normale
et ne contiennent pas de symboles définis,
— pour chaque paire critique d=¢>o (s,t), il existe i #j tels que di = d; et ¢y # c;j.

Un systéme orthonormal est donc linéaire a gauche et semi-clos, mais il peut n’étre
compatible avec aucune fonction d’arité applicative a : £ — N, et n’étre pas non plus
algébrique. De plus, dans une régle d=col 7 T, les termes C sont en forme = BUR(B)"
normale. La relation —xg)o est donc une relation de réécriture normale au sens de la
définition 4.1.8.
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Exemple 7.2.15 Le systéme présenté en 4.2.1 est orthonormal.

Nous prouvons maintenant que — g pgyo est confluent en profondeur (c.-a-d. que les
relations _>[3UR([3){° et _>[3UR([3)§° commutent pour tout i,j € N) lorsque R est orthonor-

mal.
Le premier lemme dit que la confluence de — BUR(B)P implique la commutation de
HBUR(ﬁ)ﬁ] avec —g.

Lemme 7.2.16 Soit R un systeme orthonormal eti € N tel que —gur(p), est confluent.
Pour tout t,u,v € A(X), si u %E t = oV, alors il existe un terme w tel que

R(B)
u H%(B){‘L w HE v. En image,
R(BIY 4
B * B
N v
T W
R(BYT

PREUVE. La preuve est presqu’identique a celle du lemme 2.1.15. Nous prouvons seule-
ment que §’il y a une régle d = ¢ D 1 —x 1, une substitution o et un terme u tels que

u<glo %R(B){OH r0o, alors il existe un terme v tel que u HR(BEOH v <pT0.

Par la linéarité de 1 et la proposition 6.1.2, il existe une substitution o’ telle que o> 0’
et u=1o’. Il s’en suit par le lemme 2.3.6 que ro >g ro’ et do >p do’, soit do —% do’
par le lemme 5.1.12.

Pour conclure que le terme w =gcr 7o’ convient, il reste & montrer que lo’ o
i+1
*

BUR(B)P

— . R - Aq i ! ; C
c. Comme la relation ﬁﬁuR(B){o est confluente par hypothése, on a do lﬁuR(ﬁ){" c,

donc do’ —* o C, car les termes C sont —p g (pyo-Normaux. On en déduit que
i

o NIET Eg) o= 3 oz o’
ro’, c’est-a-dire que do lBUR(B)’f c. Or, on a do lBUR(B){" ¢, donc do’ «

BUR(B)

/ ) /
lo —>R(6){OH ro’. O

Le reste de la preuve suit la démarche standard des preuves de confluence pour les
systémes conditionnels orthogonaux, voir [Ohl02]. La propriété importante est celle des
mouvements paralléles. On utilise les relations IR By qui sont les clotures paralléles
des relations R pyos au sens de 2.3.5. Dans notre cas, la propriété des mouvements
paralléles s’énonce comme suit :

Mouvements paralléles. Pour tout i,j € N, si
vynmeN. nm}<pu{lj = —puRr(p)e commute avec — g o o

alors — jo commutent.

IR(B) IR(B);
La preuve occupe les lemmes 7.2.17 et 7.2.18.

jo et —
i
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Lemme 7.2.17 Soit R un systéme orthonormal et i,j > 0. Supposons que la pro-
priété (1) soit vérifiée pour tout n, m tels que {n, m} <, {1,3}. Alors, la propriété (ii)
est satisfaite pour toute régle d =¢ D l—g T.

BUR (BN R(B)P
t S v lo————=70
BUR (B, |+ * BUR(B)S IR(B)P IR(B)°
* v — v
BUR(B)w R(B)P

(1) (i1)

R(B)° = 0.Sij=0,alorsu=1loetw=r0

convient. Soient i,j > 0 et supposons que dans le pas lo —

PREUVE. La cas i = 0 est trivial car —

IR(B)° u, il y ait une paire

critique entre d =€ D L g T et une régle d’ = ¢ D 1/ g 1. 1l existe donc p € Pos(1)
et deux substitutions p et i’ telles qu’on ait une paire critique conditionnelle de la forme

d” =" > (Ur'lpw, ),

avec 0 = 1’ o p. Comme R est orthonormal, on a [d”| > 2 et il existe n # m tels que
d = dl et cn # cm. Soit h =gef max(i,j) — 1 (donc {h, h} <pu {i,j}). On a alors

" * 1 _ I * . "
o Tporpy WO T dmO g Cmo

jo-normales distinctes alors

ce qui est impossible car ¢! et ¢/ sont des formes —
BUR(B),

jo t ﬂ t .
ﬁUR(B)Jh €St conriuente

Il s’en suit que tous les rédexes contractés dans le pas lo —

que —

jo U sont dans la

IR(B)
substitution 0. Comme 1 est linéaire, on a donc u = lo’ avec o IR (p)° o’. Il s’en suit
j
) / : N !/ ) /

que TO —>||R(B);o ro’ et il reste & montrer que lo —>,R/([3){o ro’. Or, on a

3 7 * 3 * -

— o — o

do pur(e” 99 “purpr, ©
donc comme {j, 1 — T} <pul {1,7}, il existe W tels que

g * — * —

do” Zpirpp, Tpurp ¢
dott do’ —* o Ccar R est orthonormal. ]

BUR(B)4
Lemme 7.2.18 Soit R un systéeme orthonormal et 1,j > 0. La propriété (iii) est sa-

tisfaite si et seulement si, pour toute réegle d = C D L —g 1, les propriétés (iv) et (v) le
sont.
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IR(B)Y R(B)° R(B)°
t——>v lo—=710 lo——=710
IR(B)P IR(B)P IR(B)° IR(B)° IR(B)P IR(BY°

\ _ v _ v
U > W U =W W > W
IR(B)° R(B)° R(B);
(iii) (iv) (v)

PREUVE. Le sens « seulement si » est trivial. Pour le sens « si », soient trois termes t, u

et v tels que u %HR(E’);O t —>||R(B]];'o v.Sit =v (resp. t =u), alors W=geru (resp. W=gefV)

convient. Sinon, on raisonne par induction sur t. Si il une des deux réductions est une
réduction de téte, alors on conclut par (iv) et (v). Supposons maintenant qu’il n’y a pas
de réduction de téte. Si t est une abstraction alors on conclut par hypothése d’induction.
Sinon, t est soit une application tity, soit de la forme f(tq, ..., t;). Les deux cas se traitent
de la méme maniére. Prenons celui de I'application. Par hypothése, u = uju, et v =v1v;,
et on a uy otk — jo Vk pour tout k € {1,2}. Par hypothése d’induction, il

IR(B) (IR(B)
existe wy tel que uy _)HR(B)]:O Wi <_||R((3)’:° Vi, donc uju) —>”R(B)J:O wWiwy HHR(B)@O
i j 1 )
V1Vv2. 0

Maintenant, une induction sur <,,; permet d’obtenir la commutation — jo avec
i

BUR(B)

= pUR(p)e Pour tout 1,j € N. Il s’en suit que — gz (p)o est confluente « en profondeur ».
j

Théoréme 7.2.19 Si R est un systéme orthonormal, alors pour tout i,j € N on a

BUR(B)Y
BUR(B)P | * * BUR(B)P (7.17)

. v
BUR(R)Y

PREUVE. Par induction sur >, on prouve la commutation de (7.17) pour tout i,j € N.
La cas de base, dans lequel i =j = 0, est trivial.

Maintenant, soit 1 > 0 et supposons que (7.17) commute pour tout {n, m} <. {1, 0}.
Comme {i—1,1—1} <pu {1, 0}, la relation —BUR(B)® est confluente, donc la commutation

jo avec — =—p) suit du lemme 7.2.16.

de =aurp) pur(p)E (
Le dernier cas est celui ot i,j > 0. par hypothése d’induction, en utilisant les lem-

mes 7.2.17 et 7.2.18, on obtient la commutation de HHR(ﬁ){O avec —>”R(B]§o. Comme

{i—T1,1—1} <pu {1,j} (resp. § — 1,7 — 1} <mu1 {1,]}), par le lemme 7.2.16, les relations
—p et —R(B)P (resp. — commutent. Il s’en suit que — jo commute avec

O

R(fs)?°)

)

BUR(B)
TBUR(BIP-

Exemple 7.2.20 La relation —g g pyo induite par le systéme présenté en 4.2.1 est
confluente.
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Chapitre 8

Préservation de la confluence par
curryfication

L’objectif de ce chapitre est d’étendre a la réécriture conditionnelle le résultat de
Kahrs [Kah95] sur la préservation de la confluence par curryfication de la réécriture non
conditionnelle. Nos résultats ne sont cependant pas complétement satisfaisants car nous
nous restreignons aux régles conditionnelles non-effondrantes, c’est a dire aux régles
dont le membre droit n’est pas une variable (voir la définition 4.1.1), alors que cette
hypothése n’est pas nécessaire pour la réécriture non conditionnelle [Kah95|. Nous n’avons
cependant pas d’exemple de non préservation de la confluence par curryfication pour la
réécriture conditionnelle effondrante.

La curryfication est une traduction, évoquée en 3.1.13, des termes de 7er(X, X') vers
un sous-ensemble des termes algébriques de £(Z¢), ot L¢ contient un symbole fe d’arité
nulle pour chaque f € Z.

Nous procédons selon les étapes suivantes :

(i) Nous utilisons et adaptons le résultat de [Kah95] pour montrer que la confluence
de la réécriture conditionnelle non-effondrante est préservée lors du passage de
Ter(X,X) aTer(Zcapp, X).

(ii) Nous utilisons le théoréme 5.3.4 pour passer de Ter(Zcapp, X) & A(Zc).

D’autre part, nous montrons que la confluence sur les termes clos n’est pas forcément
préservée par curryfication.

8.1 Curryfication

Nous définissons la curryfication et donnons quelques exemples. En particulier, nous
montrons que la confluence sur les termes clos n’est pas forcément préservée par curryfi-
cation.

Nous avons présenté brievement aux exemples 3.1.13 et 3.1.14 les curryfications des
signatures Xy, et Lijst et du systéme de réécriture —j. Pour voir comment curryfier
un systéme de réécriture conditionnel, considérons une possible spécialisation au premier
ordre de la fonction filter du systéme (4.1) :

filter(nil) Ffilter( ) nil
test(x) = true D filter(x mxs) e ) x u filter(xs) (8.1)
test(x) = false D filter(x 1 xs) per( ) filter(xs)
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ot test( ) est un symbole unaire. C’est donc un systéme conditionnel sur la signature
Zfilter( ) =def ZList & {true, false, test( ), filter(_)}.

On peut lui associer le systéme suivant, construit avec un symbole d’application et des
symboles d’arité nulle :

filter - nil Ffilter( e nil
test-x = true D filter-(cons-x-xs) tfer( ), cons-x- (filter - xs) (8.2)
test-x = false D filter- (cons-x-xs) fier( ), filter-xs

C’est donc un systéme conditionnel sur la signature (Zgjer( ))cApp, O

(Zf”te,(_))c =def Ziistc W {true, false, test, filter} .
La curryfication est le processus qui permet de passer de (7er(Zier( ), X), —filter( ) &
(Ter((Zfiker( ))capp, X), —filter( )c)- Plus généralement, étant donné un ensemble R de
régles conditionnelles sur 7er(X, X), et une relation de réécriture conditionnelle —x
(avec X € {se,jo,0}), nous sommes intéressés par la relation curryfiée IR définie sur
A(Z¢) et issue des régles Re. Voyons d’abord comment curryfier un ensemble de termes.

Définition 8.1.1 (Curryfication) Etant données deux signatures L, Lo et une injection
(e : X — X telle que tout f € X est associé a un symbole fe d’arité nulle, la fonction
(_)c:Ter(X,X) — Ter(Zcapp, X) définie inductivement par

Xc =def X
(f(t1,.. ., t))e =aer (fo- (t1)e) - (tn)c

est la fonction de curryfication de ()¢ : L — Z¢.

Notons que t¢ est un terme algébrique pour tout t € 7Ter(Z, X). Il est utile de pouvoir
considérer la curryfication comme une fonction de 7er(Zcapp, X') dans Ter(Zcapp, X)),
en posant (ty - t2)e =def (t1)e - (t2)¢. Lorsque le contexte le permet, nous désignons par
Xc le couple (Lo, (_)e) ou ()¢ est la fonction de curryfication de ()¢ : £ — Ze.

Définition 8.1.2 (Régles conditionnelles curryfiées) Etant données une fonction
de curryfication (_)e : L — ¢ et un ensemble R de régles conditionnelles sur Ter(X, X),
l’ensemble des régles curryfiées par ()¢ est 'ensemble

'Rc =def {C_]:c:(?chcHT‘c|a::(?DlH‘r€’R,}.

Remarque 8.1.3 L’ensemble de régles conditionnelles R¢ est un TRS sur L(X¢) au
méme titre que R est un TRS sur Ter(X, X).

Voici maintenant un exemple que la confluence sur les termes clos n’est pas préservée
par curryfication : si —g est confluent sur 7er(Z) alors —R. N'est pas nécessairement
confluent sur 7er(Zcapp).
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Exemple 8.1.4 (La confluence close n’est pas préservée par curryfication) Soit
la signature £ =4o¢{f(_),a}. Le systéme R suivant est confluent sur Ter(L) mais pas sur
Ter(Z, X) :

flx) — x flx) — a.

En effet, tout terme de Ter(X) est de la forme f™(a) et se réduit vers a. Soit Lo une
signature qui contient {fc,ac}. Alors dans Ter(Zcapp), ol Re est le systéme

foox — x feex — ac,
on a la paire critique injoignable suivante :
fc — fc . fc — ac .
Remarque 8.1.5

— Cet exemple n’est pas trés surprenant : d’aprés le théoréme 5.3.8, comme R est
confluent sur Ter(L) mais pas sur Ter(L, X), il existe une extension L’ de L telle
que R n’est pas confluent sur Ter(LX') (c’est en fait le cas pour tout X’ contenant
strictement X ). C’est moralement ce que permet de faire la curryfication, d’ou la
non confluence de R¢ sur Ter(Zcapp, X).

— Cet exemple peut étre bien typé, par exemple dans le systéme F si f¢ est I'identité
id: VX.X = X, et si t(ac) = VX.X.

Par contre, I’exemple ne peut étre bien typé si on impose que le type des symboles
curryfiés provient directement du type des symboles non curryfiés. Dans ce cadre, la
préservation de la confluence sur les termes bien typés a été montrée dans [BTG94|
pour le systéme F.

D’autre part, Dougherty montre dans [Dou92| que la confluence est préservée par
curryfication vers les termes R-stables. Ce sous-ensemble ne contient pas le terme
id - id - id (voir la remarque 6.1.15), qui peut pourtant étre typé siid : YX.X = X.

— La premiére et seule preuve de préservation de la confluence par curryfication sur
I'ensemble des A-termes applicatifs est a notre connaissance celle de [Kah95].
Notons que la preuve de Kahrs fait intervenir la confluence du systéme —pp (voir
section 8.3), qui est la combinaison hiérarchique de deux systémes confluents.
Rappelons que les combinaisons hiérarchiques de systémes confluents de sont pas
confluentes en général (voir exemple 5.3.10).

8.2 Un essai de preuve directe

Commengons par voir pourquoi nous n’avons pas réussi a appliquer directement le
résultat de [Kah95] a la réécriture conditionnelle. Le résultat final de préservation de la
confluence de Kahrs est le suivant (voir aussi la définition 3.1 dans [Kah95]) :

Théoréme 8.2.1 (Théoréme 5.2 dans [Kah95]) Soit un TRS R sur Ter(X, X) et X¢
une curryfication de X. Si —g est confluent sur Ter(Z, X)), alors la relation

C(—=Rr) =g {ltc,uc) [t —ru}

est confluente sur Ter(Zcapp, X).
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En particulier, si R est un ensemble de régles non conditionnelles, alors C(—gr) =— R,
et on obtient la confluence du TRS (7er(Zcapp, X), Re).

Une relation de réécriture conditionnelle étant aussi un TRS, et il est tentant d’utiliser
le théoréme 8.2.1 pour obtenir la confluence de C(—xx) a partir de celle de —zx et en
déduire la confluence de —IRX- La difficulté, lorsque R contient des régles conditionnelles,
est qu’il n’est pas évident que —Rx et C(—xx) coincident.

Bien qu’il soit facile de voir que C(—gxx) CHRX le contraire (s’il est vrai) ne semble
pas avoir de preuve simple.

Lemme 8.2.2 Soit un ensemble R de regles conditionnelles sur Ter(X,X) et e une
curryfication de X. Pour tout X € {se,jo, 0}, si t C(—xx)u alors t —RX W

PREUVE. Si tC(—xx)u alors par définition il existe t/,u’ € Ter(Z, X) tels que t = t/,
t’ =zx u’ et u, =u. La proposition 8.3.5 implique que t/ —RX up. O

Considérons la propriété inverse :
t —RX U implique t C(—px) u.

Pour voir ot se situe la difficulté, essayons une preuve directe dans le cadre de la réécriture
par joignabilité. L’idée est d’essayer de prouver par induction sur i € N que t =g, u
implique tC(—®,) u. Le cas de base 1 = 0 est évident. Supposons la propriété vraie pour
1> 0 et essayons de la montrer pour i+ 1.

Soit une régle d=C>O1—r1eR et une substitution o telles que lco —Rre,,, Tco. 11
existe donc des termes V tels que acc —>§‘2Ci Vet Cco _ﬁ%a V. Par hypothese d’induction
on obtient que deo C(—Rr)* V et oo C(—xr)* V. On aimerait pouvoir en déduire que
lcoC(—r)*1eo, mals pour ce faire, il faudrait pouv01r trouver une substitution 0 et des
termes W tels que do —R W % €0, avec de plus (de)c = d¢o, (€0)¢ = Coo et We = V.

Nous pensons qu’il est peut-étre possible d’arriver & le montrer en utilisant un ou-
tillage approprié, peut étre comme celui utilisé dans les preuves de modularité [Toy87,
KMTV94], mais cela ne semble pas évident.

8.3 Paramétrisation partielle d’un systéme de réécriture

Nous devons donc utiliser le résultat de Kahrs de maniére un peu plus fine. Cette sec-
tion est dévolue a I’étude et a la présentation des outils de sa preuve que nous réutilisons.

8.3.1 Paramétrisation partielle

L’élément principal est un ensemble de termes dans lequel cohabitent les termes cur-
ryfiés, les termes non curryfiés et les termes partiellement curryfiés. Sur ces termes nous
considérons la relation —% issue d’'un TRS R ainsi que des relations de réécriture im-
plantant la curryfication et la décurryfication. Le TRS ainsi obtenu est la paramétrisation
partielle du TRS de départ.
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Dans ce qui suit, il est pratique pour 'homogénéité des notations de considérer des
termes dont les symboles sont annotés par leur arité. Ainsi, on se place dans une X-algébre
A = (A, Z4) libre sur X telle que f4 € X4 s’écrive f,, pour tout f € X,,. Bien entendu,
cela ne change rien aux résultats, qui sont valables dans n’importe quelle X-algébre libre
sur X.

Définition 8.3.1 (Parameétrisation partielle) La paramétrisation partielle d’un TRS
(Ter(X,X),R) est le TRS (Ter(PP(X),X),PP(R)) dans lequel
— la signature PP(L) est {fm | f € Zn A 0 <m < njapp ot chaque fry est d’arité m,
— la relation PP(R) est RUU o U est la plus petite relation telle que pour tout
fn)fnJr] € PP(Z);

fn(h, v tn) tht —u fn+1 (h e ,tn,tn_H) .

Notons —¢ pour la relation de réécriture sur Ter(PP(Z), X) issue des régles U, 11 est
aisé de voir que les systémes —¢ et —y sont tout deux convergents. De plus, pour tout
t € Ter(PP(X), X), la forme C-normale de t est tc.

Proposition 8.3.2 La fonction qui a t € Ter(PP(X),X) associe sa forme C-normale
est la fonction de curryfication de ()¢ :f € L +— fy € PP(X)o.

PREUVE. On montre que pour tout t € Ter(PP(X), X), la forme C-normale de t est tc.
On raisonne par induction sur t. Selon le lemme 3.2.6, on est dans un des cas suivants :

t=x-ty...tn. Dans ce cas, la forme —¢-normale de t est xtj...t], ou pour tout i €
{1,...,n}, t] est la forme C-normale de t;. Par hypothése d’induction on a t] = (t;)c,
et comme te =x - (t1)e...(tn)e, il s’en suit que t¢ est la forme C-normale de t.

t="fn(tr,..., tn) - tag1... thym. Laforme C-normale de t est fot] ...t/ |, ol pour tout
ie{l,...,n+m}, t{ est la forme C-normale de t;. Par hypothése d’induction on
a t] = (ti)e, et comme te¢ = fo(t1)e... (tnym)c, il sen suit que te est la forme
C-normale de t. O

Il est donc légitime de noter t¢ la forme C-normale de t; de fagon analogue, nous
écrivons ty sa forme U-normale. Notons que tout terme t € 7er(Zcapp, X) est en forme
C-normale.

D’autre part, les termes partiellement paramétrés de 7Ter(PP(X), X') contiennent les
termes curryfiées par ()¢ : f € £ — fo € PP(Z)o. Nous prouvons la préservation de
la confluence pour cette curryfication particuliére. Le résultat pour une curryfication
quelconque X/ suit du fait que Zer(Zcapp, X) et Ter(Ze/app, X) sont toutes deux des
2 capp-algebres libres sur X.

Remarque 8.3.3 On a donc deux fonctions ()¢ et (_ )y sur Ter(PP(X), X) qui sont
inverses 'une de lautre : pour tout t € Ter(PP(X),X), on a (t¢)y = t = (ty)c. Elles
définissent donc des isomorphismes (_)co(_ )y et (_Jyo(_)e sur Ter(PP(X), X). Notons
que (_ )y o ()¢ est aussi un isomorphisme sur Ter(Z, X).
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8.3.2 Propriétés de la curryfication

La curryfication commute avec les contextes et les substitutions.

Proposition 8.3.4 Soit t € Ter(Z,X). Alors,
— pour tout Ter(XZ, X)-contexte C[ ], on a C[t]le = Ccltcl,
— pour toute Ter(L, X)-substitution o, on a (to)e = teoc.
PREUVE.
— Par induction sur C[ ].
Cl]1=1]. Dans ce cason a C[t] = t, donc Cltlc =t¢c et Ce[ ] =C[ ].
Cl]=f(t1,...,ti_1,D[ ], tis1,...,tn). Par hypothése d’induction on a

Cltle = fc(ti)e...(tis1)e Delte] (tigr)e .- (tn)e -

D’ou Clt]le = Celtel.
— Par induction sur t.
t =x. Dans ce cas on a (to)¢ = 0(x)¢, donc (to)e = toe car t¢ = t.

t=1(t1,...,tn). Dans ce cas on a (to)¢ = f((t10)c,..., (tno)c), soit par hypo-
thése d’induction, (to)¢ = f(tjoe,...,thoc) = toc. L]

La commutation de la curryfication avec les contextes et substitutions permet d’avoir
la projection des pas de réécriture sur les formes C-normales.

Proposition 8.3.5 Soit R un systéme conditionnel sur Ter(X,X) et X € {se,jo,0}.
Pour tout t,u € Ter(X, X),

t—rxu implique te —IRx Uc -

PREUVE. Nous détaillons la preuve pour la réécriture par joignabilité. Par induction sur
i € N, montrons que t —%, u implique t¢ —r., uc. Le cas de base 1 = 0 étant trivial,
montrons que pour tout i € N la propriété est vraie pour i+ 1 dés lors qu’elle I’est pour 1i.

Sit =g, u, alors il existe un contexte C[ ], une regle d=¢>1 = 1 et une
substitution o tels que t = C[lo], w = C[ro] et do lr, €o. Par 'hypothése d’induction et
la proposition 8.3.4, on a &cﬁc lre, Ceoe soit te = Celleoe] —re, Celreoc] = ue. O
8.3.3 Propriétés de la décurryfication

A la différence de la curryfication, le décurryfication ne commute pas avec les contextes.

Exemple 8.3.6 Avecfi( )€ Xiet C[]=ger[]-x, on a
Clfoly = filx) # fo-x = Cyllfolul .

De ce fait, on ne peut pas, en général, projeter la réécriture sur les formes U-normales.
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Exemple 8.3.7 Considérons une version décurryfiée de la fonction id :
idi(x) g, x.
Alors, en utilisant le contexte C[ ] =[]-x de I'exemple 8.3.6, on a

id](fo) -Xid]4>fo‘x

ne «|u
idy(fo) - x f1(x)

mais idq(fo) - x ne se —q, -réduit pas en fi(x).

On ne peut donc pas avoir I’équivalent de la proposition 8.3.4 pour la décurryfication.
Toutefois, la décurryfication commute avec les substitutions appliquées aux termes du
premier ordre.

Proposition 8.3.8 Sit € Ter(X,X) et 0 est une substitution dans Ter(PP(X), X),
alors (to)y = toy.

PREUVE. On raisonne par induction sur t.
t=x € X. Dans ce cas (to)y = o(x)y = oy (x).

t="fa(ty,...,th). Ona (to)y = ((t10)y, ..., (tho)y) car to = fu(ty0,...,tho). Il sen
suit par hypothése d’induction que (ti0)y = tioy pour tout i € {1,...,n}; donc
(to)y = toy. O

De ce fait, la décurryfication commute avec les contextes dans lesquels on a mis un
terme de la forme to avec t € Ter(X, X)\ X.

Proposition 8.3.9 Soitte Ter(X, X)\ X et 0: X — Ter(PP(X), X). Alors,
(i) pour tout uy,...,um € Ter(PP(X),X), on a

(towr...umly = toy (Wiy... (wmlu ,
(ii) pour tout C[ ]: Ter(PP(X),X) — Ter(PP(X),X), on a
C[tO']u = Cu[t(fu] .

PREUVE.

(i) Comme il n’est pas une variable, t est de la forme f,\(ty,...,tn) avec f;, € L, et
t1,...,th € Ter(L, X); donc

(totr...tn)y = Ff(t1o)y, ..., (tno)e) (Wily .. (Wm)u -

Or, par la proposition 8.3.8, on a (tj0)y = tioy pour tout i € {1,...,n}; d’ou le
résultat.
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(ii) Par induction sur C[ |, en utilisant le lemme 3.2.6.

Cll=I[1t1...tn. I s’en suit que Cyy[ 1 =11 (t1)y .. (tn)u, et comme par (i) on
a Cltoly = toy (t1)y ... (tn)u, on en déduit que Cltoly = Cyltoyl.
Cll=fn(tr,...,D[],... tn) tng1.. . thpm. Il existe k € {0,..., m} tel que
Cull = fopl(t)ey -, Dul ]y ooy () (S o -+ (bnem)u -

Or, par hypothése d’induction,

Cltoly = fapx((t1)u, ..., Dyltoyl, ..., (tnsdu) (tnpier1 ) - - (bnem)ur -

D’ou le résultat.

Cll="falty,...;th) thgt... DI ].. . them. Il existe k € {0,..., m} tel que
Cull = fo((t)uy .o (tngdu) (bnger)u - Dyl ] (tnem)u
ou bien
Cull = fup((t)e, -, Dyl ]y (tnpdu) (b - - (B -

Or par hypothése d’induction, on a respectivement

Cltoly = frupx((t1)u, -+, (tndu) (g 1)u - - - Dultond - (tym)u
et
Cltoly = frg((t1)u, ..., Dultoud, ... (b)) (tnges 1 ) - - (tngem)ur -
D’ou le résultat. O

8.4 Préservation de la confluence

Dans cette section, nous montrons que la confluence est préservée par curryfication
pour les systémes conditionnels non-effondrants. Nous utilisons deux résultats de [Kah95].
Le premier dit que la confluence de —pp(g) suit de la confluence de —g.

Théoréme 8.4.1 (Théoréme 5.1 dans [Kah95]) Soit R un TRS sur Ter(X, X). Si
(Ter(Z,X), —R) est confluent, alors (Ter(PP(L), X'), —pp(r)) l’est aussi.

Remarque 8.4.2 Le théoréme 8.4.1, dont la preuve dans [Kah95] n’est pas triviale,
énonce la confluence de la combinaison hiérarchique des systémes confluents —g et —yy.
On peut penser que la difficulté vient du fait que les combinaisons hiérarchiques ne
préservent en général pas la confluence (voir ’exemple 5.3.10).

Pour déduire du théoréme 8.4.1 la confluence de —IRX, On utilise la propriété suivante
des ARS, elle aussi proposée par Kahrs.

Proposition 8.4.3 (Proposition 2.1 dans [Kah95]) Soient deuzr ARS (A,—A) et
(B, —g) tels que (B, —g) est confluent. S’il existe deux fonctionsF: A —BetG:B — A
telles que

pour tout t,u € A, t—au implique F(t) 5 F(u) (a)
pour tout t € A,u’ € B, F(t) =gu’ implique t—% Gu'); (b)

alors (A, —) est confluent.
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Nous utilisons le théoréme 8.4.1 et la proposition 8.4.3 de maniére similaire a [Kah95].
Soit un ensemble R de régles conditionnelles sur 7er(X, X') et X € {se,jo,0}. On note
(ZTer(PP(X), X),PP) la paramétrisation partielle de (7er(X, X'), —xx). Pour obtenir la
préservation de la confluence sur les termes applicatifs, nous utilisons la proposition 8.4.3
avec les ARS (Ter(ZCApp,X),—)Ré) et (Zer(PP(X), X), —pp) et les fonctions

F:Ter(Zcapp, X) — Ter(PP(X), X)

définie par F(t) =ger t pour tout t € Ter(Zcapp, X) ,
G :7Ter(PP(X),X) — Ter(Zcapp, X)

définie par  G(t') =qer t; pour tout t’ € Ter(PP(X), X) .

Pour pouvoir appliquer la proposition 8.4.3 aux fonctions F et G, il faut donc vérifier les
deux conditions suivantes : pour tout t,u € Zer(Zcapp, X) et u’ € Ter(PP(X), X),

t—gxu  implique teppu, (a)

t—ppu’  implique  t —>;z>c< up . (b)

On note —gx la plus petite relation de réécriture sur Zer(PP(X), X') contenant —px. De
ce fait, —pp=—rmx U =y La relation de réécriture ——x est donc la cloture de —px par
Ter(PP(X), X)-contextes et par Ter(PP(L), X')-substitutions : t X U si et seulement si

il existe C[]:7er(PP(LX),X) — Zer(PP(X),X), 0:X — Ter(PP(X),X)
et t',u' e Ter(Z,X)
tels que t=Cl[t'c] et t' —sgxu’ et Clu'cl=u.

Bien que la décurryfication ne commute pas avec la réécriture (exemple 8.3.7), pour la
condition (a) on peut, dans le cas de la réécriture non-conditionnelle, procéder de la
maniére suivante [Kah95] :

*

t —r, u implique t =y tw —n u’ — ou,

avec en général u’ # uy. Dans le cas de la réécriture conditionnelle, les choses sont plus
compliquées. Essayons de montrer (a) par induction sur la stratification de la réécriture
conditionnelle par joignabilité, en utilisant I’hypothése d’induction que

. . /
t —ge u implique to—=f tw e e ou

Soit une régle d=¢col —R T et supposons que

leco —; TCO avec deo  —*. Voo—r. Cco .
¢ R, C ¢ RE, Ry ¢

Alors ’hypothése d’induction nous permet de conclure qu’il existe des termes vV’ et v
tels que
3 =/ *

dGL[ _>%jo A% Fu \7 Hu v F%jo 60-1/{
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mais cela n’implique pas &GM lﬁjo coy. Dong, a priori, il n’est pas clair que nous ayons
loy e TOY.-

Pour échapper a ce probléme, nous nous restreignons & un cas dans lequel les pas
de réécriture peuvent étre projetés sur les formes U-normales. Cela suppose de pouvoir
appliquer la proposition 8.3.9 : dans d=¢o1l —g T, ni L ni v ne doivent étre des

variables, ce qui impose que les régles soient non-effondrantes.

Lemme 8.4.4 (Projection de —pp sur les formes U- et C-normales) Soient t et
u dans Ter(PP(X), X).

(1) Si R est non-effondrant, alors t —Hp w implique ty H%X Uy

(1t) t —%p w implique te _’;zé uc.

PREUVE.

(i) On montre que t —zx U implique ty, —zex Uy Comme —pp=—Ix U =y, il s’en

suit que t —pp U implique ty, —%X Uy, d’ou le résultat.
Sit —zx U, alors il existe un contexte C[] : 7er(PP(X),X) — Ter(PP(X), X),
une substitution o : X — Ter(PP(X),X) et deux termes t’,u’ € Ter(L,X) tels
que t = C[t’o], u = Clu'c] et ' —xx u/. Comme R est non-effondrant, ni t’
ni u’ n’est une variable, donc par la proposition 8.3.9.(ii), on a t;; = Cy[t'oy] et
Uy = Cu[U,IO'u], soit ty —)ﬁx Uyy-

(ii) On montre que t X u implique t¢ —¢x uc. Comme —pp=—x U —u, il s’en
suit que t —pp u implique te —ox Uc, d’otut le résultat.

C

Sit —Ex U alors il existe donc un contexte C[ ], une substitution o et deux
termes t',u’ € Ter(Z, X) tels que t = C[t'o], ' = Clu’c] et t' —zx u'. Par
la proposition 8.3.5, on a t; —IRX up. De plus, par la proposition 8.3.4, on a
te = Ce [téo‘c] et ue = Ce [uéo‘c]. On en déduit que t¢ _>Ré< Uc. ]

Théoréme 8.4.5 (Préservation de la confluence sur les termes applicatifs) Soit
R un ensemble de régles conditionnelles non-effondrantes sur Ter(X, X) et X € {se,jo,0}.
Si —rx est confluent sur Ter(X, X) alors —RX est confluent sur Ter(Zceapp, X).

PREUVE. Par le théoréme 8.4.1, on a la confluence de —pp. On applique la proposi-
tion 8.4.3 avec les fonctions F et G définies ci-dessus. On vérifie les conditions (a) et (b).

Condition (a). On doit montrer que pour tout t,u € Zer(Zcapp, X),
. . X
t—rxu implique teppu.

On montre par induction sur i € N que t —Rx U implique t <=%p u. Le cas de base
i1 =0 est trivial car —IRX, T (). Supposons la propriété vraie pour i > 0 et montrons
la pour 1+ 1.

Sit —RX W alors il existe

— un contexte C[ ],
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— une substitution o,

— uneregled=¢D g T,

— des termes V € Ter(Zcapp, &),
tels que

t=Cllcol, u=Clcol et deo —fx V hx  Ceo.
Ci Ci

Par hypothése d’induction, on a aco‘ —pp Cco. Comme &C est la forme C-normale
de d (proposition 8.3.2), on a de =7 d, donc dco =7 do. En appliquant le
méme raisonnement & C, on obtient do —pp Co. La relation —pp étant confluente
(théoréme 8.4.1), il existe W tels que do —pp W pp €O, soit, par le lemme 8.4.4.(i),

(do)u —>%x Wy <—%x (Cou

Or, par la proposition 8.3.8, on a

-

(do)y = doy, (Co)y = Coy, (ro)y = roy et (lo)y = loy .
On en déduit que
t=Cllco] —y;, Clloyl X Clroyl <4, Clrcol=u,

) N : *
c’est-a-dire t «>%p .

Condition (b). On montre que pour tout t € Ter(Zcapp, X) et tout u € Ter(PP(L)),
t—ppu implique t —>;€é uc .

Or, par le lemme 8.4.4.(ii), pour tout t,u € 7er(PP(X),X), si t —}%p u alors
te H%X uc. Dans le cas ot t € Ter(Zcapp, &), onat=tc; donct H;‘ax uc. O
C C

En utilisant le théoréme 5.3.4, on en déduit aisément que la confluence est préservée
par curryfication de 7er(Z, X) a A(Z¢).

Corollaire 8.4.6 (Préservation de la confluence sur les lambda-termes) Soit R
un ensemble de regles conditionnelles non-effondrantes sur Ter(X,X) et X € {se,jo}. Si
—rx est confluent sur Ter(X, X) alors —IRX est confluent sur A(X¢).

Rappelons que si X est une signature, alors Zapp =def ZW{_-_}et TAPP —ae IN{ -},
de telle sorte que (ZApp)App = X (voir la section 5.3.2).

PREUVE. Le théoréme 8.4.5 implique que —RX,. est confluent sur Ter(Zcapp, X), et
on en déduit que —RX, est confluent sur /\((ZCAPP)AW’) par le théoréme 5.3.4. On a le
résultat recherché car (X¢ App)App =JX;. O
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Troisieme partie

Normalisation forte et
réductibilité
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Chapitre 9

Normalisation forte dans le
lambda-calcul typé

Ce chapitre présente certains aspects des preuves par réductibilité de la normalisation
forte de A-calculs typés.

L’idée centrale de ces preuves est d’associer a chaque type un ensemble de termes
fortement normalisants et de montrer que cette interprétation est adéquate vis-a-vis du
typage : chaque terme typé appartient & l'interprétation de son type. Afin que cela soit
possible, 'interprétation des types doit respecter certaines propriétés.

Il existe plusieurs interprétations possibles, nous abordons trois d’entre elles : les en-
sembles saturés de Tait, les candidats de réductibilité de Girard, et les ensembles clos
par biorthogonalité.

Chacune d’elles a ses propres caractéristiques. Dans le cas de calculs dont les régles de
réduction correspondent & des coupures du systéme de type, comme par exemple avec le
A-calcul pur ou avec produits, les propriétés mises en valeur par les ensembles de Tait sont
trés proches des régles de typage, et stirement parmi les plus simples que ’on puisse avoir.
En contrepartie, cette interprétation ne s’adapte pas de maniére élégante aux réductions
qui ne correspondent pas forcément aux coupures, comme c’est le cas en général avec la
réécriture.

Les candidats de réductibilité de Girard, quand & eux, paraissent étre un peu plus
loin du systéme de types. Ils ont I'avantage d’avoir une formulation plus abstraite, qui
s’adapte trés bien a la réécriture.

Les biorthogonaux reposent sur une méthode différente des deux autres familles consi-
dérées. L’idée est de caractériser un type par un ensemble de contextes tel que chaque
terme de ce type se comporte d’une maniére déterminée avec chaque contexte de 1’en-
semble. Cette maniére de faire permet de capturer des propriétés qui semblent plus dif-
ficiles & manier avec les autres approches. C’est en particulier le cas des interprétations
calculatoires de la déduction naturelle classique. Mais les biorthogonaux sont aussi trés
utiles dans d’autres cas. Par exemple nous les utilisons au chapitre 10 afin de mieux
comprendre I'impact des types unions sur la normalisation forte.

Les résultats que nous présentons dans ce chapitre sont pour la plupart déja connus.
Nous nous sommes attachés a les présenter de maniére précise, dans l'objectif de faire
ressortir les propriétés importantes utilisées de maniére explicite et implicite dans toutes
les familles d’interprétations que nous considérons.

Pour ce faire, nous avons adopté une présentation basée sur les conteztes d’élimination.
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Chapitre 9 Normalisation forte dans le lambda-calcul typé

Ces contextes sont utilisés dans [Abe04, Mat05] pour formuler de maniére élégante les
propriétés sur lesquelles reposent les preuves de [Luo90, Alt93] pour la normalisation
forte d’extensions du calcul des constructions. Les contextes d’élimination permettent
de donner un traitement uniforme aux ensembles saturés, candidats de réductibilité et
biorthogonaux. Ceci nous sera utile au chapitre 10 pour étudier la stabilité part union de
familles de réductibilité. Notons que nous donnons un principe de définition des termes
neutres qui semble étre original (voir définition 9.3.13).

Le chapitre se déroule comme suit. Nous commencons, a la section 9.1, par présenter
de fagon détaillée une preuve de normalisation forte du A-calcul simplement typé, pur
(section 9.1.2) et avec produits (section 9.1.3). Ensuite (section 9.1.4) nous considérons
le cas de la réécriture. Nous ne donnons pas de critére de terminaison, mais essayons de
voir comment s’adaptent a la réécriture les principes dégagés en 9.1.2 et 9.1.3.

Nous abordons ensuite la normalisation forte du systéme F. La section 9.2 est consacrée
aux problémes logiques spécifiques a la normalisation de ce calcul, qui comporte une
difficulté particuliére car elle implique la cohérence de I'arithmétique du second ordre.
Nous essayons d’approcher cette difficulté logique en présentant ce que pourrait étre
une preuve naive (et fausse). Nous présentons ensuite certains principes importants que
satisfont ses preuves de normalisation correctes, que nous appliquons & la section 9.3 aux
ensembles saturés, candidats de réductibilité et biorthogonaux.

Enfin, nous discutons briévement a la section 9.4 la préservation de la normalisation
forte pour la combinaison de la réécriture du premier ordre au systéme F.

9.1 Lambda-calculs avec types simples

Dans cette section, nous présentons les idées importantes des preuves de normalisation
par réductibilité pour des calculs simples. Nous nous concentrons sur des systémes issus
du A-calcul simplement typé, auquel on ajoute des constructeurs de type et des régles de
réécriture. La définition générale de tels systémes se trouve a la section 3.6.

Nous considérons le systéme A (B, X, 1), équipé d’'un systéme de réécriture R sur
A(X). L’idée des preuves par réductibilité est d’associer a chaque type T € 7. (B) un
ensemble de termes fortement 3R-normalisants [T] C SN gr, de telle sorte que

silFort:Tet o(x) € [U] pour tout (x: U) €T, alors to € [T]. (9.1)
Définition 9.1.1 Soit A (B, L, T) un systéme de types avec constantes et R un TRS
sur A(X).

(i) Une interprétation de (A= (B, X, T),R) est une fonction [ ] : 7= (B) — P(A(Z)).
(ii) Etant donnée une interprétation [ ], on dit qu’une substitution o : X — A(Z)
valide un contexte I' dans [_], notation o = | T, lorsque Dom(T") C Dom(o) et
o(x) € [I'(x)] pour tout x € Dom(T).
(iii) Une interprétation [_] est valide si X C [T] € SN gr pour tout T € T—(B).

(tv) Une interprétation [ ] est adéquate si

(FI—#Tt:T et O'):[[_]] F) - tO'E[[Tﬂ.
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9.1 Lambda-calculs avec types simples

Lorsque le contexte le permet, nous désignons o I:[[_]] ['par o =T.
Si 'on dispose d’une interprétation valide et adéquate, alors tous les termes typables
sont fortement normalisants.

Théoréme 9.1.2 (Normalisation forte) Soit A (B, L, T) un systéme de types avec
constantes et R un TRS sur A(X). S’il existe une interprétation valide et adéquate de
(A= (B, X, 1), R), alors

Mot T = teSNpr.

PREUVE. Soit [ ] une interprétation valide et adéquate de (A= (B, X, T), R) et supposons
que N t:T. Comme [ ] est valide, la substitution o =gef [x/x | x € Dom/(T')] valide
I dans [_], et comme [_] est adéquate, on a t = to € [T], soit t € SNgr car [_] est
valide. O

9.1.1 Lambda-calcul avec produits

Dans cette section, nous nous plagons dans un sous-systéme du A-calcul simplement
typé avec produits A « (B) présenté a la section 3.7.1. Nous supposons que tous les types
de base ont une arité nulle. De ce fait, on est dans un systéme de la forme A- « (Bp). De
plus, nous ne prenons pas en compte la régle —gp.

Les termes de ce systéme sont donc

tLbueALy) == x | tu | At | (t,u) | mt | mot,
ol x € X ; et ses types sont
TUe7Z.«(By) == B | U=T | TxU,
ol B € By. Rappelons ses régles de typage :

AX) T T
Cx:UFt:T 'Et:uU=T NFuw:U
=0 usT = Fhtu:T
N'Et: T lEty: Ty F'Et:TiyxTy .
I E) 1772 1.2)
R e NI XE) g (el

Les régles de réduction que nous considérons sont les suivantes :
(Ax.t)hu  —p  tlu/x] m(w,v) —x u mH(w,v) =g V.

L’interprétation des types est construite inductivement & partir de 'interprétation des
types de base

VBeBy. [B] = SNgx, (9.2)
en utilisant une interprétation des constructeurs de types = et x . Pour cela,
il faut donc leur associer des fonctions = | x _ : P(A(Zn))? — P(A(Z)). Nous

allons voir quelles propriétés on peut demander & = et X _ pour obtenir une
interprétation valide et adéquate.
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Chapitre 9 Normalisation forte dans le lambda-calcul typé

Meécanismes de base

Commengons par rappeler quelques mécanismes de base de la réductibilité. Nous nous
basons sur un systéme trés simple dans lequel ne figurent que des produits, et ot les
régles de typage n’ont pas de contexte.

Les régles

t:TixTr . t1:Th t2: T
Eo) ———= 1,2 I
(xEo) T (ie{1,2}) (xIo) ) T T
imposent que
sit e [Th] x [T2] alors iyt € [Tq] et mat € [T2], (xEop)
sit) € [[T]]] et ty € [[Tz]] alors (t1,t2) € [[T]]] X [[Tzﬂ; (XIo)

c’est a dire
{tuw lte[M] Auwe ]} C [ x[T2] C {tImte[h] A mte [T} (9.3)
La propriété (9.3) implique que
Viou, (te[Ti] A uwe[]) = (mtu) e[l A mtu) e[T]) .
En particulier, par (9.2), il faut que pour tout T € Ty (Bo),
Viw (te[T] AuesNy — (mtwe[T] Amt) elT]) . (9.4)

Voyons maintenant comment assurer la propriété (9.4) pour tout T € 7 (Bp). On rai-
sonne par induction sur T € 7 (Byp), en supposant que _ X _ est une fonction quelconque
de P(A(Zr))? dans P(A(Z,)) satisfaisant (9.3).

T =B € Bp. On doit montrer que
Vt,ue SN mtu)eSN, A m(t,u) e SN,. (9.5)
T =T; x T2. On doit montrer que pour tout t € [T;] x [T2] et tout u € SN,
mm(t,u), mm(ut) € [Ti] A mm(t,u), mm(u,t) € [T2] . (9.6)

L’induction sur la structure des types impose, a travers (9.6), que (9.4) soit satis-
faite pour des termes & l'intérieur de contextes de la forme 7y, ---7t;,, . Ces contextes

correspondent, au niveau des termes, aux régles d’élimination. On les appelle contextes
d’élimination. Dans le cas des produits, ils sont générés par la grammaire suivante :

E[leé& == [] | mE[] | mkEl].

Notons que le « trou » de ces contextes n’est jamais sous un lieur. Par la remarque 1.4.6,
ce sont donc des Ter(Z,, X)-contextes, qui peuvent étre définis par des termes & trous,
comme en 1.1.19.
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9.1 Lambda-calculs avec types simples

En reformulant (9.4) dans les contextes d’élimination, on aboutit a la propriété sui-
vante : pour tout T € 7, (Bg) et tout t4,t,

VE[]€e&x. (2 eSNx A Etle[T]) = Emty,t2)] €[T],

VE[] €& (LeSN. A Emle[l]) — Emtnt)eqy. 7

En d’autres termes, l'interprétation des types doit étre stable par expansion dans les
contextes d’élimination.

Remarque 9.1.3 La relation {(E[t],E[u]) | E[ ] € Ex A t +—,x u} est 'analogue, pour
les produits, de la {3-réduction faible de téte définie en 3.2.7.

9.1.2 Normalisation forte du lambda-calcul simplement typé

Nous allons maintenant montrer la normalisation forte du A-calcul simplement typé
en nous basant sur les intuitions que nous venons de dégager sur les produits. D’autres
preuves peuvent étre trouvées dans [Kri90, Bar92, GLT89].

Supposons définie une interprétation [ ] : 7= (Bg) — P(SN g). Considérons les régles

N'-t:u=T FFu:U Ox:UkFt:T

(=1)

E
(=E) F=tu:T Fr-xxt:U=T

En raisonnant comme pour (9.3), on aboutit au fait que = doit vérifier, pour toute
substitution o telle que o =T,

{Ax.t)o | Vu. u € [U] = tolu/x] € [T]}
C [u]l=1|T] <
{to|Vvueue [U] = toue[T]}. (9.8)

Il existe plusieurs définitions de = vérifiant (9.8). Nous utilisons des interpréta-
tions « basées sur I’élimination », au sens de [Mat98].

Définition 9.1.4 (Interprétation de la fleche) Soit & une signature. On définit la
fonction = :P(A(X)) x P(A(Z)) = P(A(X)) par

A=B =44 {t/Vu. ueA = tueB}.

On peut alors définir 'interprétation des types de 7_ (Bp) en utilisant, dans le cas de
base, l'interprétation [B] = SAg suggérée en (9.2).

Définition 9.1.5 (Interprétation des types) L’interprétation d’un type T € T- (Bo)
est l’ensemble [T] défini par induction sur T de la maniére suivante :

[B] =def Sng si B € By
[U=T] =4 [U]=[T].
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Chapitre 9 Normalisation forte dans le lambda-calcul typé

Nous allons maintenant vérifier que [ ] est bien une interprétation valide et adéquate.

Pour I’'adéquation, en s’inspirant de ce qu’on a fait avec (9.4), il ressort de (9.8) que pour
tout T € 7 (By),

Vibu. ueSNg = (tlu/x]e[T] = AWxtuel[T]) . (9.9)

En ce qui concerne la validité de [ ], on doit montrer que pour tout T € 7_ (Bp) on a
X C [T] et [T] € SNg. En fait, ces deux propriétés ne sont pas indépendantes I'une de
lautre. En effet, X C [T] implique que [T] n’est pas vide, et d’un autre coté on a

=B = {t|Vu. ueldl = tueB} = A(Y).

D’autre part, pour montrer que x € A = B, il faut montrer que xu € B pour tout u € A,
et si B C SN cela impose que A C SN .

Ces propriétés doivent étre vérifiées pour les types de base, mais aussi pour l'inter-
prétation de la fleche. Cela nous améne, comme en (9.7), & les formuler en utilisant
des contextes d’élimination. Notre utilisation des contextes d’élimination est inspirée
de [Abe04, Mat05].

Définition 9.1.6 (Contextes d’élimination des fléches) Soit L une signature. L’en-
semble E- des contextes d’élimination des fléches est généré par la grammaire suivante :

E[]eés == [] | E[]lt,
ot t € A(X).

Ces contextes peuvent donc s’écrire sous la forme [ ]Jtq...t, avec n > 0. Notons que
dans un contexte E[ ] € £, le « trou » [ | n’apparait jamais sous un lieur, E[ ] est donc
représenté par un unique terme de A(X). De plus, comme E[ ] a une occurrence de [ ],
on a t € SN dés lors que E[t] € SAp.

Si on formule dans les contextes d’élimination les conditions que [ ] doit satisfaire
pour étre valide et adéquate, on aboutit au fait que pour tout T € 7 (By), [T] doit étre
une partie de SAg telle que

— si E[ ] € SN et x € X alors E[x] € [T],

— si Eft[u/x]] € [T] et u e SN alors E[(Ax.t)u] € [T].

Ces conditions sont celles des ensembles saturés de Tait, voir [Kri90, Bar92, Gal89|.

Définition 9.1.7 (Ensembles saturés) L’ensemble 84T des ensembles B-saturés est
Uensemble des S C SN tels que

(8ATT) si E[ ] € SN et x € X alors E[x] € S,

(8A4T2) si E[t[u/x]] € S et u € SNg alors E[(Ax.t)ul.

Nous allons maintenant vérifier que 84T n’est pas vide, c’est a dire qu’il existe un

ensemble saturé. Pour cela, nous montrons que SN'g € 84T5.
La condition (8AT1) est immédiate.

Proposition 9.1.8 SiE[] € &5 NSNg et x € X, alors E[x] € SNg.
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9.1 Lambda-calculs avec types simples

PREUVE. Par induction sur E[ | € SN g, en utilisant la propriété suivante :
. Ex] —gv = (v=E'[x] avec E[]€és et E[]1—-pgE'[]) . (9.10)
O

Pour montrer que (8472) est vérifiee par SN g, nous utilisons une propriété simple
mais fondamentale du A-calcul, appelée standardisation faible dans [Alt93].

Lemme 9.1.9 (Standardisation faible) Sit—gu et E[t] =gV avec v # E[u], alors
v ="E'[t'] avec (E[ ],t) —p (E'[ ],t') et il existe u’ tel que E[u] —)E E'[u’]. En image :

t—pu

E[t] E[u]

Bl 3k (9.11)
v

BT s > E'u’]

PREUVE. Comme E[ ] est de la forme [ Jt;...tyn, la propriété (9.11) s’écrit sous la forme

W]"LB

(Ax.t)huty ...ty tlhu/x]ty ...t

'
(At VW) ot =t/ /Xt .t

ou (t,u,ty,... tn) —=p (t/,u/,t],...,t]). Le fait que tlu/xJt; ...ty =% tu//xIt] .t
provient du lemme 2.3.1. O

La standardisation faible est tout ce dont on a besoin pour montrer que SNg vérifie

(8472).

Lemme 9.1.10 (Stabilité par expansion faible de téte) Si E[tlu/x]] € SN et
u e SN alors E[(Ax.t)u] € SNg.

PREUVE. On doit montrer que pour tout v, si E[(Ax.t)u] —g v alors v € SAg. No-
tons que E[ ],t € S./\/fg car E[tfu/x]] € SN. On raisonne par induction sur les triplets
(E[ ], t,u) ordonnés par —g.
Soit v tel que E[(Ax.t)u] —pg v. D’aprés le lemme 9.1.9 il y a deux possibilités.
— v = E[t[u/x]] et v € SNg par hypothése,
— v = F'[(Ax.t')u'] avec (E[ ],t,u) —p (E'[],t/,u) et E[tlu/x]] —>E B/t [u /x]].
Comme u, E[tlu/x]] € SN, on a u/,E'[t'[u’/x]] € SNg. On peut donc appliquer
I’hypothése d’induction a E/[(Ax.t’)u’] —whe E'[t'[u’/x]], dou v € SNg. O

Remarque 9.1.11 Dans le cas du A-calcul pur, la standardisation faible est triviale, et
la stabilité de SN par expansions faibles de téte pourrait étre prouvée sans référence ex-
plicite a cette propriété. L’intérét de cette méthode est qu’elle s’adapte bien a différentes
extensions du A-calcul.
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Chapitre 9 Normalisation forte dans le lambda-calcul typé

Comme SN satisfait (84T1) et (84T2), on en déduit que SN'g € 84T .
Lemme 9.1.12 SN € 84T;.

Pour que [ ] soit une interprétation valide, et pour pouvoir montrer qu’elle est adé-
quate, il nous reste a voir que [T] € 84T pour tout T € 7= (By). Comme [B] = SN
pour tout B € By, il suffit de montrer que = = est une fonction de SAT%, dans 8ATg.

Proposition 9.1.13 Si A,B € 84T alors A = B € 8ATp.

PREUVE. Montrons tout d’abord que A = B C SNg. Sit € A = B, alors comme
A € 84T, on a tx € B pour tout x € X, donc tx € SN car B € 84T, d’ou t € SNg.
Montrons maintenant que les conditions (8AT1) et (S8AT2) sont satisfaites.

(8ATT) SiE[ ] € SN et u € A, alors comme A € 84T on a u € SN, donc E[x]Ju € B
pour tout x € X' car B € 84T . Il s’en suit que E[x] € A = B pour tout x € X

(8472) Si E[t[u/x]] € A = B avec u € SN, alors pour tout v € A on a E[t[u/x]]x € B,
donc E[(Ax.t)u]v € B car B € 84T . Il s’en suit que E[(Ax.t)u] € A = B. dJ

Proposition 9.1.14 [ ] est une interprétation valide.
Montrons maintenant qu’elle est adéquate.
Lemme 9.1.15 (Adéquation) SiT - t:T et 0 =T, alors to € [T].

PREUVE. On raisonne par induction sur I'-— t: T.

(AX)
Cx:TkEx:T
On a o(x) € [T] par hypotheése.
(=1
Cx:UkFt:T

FrMEaxt:U=T
Soit o = T'. On doit montrer que (Ax.t)o € [U] = [T].
Tout d’abord, par le lemme 1.2.10, on peut supposer que x € FV(o)UDom(o). On
a donc (Ax.t)o = Ax.(to) par le lemme 1.3.9.(i).
Soit maintenant u € [U]. Par hypothése d’induction, on a t(ofu/x]) € [T]. Or,
comme x ¢ FV(0), la proposition 1.3.5 implique que t(o[u/x]) = (to)[u/x]. Comme
[T] € 84T, on a (Ax.to)u € [T] car u € [U] € SN et tofu/x] € [T]. Il s’en suit
que Ax.(to) € [U] = [T].
(=E)
r-t:uU=T Mu:u
FEtu:T

Par définition de = . O

Corollaire 9.1.16 SiT - t:T alors t € SNg.

PREUVE. On a une interprétation [ ] qui est valide par la proposition 9.1.14 et adéquate
par le lemme 9.1.15. On peut donc appliquer le théoréme 9.1.2, d’ou t € SN. ]
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9.1 Lambda-calculs avec types simples

9.1.3 Normalisation forte du lambda-calcul avec produits

Nous allons maintenant adapter au A-calcul simplement typé avec produits ce que nous
venons de faire avec le A-calcul pur.

Comme pour =, nous utilisons une interprétation de = x  basée sur les élimi-
nations.

Définition 9.1.17 (Interprétation des produits) Soit X une signature. On définit
la fonction _ x _ : P(A(L)) x P(A(E)) = P(A(X)) par

AXxB =def t|mte A A mteB}.

On peut alors prolonger naturellement l'interprétation [ ] au cas des produits. Notons
toutefois que nous avons ici [B] = SN g

Définition 9.1.18 (Interprétation des types) L’interprétation de T € 7 (Bo) est
Uensemble [T] défini par induction sur T de la maniére suivante :

[[B]] =def S./\/-(g,n st B € By
[U=T] =4 [U]=[T]
[UxT] =4 [U]x[T].

Les contextes d’élimination que nous utilisons sont des combinaisons des contextes
d’élimination des fléches et des produits.

Définition 9.1.19 (Contextes d’élimination des fléches et des produits) L’en-
semble £« des contextes d’élimination des fleches et des produits est généré par la
grammasre suivante :

E[leésx == [1 | E[It | mEl] | mEl],
out € A(X).
Ils donnent lieu aux ensembles saturés suivants :
Définition 9.1.20 (Ensembles saturés) L’ensemble 8AT g, des ensembles Br-saturés
est l’ensemble des S C SN gy tels que

(84T1) pour tout E[ ] € E5x NSNpr et tout x € X on a E[x] € S,

(8AT2- ) pour tout E[ ] € € «, tout t € A(Ly) et tout uw € SN gr, si E[t[u/x]] € S alors
El(Ax.t)u] € S,

(8AT241) pour tout E[ | € E=x et tout t1,t2 € A(Xx), st t2 € SNpx et E[tq] € S alors
Elm(ty,t2)] €S,

(8AT2.2) pour tout E[ | € €=« et tout t1,t2 € A(Lx), st t1 € SNpx et E[ty] € S alors
Elmy(tq,t2)] €S.

Nous allons maintenant montrer que SN gr € 84T, En ce qui concerne (84T1),
comme la propriété (9.10) est toujours vraie avec les contextes de £- «, on peut raisonner
de la méme maniére qu’a la proposition 9.1.8.
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Proposition 9.1.21 SiE[ ]| € E5x NSNpr et x € X, alors E[x] € SN gn.

PREUVE. Comme pour la proposition 9.1.8, en utilisant la propriété suivante :
Y. EX —pgrv = (v =E'[x] avec E'[]€&.y et E[] — B E’[ ]) . (9.12)
O

La standardisation faible est bien plus intéressante pour A « (Bg) que pour A (Bp).
Nous la montrons au lemme 9.1.23, en utilisant un résultat intermédiaire, qui est une
généralisation de (9.12) aux termes ayant un symbole d’élimination en téte. Les contextes
atomiques d’élimination €[ ] sont engendrés par la grammaire

e[] = T[]t | m[] | ml].

Proposition 9.1.22 Pour tout E[ | € £, tout t € A(Xy) et tout contexte atomique
d’élimination €[ ], si E[e[t]] —px Vv, alors v =E'[t'] avec (E[ ],€lt]) — (E'[ ], t').

PREUVE. Par induction sur E[ ].
E[ ] = [ ]. Evident.

E[ ] = F[ Ju. Si Fle[t]lu —px v, alors, comme Fle[t]] n’est pas une abstraction, on a
forcément v = v'u’ avec (Fle[t]],u) —pr (v/,u’). Si Fle[t]] —px V', alors par hypo-
these d’induction v/ = F/[t'] avec (F[ |, e[t]) —pgx (F'[ ],t), donc (F[ Ju, e[t]) —pn
(F'u,t’). Sinon, u —gr u’ et on a (F[ Ju, et]) —px (F[ Ju’, e[t]).

E[ ] = mF[]. Si miFlelt]] —px v, alors, comme Fle[t]] n’est pas une paire, on a for-
cément v = mpv’ avec Fle[t]] — g v/. Par hypothése d’induction, v/ = F/[t'] avec
(F[ 1, elt]) —pn (F'I1,t), donc (miF[ ], eft]) —pn (iF'[ ], t1). 0

Lemme 9.1.23 (Standardisation faible) Sit —pg. u et E[t] —px Vv avec v # E[ul,
alors v =E'[t'] avec (E[ ],t) —px (E'[ ],V') et il existe un terme u’ tel que t’ —p u’ et
Elul HEW E'[u’]. En image :

B[] — Y Fp
PR * - 37T
\%
I B
t'opru

PREUVE. Comme t — gy u,onat = e[t’]. Donc par la proposition 9.1.22, on av = E’[t"]
avec (E[ ], elt’]) —=pn (E'[[,t"). STE[ ] =pr E'[ ] et e[t’] =t”, alors v = E/[t],t —pru
et E'[u] «—pr E[ul.
Sinon v = E[v] avec t —p; V', et on raisonne par cas sur t — gy .
t—=p u Dans ce cas, t = (Ax.t1)t2 —p tilta/x] =u, et vV = (Ax.v1)vy avec (t1,t2) —px
(vi,v2). Alors v/ —p vi[va/x] By W par le lemme 2.3.1.
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t =7 u Dans ce cas, t = mi(ty,t2) —x ti = w et v/ = mi(vy,v2) avec (t1,t2) —pn
(v1,v3). Alors v/ v —p tie O

Nous allons maintenant montrer que SN g est clos par expansion faible de téte. La
formulation de cette propriété avec les produits est un peu plus compliquée que pour le
A-calcul pur.

Lemme 9.1.24 (Stabilité par expansion faible de téte) Pour tout T € 7_ «(Bo),
tout t1,t2 € A(Ln) et tout E[ ] € E~ «,

(t2 € SNpr A Eltil € SNp) = Elmi(tr,t2)] € SNpn, (x1)
(t1 € SNpr A Elt2l € SNpr) = Elma(ts,t2)] € SNpr (x2)
(ty € SN[:’m A Eltqlta/x]] € SN[gﬂ) =  E[(Ax.t1)t2] € SN[gﬂ . (:>)
PREUVE. On a donc t — g, u avec
t=mi(t;,t2) et u=t;, (x1)
t=(Ax.t])ts et w=t[ta/x]. (=)

Dans le cas (=), on a t; € SNy car tq[t2/x] € SN g et toute réduction a partir de
t1 donne lieu & une réduction a partir de ty[t/x] de méme longueur, et pour (x;), on a
t1,t2 € SN gr par hypothése. Donc t1,t; € SN gr dans les deux cas.

On raisonne par induction sur les triplets (E[ ],tq,t2), ordonnées par 1’extension pro-
duit de —px. Pour avoir E[t] € SN gy, il suffit de montrer que (E[t])gr € SN g Soit v
tel que E[t] — v. Par le lemme 9.1.23, on a deux possibilités.

(i) v=—E[u] € SN g par hypotheése.

(i) v = E'[t'] avec (E[],t) —px (E’[],t). Par le lemme de standardisation faible

(lemme 9.1.23), il existe u’ tel que t' —pr 1’ et E[u] —>}§7T E'[u/].

Cas (=). Comme pour le lemme 9.1.10.

Cas (x71) et (x2). Sit =mi(ty,t2), alors u =ty et on a t’ =m(t],t5) et u' =1t{
avec (E'[ ],t],t5) —px (E[ ],t1,t2). Il s’en suit que t7,t) € SN px car t1,t2 €
SNpr et que E'[t]] € SNpx car Elti] € SN g On peut donc appliquer
I'hypothése d’induction a v = E'[m;(t],t5)], dou v € SN g O

On en déduit que SN gr € 84T g Montrons maintenant que _ X _ et _ = _ sont
des fonctions de SAT %57: dans 8AT g .

Proposition 9.1.25 Si Ay, A, € 84T g alors,

Ax= Ay € 8ATpn, (=)
A]XA2€SATBN. (X)
PREUVE. Le fait que A = A € SN px se montre exactement comme a la proposi-
tion 9.1.13. De plus, si t € Ay x Ay, alors it € Ay, donc t € SNy car Ay € 84T .

Pour (=), la clause (8AT1) est traitée comme a la proposition 9.1.13. Le cas (x) est
similaire.
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(8AT1) Si E[ ] € SN et x € X, alors TiE[x] € A car Aj € 8ATpr et mE[ ] € €. 1
s’en suit que E[x] € A1 x A, pour tout x € X.

Considérons maintenant les clauses (8AT2p), (8472 ) et (8AT2). La satisfaction de
(84T24) pour (=) se passe comme a la proposition 9.1.13. Cependant, il est intéressant de
voir que (=) et (x) peuvent se traiter de maniére uniforme. Soient i € {1,2} et t —pg-u
avec

t=(Ax.t1)t; et u=+1ty[ty/x], (8/472(3)
t=mi(t1,t2) et u=t;. (SA:TZm)

Supposons que t; € SN g dans le cas (84T2p) et que t34 € SN gy dans le cas (8AT2 ).

(=) On a Elu] € A, = Aj et on doit montrer que Ef[t] € A; = A;. Pour tout
v E Ay comme E[ Jve &y et Efulve Aj, on a Eft]v € Aq car Ay € 84T Dot
Elt] € A, = Ay

(x) On a E[u] € Ay x A et on doit montrer que E[t] € A; x A,. Pour tout j € {1, 2},
comme TGE[ ] € 54 et mEMU] € Aj, on a TE[t] € Aj car Aj; € 84T g Do
Elt] € A1 x As. L]

On en déduit que [ ] est une interprétation valide. Montrons qu’elle est adéquate.
Lemme 9.1.26 (Adéquation) SiT ko t:T et o =T, alors to € [T].
PREUVE. On raisonne comme au lemme 9.1.15. Les seuls changements sont les cas des
régles (x1I) et (xE).

(xI)
NeEt1:Tq N't: 1o
FE(t1,t2): i x Ty

Soit o = T. On doit montrer que (t1,tz2)o = (ty0,t20) € [T1] x [T2].

Par hypothése d’induction, on a tjo € [Tq] et tyo € [T2]. Pour tout i € {1,2}, on
a donc 7ti(ty0,t20) € [Ti] par le lemme 9.1.24, d’ou (t10,t20) € [T1] x [T2].

(xE)
N't: Ty xTy

Le (1.2
e, elh2)

Par définition de  x . O

Corollaire 9.1.27 SiT ko t:T alors t € SN .

Une autre preuve de ce résultat peut étre trouvée dans [GLT89|.

170



9.1 Lambda-calculs avec types simples

9.1.4 Lambda-calcul avec réécriture

Nous avons vu les ingrédients de base des preuves par réductibilité pour le A-calcul pur
a la section 9.1.2, et nous les avons étendus au A-calcul avec produits a la section 9.1.3.
Dans cette section, nous nous intéressons au cas de la réécriture typée, telle que présentée
a la section 3.6.

On se place dans le systéme A « (Bo, X, T). De ce fait, la régle de typage des symboles
feXest

F'Ety:Ty o0 ThHEth:Th

rrfn a1 (s et

(SymB1I)

De plus, nous considérons un systéme de réécriture R typé dans A « (Bop, X, T), au sens
de la définition 3.6.7.

L’objectif de cette section est de présenter quelques principes généraux sur la maniére
dont la relation —5 s’insére dans les preuves de normalisation par réductibilité présentées
aux sections 9.1.2 et 9.1.3. Ces principes ont été identifiés dans [BJO02, Bla07].

L’interprétation d'un type T € 7T« (Bo) est définie, comme en 9.1.18, par induction
sur T, mais en posant cette fois [B] = SN pgqr :

[[B]] —def S./\/‘an]g siBe Bo R
[U=T] =t [U]=[T],
[T x U] =dqet [T] x [U] .

Les contextes d’élimination que nous utilisons sont les contextes E[ ] € £« d’élimi-
nation des fléches et des produits, définis en 9.1.19.

Nous raisonnons maintenant de la méme maniére qu’a la section 9.1.3 : nous montrons
que les types sont interprétés par des ensembles saturés. Cela assure la validité de l'in-
terprétation et son adéquation vis-a-vis des régles de typage (=1), (= E), (xI) et (xE).
Ces ensembles saturés sont ceux de A=« (Bop), dans lesquels on utilise SN grr au lieu de
SN gn.

Comme les régles de réécriture sont algébriques a gauche, la propriété (9.10) est encore
valable :

YW. EX —pmmv = (v:E’[x] avec E'[ 1€ Eoy et E[] —BrR E'[ ]) . (9.13)

On en déduit que si E[] € E5x NSNpxr et x € X, alors E[x] € SN gxr ; donc que
SN gnr satisfait (84T71). Comme les régles de réécriture sont algébriques a gauche, les
propriétés (84T2p) et (84T2,i) peuvent étre montrées avec la méme méthode qu’en 9.1.3.

Lemme 9.1.28 (Standardisation faible)

t=pru

v
B = E
t T e
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Il s’en suit que SN pr satisfait (84T2p) et (84T2,). Comme en 9.1.3, la fléche préserve
les ensembles saturés.

Le point principal est le lemme d’adéquation. La réécriture y est présente a travers
la régle (SYMBI) qui impose que les symboles appartiennent a I'interprétation de leurs
types [BJO02, Bla07].

Définition 9.1.29 On dit que f € X, appartient a I'interprétation de son type, notation
f e [t(f)]), si pour tout ty,...,tn et tout (Ty,..., Ty, T) € T(f), on a

VMie{l,...,n}. tie[]) = f(t1,...,tn) €[T].
Lemme 9.1.30 (Adéquation) Sif € [t(f)] pour tout f € £, alors
MThox<t: T A oET) = toe][T].

PREUVE. On raisonne par induction sur I' F 41 t : T comme pour 9.1.26. La seule
différence est le cas de la régle (SYmMBI) :

FrEt:Ty ... Thth:Th
r'_'FT ((le)TTL)T)GT(f))
Si 0 = T, alors par hypothése d’induction on a tio[T;] pour tout i € {1,...,n}, d’on
f(t1,...,tn)o € [T] car f € [t(f)]. O

La question principale est donc d’assurer f € [t(f)]. Pour cela, on va se concentrer sur
des systémes de réécriture typés dans A  (Bop, £o,T), ou (Lo, T) a une forme particuliére.

Définition 9.1.31 (Signatures basées sur les produits) On désigne par Ty (Bo)
I’ensemble des types produits avec types de base dans By :

TUe7x(By) == B | TxUu,

ou B € By.
Une signature (Lo, T) typée dans T « (Bo) est basée sur les produits si pour tout f € L,
T(f)=Tr=---=Tha=H ou He T (By).

Nous utilisons des signatures basées sur les produits au chapitre 11 (voir aussi [BR06]).
Exemple 9.1.32 Considérons la signature
L =def Znatc W Ziisc W Zpool W {>,pivot, ite}

oll LNate, LListC, LBool Sont définies a la section 3.1 et ou ite est la version curryfiée de
l'itérateur sur les booléens présentée en 3.1.14. On la type de la maniére suivante :

T(0) =g4er Nat T(nil) =g List
T(S) =ger Nat= Nat T(cons) =ger Nat = List = List
T(true) =gor T(false) =gor Bool T(>) =ger Nat = Nat = Bool

T(ite) =ger Bool = Nat = Nat = Nat
T(pivot) =g4er Nat = List = List x List
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La signature typée (L, T) est basée sur les produits. Le symbole pivot, dont le type fait
intervenir un produit, définit une fonction utilisée dans certaines implantations du tri
QUICKSORT :

pivot x nil —pivot (Nl nil)

pivot x (consy 1) —pivet ite (>y x)
(7t1(pivot x 1), cons y (712 (pivot x 1)))
(cons y (711 (pivot x 1)), 712(pivot x 1))

L’interprétation des types est stable par ftR-réduction.

Proposition 9.1.33 (Stabilité par réduction) Pour tout T € T (Bo), sit € [T] et
t —pmr u alors u € [T].

PREUVE. Par induction sur T.
T =B € B. Dans ce cas [T] = SNgxr et u € SN gxr par la définition 2.1.6.(i).
T =T xT, Soit i € {1,2}). Comme t € [T1] x [T2], on a m;t € [T;], donc mu € [Ti]
hypothése d’induction. Il s’en suit que u € [T7] x [T2].

T=T,= Ti. Soit v € [T2]. Comme t € [T2] = [T1], on a tv € [Tq], donc uv € [Tq]
hypothése d’induction. Il s’en suit que u € [T2] x [Tq]. O

De plus, comme les termes de la forme fty...t, n’interagissent pas avec les contextes
d’élimination des produits, pour tout T € 7y (Bp), on a fty...t, € [T] dés lors que tout
les réduits en un pas de ft;...tn sont dans [T].

Proposition 9.1.34 Soit T € T (By). Pour toutf € Ly et tout E[ ] € E~« on a
(W. Elfl =pmrv = ve[l]) = Efle[T].

PREUVE. Par induction sur T.
T =B € By. Dans ce cas [T] = SN gnr et par la définition 2.1.6.(i), E[f] € SN gnr si
(E[ﬂ)ﬁﬁ]{ S SN[gT(R
T=T; xT, Soit 1 € {1,2} et v tel que T;E[f] —prR V- Alors v = v’ avec E[f] —BmR v/
et v’ € [Ti] car v’ € [T1] x[T2]. On a donc m;E[f] € [T;] par hypothése d’induction
et il s’en suit que E[f] € [Tq] x [T2]. O

Les propriétés 9.1.33 et 9.1.34 permettent de raffiner la propriété f € [t(f)] de la
définition 9.1.29. On obtient une condition classique, que 1'on a utilisé dans [BRO6]|, et
qui correspond aux conditions formulées dans [BJO02, Bla07].

Lemme 9.1.35 (Computabilité des régles de réécriture) Soit (X, T) une signature
typée dans T « (Bo) et basée sur les produits, et soit R un systéme de réécriture typé dans
A2 (Bo, Lo, T).

Si pour toute régle fli... lx =i v avec T(f) = T1 = -+ = Tn = H et pour toute
substitution o on a

Vie{l,..., kL liGEHTiﬂ) - TO'G[[Tk+]=>--~:>Tn:>H]],

alors —pxr est fortement normalisant sur les termes typables de A= x (Bo, o, T).
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PREUVE. Par le lemme 9.1.30, il faut montrer que f € [t(f)] pour tout f € Zy. Soit
feXyavec t(f) =Ty = --- = T, = H. Supposons que t; € [T;] pour tout i € {1,...,n}.
On doit montrer que t =gt fty ...ty € [H]. Par la proposition 9.1.34, il suffit de montrer

que v € [H] dés lors que t —pnr v. On raisonne par induction sur les tuples (t1,...,tn)
ordonnés par ’extension produit de —gxr. Soit v tel que t =g g V.
— Siv=ft]...t] avec (t1,...,tn) —=pxr (t],...,1},), alors, par la proposition 9.1.33,

on a t! € [Ty] pour tout i € {1,...,n}. On peut donc appliquer I'hypothése d’in-
duction & v, ce qui donne v € [H].

— Sinon, il y a une régle 1 —x 1 et une substitution o telles que t = lotyy1...t, et
V = 10tK41 ... tn. Par hypothése, on a ro € [Tys1 = -+ = T = H], donc v € [H]
car t; € [Ti] pour tout i € {k+1,...,n}. O

9.2 Systeme F

Nous venons de voir les mécanismes combinatoires de base des preuves par réductibilité
pour des systémes de types simples. Dans cette section, nous nous intéressons aux preuves
de normalisation forte par réductibilité pour le systéme F, présenté a la section 3.3.2.

Le systéme F comporte une difficulté particuliére car sa normalisation implique la
cohérence de I'arithmétique du second ordre. Sa preuve de normalisation, découverte par
Girard [Gir72], doit donc utiliser des moyens logiques trés puissants.

Nous considérons des types du second ordre construits avec des types de base pris dans
une signature B :

TUEDB) == X | B(T,....,Ta) | U=T | ¥XT

ou X € Vet Be B,
Rappelons qu’a cause du lieur VX. | les types du systémes F sont des quotients modulo
a-conversion (voir section 3.3.2.(a)).

9.2.1 Quantification du second ordre et produits infinis

Nous essayons dans cette section de mettre en évidence la difficulté logique intrinséque
aux preuves de normalisation du systéme F. En utilisant une variante du combinateur J de
Girard [Gir72] proposée par [HM99], nous tentons d’expliquer pourquoi, dans les modéles
de réductibilité, la quantification universelle du second ordre ne peut étre naivement
interprétée par un produit infini.

On considére le systéme F a la Church 7\(2"}‘([)’0, Y0, T) avec des symboles d’arité nulle.
On suppose que T associe & chaque f € Xy un unique type t(f) € 73(Bp). Ces termes sont
donc décrits par la grammaire suivante :

t,u € Aon(Zo, Bo) = X | tu | Ax.t
| t-AT | AX.t | f

oux € X, X eV, Te TH(By) et f € Ly. Les régles de typage de ce systéme sont
celles de Aih(Bo, 20, T) plus les régles d’introduction et d’élimination de la quantification
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universelle du second ordre :

Net:T MN=t:VX.T
FE At T N EFVIT) VAE) F TIU/X]

(VaI)

Comme on ne considére que des symboles f d’arité nulle et ayant un unique type T(f),
leur régle de typage s’écrit de la maniére suivante :

(SymB 1) (f € Zo)

MEf:x(f)

Une fagon naive d’appréhender les régles (VA I) et (VA E) est de voir la quantification
du second ordre comme une sorte de produit infini. Ainsi, la généralisation AX.t : VX.T
serait une forme infinie de la paire (tq,t2) : Ty x To, et 'instantiation t- U : T[U/X] serait
une forme infinie de projection 7t : T;.

L’interprétation de VX. vu comme produit infini pourrait étre définie de maniére
analogue & celle de  x

[MxT] = {t|Vi. ie{l,2) = mte[T]
VX.T] = {tIVU. UeT(Bo) = t-Ue[Tu/X]. (9.14)

Cependant, une telle interprétation de VX.  pose probléme : le type T[U/X] pouvant ne
pas étre plus petit que T, [ ] n’est pas définissable par induction sur T. Mais cela ne dit
pas qu’il n’existe pas d’autre moyen de définir une interprétation de VX.T vérifiant (9.14)
et évitant ce probléme d’induction sur T.

Nous allons voir, en utilisant une variante J’ du combinateur J de Girard [Gir72]
proposée dans [HM99|, que toute interprétation qui vérifie (9.14) et qui est stable par
expansion faible de téte fortement normalisante pour les régles de ce systéme contient
des termes non fortement normalisants.

Les combinateurs J et J’ sont des symboles définies par des régles de réécriture qui
dépendent du type de leurs arguments, ils sont dits non paramétriques. Les conditions
de saturation que nous utilisons étant trés naturelles, il nous semble que le probléme
vient précisément de (9.14). Il se peut donc qu'il n’existe pas d’interprétation valide
vérifiant (9.14) et qui soit adéquate vis-a-vis des régles de typage de 7\(2:];(50, 20,7T).

Le combinateur J de Girard est un symbole d’arité nulle et de type VX.VY.X = Y, défini
par les régles suivantes :

t siT=U

JTUL =y {UU. sinon

ou U est un symbole de type VX.X. Les régles de J dépendent donc du type de ses
arguments, c’est une fonction non paramétrique.

Sa variante J’ de [HM99] évite I'utilisation du terme U : ¥X.X. Le symbole J’ a pour
type VX.VY.(X = X) = (Y = Y), et est défini par les régles

t siT=U

!/
FTUL =y {IdChU sinon
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ot Iden = (AXAx 1 X.x) est 'identité dans le systéme F a la Church (voir exemple 3.3.19).
Le combinateur J/ peut étre vu comme une restriction de J aux types fléches.

En posant Tig =get VX. X = X et
foo=qer AXJ Tig X (Ax:Trgx Trax) @ Tia,
on a
fTaf —py 3 Tia Tra A Trax Tra x) £ —pyr (Ax: Trax Trax) £ —pyr fTia f .

On note (X;/) la signature typée {J/ : VX.YY.(X = X) = (Y = Y)}.

Nous allons maintenant montrer que toute interprétation [ ] vérifiant (9.14) et cer-
taines conditions de saturation simples est adéquate pour le systéme Agh([)’o, Xys), cest-
a~dire

r ngy t: T implique te[T].
Il s’en suit que f Tiq f € [T14], donc que [Tiq] contient des termes non normalisants.

Commengons par la proposition suivante, prouvée par induction sur la hauteur des arbres
de typage.

Proposition 9.2.1 OnnoteTFnt: T silTH1:T est dérivable par un arbre de hauteur
inférieure ou égale a n. Supposons que T(f) est clos pour tout f € Lo. SiT Fn t: T alors
FU/X] Fn tU/X] - TIU/X] pour tout U € TH(Bo).

PREUVE. Par induction sur '+~ 1t:T.

(AX)
Dx:TkEx:T
SiTx:Thkyx:Talors MU/X], x: TIU/X] Fnox: TU/X].
(=1

Dx:To,Fn1ti: T
ATt T =T
Par hypothése d’induction, car (Ax : To.t1)[U/X] = Ax : To[U/X].t1[U/X].
(VaI)

Mg t:T
M AYE: VYT
Par hypothése d’induction, en utilisant le fait qu’on peut supposer X ¢ FV(U)U{Y}.
(= E) et (VA E) Par hypothése d’induction.
(SyMB1I) Car par hypothése T(f) est clos pour tout f € X. O

(Y & Fv(I)

On considére des contextes d’élimination de la forme
El[]e&en == [] | E[]Jt | E[IT.

Les conditions de saturation que nous utilisons sont les suivantes : S C SNy est
BJ'-saturé si
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(SAT1ICM) i E[ | € SNy alors E[x] € S,

(SATZ%h) si E[tlu/x]] € S et uw € SNy alors E[(Ax : U)t] € S; si E[t[U/X] € S] alors
E[(AX.t)U] € S,

(84T2€M) si E[t] € S alors EJ’ UUt] € S; si E[IdenU] € S et t € SA gy avec U #£ V
J B
alors E[J’ VU ] €8S.

Le fait qu’il existe une partie BJ’-saturée de SN gy, provient de la standardisation
faible (voir lemme 9.1.9) : si t —pgys u et E[t] —pyr v avec v # Eful, alors v = E'[t'] avec
(E[ 1,t) —pyr (E'T ], t') et il existe u’ tel que t’ —py u’ et Efu] —hyr E'[u’].

Une interprétation [_] : T2(B) — P(SNpy) est BJ -saturée si [T] est pJ'-saturé.
Notons que si [ ] est fJ/-saturé, alors on a Iden T € [T] = [T].

Si 0 est une valuation sur X UV telle que o(x) € [T] si x € Vy et o(X) € T2(Bp) si
X € X, alors on note 0 =ycn I si o(x) € [I'(x)] pour tout x € Dom(T").

Lemme 9.2.2 (Adéquation) Supposons qu’il existe une interprétation [ ] pJ’-saturée
et satisfaisant (9.14). Si T l—gfy t:T et 0 =acn T alors to € [T].

PREUVE. Par induction sur la hauteur de ' = t : T. Les cas (Ax), (= 1) et (= E)
correspondent & ceux du lemme 9.1.15.

(VAE) Par (9.14).

(VA1) Pour tout U € 75(By), par la proposition 9.2.1, comme X ¢ FV(I,t) on a ' +
t[U/X] : TU/X] avec un arbre de méme hauteur, donc par hypothése d’induction
to[U/X] € [TIU/X]]. Il s’en suit que (AX.t)oU € [T[U/X]] par (SASFZ%}L). Donc
(AX.t)o € [VX.T].

(SymB1I) On doit montrer que pour tout TU € 75(Bp), )/ TU e [(T=T) = (U= U)].
Soit t € [T = T]. Par (S/U'Zﬁ',h), siT=UWU,onal TTte[T= T]et sinon, comme
(AXAx: Xx)Ue[U=UJ,ona ' TUte [U= U]. O

Donc s’il existe une interprétation J'-saturée satisfaisant (9.14), alors tout terme
typable dans Agh(Bo,Z /) est fortement BJ’-normalisant. Comme le terme f Tiq f évo-
qué plus haut est typable mais pas fortement normalisant, il s’en suit qu’il n’existe pas
d’interprétation satisfaisant ces conditions.

Un systéme fortement non paramétrique

Les régles (VAI) et (VA E) disent, avec la proposition 9.2.1, que si le terme t a un
type dépendant d’une variable X n’apparaissant dans le contexte, alors t[U/X] a pour
type T[U/X] pour tout U. Cependant, en I’absence de réécriture, le calcul effectué par le
terme t[U/X] est essentiellement le méme que celui effectué par t : le polymorphisme du
systéme F pur est paramétrique.

En s’inspirant de (9.14), on peut imaginer un systéme fortement non paramétrique dans
lequel une famille de termes (ty)uer, chacun de type Ty, puisse étre de type TTuerTu.
Une telle définition n’est pas bien fondée, et donc ce systéme n’existe probablement pas.
Cependant, il semble représenter I’idéal de paramétricité, et il est intéressant de voir que
l’on pourrait y coder les régles du combinateur J.
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On aurait des régles comme celles-ci :

Yue7. Trty:Tu (ﬂ E)m
I (twuer : Muer Tu 2 ret-U:Ty

(TT2 1)

Ainsi, (ty)uer serait une généralisation de AX.tx (avec X ¢ FV(T')), et 'application _-U
serait vue comme une version infinie de la projection m; .

Une régle de réduction (ty)yer - U —p ty pourrait alors généraliser la régle de f3-
réduction sur les types (AX.t)U — t[U/X].

Une interprétation similaire a (9.14) conviendrait bien :

[nuGTTu]] = {t|vUueT7. t-Ue [[Tu]]} . (9.15)

Bien entendu, comme pour (9.14) une telle interprétation ne pourrait étre définie par
induction sur T. Les ensembles (T1-saturés seraient les ensembles S de termes fortement
BTT-normalisants tels que

(SAT1EM) si E[ ] € SN ppy alors E[x] € S,
(SASJ'Z%h) si E[tlu/x]] € S et uw e SN gy alors E[(Ax : U)t] € S,
(SA‘J'ZC]-P) si E[tyl € S alors E[(ty)uer - U] € S.

Comme au lemme 9.2.2, une interprétation BIT-saturée vérifiant (9.15) serait correcte
par rapport aux régles de typage, et on en déduirait quesi ' t: T alors t € [T] € SN .

Cependant, les régles de J’ sont codables dans ce systéme, et donnent lieu & un terme
typable non BTT-normalisable. Avec Idm =ger (Ax : U.x)uer et Urg =qef TTuerU = U, on
a Idyr: Upg. Posons, pour tout U,V € 7T,

ty —der {)\X:U:>U.x S%u:\/
Ax: U= WIdy-V sinon
Avec
=gt (tugw A Uax Ula X))wer @ MwerW =W = Uy,
on a

f uId f _>f3” tulduld (}\X : uld.X uId X)f —>[3r[ (7\X : Uld.X uId X)f %Br[ f uId f.

9.2.2 Interprétation du polymorphisme

Nous avons vu a la section précédente qu’il ne peut y avoir d’interprétation correcte
du systéme F qui autorise les fonctions non paramétriques. Dans cette section, nous
présentons U'interprétation de Girard [Gir72] du systéme F.

Commengons par rappeler I'idée fondamentale de cette interprétation. On se place
dans le systéme F pur implicite A(Bp) présenté a la section 3.3.2.(b). Rappelons que les
termes de ce systéme sont :

tbueA == x | tu | Axt
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ol x € X, et que ses régles de typage sont celles de A (Bp) plus les régles suivantes :

M=t:T M=1t:VX.T

WD Frxr X eV TE T

Essayons de voir ce que doit satisfaire une interprétation correcte de ¥X. . Considérons
un terme t : VX.T. Par la régle (VE), on doit avoir t € [T[U/X]] pour tout U € 75(By).
Notons que ceci est en accord avec le fait que 'interprétation de VX. ne doit pas autoriser
les fonctions non paramétriques. Il serait tentant de poser [VX.T] = ez, (5, [ TIU/XI].
Mais de méme que (9.14), cette interprétation n’est pas définissable par induction sur T.

C’est ici qu'est la clef de Uinterprétation de Girard [Gir72| : on spécifie une famille
d’ensembles de réductibilité Red, et on interpréte VX. non plus en quantifiant sur les
types, mais en quantifiant sur les éléments de Red.

Pour cela, on définit 'interprétation des types & partir d’'un assignement p : V — Red
de ses variables de type, et on pose

[XTle = [ [TIelR/X]. (9.16)
ReRed

Remarque 9.2.3 Notons que I'interprétation (9.16) doit étre légérement modifiée pour
le systéme F a la Church, voir par exemple [GLT89, Gal89].

En ce qui concerne la preuve que nous présentons ici pour le systéme F a la Curry, le
lecteur peut consulter [Kri90, Bar92].

Il est utile, pour la suite, de définir les interprétations de type dans un cadre plus
général que celui de A»(Bp).

Définition 9.2.4 (Familles de réductibilité) Soit Ay(B,Z,T) un systéme de types
avec constantes et —g une relation de réécriture sur A(L).

(i) Une famille de réductibilité est une partie Red de P(A(L)) telle que

A BeRed — A =BecRed
0#£RCRed = [|RERed.

(i1) Un assignement dans une famille de réductibilité Red est une fonction totale p de
V dans Red.

(77i) Une interprétation est la donnée d’une famille de réductibilité Red et d’une famille
de fonctions [ ] = ([_Jn)nen telle que [ Jn : Bn — Red™! pour tout n € N.

(iv) Linterprétation des types T € T5(B) dans une interprétation (Red, [ ]) est définie
par induction sur T & partir d’un assignement p : YV — Red comme suit :

[B(Ti,...,TW)le =dae [Blnl[Tilp,..., [Tnlp) si B € Bn

[X]p =def  P(X) siXey
[U=T]p =dgef [Ulp = [T]p
[VX.T]p =def Nrereal TIPIR/XI .
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(v) Une valuation dans une famille de réductibilité Red est la donnée d’une substitution
0:X = A(L) et d’un assignement p: V — Red.

(vi) Une valuation (o, p) valide un contexte ' dans une interprétation (Red,[_]), no-
tation (0, p) F(xea ) T» lorsque Dom(T") C Dom(o) et o(x) € [I(x)]p pour tout
x € Dom/(I).

(vit) Une interprétation (Red,[_]) est valide si X C [T]p € SN gr pour tout T € T,(B)
et tout p : VYV — Red.

(viii) Une interprétation (Red,[ ]) est adéquate si
(Thact:T et (0,p) F(Red,[ ) N = toe[T]p.

Lorsque le contexte le permet, nous désignons (0, p) F(geq, ) ' par 0 = T. Si p est
un assignement dans Red et R € Red, alors on désigne par p[R/X] 'assignement qui vaut
R en X est qui est égal & p partout ailleurs.

Comme a la section 9.1.2, il est clair que si 'on dispose d’une interprétation valide et
adéquate, alors tout terme typable dans A, (B, L, T) est fortement pR-normalisable.

Théoréme 9.2.5 (Normalisation forte) Soit Ay(B,Z,T) un systéme de types avec
constantes et R un TRS sur A(L). S’il existe une interprétation valide et adéquate de
(A2(B,Z,T),R), alors

MEgrt: T = teSNpr.

PREUVE. Méme chose qu’au théoréme 9.1.2. ]

Revenons maintenant sur I'interprétation de la quantification universelle du second
ordre (9.16) dans une interprétation (Red, [ ]). Considérons la régle d’élimination (V E) :

M t:VX.T
FEt: TIU/X]

Supposons que (0, p) =T et que to € (NregeqlTIP[R/X]. On doit pouvoir en déduire que
to € [T[U/X]]p. Or on a bien to € [T]p[[U]p/X], mais pour pouvoir conclure, il faut
que [T]p[[U]p/X] € [TIU/X]]p.

En fait, on a [T]p[[U]p/X] = [T[U/X]]p pour toute famille de réductibilité Red et
tout assignement p.

Proposition 9.2.6 Soient T,U € T5(B) et p un assignement dans une famille de réduc-
tibilité Red.
(i) Sip’ est un assignement dans Red tel que p’(X) = p(X) pour tout X € FV(T) alors
on a [T]p = [T]p".
(it) On a [TIU/X]]p = [T]e[[U]p/X].
PREUVE.

(i) Par induction sur T.
T=B(Ty,...,Tq) avec B€ BU{ = _}. Par hypothése d’induction.
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T=XeV. Alors [T]p =p(T) =p/(T) =[T]p’.

T = YX.Ty. Alors [T]p = NeenealT1IPR/X] et [T]o’ = NeegealT110'[R/X]. Or,
pour tout R € Red, p[R/X] et p’[R/X] coincident sur les variables libres de
Ty donc par hypothése d’induction [T1]p[R/X] = [T1]p’[R/X]. Il s’en suit que
[Tle =[T]e".

(ii) Par induction sur T.

T=B(Ty,...,Th) avec Be BU{ = _}. Par hypothése d’induction.

T=YeV.SiY=Xalors [T[U/X]]p = [U]p = [T]el[U]p/X]. Sinon, [T[U/X]]p =
p(Y) = [Tel[U]p/X].

T = VY.T7. Par le lemme 1.2.10, on peut supposer que Y ¢ FV(U) U{X}. On a donc
TIU/X] = VYT [U/X]. 11 s’en suit que [T[U/X]]p = Nregeal T1[U/XI]p[R/Y]
et que [T]p[[U]p/X] = NgregealT1lpl[U]p/XI[R/Y].

Par hypothése d’induction, pour tout R € Red on a [T7[U/X]]p[R/Y] =

[Ti]p[R/YI[U]p[R/Y]/X]. Comme Y ¢ FV(U), les assignements p[R/Y] et p

coincident sur FV(U), donc [U]p[R/Y] = [U]p par (i). De plus, comme X # Y,

p[[U]p/XI[R/Y] et p[R/YI[[U]p/X] coincident sur FV(T;), donc par (i), on a
[MleRMI[Ulo/X] = [Tr]pl[U]p/XI[R/Y].

Il s’en suit que [T[U/X]]p = [T]pl[U]p/X]. O

La proposition 9.2.6.(ii) donne tout ce qu'il faut pour interpréter les régles (V1) et

(VE). De ce fait, une interprétation (Red, [ ]) telle que [ ]p est adéquate vis-a-vis des

régles de typage de A~ (B, L, T) pour tout p : V — Red est adéquate pour A(B, X, 7). La
clause 9.2.7.(ii) prend a la fois en compte les produits et la condition présentée en 9.1.29.

Lemme 9.2.7 (Adéquation partielle) Soit Ay(B, L, T) un systéme de types et R un
TRS sur A(X). Soit (Red,[ ]) une interprétation telle que pour toute valuation (p, o),

(1) sitolu/x] € [T]p pour tout u € [U]p alors Ax.to € [U = T]p,

(ii) pour tout f € L et tout (Ty,...,Tn, T) € T(f), si t1o € [T1]p,...,tno € [Tn]p alors
f(t1, .. ,tn)(f S [[T]]p
Alors (Red, [ ]) est adéquate pour Ay(B,E,T).

PREUVE. On raisonne par induction sur '+t : T.
(Ax) Comme pour le lemme 9.1.15.

(=1) et (SymBI) Par hypothése.

(= E) Par définition de =

(VI

) FrEt:T
M=t:vX.T
Soient o et p tels que (o,p) = I'. Comme X ¢ FV(T'), pour tout R € Red on a
(o, p[R/X]) =T par la proposition 9.2.6.(i). Il s’en suit par hypothése d’induction
que to € [T]p[R/X]. Donc to € NgegealTIPR/XI.

(X ¢ FV(I)
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(VE)
MEt:VX.T

MEt:TU/X]

Soient o et p tels que (0,p) = T. On a to € (NpegeqlT]PIR/X] par hypothése
d’induction, donc to € [T]p[[U]p/X]. On en déduit to € [T[U/X]]p par la propo-
sition 9.2.6.(ii). O

(VE)

9.3 Familles de réductibilité

Ainsi, étant donnés un systéme de type A2(B, X, T) et un TRS R sur A(X), nous avons
vu que pour obtenir la fR-normalisation forte des termes typables, nous devons définir
une interprétation (Red, [ ]) qui satisfasse les conditions (i) et (ii) du lemme 9.2.7, et
de plus telle que

ABEeRed = A =Be¢cRed (9.17)
0#£#RCRed = [|ReERed. (9.18)

Dans cette section, nous passons en revue des interprétations connues du systéme F
qui satisfont ces propriétés. Toutes ces interprétations ont en commun de pouvoir étre
définies par des opérateurs de cloture, ce qui permet d’avoir automatiquement la stabilité
par intersections non vides (9.18).

9.3.1 Opérateurs de cléture

Nous rappelons ici les notions sur les opérateurs de cléture qui nous seront utiles par
la suite. Notre utilisation des opérateurs de cloture est inspirée de [VMO4].

Définition 9.3.1 Soit D = (D,<,\/, A\, L, T) un treillis complet. Un opérateur de
cloture sur D est une fonction (_): D — D qui est

idempotente : d = d pour tout d € D,
extensive : d < d pour tout d € D,
monotone : d <e = d < e pour tout d,e € D.

Un élément d € D est clos pour (_) s’il eriste e € D tel que d = €. On dénote par D
I’ensemble des éléments de D qui sont clos pour ().

Proposition 9.3.2 Un élément d € D est clos pour () si et seulement si d = d.

PREUVE. En effet, si d = d, alors d est clos par définition, et si d = €, alors par
idempotence d =e =¢ = d. O

Les opérateurs de cléture préservent les plus grandes bornes inférieures des treillis sur
lesquels ils opérent.

Proposition 9.3.3 Soit () un opérateur de cloture sur D. Pour tout X C D on a
AX e D.
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PREUVE. Soit X C D et montrons que /\X A X. Comme () est extensive, il suffit de
vérifier que A X < /\X Par définition de A, c’est le cas si /\X < d pour tout d € X. Or,
si d € X, comme AX < d, par monotonicité de (_) on a AX < d, soit AX < d car d
est clos. O

L’intérét des familles de réductibilité qui sont des opérateurs de cléture est qu’elles
valident automatiquement (9.18). De plus, ’ensemble des éléments clos de D forme un
treillis complet.

Lemme 9.3.4 Soit G un opérateur de cloture sur D. Alors 5:def , <, V AL, T
ot \/X = \/ X pour tout X C D est un treillis complet.

PREUVE. Tout d’abord, comme (_) est extensif, on a T < T, donc T = T. Par mono-
tonicité de () ), pour tout d € D, on a L < d < T. De plus, la proposition 9.3.3 dit que
les plus grandes bornes 1nferleures de D sont données par A.

Vérifions maintenant que \/ donne bien les plus petites bornes supérieures de D. Il faut
montrer que pour tout X C D, et tout e € D, si d < e pour tout d € X alors \/X <
Or, si d < e pour tout d € X alors \/ X < e par définition de \/. Il s’en suit que \/ X < E
par monotonicité de (), d’ou \/ X < e car e est clos. O

9.3.2 Ensembles saturés

Dans le cadre du A-calcul pur et du A-calcul avec produits, nous avons vu, aux sec-
tions 9.1.2 et 9.1.3, que la famille SAT des ensembles saturés satisfait la propriété (9.17)
ainsi que les conditions 9.2.7.(i) et 9.2.7.(ii).

Il reste donc a vérifier que 8AT est stable par intersections arbitraires. Pour ce faire,
dans le cadre du A-calcul pur, nous montrons que les ensembles saturés sont les éléments
clos pour un opérateur de cloture sur le treillis complet P(SNg).

Définition 9.3.5 On définit les fonctions 84Ty : P(SNg) — P(SNg) par induction

suri € N comme suit

SAT 1 (X) =def X U {[]|E]65:>QSN[3AX€X}
8ATi1(X)  =aer  SATUX) U {E[(Ax.t)ul | Efthu/x]] € 8AT(X) A we SN} .

On définit la fonction SAT : P(SN'g) — P(SN ) par SAT(X) =ger Uien SATI(X) pour tout
X C SNB.

Montrons que 84T est bien 'opérateur de cléture qui définit les ensembles saturés.
Lemme 9.3.6 Si X C SN, 8AT(X) est le plus petit ensemble saturé contenant X.

PREUVE. On montre tout d’abord que 8AT(X) € 8AT pour tout X € SN g. Commencons
pas vérifier par induction sur i € N que 8A4T3(X) € SN pour tout i € N.

Cas de base. Comme X C SNg, on a 8ATo(X) C SN car E[x] € SN si E[ ] € SNg.
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Cas d'induction. Sit € 8ATi;1(X), alors ou bien t € 8AT{(X) et t € SN par hypothése
d’induction, ou bien t = E[(Ax.u)v] avec v € SN et Elulv/x]] € 84Ti(X). On a
alors E[u[v/x]] € SN par hypothése d’induction, d’ott E[(Ax.u)v] € SNg par le
lemme 9.1.10.

Vérifions maintenant que les conditions (8AT1) et (8AT2) sont satisfaites par SAT(X).

(8AT1) Si E[ ] € SN, on a E[x] € 84Ty C SAT(X).
(8A472) Si E[tlu/x]] € 8AT(X), alors il existe 1 € N tel que E[t[u/x] € 8AT(X). Si de plus
u € SN, alors on a E[(Ax.t)u] € 84T 1(X) C 8AT(X).
On montre maintenant que pour tout S € 84T tel que X C S, on a 8AT;(X) € S. On
raisonne par induction sur {i.

Case de base. Car S € 84Tg et X C S.

Cas d'induction. Si t € 84T;1(X), alors soit t € 8ATi(X) et t € S par hypothése d’in-
duction, soit t = E[(Ax.u)v] avec v € SN et E[ulv/x]] € 84T;(X). Par hypothese
d’induction E[u[v/x]] € S, donc t € S car vérifie (84T2). O

Il s’en suit que
SATg = {S8AT(X) | X C SN} .

Montrons maintenant que 8AT : P(SN ) — P(SN ) est un opérateur de cloture.
Lemme 9.3.7 8AT : P(SNg) — P(SNg) est un opérateur de cloture.

PREUVE.
Idempotence. Par le lemme 9.3.6.

Extensivité. Soit X € P(SA ). Par induction sur i, on a X C 8AT(X) pour tout i € N,
donc X C 8AT(X) = Ujien 8AT(X).

Monotonie. Soient X C Y dans P(SAN ). Par induction sur i € N, on a 84T;(X) C
8AT;(Y) pour tout i. On en déduit que 8AT(X); C UjeN 8AT;(Y) pour tout i, donc
que Jjen SAT(X) € U)-GN 8AT;(Y). O

Comme 8AT g est défini par lopérateur de cloture SAT : P(SNg) — P(SNp), selon
le lemme 9.3.4 c’est un treillis complet dont I’élément maximal est SN g et dont les
plus grandes bornes inférieures sont données par les intersections. Il s’en suit que 8ATg
satisfait la condition (9.18).

D’autre part, on a montré a la proposition 9.1.13 que 84T g vérifie (9.17). De plus, la
condition 9.2.7.(i) suit directement de la clause (8472). Par le lemme 9.2.7, 'interpréta-
tion (84T, B € By — SNg) est donc adéquate. Sa validité, quand a elle, est conséquence
de la clause (84T1).

On a donc, par le théoréme 9.2.5, la normalisation forte du systéme F, ce qui constitue
une preuve du théoréme 3.3.16. Les résultats énoncés ici se généralisent sans problémes
au A-calcul avec produits.

Théoréme 9.3.8 Sit est un terme typable dans le systéme A=« (Bo), alors t € SN .
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9.3.3 Ensembles saturés et réécriture

Passons maintenant au cas de la réécriture, et voyons comment prendre en compte la
clause 9.2.7.(ii) dans les ensembles saturés.

Au lemme 9.1.35, on a formulé une condition suffisante sur un systéme de réécriture
R pour la normalisation forte des termes typés dans A_ « (Bo, Lo, T). En particulier, nous
supposions que le type des symboles était de la forme Ty = --- = T, = H, ot H est
généré par la grammaire

TUeTx(By) == B | TxU,

avec B € By.
D’autre part, nous avons vu que cette condition repose sur deux propriétés de l'inter-
prétation des types :

(te [[T]] At —BaR u = uec [[T]] (9.19)
(Wv. fty...tn —pmRV = VE [T = ft...the[T]. (9.20)

Nous avons montré a la proposition 9.1.33 que (9.19) est satisfaite sur 7_, « (By). De plus,
d’aprés la proposition 9.1.34, la propriété (9.20) est vérifiée par les types T € 75 (Bo).

Ainsi, les ensembles saturés prennent en compte la réécriture de maniére satisfaisante
si on fait certaines hypothéses sur le type des symboles. Nous utiliserons cette propriété
au chapitre 11.

Cependant, il est important de comprendre quelles sont les conditions de cldéture qu’une
famille de réductibilité doit vérifier pour pouvoir prendre en compte la réécriture de
maniére générale.

Pour mettre en valeur ces propriétés, il est intéressant de voir comment prendre en
compte des systémes de réécriture polymorphes, en particulier ceux comportant des sym-
boles dont le type de sortie est une variable de type.

Pour cela, nous considérons des systémes de réécriture typés dans Asy (Bo, Lo, T) ayant
une forme particuliére. Notons que tout T € 754 (Bp) s’écrit d’'une maniére unique sous
la forme

T = V.. Xp. 1= -=T=H,
ou H n’est pas un type fléche et p,n > 0.

Définition 9.3.9 (Systéme de réécriture universellement typé) Soit (Lo, T) une
signature typée telle que T est une fonction de Lo dans Toyx (Bp).

(i) Pour tout f € Lo avec
(f) = ¥X..X.TT1=---=Th=H,

ot H n’est pas un type fleche, le type de téte de f est Hf =40 H, et I'arité applicative
de f est af =def M.

(i) Un systéme de réécriture R typé dans Az (Bo, Lo, T) est universellement typé si
pour tout =g v, on a l="Fly... 1l avec f € Ly et k < as.
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Notons que tout systéme de réécriture typé dans une signature basée sur les produits
est universellement typé.

Exemple 9.3.10 Par exemple, en typant le symbole id par t(id) = VX.X = X, la régle
de réécriture
idx =g x

de Pexemple 3.1.5 constitue un systéme de réécriture universellement typé.

Remarque 9.3.11 (Notations) L’hypothése que les membres gauches 1 sont de la
forme 1 =fly ...k avec

f) = WXhi= - =>Ta=Hf et k<n
peut s’énoncer
1 = fly...lx avec (f) = WXTi= - =Te=H,
ot H n’est pas nécessairement H¢. Notons que I'on a toujours k < as.

On a besoin de la généralisation suivante des propriétés (9.19) et (9.20) : pour tout
ensemble saturé S,

(teS A t —BnR u = ues (9.21)
(V. ft1...tq 2prv =— veES) = ft1...tq€S. (9.22)

Ces deux propriétés ne sont en général pas des propriétés des ensembles saturés. Rap-
pelons que méme dans le cas de la -réduction seule, les ensembles saturés ne sont en
général pas stables par réduction, (voir par exemple [Wer94]).

Exemple 9.3.12 Considérons les termes t =qer AX.(AY.y)x et u =ger Ax.x. Onat —p u,
mais u & SAT({t}) et t ¢ SAT({u}).

PREUVE. Il suffit de remarquer que pour tout X C SN, tous les termes de la forme
Ax.v de 8AT(X) sont déja dans X. Cela se montre aisément par induction sur la définition

de 8AT donnée en 9.3.5. O

Une maniére de faire pourrait étre de rajouter ces clauses a la définition des ensembles
saturés. On aurait alors S € 8AT gr si et seulement si S € SN g g et

(8ATO0) sit € Set t —prr walors u € S,

(8ATT) si E[ ] € SNgqr et x € X alors E[x] € S,

(8AT2p) si E[tlu/x]] € S et u € SN gnr alors E[(Ax.t)u] € S,

(8AT2i) sitz_; € SNB’T['R et E[ti] € S alors E[mi(ty,12)] € S,

(8AT2R) si V. Elft1...tq] =pmr v = v € S alors E[fty...tq] €S.

Ce type d’ensembles saturés fonctionne bien, mais leur formulation n’est pas trés uni-
forme.
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9.3.4 Candidats de réductibilité

Nous allons maintenant voir une famille de réductibilité qui permet de prendre en
compte la propriété (9.22) de maniére directe. Il s’agit des candidats de réductibilité de
Girard |Gir72|. Historiquement, c’est avec cette famille de réductibilité que la normali-
sation forte du systéme F a été montrée pour la premiére fois.

Pour essayer de comprendre comment les candidats de Girard sont définis, nous allons
partir des propriétés vues a la section 9.3.3 au sujet de la réécriture. Considérons donc
un ensemble C C SN gr tel que

(CRO)site Cett—pr walorsuc C,

(CR1R) si Y. E[fty...tq] =pr v = v € Calors E[fty...tq] € C.
Essayons de voir quelle pourrait étre la clause qui permette de prendre en compte les
variables (comme (8471)) et la f-réduction (comme (8AT2)).

Pour cela, on se base sur la propriété qu’ont certains termes de ne pas interagir avec
les contextes d’élimination. Cette propriété a été utilisée avec les ensembles saturés a la
section 9.1 :

Y. Elx] 2 v = (v =E'[x] avec E[] —BrR E'[ ]) (9.23)
Y. E[(Axthu] —mpr v = (v =E'[t'] avec (E[], (Ax.t)u) — BnR (E'[ ],t’))
. Elmi(ts, t2)] 2 v = (v=FEIt'] avec (E[], mi(t1,t2)) —pxr (E'1],t)) .

Notons que dans le cas des systémes de réécriture universellement typés, ceci est aussi
vérifié pour les symboles qui ont autant d’arguments que leur arité applicative :

. Elfty...te] 2pmm v = (v=FE'It'] avec (E[],ft...tq) —pr (E'[], 1)) .

Les termes qui n’interagissent pas avec les contextes d’élimination sont dits neutres.
Les candidats de réductibilité reposent sur le fait que comme les termes neutres n’in-
teragissent pas avec les contextes d’élimination, leurs propriétés de réductibilité peuvent
étre montrées par induction sur SN.

D’autre part, pour avoir une famille de réductibilité valide au sens de la définition 9.2.4,
il faut que chacun de ses éléments contienne les variables. Pour les candidats de réduc-
tibilité, cela provient de la propriété (9.23), qui assure que les variables sont des termes
neutres.

Notre but est ici d’avoir une notion de candidats de réductibilité la plus générale pos-
sible, qui ne dépende que d’une relation de réécriture —g et d’un ensemble de « contextes
d’élimination » £. Nous voulons donc laisser le maximum de liberté possible pour le choix
des ces contextes, tout en assurant la propriété (9.23). Notre notion de terme neutre est
plus générale que celle des définitions usuelles [GLT89, Galg89).

Définition 9.3.13 (Termes neutres) Soit une variable [ ] et un ensemble € de termes
El ] € A(X) qui est clos par composition :

E[,F[le& = EF[llef,

ou E[t] =qer ELIIE/[1).
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— Un terme t € A(L) est pré-neutre dans £ pour une relation de réécriture —g si
pour tout E[ ] € &,

Yv. Et] =pv = (v =E[t'] avec E'[]€& et (E[],t) = (E'] ],t')) .

— & est un ensemble de contextes d’élimination sur A(L) pour une relation de réécri-
ture —g sur A(X) si

(i) & est stable par R-réduction : E[ ] € € et E[ | =g F[ | implique F[ ] € €,
(i1) toutes les variables sont pré-neutres,

(iii) pour tout terme t pré-neutre et pour tout B[ | € &, E[t] est pré-neutre dans €
pour —R.

— Si £ est un ensemble de contextes d’élimination pour —g, alors les termes pré-
neutres dans € pour —gr sont dits neutres dans £ pour —g. On désigne [’ensemble
des termes neutre pour —g dans € par Nye.

Remarque 9.3.14 Les contextes d’élimination ne sont donc pas des contextes au sens
de la définition 1.2.18. En effet, méme si le « trou » [ | apparait sous un lieur dans E[ ],
alors ce lieur ne lie aucune variable libre de t dans E[t] car E[t] = E[ ][t/] ]].

Ceci permet de voir les contextes d’élimination comme des termes de A(X), et en
particulier de dire s’ils sont fortement normalisant ou non.

Dans le cadre de la réductibilité pour la normalisation forte, nous ne connaissons pas
de cas dans lequel on ait besoin de contextes d’élimination pouvant lier des variables.

Ils nous semble d’ailleurs, mais ce n’est qu’une intuition, que des contextes d’élimina-
tion pouvant lier des variables ne seraient peut-étre pas utilisables dans des preuves de
normalisation forte. Cette intuition nous provient de la remarque 10.7.7.

Lorsque le contexte le permet, on désigne Nre par Ng ou méme par N.

Remarque 9.3.15 Dans le cas du A-calcul pur et du A-calcul avec produits, en prenant
comme contextes d’élimination respectivement £ et £, notre définition correspond
a la définition usuelle (voir par exemple [GLT89]), et pour la réécriture, notre notion est
trés proche de celle de [BlaO5b]. En effet, nos termes neutres sont exactement les termes
qui ne sont pas de la forme

— Ax.t, car [(Ax.t)Ju —p tlu/x],

— (t,t2), car mil(ty, )] —=n ti,

— ft tels qu’il existe une régle fl —x v, une substitution o, et des termes U avec

[i| > 0 tels que ti = fcr car [fil —x To.

Dans [Bla()5b] un terme de la forme ft n’est pas neutre s'il existe une régle f1 telle ' que
It < |l|, et ce méme s’il n’existe pas de termes U ni de substitution o tels que ti = lo.

Notons que dans le cas de A « (Bo), la propriété (9.23) assure que £ x est un ensemble
de contextes d’élimination pour —gxr.

Définition 9.3.16 (Candidats de réductibilité) Etant donnés une relation de ré-
écriture —g sur A(X) et un ensemble de contextes d’élimination £ pour —g, l’ensemble
@Rge des candidats de réductibilité pour R dans & est I’ensemble des C C SNy tels que
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(CRO) siteCett—grualorsueC,
(CR1) sit€ Nge et Vu.t wru = ue C alorst e C.

Lorsque que le contexte le permet, on désigne CRge par CRg ou méme par CR.

Exemple 9.3.17 Soit un ensemble de types de base B et une signature X.
(i) Les candidats de réductibilité de A— (B), notés CRg, sont les candidats de réducti-
bilité pour —g dans
E[leés == [] | E[]t,
oute A(L).
(ii) Les candidats de réductibilité de A— x (B), notés CRpx, sont les candidats de réduc-
tibilité pour — g, dans

Elleésx == [] | E[Jt [ mE[] | mE[],

oute A(L).

(iii) Soit R un TRS universellement typé dans Ay (Bo, Lo, T). On désigne par CRpaxr
I'ensemble des candidats de réductibilité pour — gnr dans = x.
Notons que les termes neutres de CRpgrr sont ceux donnés a la remarque 9.3.15.
De plus, les candidats C € CRgnr vérifient (CR1z). En effet, les membres gauches
de régles définissant un symbole f € X sont de la forme fl; ...l avec k < ays. Il s’en
suit que tout terme de la forme ftq ... tq, est neutre, d’ou, par (CR1), ft1...tq € C
si(fty.. .taf)BTfR C C.

Vérifions maintenant que les candidats de réductibilité C € CRpr satisfont les clauses
(8ATT), (8AT2p) et (8AT2). Les preuves sont similaires & celles que 'on a vues a la
section 9.1 pour la propriété SN € 8AT. Il est intéressant, pour la suite, de le montrer
dans un cadre un peu plus général.

Lemme 9.3.18 Soit —g une relation de réécriture sur A(L).

(8AT1) Soit £ un ensemble de contextes d’élimination pour —g. Pour tout C € CRge, si
E[1€eENSNR et x € X alors E[x] € C.

(84T2p) Soit € un ensemble de contextes d’élimination pour —gr tel que (Ax.t)u € Nggre
pour tout t,u. Pour tout C € CRpre et tout E[ ] € €, st E[tfu/x]] € C etu € SngR
alors E[(Ax.t)u] € C,

(8AT2,4) Soit € un ensemble de contextes d’élimination pour —qr tel que pour tout
1 e {1,2} et tout tq,t2, on ait mi(ty,t2) € Nyre. Pour tout C € CRre et tout
E[] €&, siElti] € C et t3_ € SN alors E[mi(ty,t2)] € C,

PREUVE.
(8AT1) Par définition, les termes de la forme E[x] avec E[ ] € £ vérifient

. Elx] —rv = (v=E'[x] avec E'[]€& et E[]—rE'[]) .

Ce sont donc des termes neutres dont tous les réduits sont neutres, et on a le
résultat recherché en raisonnant par induction sur E[ | € SAg.
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(84T2p) On doit montrer que si E[t[u/x]] € C avec u € SNBR alors E[(Ax.t)u] € C.

La preuve est la méme qu’aux lemmes 9.1.10 et 9.1.24, en utilisant la standardisa-
tion faible, qui est un conséquence du fait que (Ax.t)u € Ngge :

'

E[(Ax.t)u] Eltfu/x]]
pR . BR
v
O L 1)

Notons que E[ ],t,u € SAgg. On raisonne par induction sur les triplets (E[ ], t,u)
ordonnés par extension produit de —ggr. Comme E[(Ax.t)u] € Ngge, d’apres (CR1)
il suffit de montrer que E[(Ax.t)u] —gr v implique v € C.

Selon la standardisation faible, il y a deux possibilités :

— v = E[t[u/x]] € C par hypotheése,

— v=E[Mxt)u]avec E'[ ] € &, (E[ ],t,u) —pr (E'[ ], t/,u) et E[t[u/x]] —hR
E’[t'[u'/x]]. On a E'[t’[u//x]] € C car C est stable par réduction (c’est la clause
(CRO)). De plus, on a (Ax.t')u’ —p t'[u/x] et v € Ngge, donc v € C par
hypothése d’induction.

(8472 ,1) Similaire. O

Remarque 9.3.19 Nous avons vu a la section 9.1 qu’un des réles importants des familles
de réductibilité est d’assurer la préservation de certaines propriétés par expansion faible
de téte dans les contextes d’élimination.

Les ensembles saturés sont minimaux par rapport a cette requéte, car ils n’assurent
que 'expansion de téte dans les contextes d’élimination.

D’un autre coté, lorsque que 'on considére un systéme de réécriture arbitraire, cette
notion d’expansion de téte est trop restrictive et on a besoin d’expansion générale dans
les contextes d’élimination. C’est ce que font les candidats de Girard et ce pourquoi ils
sont plus faciles 4 manier en présence de réécriture.

Comme avec les ensembles saturés, vérifier que CR n’est pas vide revient a vérifier que
les candidats de réductibilité induisent des interprétations valides. Pour le montrer, il
est intéressant d’utiliser le fait que CR peut étre défini par un opérateur de cléture sur
P(SN), ce qui nous donnera aussi la stabilité par intersection.

A la différence de SAT( ), Iopérateur de cloture des candidats de réductibilité n’est
pas toujours définissable par induction sur N. Rappelons que par la définition 1.1.1,
les signatures que nous considérons sont dénombrables. II s’en suit que A(L) est un
ensemble dénombrable, donc que 'opérateur de cloture peut étre défini par induction sur
les ordinaux dénombrables. On considére donc un ensemble ordonné (O, <) vérifiant les
axiomes des ordinaux dénombrables (voir [Gal91]).

Définition 9.3.20 Soient une relation de réécriture —g sur A(Z) et un ensemble de
contextes d’élimination € pour —g.
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— On définit la fonction CR : P(SNR) — P(SNR) comme suit :
CR(X) =def XU{teNge|Vu. t—oru = uecX}.

— On définit les fonctions CRq : P(SN'R) — P(SNR) par induction sur a € O comme

sut :
Ro(X) =def (X)}
Ra1(X) =g CR(CR4(X))
CRA(X) =def  Uger QRal(X)  si A est un ordinal limite .

Il est clair que CR est une fonction monotone sur P(SANR). Pour tout X € P(SNR),
elle est donc monotone sur le treillis complet {(Y); | X € Y C SN}, sur lequel elle a
donc un plus petit point fixe. Vérifions que ce plus petit point fixe est CRp, (X) pour un
ordinal dénombrable px € O.

Proposition 9.3.21 Pour tout X C SNy, il existe px € O tel que CRy, (X) soit le plus
petit point fize de CR dans {(Y)x | X Y C SNR}.

PREUVE. Supposons que pour tout a,b € O, on ait CR(X) C CRu(X) si a < b. Comme
9 n’est pas dénombrable, on aurait un ensemble non dénombrable {ty | b € O} C A(X)
d’éléments deux & deux distincts, ce qui est impossible car A(Z) est lui-méme un ensemble
dénombrable.

Il s’en suit que le plus petit point fixe de CR dans {(Y)} | X €Y C SN} est atteint
pour un ordinal de O. O

D’autre part, si t € €Ry(X) avec a aussi petit que possible, alors a est soit 0, soit de
la forme b+ 1. En effet, si t € CRx(X) ol A est un ordinal limite, alors par définition de
CRA(X) il existe a < A tel que t € CRy(X).

Définition 9.3.22 Soient une relation de réécriture —g sur A(X) et un ensemble de
contextes d’élimination € pour —g. On définit la fonction CR : P(SNR) — P(SNR) par
CR(X) =gef CRpy (X), 0u CRy, (X) est le plus petit point fixre de CR dans {(Y)x | X S Y C
SNk}

Montrons que CR est 'opérateur de cléture qui définit les candidats de réductibilité.

Lemme 9.3.23 51 X C SNk alors CR(X) est le plus petit candidat de réductibilité pour
—g dans £ contenant X.

PREUVE. Commencons par montrer que CR(X) € CRre pour tout X C SNg. Tout
d’abord, comme CR: P(SNR) — P(SNR), il est clair que CR(X) C SNk.
Vérifions maintenant que les conditions (CRO) et (GR1) sont satisfaites par CR(X).

(CRO) Soit t —g u et t € CRL(X) avec a aussi petit que possible. Si a = 0 alors on a
u e (X)g = CRo. Sinon, a =b+ 1, t € Nge et u € CRp(X) par définition.

(GR1) Soit t € Nre avec (t)gr € CR(X). Alors on a (t)gr € CR4(X) pour un a < px, d’out
t € Ry1(X).
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On montre maintenant par induction sur a que CRy(X) C C pour tout C € CRge
contenant X. Par (CRO), on a CRo(X) = (X)} € C, et si t € CRy11(X) \ CR4(X) alors
t € Nge et par hypothése d’induction (t)g € CR4(X) C C, donc t € C par (CR1). De
plus, si A est un ordinal limite, alors par hypothése d’induction CR4(X) C C pour tout
a < A, donc CRy(X) C C. O

Il s’en suit que CRge = {CR(X) | X C SA'r}. Montrons maintenant que CR( ) est un
opérateur de cloture.

Lemme 9.3.24 CR:P(SNR) — P(SNR) est un opérateur de cloture.

PREUVE. L’idempotence suit du lemme 9.3.23, ’extensivité et la monotonie se montrent
comme au lemme 9.3.7. O

Comme CRgg est défini par Vopérateur de cloture CR : P(SNR) — P(SNR), selon le
lemme 9.3.4 c’est un treillis complet dont I’élément maximal est SA'g et dont les plus
grandes bornes inférieures sont données par les intersections. Il s’en suit que CRge satisfait
la condition (9.18).

L’élément minimal de CRgre a une forme intéressante.

Définition 9.3.25 (Termes héréditairement neutres) On définit HN ge, 'ensemble
des termes héréditairement neutres pour —gr dans € comme étant le plus petit ensemble
tel que

Vte Nge. (Vu.t —=rpru = uc HNge) — t € HNge .

L’ensemble HN ge n’est pas vide : on a par exemple X C HMN ge.

Remarque 9.3.26 Ainsi, un terme est héréditairement neutre si et seulement si c’est
un terme neutre fortement normalisant dont tous les réduits sont neutres.

Exemple 9.3.27 Dans le cas du A-calcul pur, les termes héréditairement neutres sont
exactement les termes de la forme E[x] avec E[ ] € £ N SNB etx € X.

Proposition 9.3.28 HNge est le plus petit élément de CRge.

PREUVE. Par le lemme 9.3.4, le plus petit élément de CRgg est la cloture de ) € P(SNR).
Or, on a HN're = CR(0) car CR(0) est le plus petit élément de P(SNR) tel que

CR(OD) = CRO) U{teNge |Vu. t—=ru = ucCrR()}.
O

Remarque 9.3.29 Dans le cas du A-calcul pur, il suit de 'exemple 9.3.27 que HN g
est aussi le plus petit élément de 8AT 5.

Enfin, les termes héréditairement neutres sont stables par contextes d’élimination for-
tement normalisants.
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Proposition 9.3.30 Sitc HNge et E[ ] € ENSNR alors E[t] € HN ge.

PREUVE. On raisonne par induction sur les paires (E[ ],t) ordonnées par ’extension
produit de —g.

Soit donc t € HNge et E[ ] € £ N SN . Comme E[t] € Nre, on a E[t] € HAN e si
(E[t])r € HNRe. Soit v tel que E[t] —r v. Alors comme t est neutre, on a v = E’[t']
avec (E[],t) —gr (E’[ ],t’). De plus, t' € HNge car t € HNre, donc v € HNge par
hypothése d’induction. O

Voyons maintenant comment les candidats de réductibilité se comportent par rapport
aux interprétations de la fleche et du produit.

Proposition 9.3.31 Soit £ un ensemble de contextes d’élimination pour —r une rela-
tion de réécriture finiment branchante sur A(L).

(i) Si [t € € pour tout t € A(X) alors,

C1,CeCRre = Cr=Cie @Rpe.
(i1) Si il ] € E pour tout i €{1,2} alors,

C,C2eRpre = CyxCreRge .

PREUVE. Tout d’abord, on a C» = Cy,Cy x C2 € SNk exactement pour les mémes
raisons qu’a la proposition 9.1.25, en utilisant le fait que X € HANge € CRge. Vérifions
maintenant que C, = Cq et Cq x Cy satisfont (GRO) et (CR1).

On ne traite que le cas de = | celui de _ x _ étant similaire et plus simple.

(GRO) Site Cy; = Cyett =g u, alors tv € Cq pour tout v € Cy, donc uv € C; par
(CRO). 11 s’en suit que u € Cy = Cj.

(GR1) Supposons que t € Ngg soit tel que (t)g € C; = Cy. Soit v € C; et montrons
que tv € Cy. Comme tv € Nge, par (ER1) il suffit de montrer que (tv)g € Cy. On
raisonne par induction sur v € SA'g. Soit w tel que tv —g w. Comme t est neutre
et [[ve &, onaw=tv avec (t,v) —r (t/,V/).

— Sit=1t/, alors v =g Vv'. Par (GRO) on a v/ € C;, et par hypothése d’induction
v’ e Cy.
— Sinon, t —g t’ et v =v’, mais alors t'v € Cq car (t)g C C2 = C;j. O

On a maintenant tout ce qu’il faut pour avoir 'adéquation des interprétations basées

sur CRgxR-

— La proposition 9.3.31 implique que = | x € @Qéﬂﬂ — CRpnr, et il suit
du lemme 9.3.24 que (YR € CRpxr pour tout ) # R C CRpr. Les candidats de
réductibilité forment donc une famille de réductibilité au sens de la définition 9.2.4.

— Le lemme 9.3.18 assure que l'interprétation (CRgr, (B € Bo— SNpgm)U_ X _)
est valide, ainsi que la condition 9.2.7.(i) et la condition 9.2.7.(ii) pour les produits :
pour tout Ty, Ty et tout p: V — CRpxr,

(tre[Mle A t2€[Tdp) = (t1,t2) € [Ti]p x [T2]p
vie{l,2}. te [[Tﬂ]p X [[Tz]]p — mit e [[Ti]]p .
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Considérons maintenant le cas de la réécriture. On suppose que R est universellement
typé dans Aoy (Bo, Lo, T), au sens de la définition 9.3.9 : les membres gauches sont de la
forme fly... 1 avec T(f) = V)?.T1 = ... = T = H.

L’essentiel est d’adapter a ces systémes la condition formulée au lemme 9.1.35. Une
condition similaire & celle que 1'on obtient est utilisée dans [Bla05b].

Lemme 9.3.32 (Calculabilité des régles de réécriture) Soit R un systéme de réécri-
ture universellement typé dans Ay (Bo, Lo, T). Supposons de plus que —pnrr est finiment
branchante et que (CRpnr,[_]) est une interprétation telle que [_ x _] = _ x _

St pour toute regle fly... 1 —gr 1 avec T(f) = VX.T;) = - = Tx = H et toute
valuation (o, p) on a

(vie{l,...,k}. Lioce[Ti]p) = roe[H]p,
alors les termes typables de Aoy (Bo, Lo, T) sont fortement BTTR-normalisants.

PREUVE. On applique le théoréme 9.2.5 avec l'interprétation (CRgnr,[_]). Il reste a
monter que c¢’est une interprétation adéquate, et pour cela a voir que la condition 9.2.7.(ii)
est satisfaite pour les symboles de .

Soit f € Lo avec T(f) = ¥X.Ty = -+ = T, = Hs. Soient t1,...,tn avec t; € [Ti]p
pour tout i € {1,...,n}. On doit montrer que ft;...t, € [H¢]p. Comme toutes les régles
définissant f ont au plus n arguments, ft;...t, est un terme neutre. Par (CR1), il suffit
donc d’avoir (fty...tn)gr C [He]p. Le reste de la preuve suit celle du lemme 9.1.35.

O]

9.3.5 Biorthogonaux

Nous allons maintenant aborder une troisiéme famille de réductibilité. Cette famille
est définie par une relation d’orthogonalité entre termes et contextes d’élimination. L’idée
de ce type d’interprétation provient de la logique linéaire de Girard [Gir87]. En ce qui
concerne la réductibilité, les biorthogonaux ont été introduits pour prendre en compte la
logique classique : il sont utilisés par Parigot [Par97| pour montrer la normalisation forte
du Ap-calcul du second ordre, et sont a la base de travaux de Krivine sur la réalisabilité
en logique classique [DK00, Kri04].

Il s’avére que les biorthogonaux sont aussi trés utiles pour capturer des propriétés cal-
culatoires assez fines des termes typables dans certains systémes, voir par exemple |[Pit00,
VMO04, Vou04, MVO05, Rib07b].

Essayons d’en présenter I'idée de base dans le cas du A-calcul simplement typé. Repre-
nons l'interprétation des types simples donnée & la définition 9.1.5 :

[[B]] = SNB si B € By
[U=T] = [U]=1[T].

Comme un type simple T € 7 (Bp) peut s’écrire sous la forme T=Ty = --- = T,, = B,
son interprétation s'éerit [T1] = ... [Tn] = SN, clest a dire

[[T]] = {t|Vu1€[[T1],...,un€ﬂTnﬂ. tu1...un€SNB}.
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Il s’en suit qu’en associant & T ’ensemble de contextes d’élimination

[T =aer {Jwr.cun [w €M), ..., un € [Ta]},
on a
[Tl = {tIVE[1e[T]*. E[tl € SNp). (9.24)
Cette construction est une forme d’orthogonalité.

Définition 9.3.33 (Orthogonalité) Soient deuz ensembles A et T1, et une relation
1L CAxTI
— Pour tout A C A, Porthogonal de A pour 1L est

Al =4 {meM|Va. acA = almn}.
— Symétriqguement, 'orthogonal de P C TT pour 1L est
pl =def la€A|Vn. meP — almn}.

Les opérateurs d’orthogonalité () : P(A) — P(TT) et ()L : P(IT) — P(A) forment

une connexion de Gallois entre les treillis complets (P(A), C) et (P(TT), D).

Proposition 9.3.34 Pour tout A C A et tout P CTI, on a
A C PL s et seulement si P C AL

PREUVE. 1l suffit de montrer une direction, 'autre étant symétrique. Supposons que
A C P et montrons que P C AL, Par hypothése, pour tout a € A, on a a AL 7t pour
tout 7t € P, donc pour tout 7 € P, on a a 1L 7t pour tout a € A, d’ou P C AL O

Les connections de Gallois induisent des opérateurs de cléture.

Proposition 9.3.35 Les fonctions () : P(A) — P(A) et () P(TT) — P(TT)
sont des opérateurs de cloture.

PREUVE. On ne traite que le cas de ()™ : P(A) — P(A), I'autre étant symétrique.
Extensivité. Pour tout X C A on a X- C X! donc X € XL par la proposition 9.3.34.

On déduit de cette propriété que ()1 est anti-monotone :
Xcy = vyltcxt. (9.25)

En effet, si X C Y alors par extensivité on a X C YA donc YA C X1 par la proposi-
tion 9.3.34.

Monotonie. Si X C Y alors par (9.25) on a Y& C Xt dou X C YL en re-
appliquant (9.25).
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Idempotence. Car
xt = x4t (9.26)

En effet, on a X C XL par extensivité et X C X1 en appliquant la
proposition 9.3.34 a X C XL obtenue par deux applications de I’extensivité.
O

Définition 9.3.36 On dit que A C A (P CT1) est un biorthogonal si A = AL,

On dénote par P(A)™ (resp. par PN ) lensemble des biorthogonaux de P(A)
(resp. de P(TM)), et par P*(A)L (resp. par (L) Uensemble des biorthogonaux de
sous-ensembles non-vides de P(A) (resp. de P(IT)).

Proposition 9.3.37 A C A (resp. P C T1) est un biorthogonal si et seulement s’il existe
X CTI (resp. X C A) tel que A =X (resp. P = X1).

PREUVE. Si A est un biorthogonal alors par définition A = (A1)L. Inversement, si
A =YL alors A = YA "done AL = Y- = A par (9.26). O

Voyons maintenant comment appliquer ces idées & la réductibilité. Nous définissons une
interprétation des types par biorthogonalité en se basant sur la relation suggéré en (9.24).
Par soucis de généralité, nous nous placons dans le méme cadre que pour les candidats de
réductibilité a la section 9.3.4. On considére donc une relation de réécriture —g sur A(X)
et un ensemble £ de contextes d’élimination pour —g, au sens de la définition 9.3.13.

Définition 9.3.38 On définit 1. C A(Z) x &€ par
t 1 E[] si et seulement si Elt] € SNk .

Les sous-ensembles non-vides de SNk qui sont des biorthogonaux pour I sont des
candidats de réductibilité au sens de la définition 9.3.16.

Lemme 9.3.39 P*(SNR)LL C CRee.

PREUVE. Soit C € P*(SNR)L. On vérifie que C satisfait les clauses (CRO) et (CR1).

(CRO) Si t € C et t —g u, alors pour tout contexte E[ ] € C1 on a E[t] —g E[u], donc
Elu] € SNk.

(GR1) Soit t € Nge tel que (t)g € C. On doit montrer que E[t] € SN pour tout
E[ ] € CL. Comme C est un sous-ensemble non vide de SN, on a Ct C SAk.
On raisonne par induction sur E[ ] € SAg. Soit v tel que E[t] —g v. Comme t est
neutre, par définition on a v = E’[t/] avec (E[ ],t) —r (E’[ ],t’). On a alors deux
cas :
— v=E[u] avec t =g u. Dans ce cas on a E[u] car u e C et E[ ] € CL.
— v=FE'[t] avec E[ ] »rt’. On a alors E’[ ] € C car pour tout u € C, E[u] -
E'lu] et E[u] € SNR, donc E'[u] € SNg. 1l s’en suit que E’[t] € SNy par
hypothése d’induction. ]
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Ainsi, si on se place dans le A-calcul simplement typé avec produits A=  (Bp), comme
£« est un ensemble de contextes d’élimination pour —g, (remarque 9.3.15), par le
lemme 9.3.18, on a P*(SN pr) -t C 84T g

Afin d’avoir une interprétation valide et adéquate, il reste donc & montrer que la fleche
préserve les biorthogonaux. Pour cela, on observe comment l'interprétation (9.24) traverse
la structure des types simples. Notons que dans le cas de base, on a [T] = SN g ={] I
Considérons maintenant un type de la forme U = T. L’idée principale est que pour tout
t,ue A(Z) et tout E[ ] € £,

tu 1l B[] sietseulement si t 1L E[[ Ju].

On a donc

[uy=1[1] = {t|vue[u], VE[]e[T]" . tullE[]}
= {t|vue[u], VE[]e [Tt tiLEl Jul}
= (Elhdlweu) A E[Te[T]HE.
Définition 9.3.40 Soit £ un ensemble de contextes d’élimination pour une relation de
réécriture —g sur A(X). Si [ ]t € € pour tout t € A(X), alors étant donnés A C A(X) et

P C &, on pose
AP =45 {EllJuJlueA A E[]eP}.

Proposition 9.3.41 Soit £ un ensemble de contextes d’élimination pour une relation
de réécriture —g sur A(L).
(i) Sil ]t € & pour tout t € A(X), alors pour tout A,B C SNg on a

A=BH = (A.BHt.
(i1) Si il ] € & pour tout 1 €{1,2}, alors pour tout A1,A2 C SNR on a

AT x AT = (EmTE[le AT N {Efl | E[]e A .

PREUVE.

(i) Onate A= B si et seulement si E[tu] € SN'g pour tout u € A et tout
E[] e BL.

(ii) Onat € A]iLlL X A%UL si et seulement si E[mrit] € SN'g pour tout i € {1,2} et tout
E[]e Al O

D’aprés les propositions 9.3.37 et 9.3.35, il s’en suit que A = BAHE et AL x BALL
sont des biorthogonaux pour tout A, B C SN gx. De plus, si A et B sont non-vides, alors
AL ot B sont des ensembles saturés, done AL = B AL o BALL < 84T prc par
la proposition 9.1.25.

On a donc, avec les biorthogonaux, une interprétation valide et adéquate pour le sys-
téme F avec produits Ay (Bp).
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Interprétation de la logique classique. Dans le cadre de la réductibilité, les biorthogo-
naux peuvent étre utilisés pour l'interprétation de la logique classique. L’idée est de voir
() comme une sorte de négation (non homogeéne!) intuitionniste. Par ailleurs, un ana-
logue des lois de De Morgan intuitionnistes pour 'union et 'intersection sont satisfaites
(nous reviendrons sur ce point a la section 10.4.3 :

XLtnyl = (Xuy)t
Xtuylt ¢ (Xny)t.

De plus, le fait que ()™ soit un opérateur de cléture lui donne un comportement

similaire a celui des non-non traductions de Godel.

9.4 Réécriture du premier ordre

Nous avons vu dans ce chapitre ce qui nous semble étre les points importants des
preuves de normalisation forte de lambda-calculs typés en présence de réécriture.

Nous terminons le chapitre par une courte discussion sur la préservation de la norma-
lisation forte pour la combinaison de la réécriture du premier ordre (resp. algébrique) et
du systéme F. C’est un résultat connu, qui peut s’énoncer de la maniére suivante :

Théoréme 9.4.1 Soit R un TRS algébriquement typé dans Ay(Bo, X, T). Si —x est
fortement normalisant sur A(L), alors —gr est fortement normalisant sur les termes
typés de A2(Bo, L, T).

Dans le cas du systéme F a la Church, il a été montré dans [BTG89, Oka89|. Notons

que les deux résultats ne sont pas exactement les mémes :

— Okada montre dans [Oka89| que si R est un TRS sur 7er(X, X') fortement norma-
lisant et algébriquement typé dans Agh(Bo, L, T), alors —gr est fortement norma-
lisant sur les termes typés de Agh(l’)’o, Y, 7) : la réécriture n’est pas curryfiée.

— Breazu-Tannen et Gallier montrent dans [BTG89| que si R est un systéme algé-
briquement typé dans Agh(Bo, 2o, T) tel que — 5 est fortement normalisante, alors
—pr fortement normalisant que les termes typés de Agh(Bo, Y0,T) : la réécriture
est curryfiée.

Remarque 9.4.2 Notons que le résultat de [BTG89| est légérement plus général que
celui de [Oka89] car d’aprés la remarque 3.6.6, les termes algébriquement typés de
Moa(Bo, Ao, T) forment une X -algébre libre sur X.

D’autre part, nous allons voir que si R est un TRS algébriquement typé dans le systéme
A2(Bo, Lo, T), alors —x normalise fortement sur A(Xg) si et seulement si elle normalise
fortement sur les termes algébriquement typés de A2(Bop, Lo, T).

Le théoréme 9.4.1 est adapté aux types intersection dans [BF96], résultat qui est utilisé
dans [BFG97| pour obtenir son extension au calcul des constructions. Enfin, une preuve
directe dans le calcul des constructions est proposée dans [Bla05b].

Toutes ces preuves reposent sur une méthode similaire : le découpage des termes en
« cap » et « aliens », les premier représentant les tétes algébriques des termes et les
premier leurs sous-termes non algébriques maximaux.
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Des termes du premier ordre aux lambda-termes

Le théoréme 9.4.1 utilise le fait que la normalisation forte est préservée lorsque qu’un
TRS du premier ordre est curryfié et quotienté par a-conversion. Nous prouvons cette
propriété dans cette section en combinant le résultat de [KKSV96] sur la préservation
la normalisation forte par curryfication, celui de Middeldorp [Mid89| qui implique la
préservation de la normalisation forte par extension de la signature et enfin nos résultats
de la section 4.3 sur les liens entre réécriture du premier ordre et réécriture modulo
x-conversion.

Tout d’abord, rappelons que la normalisation forte est préservée par curryfication.
Pour plus de détails sur la curryfication, voir le chapitre 8.

Théoréme 9.4.3 ([KKSV96]) Si le TRS (Ter(X,X),R) est fortement normalisant,
alors le TRS (Ter(Zcapp, X), Re) lest aussi.

Le résultat de Middeldorp sur le modularité de la normalisation forte est le suivant :

Théoréme 9.4.4 ([Mid89]) Soient (Ter(Xq,X),R1) et (Ter(X,, X), R2) deux TRS for-
tement normalisants tels que 1 N Xy = 0. Sl existe i € {1,2} tel que Ri ne comporte
ni regles effondrantes ni regles dupliquantes, alors le TRS (Ter(Z1UX,, X)), R1UR,) est
fortement normalisant.

De méme qu’a la section 5.3, on a la préservation de la normalisation forte par extension
de la signature.

Corollaire 9.4.5 Si (Ter(X,X),R) est un TRS fortement normalisant, alors le TRS
(Ter(X',X),R) est fortement normalisant pour tout X' D L.

On en déduit que si R est un systéme de rééeriture sur Zer(Z, X’) qui est fortement
normalisant, alors —x, est fortement normalisant sur A(Z¢capp). Rappelons que £(X)
désigne les A-termes bruts sur X, c’est-a-dire non quotientés par «-conversion.

Théoréme 9.4.6 Si(7er(Z, X),R) est un TRS fortement normalisant, alors la relation
de réécriture —r, est fortement normalisante sur /\(Zé\pp).

PREUVE. Soit (7er(Z,X),R) un TRS fortement normalisant. Par le théoréme 9.4.3,
le TRS (7er(Zcapp, X), Re) l'est aussi. Il suit alors du corollaire 9.4.5 que —x, est
fortement normalisant sur £(Z¢). Comme R¢ est applicatif, on a la normalisation forte
de —g, sur A(Z¢) par le théoréme 4.3.8. O

Nous pouvons maintenant prouver ce que nous avons dit & la remarque 9.4.2. Si —g
est fortement normalisant sur les termes algébriquement typés de A(Bp, Lo, T) alors en
prolongeant la remarque 3.6.6, on peut définir un TRS décurryfié R tel que —r. soit
fortement normalisant sur 7er(Z., X'). Comme ¢ = L, il suit alors du théoréme 9.4.6
que — g est fortement normalisant sur A(Xy).
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Chapitre 10
Unions de familles de réductibilité

Dans ce chapitre, nous étudions la possibilité d’avoir des familles de réductibilités
valides, adéquates et stables par union.

Nous commencons par étudier la possibilité d’existence de telles familles de réducti-
bilité. Pour cela, on considére le A-calcul auquel on ajoute un systéme de réécriture R
dit « simple » dont les membres gauches sont de la forme f(xq,...,xn) ou f € X, et
X1,...,Xn sont des variables distinctes. A la section 10.1, nous présentons un systéme de
types intersection et union désigné par An g (L), et nous montrons a la section 10.2 qu’il
permet de typer tous les termes fortement f7R-normalisants et seulement ceux-ci.

Nous verrons & la section 10.3 que le systéme A( gz (Z) obtenu en ajoutant & Arr (Z)
la régle d’élimination des types union permet, pour certains systémes de réécriture
simples, de typer des termes non fortement normalisants. Ainsi, il existe des systémes
de réécriture qui ne peuvent étre pris en compte par une famille de réductibilité valide,
adéquate et stable par union. Il est intéressant de noter que de tels systémes peuvent
étre confluents.

La section 10.4 est consacrée a ’étude de la cloture par union de familles de réduc-
tibilité. Nous commencons par aborder la question de maniére générale au niveau des
opérateurs de cloture. Ensuite, nous rappelons que les ensembles saturés pour le A-calcul
avec produits sont stables par union, puis nous dérivons de notre étude des opérateurs
de cloture une condition nécessaire et suffisante pour que les candidats de réductibilité
soient stables par union (l'existence de réduits principauz forts), et une condition néces-
saire et suffisante pour que la cléture par union de biorthogonaux forme un ensemble de
candidats de réductibilité (I'existence de réduits principaur)'. Nous montrons aussi que
les réduits principaux forts sont des réduits principaux.

Ensuite, a la section 10.5, nous appliquons ces résultats a la réécriture simple, et nous
montrons que l'existence de réduit principaux est une condition strictement plus générale
que lexistence de réduit principaux forts. Ainsi, la cloture par union de biorthogonaux
aboutit & une condition suffisante pour la normalisation forte dans A, gyr () strictement
plus générale que celle issue de la stabilité par union des candidats de réductibilité.

D’autre part, nous comparons a la section 10.6 les candidats de réductibilité et les
ensembles saturés. Nous montrons, dans le cas de A=« (Bp), qu'une forme d’ensembles
saturés stables par réduction correspond exactement aux candidats de réductibilité. Cela
nous donne la stabilité par union des candidats de réductibilité pour ce calcul. Dans

Les « réduits principaux forts » et les « réduits principaux » sont respectivement les « principal
reducts » et les « weak principal reducts » de [Rib07a, Rib07b].
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le cas de la réécriture simple, nous définissons des ensembles saturés qui permettent
de prendre en compte les systémes de réécriture qui ont des réduits principaux. Cela
constitue une ébauche de réponse a la question soulevée a la section 9.3.3 sur l'intégration
de la réécriture aux ensembles saturés.

Notons que notre condition pour la stabilité par union des candidats de Girard nous
renseigne de maniére intéressante sur leur structure « algébrique » : ils sont stables par
union exactement lorsque ce sont les ensembles non vides de termes fortement normali-
sants clos par le bas pour un ordre d’observation faible.

Enfin, nous abordons & la section 10.7 une question complémentaire : existe-t-il des
interprétations non stables par union mais qui soient valides et adéquates pour Ay g)r ?
Nous montrons que c’est le cas pour une interprétation utilisant une certaine forme de
biorthogonaux, basés sur des contextes d’évaluation autorisant « ’appel par nom » et
« I'appel par valeur ». Nous montrons que cette interprétation est compléte par rapport
a la normalisation forte dans A gr(Z) : pour tout systéme de réécriture simple R, les
termes typables dans A gz (Z) sont fortement BR-normalisants si et seulement si cette
interprétation est valide et adéquate pour A, pyr(Z).

Nous verrons aussi dans cette section qu’étant donné un systéme de réécriture simple
R, la pR-normalisation forte des termes typables dans A gz (Z) est équivalente au fait
que la régle (L E) spécifie la propriété opérationnelle suivante : si tous les réduits de téte
d’un terme f(t) peuvent étre substitués de maniére « stre » dans un terme v, alors le
terme f(t) peut étre lui-méme substitué¢ de maniére « siire » dans v. Cette propriété dit
que si chaque réduit de téte de f(t) interagit correctement avec des copies de lui-méme
dans v, alors les copies des différents réduits de téte de f(t) interagissent bien entre elles
dans v (voir les remarques 10.3.7 et 10.7.4).

Nous avons publié une grande partie du contenu de ce chapitre dans [Rib07a, Rib07b].

10.1 Reéécriture simple avec types union et intersection

On commence par présenter un systéme avec types intersection et union. Ce systéme
comporte en outre une régle provenant de [CS06] qui lui permet, pour des systémes de
réécriture R dits « simples », de typer tous les termes fortement BR-normalisants et
seulement ceux-ci.

L’intérét de ce systéme est de mettre en évidence des problémes liées a la stabilité par
union des familles de réductibilité. En effet, lorsqu’on lui ajoute la régle d’élimination
des types union, le systéme obtenu permet aussi, pour certains systémes de réécriture
simples R, de typer des termes non 3R-normalisants. Or, les familles de réductibilités
stables par union et prenant en compte la réécriture sont adéquates pour cette régle. Il
s’en suit qu’il existe des systémes de réécriture pour lesquels il n’existe pas de famille de
réductibilité stable par union.

Les types intersection pour le A-calcul ont été introduits dans [CD78|. Voir [Kri90,
Gal98, AC98| pour des études plus récentes. Les types union, quand a eux, apparaissent
probablement pour la premiére fois dans [MPS86], et ont été étudiés plus en profondeur
dans [BDCL95].
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Le systéme que I'on présente ici utilise pour le typage des symboles une régle introduite
dans [CS06]. Cette régle type les symboles f € Z,, de maniére un peu inhabituelle. En
effet, elle n’assigne pas de type a priori & f, mais, étant donnés des termes typables
t1,...,tn, le terme f(ty,...,tn) a pour type T si tous les T[t/X] pour f(f) —x T sont
typables par T. Nous revenons sur ce point a la remarque 10.1.6. Ainsi, le typage des
symboles dans le systéme Aqur(X) est assez différent de celui des systémes de types
intersection étudiés dans [BF96, BBF96, BF97].

On considére des A-termes avec symboles d’arité quelconque :

tbue A(L) == x | f(t1,...,t) | tu | Ax.t
oufeXetxeX.

Définition 10.1.1 Un systéme de réécriture R sur A(X) est dit simple si toutes ses
regles sont de la forme
flx1,...,xn) H—r T

ou f € Ly et xq,...,xn sont des variables distinctes, et si pour tout f € X, l’ensemble

R(f) =gef {r | f(X) g 1} est fini. On pose F =gef {(f € Z| R(f) # 0} et C =g4ep Z\ F.

Remarque 10.1.2 Dans une régle f(X) —x v d’un systéme de réécriture simple R, il
n’y a pas a priori de condition sur les symboles pouvant apparaitre dans 7.

Notons toutefois que si —x est fortement normalisante alors le symbole f n’apparait
pas dans .

On considére des types « union » et « intersection » construits a partir du type de
base 0. Ce sont donc des éléments de 75 ({o, M _, U _}).

Définition 10.1.3 On désigne par Tn, 'ensemble des types union et intersection avec
type de base o :

TUe7Zqy == o | U=T | Tnu | Tuu.

Les types sont munis de la relation de sous-typage C décrite & la figure 10.1. Ainsi,
(7L, E, L, M) est un préordre ayant toutes les plus grandes bornes inférieures finies et
toutes les plus petites bornes supérieures finies.

Définition 10.1.4 Etant donné un systéme de réécriture R simple sur A(L), on désigne
par Anur (LX) le systeme dont
— les termes sont ceux de A(X),
— les types sont ceux de Tr,
— la relation de typage I' Frur t: T est engendrée par les régles de la figure 10.2,
— la relation de réduction est —gR.

L’opération M sur les types peut étre étendue aux contextes de typage.

Définition 10.1.5 Etant donnés deux contextes Ty et Ty, le contexte To M Ty est défini

comme suit :
No(x)M(x) sixelognTy,

ToMT1(x) =gef { Mi(x) sixe T\ T .

203
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WU HhET TCU UCV
TCET WLW=hHEU=T; TCV

(T=U)N(T=Ux)CT= (Uyruy)

T, LU
T1|_|T2Eu T1,T2§T]|_|T2
TC Uy, U
TN, C T, T, TCEU;nuU;

F1G. 10.1: Reégles de sous-typage de A r(X)

(AX) ————— (FuUN)

Tx:TkEx:T reft):u
Tx:UFt:T r-t:U=T TFu:U
I E

(:>)Fl—7xx.t:U:>T (=E) F'Ftu:T
MEt:T, FrEt: T, r-t:T TCU

M1 S

M) = Fn (Sus) rEt-u

F1c. 10.2: Régles de typage de Aqugr(X)
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Notons que si I' e t: T alors TTT Frur t: TU T pour tout I et tout T'.
Remarque 10.1.6 La régle de typage
FrEt: T W(X)—grr NX:THT:U

(FuN)

reft):u
est un peu inhabituelle. Pour voir comment elle fonctionne, considérons un symbolef € X,
défini par les régles (f(x1,...,%n) =% Tj)jeq,...p} avec p > 0.

Soient des termes ti,...,tn et des types Tq,..., Ty tels que I Four ti : Ty pour tout
i€ {1,...,n}. Supposons de plus que pour tout j € {1,...,p}, on ait un type Uj tel que

Bx1:Ty, oo xn s TnbFror 150 U
Alors, en utilisant le sous-typage on obtient

RX]ZT],...,Xn:Tnl—muRT)‘I |_| u]‘.
je{1,...,p}

Donc avec la régle (FUN), il vient

MNFour flt1, ..., ) |_| Uj.
je{1,...,p}

Notons que si p = 0, c’est-a-dire s’il n’y a pas de régle définissant f, alors pour tout
TeThy,onal bFaur flty,...,t): T,

La régle (FUN) est une simplification d’une régle de typage utilisée dans [CS06]. L’in-
tuition de cette régle est que pour typer un terme de la forme f(t), on doit d’abord typer
tous les termes de la forme ro tels que f(f) g T et £ = lo. Du fait qu’on considére des
arbres de typage finis, un terme de la forme f(t) ne peut étre typé que s’il est fortement
R-normalisant. En quelque sorte, on internalise dans le systéme de type les conditions
présentées aux lemmes 9.1.35 et 9.3.32.

On dénote par An le systéme des types intersection du A-calcul pur, dont les termes
sont ceux de A, dont les types sont les types de 7, qui ne contiennent pas le symbole
U, et dont les régles de typage sont celles de Aqur (L) auxquelles on enléve (FUN), et
ou la relation de sous-typage est celle de Aqur(Z) a laquelle on enléve toutes les régles
contenant le symbole L.

10.2 Adéquation et complétude pour la normalisation forte

Dans cette section on montre que pour tout systéme de réécriture simple R sur A(X),
un terme t € A(X) est fortement BR-normalisant si et seulement s’il est typable dans
Arur(X).

Pour le sens « si », on montre 'adéquation des candidats de réductibilité pour Aqg (Z).
Le sens « seulement si » étend un résultat connu pour le A-calcul pur : un terme t € A est
fortement 3-normalisable si et seulement s’il est typable dans le systéme An. Ce résultat
est originellement di & Pottinger [Pot80], sa preuve peut étre trouvée dans [Kri90, Gal9g|,
voir aussi [AC98|. Nous I’adaptons au cas de la régle (FUN).
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10.2.1 Adéquation

Dans cette section on montre que tous les termes typables dans Ar,r (L) sont for-
tement BR-normalisants. Pour cela, nous interprétons les types par des candidats de
réductibilité, construits a partir des contextes d’élimination de la fléche définis en 9.1.6 :

E[]eés == [] | E[]t,
oute A(L).

Définition 10.2.1 Soit R un systéme de réécriture simple sur A(X). On désigne par
CRruRr lensemble des candidats de réductibilité pour —pgr dans les contextes d’élimina-
tion =, au sens de la définition 9.3.16.

On désigne par Nour (resp. HNur) Uensemble des termes neutres correspondant
(resp. héréditairement neutres).

Remarque 10.2.2 Notons que Nq_r est exactement I’ensemble des termes qui ne sont
pas de la forme Ax.t.

On interpréte les types de maniére standard. Rappelons que par les lemmes 9.3.24
et 9.3.4, les candidats de réductibilité forment un treillis complet

CR =qet (GRITLI’R)Q>\/)H)HNI‘H_|R,SN[3R),

ou \/C = CR(YC) pour tout C C CRAr. On peut donc interpréter M par N et L par
V. Ainsi [T U U] = CR([T] U [U]) est le plus petit candidat de réductibilité contenant
[T] U [U]. On reviendra sur la stabilité par union des candidats de réductibilité a la
section 10.4.

Définition 10.2.3 Soit R un systéeme de réécriture simple sur A(X). On définit l’inter-
prétation [T] € CRaur des types T € Ty par induction sur T comme suit :

[o] =def SNpr,
[U=T]  =ar [U]=1[T],
[Tru] =4 [TIN[Y],

[[T L U]] =def GR([[T]] U [[U.ﬂ) .

Commengons par voir que cette interprétation respecte la relation de sous-typage C.

Proposition 10.2.4 Soient X,Y,Z C A(X). St X C Y alors
(i) Z=X C Z=Y,
(1) Y=2Z C X=LZ

PREUVE. Rappelons que A= B = {t|Vu. ue A—=— tuec B}
(i) Site Z=Xalorstue XC Y pour tout wue Z, doncte Z=Y.
(i) Site Y= Z, alors tu € Z pour tout ue X C Y, donc t € X = Z. O
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10.2 Adéquation et complétude pour la normalisation forte

Proposition 10.2.5 Si TC U alors [T] C [U].

PREUVE. Par induction sur T C U.

Car [T] = [T].
WEW THLCT
ULW=THolW=T

Par hypothése d’induction on a [U,] C [W4] et [Ty] C [T2]. On conclut par la proposi-
tion 10.2.4.

TCU UCV
TCV
Par hypothése d’induction on a [T] C [U] et [U] C [V], d’ou [T] C [V].

(T=UW)N(T=U) ET= (U nUs)
Soit t € ([T] = [W1]) N ([T] = [Uz]) et uw € [T]. Alors tu € [U4] et tu € [Uy], d’on
tu e [Uq] N uz].
L, LEU
TuT,CU

Par hypothése d’induction on a [T1], [T2] € [U]. Il s’en suit que CR([T;] U [T2]) C [U]
car CR([T7] U [T2]) est la plus petite borne supérieure de [T1] et [T2] dans le treillis CR.

W LETUT;

Car CR([T1] U [T2]) est la plus petite borne supérieure de [T1] et [T2] dans le treillis
complet CR.

hNLET, T
Car [T1] N [T2] est la plus grande borne inférieure de [Tq] et [T2] dans le treillis CR.
TC U, U
TCU;nU,
Par hypothése d’induction on a [T] C [U4], [Uz]. Il s’en suit que [T] € [U;] N [U,] car
[Uq] N [Uyz] est la plus grande borne inférieure de [T;] et [T2] dans le treillis CR. O

On peut maintenant montrer que les termes typables dans Aq_r(X) sont fortement
fR-normalisants. Rappelons qu’étant donnés une substitution o et un contexte I', 0 =T
signifie que o(x) € [I'(x)] pour tout x € Dom(T).

Théoréme 10.2.6 (Adéquation) SiTFryg t: T alors t € SN pr.
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PREUVE. Comme au lemme 9.1.15 : on montre que si I' ke t: T et o E T, alors
to e [T].

On raisonne par induction sur I' Fqur t: T. Le cas de la régle (AX) est trivial. Par le
lemme 9.3.18, tout candidat de réductibilité C € CRqr satisfait (8AT1), et comme les
termes de la forme (Ax.u)v sont neutres, C satisfait aussi (84T72g). Il s’en suit que les
régles (=1) et (= E) sont traitées comme au lemme 9.1.15.

(FUN) Soit o = T'. Par hypothése d’induction, on a to € [[fﬂ De plus, pour tout U € [[f]]
et toute régle f(X) —x 1, on a rofi/x] € [U], soit r[u/X] € [U] car FV(r) C X.
On doit montrer que f(to) € [U]. Pour cela, on montre par induction sur (i) que
pour tout i € [T], on a f(ii) € [U]. Comme to € [T], il s’en suivra que f(to) € [U].
Soit donc U € [[f]] Comme f(1i) est un terme neutre, par (GR1), il suffit de montrer
que (f(i))pr C [U]. Soit v tel que f(ii) —pr v. Il y a deux cas :
— v =f(u’) avec (i) —pr (U'). Alors i’ € [T] par (GRO), donc v = f(ii’) € U]

par hypothése d’induction.

— v = r[i/x] avec f(X) —x 7. Alors comme U € [[ﬂ], on a v =r[t/x] € [U].

(M1I) Soit o = T. Par hypothése d’induction, on a to € [T;] pour tout i € {1,2}, d’on
to e [[T1]] N [[Tz]]

(SuB) Par la proposition 10.2.5. O

10.2.2 Complétude

On montre maintenant que tous les termes fortement fR-normalisants sont typables
dans Ak (X). La preuve est standard.

On commence par des propriétés classiques des systémes de types. La premiére est
I'inversion, qui est trés similaire a la propriété d’inversion de [DCLP96, DCLP9g|, a la
différence que dans notre cas, (7, &, U, M) n’est pas un treillis distributif.

Proposition 10.2.7 (Inversion)
(i) TFrur x: T si et seulement si x € Dom(T") et T'(x) C T.
(i) T Faur tu: T si et seulement s’il existe un type U tel que T'Frpr t: U =T et

I l_mu’R u: .

(117) T Faur Ax.t: T si et seulement s’il existe un entier n > 1, et des types Uy, ..., Uy
et Vi,...,Vn tels que I_lieﬂ _“n}(ui = Vi) CTetMx: U bFrur t: Vi pour tout
ie{l,...,n}

(i) T Faur f(t) 1 V si et seulement s’il existe des types T tels que T Frug t: T et
LX:TrFaur 70V pour tout f(X) —g 1.

PREUVE. Les conditions sont bien évidemment suffisantes. Pour voir qu’elles sont néces-
saires, on raisonne par induction sur les dérivations de typage.

(i) La derniére régle utilisée ne peut étre que (AX), (MI) ou (SUB). Le cas de (AX) est
trivial, celui de (SUB) suit directement de I’hypothése d’induction.

Quand & (M1), par hypothése d’induction on a I'(x) C Ty, T, d’ou I'(x) & T; M To.
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(i)

(iii)

10.2 Adéquation et complétude pour la normalisation forte

La derniére régle utilisée ne peut étre que (= E), (M1I) ou (SuB). Le cas de (= E)
est trivial, celui de (SUB) suit directement de ’hypothése d’induction et du fait que
VCTimplique U= VCEU=T.
Quand a (M1),ona T = T;MT; et par hypothése d’induction il existe Uy, U, tels que
Mg t: U= Tiet T'EAugr w: Uy pour tout 1 € {1,2}. En posant U =g UM U5,
onal Frr u: U, et de plus, pour tout i € {1,2}, Ui = T; C U = T; donc
e t: U= T soit Thqrt:U=Tecar (USTH)NM(U=T)CU=ST.
La derniére régle utilisée ne peut étre que (= 1), (M1I) ou (SUB). Le cas de (=1)
est trivial et celui de (SUB) suit directement de 'hypothése d’induction.
Quand & (M1I), on a T =Ty M T, et par hypothése d’induction, pour tout i € {1,2}
il exist§ U’%, R U’;M et V}, e ,V}H tels que ﬂje{]‘_n)m}(u} = V]-i) C T, avec de plus
Bx: U Frur t: V)-l pour tout j €{1,...,nq}.
Il s’en suit que
[1 [] W=v) c TnT.
ie{1,2}j{1,...,ny )

La derniére régle utilisée ne peut étre que (FuN), (M1I) ou (SUB). Le cas de (FuUN)
est trivial et celui de (SUB) suit directement de I’hypothése d’induction.

Quand a (M1I), on a T =Ty M T, et par hypothése d’induction, pour tout i € {1,2}
il existe V' tels que Mg t: Viet TxX:Vitqurt: T pour tout f(X) —x .

Il s’en suit que ' Frur £:VIinvZet que X : Vinvz2 Frur 1: T M T, pour tout
f(X) —r 1. O]

Le lemme de substitution est une propriété de « tout » systéme de type. Elle est
essentielle pour que la B-réduction corresponde & la réduction des coupures de la fleche.

Lemme 10.2.8 (Substitution) Si[x : U bqur t: T et T Faug uw: U alors on a
I l_r“_,'R t[u/X] :T.

PREUVE. Par induction sur Nx : U bk r t: T.

(AX) Dans ce cas t =y € X. Il y a deux possibilités :

— sit=x, alors T =U, t[u/x] = u et par hypothése on a I' bz w: U,
— sinon tlu/x] =t =y, et comme I[x : U Fqur y : T est obtenu par la régle
(AX),onal(y)=Tdonc T Fryr t: T par (AX).

(= 1) Dans ce cas, t = Ay.t; et T = T, = Tq. Par le lemme 1.2.10, on peut supposer

quey ¢ FV(u) U{x}. On a donc

Fy:To,x:Ulqur t1: T4
Cx:Ulqur Ayt To =T

et par hypothése d’induction I,y : To Frur t1lu/x] : Ty done ' Fur Ay.(tq[u/x]) :
T, = Tq. Or, comme y € FV(u) U {x}, on a Ay.(t1[u/x]) = (Ay.t7)[u/x] par le
lemme 1.3.9.(i).
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(= E) Dans ce cas, t = tytp, et il existe V € T tel que
Tx:UFrqurt1: V=T Cx:UFqurt2:V
Cx:Ubrqur tita: T
Par hypothése d’induction, on a I' Frug tilw/x] : V = T et T oo talu/x] : V,
d’ou T Frur (t1t2)[u/x] : T.
(FUN) Dans ce cas, t = f(t) et

Tx:Ubqrt: T  WWE) =T, Tx:WX:Trourt:T
Nx:Ubrmgr f(6): T

Par hypothése d’induction, on a I' Frr thu/x] : T et pour toute régle f(X) —x 1,
X : T Frur rfu/x] : T donc IX : Throyg 7: T car FV(r) C X. Il s’en suit que
Mror F(O /X : T.
(MI) Dans ce cas, T=T1 M T, et
Cx:Ubqurt: T Cx:UbFbqurt: T
Cx:UFqurt: 10T,
Par hypothése d’induction on a I' Fryr tlu/x] : Ty pour tout i € {1,2}, d’ou
I'taor thu/x] - Ty M Ts.
(SuB) Dans ce cas

Nx:Ulbqpurt:V VCT
r, x: U }_r“_,R t:T
Par hypothése d’induction on a Tt tlu/x] : V dou I' g tlu/x] : T. O

En particulier, si INx : U Frur t: T avec x € FV(t), alors on a I' Fqur t @ T. Cette
propriété est appelée contraction.

On passe maintenant aux propriétés clefs pour la complétude des types intersection et
union. Notre preuve suit une démarche similaire a celle de [Gal98].

Proposition 10.2.9 (Interpolation) Soit I' et x tels que x ¢ Dom(T"). Supposons
que T Frur tlu/x] : T et T Frar w : U, Alors il existe V tel que T Frur w @ Vet
Cx:Vkauur t:T.
PREUVE. On raisonne par induction sur t.
te X. Il y adeux cas :
— si t = x alors tfu/x] = u. On prend V =gt T et comme x ¢ Dom(I') on a
Cx:Thurt:Tet ThFur w: T,
— sinon t =y # x et tfu/x] =y. On prend V =gt U et comme x € Dom(T") on
allx:Ukqurt:T.
t = tt,. Par la proposition 10.2.7.(ii), comme T Frugr tilu/x]tz[u/x] : T il existe W tel
que ' g t1lu/x] - W =T et T Faugr tolu/x] : W.
Par hypothése d’induction, il existe Vi,V tels que ILx : Vi Fur t1: W = T et
Cx:Vobmur t2: W, avee T g w: VM Vo,
En posant V =gt ViMMVo,onallx: ViEqumrt1 - W=TetLx: Viqur t2: W,
douNx: Vg tita: T.
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t = Ay.ty. D’aprés le lemme 1.2.10, on peut supposer x # y. Par la proposition 10.2.7.(iii)

il existe Uy,..., Uy et Wy, ..., Wy tels que I_lieﬂ ..... n}(ui = W;) C T ainsi que
Ly : Ui Frugr t1lu/x] : Wi pour tout 1 € {1,...,n}.
Par hypothése d’induction il existe Vi tel que INx : Vi,y : Uy Fur t1 @ Wi et
Mrur w: Vi pour tout i € {1,...,n}. Avec V =gt |—|i€{1‘m)n}Vi onal Fouru:V
et Tx:V,y:Uibrugr t1: Wi pour tout i € {1,...,n}, doa [x:VFqur Ay.t1: T
par la proposition 10.2.7.(iii).

t = f(ty,...,tn). Par la proposition 10.2.7.(iv) il existe des types Ty,..., Ty tels que
I' Fror tilu/x] @ T pour tout 1 € {1,...,n}, et X : T Frug rlu/x] : T pour
tout f(X) —x 1. Or, d’aprés la proposition 2.4.4, on peut supposer que pour tout
f(X) g ronaxgFV(r) done [X:TFrur r:T.

Par hypothése d’induction, pour tout i € {1,...,n} il existe un type V; tel que
Cx:Vitrur ti:Tiet T'qur w: Vi

Avec V =qef [ lieqr,..,
Tx:V.X:Thragrt: T pour tout f(X) —x . D'ou Nx: Vg f(): T. dJ

monal Frir w:V, [x:Vinur ti: Ti, et comme x Z FV(r),

Notons que si ' g t: T avec y ¢ Dom(I") alors on a I'y/x] Frur tly/x] : T.

Lemme 10.2.10 (Expansion faible de téte)
(Z) Si T l_r“_,'R u:Uetl l_mu’R t[u/X]\_)’ T alors T’ |_|—|u’R (Axt)u\_f T.
(ii) SiTFrug t: T et T Frugr TIE/XV : T pour tout f(X) —xr T, alors T Frugr f(1)V: T.

PREUVE. On ne détaille que le cas (ii) car le cas (i) est similaire et plus simple.
On traite tout d’abord le cas ot X N Dom(I") = (). On raisonne par induction sur [V.

Cas de base [V =0. Dans ce cason a I' Friyg £ : T et T Frug /X : T pour tout
f(X) —r 1.

Par la proposition 10.2.9, pour chaque f(X) —x 1 il existe T tels que MFrur t: Tr
et X : Tr Frug 10 T. Comme R est fini, en prenant T =def |_|r1_"T, on obtient
Thour £:T et X : T/ Frur 7 T pour tout f(X) —x 1, soit T Frugr f(1) : T.

Cas d’induction. Soient V et v tels que T' Fr g T : TetTl Frur T[E/XIVv @ T pour tout
f(X) —x 1. Par la proposition 10.2.7.(ii), pour tout f(X) —x 7 il existe V; tel que
Mrur TE/XV: Ve =Tet Thaur v Vi
Comme R(f) est fini, en prenant V =gef [ |, Vronal Frur vi Vet T Four r[t/XV
V = T pour tout f(X) —x 1. Par hypothese d’induction on a ' b g f(OV:V =T,
dou T Hrur f(O)W: T.

Considérons maintenant le cas ot X et Dom(T") ne sont pas disjoints. Posons X' =gef

(xi|ie{l,...,IX} A xi € Dom(I)}. De ce fait, T est de la forme I, X’ : U. Soient §’
disjoints de Dom(T) tels que [§'| = [X’|, et posons t/ =qer t[G'/X'] et ¥ =gt VG’ /X'].
On a alors T, G’ : U’ Frur f(T)V : T. On en déduit que T,%’": U’ Frugr fF(E)V: T en
utilisant le lemme 10.2.8. [l

Définition 10.2.11 On définit =gr comme étant l'union de —pgr et de la relation
sous-terme définie en 1.2.20.
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La relation >pgg est bien fondée sur SN gg, voir la preuve du lemme 7.1.11.

Théoréme 10.2.12 (Complétude) Pour tout t € A(X), sit e SNpgr alors il existe T
et T tels que 'Frur t: T.

PREUVE. On raisonne par induction sur <gr. Rappelons que par le lemme 3.2.6, tout
terme t € A(Z) s’écrit sous la forme AX.hV ol h est soit une variable, un -rédex, ou un
terme de la forme f(%).
Dans le cas |X| # 0, par hypothése d’induction il existe T, T et T tels que [[X: T Four
h: T, doa T For ARhY: T = T.
On suppose maintenant que |X| = 0 et on raisonne par cas sur h.
h=x € X. Soit p =ger [V]. Comme V <gr t, par hypothése d’induction il existe I3, et Ty
tels que T5 Frugr vi: Ty pour tout i € {1,...,p}. Il s’en suit que pour tout T € T,
on a
NN (x:T=T) Frur xV: T
h = (Ax.u)v. Comme v, u[v/x]V <gr t, par hypothése d’induction il existe I, I, T et
V tels que It Frug ulv/x]V : T et Ty Faug v @ V. En utilisant le lemme 10.2.10.(i)
on en déduit que I M Faur (Ax.auw)vw: T.
h =f(ty,...,tn). Comme t ~BR f(¥)V, par hypothése d’induction, il existe un contexte
Ii et un type Tj tels que T Fqugr ti: Ty pour tout i € {1,...,n}.
D’autre part, pour tout f(X) —x T, comme r[t/X]V <BR f(t)V, par hypotheése d’in-
duction il existe un contexte v et un type Vi tels que I Fr g T[1/X]V : V,.
Du fait que R(f) est fini, en posant

I —def (l—l rl) Ml (l_l rr) et \'% —def |_| VT )
1 T T
et en appliquant le lemme 10.2.10.(ii), on obtient ' Fr g f()v: V. O

10.3 Elimination de l'union et normalisation forte

Dans cette section, nous montrons que lorsqu’on ajoute & Aqur (Z) la régle d’élimina-
tion de 'union
N't:THuT Nx:TikFc:C x:ThkFc:C
I'eclt/x]: C

(LE)

alors on obtient un systéme qui permet, pour certains systémes de réécriture simples R,
de typer des termes qui ne sont pas 3/R-normalisants.

Cette régle peut étre vue comme une version implicite de I’élimination des co-produits
(voir section 3.7.3). Elle semble avoir été introduite dans [MPS86], et elle est étudiée plus
en profondeur dans [BDCL95].

Définition 10.3.1 On désigne par A gyr(Z) le systeéme dont les termes, les types et
la relation de réduction sont ceux de Amug, et dont la relation de typage 't gy t: T est
engendrée par les régles de la figure 10.2 auzquelles on ajoute la régle (LI E).
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Remarque 10.3.2 (Préservation du type par réduction) I est connu que la régle
(UE) fait perdre la préservation du typage par réduction : il se peut que ' gr t: T
avec t —pr W mais que I' =, g)yg w: T ne soit pas dérivable.

Un exemple pour le A-calcul pur est donné dans [BDCL95|. Posons

N =g x:(Whi=W=T)NU=>U=T),y: V= (UulUy), z: V.

Rappelons que le A-terme identité, défini a ’exemple 3.2.5, est le terme Id =gor Ax.x. On
dérive facilement

Nyz:Uul, et NEIdyz: Uy U U, .
D’autre part, pour tout i € {1,2}, on aT,w: U; - xww : T. En appliquant la régle (UE),

on a donc

N-yz:Uuuy FTw:UFxww:T Fw:UyFxww:T

(UE) F'Ex(yz)(yz): T

ainsi que

N'Eldyz:Uyuly Tw:UExww: T Fw:lkFxww: T
Nex(Idyz)(Idyz): T

(LE)

Cependant, on a
x(Idyz)(yz) «p x(Idyz)(Idyz) —p x(yz)(ldyz),

alors que les termes x(yz)(Idyz) et x(Idyz)(yz) ne peuvent avoir le type T dans le
contexte T.

L’intuition de cet exemple est que la régle (UE) permet d’exprimer une forme de
partage d’information. Le terme x (y z)(y z) (resp. x (Idy z)(Idy z)) est typé en éliminant
l'union du type de yz (resp. Idyz), et en le faisant en méme temps pour ses deux
occurrences dans x (yz)(yz) (resp. x (Idyz)(Idyz)), mais ceci n’est pas possible avec
les termes x(y z)(Id yz) et x(Idyz)(yz). Cette notion de partage d’information se retrouve
aussi avec I'élimination des types existentiels implicites ; nous reviendrons sur ce point a
la section 11.3.2.

Notons que dans le cas du A-calcul pur, il est montré dans [BDCLI5] quesiT" gy t: T
avec t —p u alors il existe un terme v tel que u —>’f‘3 vet'Fygpyv:T.

Nous allons maintenant voir deux exemples de systémes de réécriture simples R tels
que le typage dans A( g)r(Z) n’entraine pas la 3R-normalisation forte. On commence
par le choix non déterministe « démoniaque », défini par les régles

X+yYy MR X et X+y =R Y.

Nous verrons & l'exemple 10.3.4 que cela peut aussi se produire pour des systémes
confluents.
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Exemple 10.3.3 Soit t1 =ger Az.2yw et ty =q4or AzZ.W, o1l W est le terme Ax.xx défini
en 3.2.10. Les termes tity et toty sont fortement (3-normalisants mais le terme tit, ne
lest pas®. En effet,

tita —p (Az.w)yw —p  Ww ¢ SNB .
Considérons maintenant le systéme de réécriture simple constitué des régles
X1+X2 =R X et X1+X2 =R X2.

Par le théoréme 10.2.12 et la proposition 10.2.9, pour tout i € {1,2} il existe des types
Ty, U; et V; tels que

y:ViFruti: Ty et y:Vyx:Tibngxx: Uy
Ainsi, avec V. =gor V1TV, on a

y:Vxi:Ti,xo: Hhbrux;: THu T,
y: Vot Tq y: Ve ta: T y:Vxi:Ti,xo: hFuxo:THUT,
U'VFﬂuRt]‘}_tZ'T]UTZ

(Fun)

En appliquant la régle (LIE), on en déduit que
y:V,x: Ty Frur xx - Uy LUy
Yy:Vhknurti+t2:THuT, y:Vx:ThFrur xx: Uy u U
y:VEupr (tr+t2)(tr +t2) s Uy LU

(UE)

Or
L+ )ti+t) —gr tta 2 wodSNpr.

Il est intéressant de noter qu’il existe aussi des systémes de réécriture simples confluents
R avec lesquels on peut typer dans A g (Z) des termes non fortement B7R-normalisants.

Exemple 10.3.4 Considérons le systéme de réécriture simple suivant

p —r  Axy.g(xaw) p —r  Axy.g(yy) glx) —r a.

Notons que le systéme 5 est confluent sur A(L), donc, comme il est linéaire a gauche,
—pRr est confluente sur A(L) par le théoréme 6.1.4.

Posons w1 =ger AXY.g(xaw) et up =ger Axy.g(yy). Comme wjuy, upu; € SNgr, par
le théoréme 10.2.12 et la proposition 10.2.9, il existe des types Ty, Ty et U tels que

Frurp:THUT, x: T Fur xx : U x: T Fur xx: U
Fuemwpp: U

(LE)

alors que

PP —pr Wiz —pr AYg(AX'y gy ))aw) —ir Ayglglww)) ¢ SNpr .

2Nous devons cet exemple & Philippe de Groote.
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Les exemples 10.3.3 et 10.3.4 dépendent fortement de la fagon dont la régle (FUN)
permet de typer les symboles f € L. Ils pourraient étre évités si on assignait aux symboles
un type fixé a priori, comme cela se fait la plupart du temps.

Mais ce qui nous intéresse ici est d’essayer de comprendre quels sont les difficultés a
avoir des familles de réductibilité stables par union, et de voir s’il existe des cas ou cela
est impossible. C’est notre principale motivation dans 1’étude des systémes An r(X) et
Aue)r(Z).

Explicitons maintenant les raisons pour lesquelles les exemples 10.3.3 et 10.3.4 em-
péchent d’avoir, dans certains cas, des familles de réductibilité stables par union.

Définition 10.3.5 Une famille de réductibilité Red au sens de la définition 9.2.4 est
stable par union st

0#£RCRed — [|JReRed.

Lorsqu’on dispose d’une famille de réductibilité stable par union qui permet de prendre
en compte un systéme de réécriture simple R, alors tous les termes typables de A gz (Z)
sont fortement BR-normalisants.

Lemme 10.3.6 Soit R un systéme de réécriture simple sur A(X). S’il existe une famille
de réductibilité U stable par union ainsi qu’une interprétation | Jy : Tnu — U valide et
adéquate pour Aqur(Z) et telle que

[Tulfu = [Thev U,
alors tout terme typable dans A, gyr (L) est fortement BR-normalisable.

PREUVE. On montre que si 't gg t: T et o [ , T alors to € [T]y. On procede par
induction sur I' =, gyg t : T. Les régles de Amr (Z) sont prises en compte par hypothése.
11 reste le cas de (LE).

Nrt:TuT, Nx:TikFc:C x:ThkFc:C
I'e=clt/x]: C

Soit o f=[ , T'- Par hypothése d’induction on a to € [Ti]yU[T2]u et c(ofw/x]) € [Clu
pour tout u € [Ti]y U [T2]u, d’ou c(olto/x]) € [Cly.

D’autre part, par le lemme 1.2.10, on peut supposer que x ¢ FV(c) U Dom(o). On a
donc c(oto/x]) = (co)[to/x] par la proposition 1.3.5. De plus, on a (c[t/x])o = (co)(oo
[t/x]) par le lemme 1.3.9.(ii), soit (c[t/x])o = (co)[to/x]. Il s’en suit que (c[t/x])o €
[Clw O

(LE)

En vertu du lemme 10.3.6 et de I’'exemple 10.3.4, il existe donc un systéme de réécriture
simple et confluent qui n’admet pas de famille de réductibilité U stable par union ni
d’interprétation [ ]y : 7oy — U adéquate pour A (X) et telle que [T U U]y = [Ty U
U]

Notons que dans le lemme 10.3.6, nous avons supposé que la famille de réductibilité
U donne lieu & une interprétation valide et adéquate pour Aqur(X). Cette condition
nous semble étre naturellement satisfaite par n’importe quelle famille de réductibilité
permettant de prendre en compte la réécriture et la 3-réduction. En effet, si U est une
famille de réductibilité stable par union et satisfaisant, pour tout C € U,
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(8A4T0) sit € Cet t —pr walors u € C,

(8ATT) si[]‘?ESNBR et x € X alors xt € C,

(8AT2p) si tlu/xlte Cetu e SN R alors (Ax.t)ut € C,

(8AT21) si Wv. f(t1,...,tn)‘fﬁf373v — veC,alors f(tg,...,tn)t e C,

alors toute interprétation [ ] : Zny — U telle que

U= Tlu = [Uu= [T,
[TAUy = [Then [Uhe,
[TulUy = [TTuU U,

est adéquate pour Aq r(X).

Remarque 10.3.7 La perte de normalisation forte dans les exemples 10.3.3 et 10.3.4
peut étre analysée de la maniére suivante.

Avec certains systémes de réécriture, en particulier celui du choix non déterministe, on
peut avoir des termes de type T1 U T, qui ne sont ni de type Ty ni de type T,. C’est le cas
pour le terme t1 + t; de I'exemple 10.3.3, ot t1 est de type T; mais pas de type Ty, et
inversement pour ty. Dans ce cas, le type « union » T; U T, ne peut pas étre vu comme
une union des types Ty et T,.

Pourtant, la régle

N'-t:TuT x:TikFc:C Nx:ThkFc:C
I'eclt/x]: C

« force » le type Ty U T, a4 se comporter comme une union : la substitution de t pour x
dans ¢ n’est justifiée que par le fait que dans c, la variable x doit étre de type Ty ou Tj.
II n’est donc pas surprenant que ’on ait un probléme lorsqu’on substitue 4 x un terme
t1 + t2 qui n’est ni de type Ty, ni de type T.

Dans le cas de t1 + t2, on peut pousser 'interprétation un peu plus loin. Supposons
que l'on ait

(LE)

't1:Tq N'ty: Ty
Fr'Et1+t:THuT, x:TikFc:C x:ThkFc:C
IN'keclty +t/x]: C

Sionallx: TyFaurc: Cetx: Tyt ¢ C, alors par le lemme de substitution 10.2.8,
on al Fruy clty/x] @ C et T Fryy clty/x] @ C. Ainsi, par le théoréme 10.2.6, on a
clt1/x] € SN gy et clta/x] € SN

Cela veut dire que les termes t1 et ty peuvent étre dupliqués de maniére « siire » dans
le « contexte® » c, c’est-a-dire que les différentes occurrences de tq (resp. tz) dans c[t1/x]
(resp. clty/x]) interagissent bien entre elles. D’un autre coté, la substitution c[ty + t2/x]
a pour effet de placer dans ¢ en méme temps des occurrences de t1 et des occurrences de
to, alors que rien n’assure qu’elles interagissent bien entre elles.

Notons que si on évalue t1 + t, avant de substituer dans c, alors on substitue dans c
un terme ti de type Ty, ce qui ne pose pas de problémes. Ainsi, la régle (LU E) se comporte
bien en « appel par valeur », caractéristique exploitée par exemple dans [VMO04].

3Rappelons que ¢ n’est pas un contexte au sens de la définition 1.2.18 car il ne capture pas de variables.
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10.4 Stabilité par union de familles de réductibilité

Dans cette section, nous étudions des conditions suffisantes pour avoir une famille
de réductibilité stable par union prenant en compte une relation de réécriture donnée.
Rappelons que nous avons vu a la section 10.3 que ce n’est pas toujours possible, c¢’est-a-
dire qu’il existe des relations de réécriture qui n’admettent pas de familles de réductibilité
stables par union.

Pour essayer d’obtenir une famille de réductibilité stable par union, nous étudions
sous quelles conditions la cléture par union d’une famille de réductibilité est encore une
famille de réductibilité. Comme les familles de réductibilité que nous avons présentées a
la section 9.3 peuvent étre obtenues & ’aide d’opérateurs de cléture, nous commencgons
par voir, pour un opérateur de cloture () sur P(D), quelle est la cloture par union de

I'ensemble des éléments clos de P(D). On écrit d pour désigner {d} et P*(D) pour désigner
X|0#XCD).

Définition 10.4.1 Etant donné un opérateur de cloture () : P(D) — P(D), on désigne
par Q* lensemble des X C D non vides tels que

X = |Jdldex).

Proposition 10.4.2 Soit un opérateur de cloture () : P(D) — P(D). Alors Q* est le
plus petit ensemble tel que

POIcOr e (0£ccOr — JoNeend).
PREUVE. Pour tout X € P*(X), on a X = Uld | d e X} car d C X et d € d pour tout
d € X. D’ou P*(D) C O*.
Si C C QF, alors C = (J{d | d € C} pour tout C € C. Il s’en suit que

Je = dlac. cec A dect = |JdlaelJo.

D’autre part, si d € ()C, alors pour tout C € C, on ad € C, donc d C C, et inversement,
si d C C pour tout C € C, alors d € (C. Ainsi,

(¢ = Udive. cec = dec = [Jdlde(o).

Enfin, soit Q un ensemble contenant P*(D), stable par intersection et par union. Si

XeQ* alors X=J{d|deX}). Or{d|deX} CQ,donc | J{d|deX}eQ. O

10.4.1 Ensembles saturés

On commence par appliquer la proposition 10.4.2 aux ensembles saturés. On considére
les ensembles Brr-saturés pour A« (Bp), tels que présentés a la définition 9.1.20.

Comme on I’a vu & la section 9.3.2, les ensembles B7t-saturés peuvent étre définis via
un opérateur de cloture. Etant donné S C SN gr, on désigne par 8AT(S) le plus petit
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ensemble Br-saturé contenant S. On étend la notation aux termes t € SA g, en posant
SAT(t) =qer SAT({t}). Ainsi, tout S € 84T, s’écrit sous la forme

s = |JsAT(t) [tes). (10.1)

I1 suit de la proposition 10.4.2 que 8AJg, est stable par union si et seulement si tout
ensemble S C SN g vérifiant (10.1) est fr-saturé. Cette condition est aisément vérifiée.

Théoréme 10.4.3 L’ensemble 8ATg, définit en 9.1.20 est stable par union.

PREUVE. Soit S C SN gy vérifiant (10.1).

La clause (8AT1) est évidente : si E[ ] € £ N SNBT[ et x € X alors E[x] € 8AT(t)
pour tout t € S donc E[x] € S.

Les clauses (8AT2p) et (8AT2;) peuvent étre traitées ensemble : on a t — g, U avec
t € SNpgret Elu] € S. 1l s’en suit que E[u] € 84T(v) pour un v € S, et on en déduit que
E[t] € 8AT(v) C S. O

Remarque 10.4.4 La stabilité par union des ensembles saturés est un fait connu, voir
par exemple [Wer94|, voir aussi [Abe06] pour un exemple d’utilisation de cette propriété.

On passe au cas du A-calcul combiné & un systéme de réécriture simple R sur A(X).
D’aprés ce que 'on a vu a la section 9.3.3, on doit considérer des ensembles saturés qui
satisfont ces deux clauses supplémentaires :

(8ATO) sit e Set t mpr walorsu € S,
(8AT2R) si Wv. Elf(t1,...,tn)] =pr v = v € S alors E[f(ty,...,tn)] € S.

De méme qu’a la section 9.3, ces deux clauses sont plus uniformément prises en compte
par les candidats de réductibilité.

10.4.2 Candidats de réductibilité

Considérons maintenant le cas des candidats de réductibilité. Soient — g une relation
de réécriture sur A(X) et £ un ensemble de contextes d’élimination pour —g.

Pour tout t € SN'g, on désigne CR({t}) par CR(t). Il suit du lemme 9.3.23 que tout
C € @Rge s’écrit sous la forme

C = Jer@wtecy. (10.2)

Comme on I’'a vu a la proposition 10.4.2, CRre est stable par union si et seulement si
tout ensemble C C SN vérifiant (10.2) est un candidat de réductibilité.

Voyons ce qui peut assurer C € CRge pour un ensemble C C SNy satisfaisant (10.2).

— La clause (CRO) est aisément vérifice : sit € C et t —g u alors u € CR(t) par
(CRO), donc u € C par (10.2).

— Le cas de (CR1) est plus délicat. Soit t € Nge tel que Vu. t =g u = u e C.
Comme C vérifie (10.2), pour tout u € (t)g il existe t,, € C tel que u € CR(ty,).
Mais on ne peut en conclure t € C que s'il existe t,, € C tel que t € CR(t,). Or,
par (CRO) appliqué & CR(ty), cela est équivalent au fait que (t)g C CR(ty).
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Ainsi, pour tout C C SN vérifiant (10.2) on a C € CRge si et seulement si
VteNge. B)gCC = JuelC. (HrCCR). (10.3)
Cette propriété n’est pas satisfaite pour tout systéme de réécriture.

Exemple 10.4.5 D’aprés le lemme 10.3.6, les systémes de réécriture simples R présentés
aux exemples 10.3.3 et 10.3.4 engendrent des relations de réécriture — gr pour lesquelles
CRAuR n’est pas stable par union, donc pour lesquels la propriété (10.3) n’est en général
pas vérifiée pour les ensembles C satisfaisant (10.2).

Il est donc intéressant de voir quelles conditions sur —g permettent d’assurer (10.3).
Afin de comprendre cette propriété, essayons d’analyser sous quelles conditions, étant
donnés t € SNget CC SNy, onate CR(C).

Proposition 10.4.6 Soit C C SNr ett € SNg. On at € CR(C) si et seulement si
te (C)} ou (t € Nge et (t)gr € CR(C)).

PREUVE. Le sens « si » suit directement de la définition de CR( ) (définition 9.3.22).
Pour le sens « seulement si », soit a € O le plus petit ordinal tel que t € €R,(C). Alors
oubien a=0et t € (C)}, oubien a=b+1, et t € Nge avec (t)g C ERp(C). O

Par rapport a (10.3), c’est le cas ot t € Nge qui nous intéresse dans la proposi-
tion 10.4.6.

Proposition 10.4.7 Soit C C SNg et t € Ngg NSNg. On a (t)g C CR(C) si et
seulement si

VW& Nge. t—ogv = ve(Cy.

PREUVE. On raisonne par induction sur t € SA'g.

Supposons que (t)g € ER(C) et soit v € (t);\Nre. Comme t € Ngg, il existe u € CR(C)
tel que t —gr u —% v. Si u ¢ Ngg, alors par la proposition 10.4.6, on a u € (C)} donc
v € (C)k. Sinon, comme u € CR(C), on a (u)g € CR(C) par (CRO) d’out v € (C)} par
hypothése d’induction.

Inversement, soit t € Ngge tel que v € (C)§ pour tout v € (t); \ Nge. Sit € (C)k alors
(t)r € (C)k. Sinon, pour tout u € (t)g, par hypothése on a u € CR(C) si u ¢ Nge, et
si u € Ngg, par hypothése d’induction on a (u)g € CR(C) car (u)j \ Nre C (C)}, d’ou
u € CR(C) par (CR1). O

Ainsi, un terme fortement normalisant est dans un candidat de réductibilité si et
seulement si tous ses réduits non neutres le sont. L.’idée principale est qu'un terme non
neutre est un terme qui interagit avec les contextes d’élimination. C’est donc un élément
« observable », et il peut étre vu comme une « valeur ». De ce fait, un terme forte-
ment normalisant t est dans un candidat de réductibilité C si et seulement si toutes ses
« valeurs » sont dans C.

D’autre part, étant donné u € SN, d’aprés les propositions 10.4.6 et 10.4.7 toutes
les valeurs de CR(u) sont des valeurs de u. Il s’en suit que t € CR(u) si et seulement si
toutes les valeurs de t sont des valeurs de u.

Cette idée peut étre formulée a I’aide d’un préordre d’observation faible sur les termes.
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Définition 10.4.8 On pose t Sy u si et seulement si
VW Nge. togv =— u-—-jv.

Il est clair que t —g w implique u<prt. De plus, la relation <y est stable par contextes
d’élimination.

Proposition 10.4.9 Sit <xru alors pour tout E[ ] € £ on a E[t] Sy E[u].

PREUVE. On montre que pour tout n € N, tout v & Nge, tous t,u tels que t Sy uet
tout E[ ] € &, si E[t] =} v alors E[u] =% v. On raisonne par induction sur n.
Si t n’est pas neutre, alors u —% t car t Sy u donc E[u] —§ E[t].
Si t est neutrel, alors on a n > 1. Supposons donc que E[t] =g w —} v. Alors comme
t est neutre, on a w = E’[t'] avec (E[ |,t) —r (E[ ],t/).
— Si E[ ] =g E/[ ] avec t = t’, alors comme & est stable par R-réduction, par hypo-
thése d’induction on a E'[u] —% v, donc E[u] =% v.

— Sinon, on a t —g t’ et E'[ ] = E[]. Si t/ n’est pas neutre alors u —% t’ donc
E[u] —% v, et dans le cas contraire, on a t’ <y u, d’out E[u] —% v par hypothése
d’induction. ]

Ainsi, la proposition 10.4.9 implique que si [ ] € £, alors pour tout t,u € A(X),
t <y u si et seulement si VE[] e & E[t] Sy ElU.

Remarque 10.4.10 Historiquement, les préordres d’observation ont été introduits pour
caractériser I’équivalence observationnelle entre programmes : deux parties de programme
sont observationnellement équivalentes si, lorsqu’elles sont placées dans le méme contexte,
les deux programmes tous les deux divergent ou donnent la méme valeur.

Les contextes utilisés sont en général des termes C[ ] avec un trou, éventuellement
sous un lieur. Lorsque les parties de programmes a comparer sont des termes clos, le
Lemme du Contexte de Milner [Mil77] dit que I'observation dans les contextes se raméne
a l'observation dans les contextes applicatifs (ce sont les contextes d’élimination de la
fleche). Cette propriété n’est bien évidement pas satisfaite pour les termes ouverts. Nous
renvoyons le lecteur a [Mil77, JM96, HO00] pour une présentation et des références sur
le sujet, voir aussi [AC98|.

Dans le cas du A-calcul pur, les termes non neutres sont les abstractions, et de ce fait
les termes non neutres clos et en forme normale correspondent aux valeurs des langages
fonctionnels. D’autre part, on atSaru si et seulement si E[t] <y E[ul] pour tout E[ ] € £
De ce fait, avec S on observe la réduction vers des « valeurs » de termes ouverts placés
dans des contextes d’évaluations, d’ou la dénomination « ordre d’observation faible ».

Pour tout t € SNR, le plus petit candidat de réductibilité contenant t est un segment
initial de SA'g pour <y

Lemme 10.4.11 Pour tout t € SN'g, on a CR(t) ={u e SNg | upyt}
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PREUVE. D’aprés la proposition 10.4.6, pour tout t,u € SNk on a u € CR(t) si et
seulement si t —% w ou bien u € Ngg et W & Nre. u = v =t =%V, clest-a-dire
si et seulement si u Sy t. O

Voyons maintenant ce que la caractérisation du lemme 10.4.11 nous dit sur (10.2)
et (10.3). Etant donné un ensemble C C SN'g vérifiant (10.2), on a vu que C € CRye si
et seulement si C satisfait (10.3). D’apreés le lemme 10.4.11, cela est équivalent au fait
que

VteNge. (H)rCC = JueClC. tyu.

En particulier, soit t € Nge N SNg et C =g J{CR(u) | u € (t)r}. L'ensemble C
vérifie (10.2) car si v € [JCR(u) | u € C} alors il existe u,w tels que v € CR(u),
u e CR(w) et w € (tg), et comme CR(u) C CR(w), on a bien v € C. Comme (t)gr C C on
doit donc avoir u € (t)g tel que t Sy u.

En d’autre termes, tout terme t neutre, fortement normalisant et non normal doit avoir
un réduit u tel que toutes les valeurs de t soient des valeurs de w. Un tel u est un réduit
principal fort de t.

Définition 10.4.12 (Réduit principal fort) Etant donné t € Nre N SNy tel que
()R # 0, un terme u € (t)R tel que t Sy w est un réduit principal fort de t.

On désigne par O Uensemble des sous ensembles non-vides de SN'g qui sont clos par
le bas pour Spr.

Remarque 10.4.13 La propriété 10.4.7 dit que I'appartenance d’un terme fortement
normalisant a un candidat de réductibilité est caractérisée par 'appartenance de ses
valeurs a ce candidat. Ainsi pour t € Nge N SNR, un terme u € SNy tel que t Sy u
« résume » le comportement de t vis-a-vis des candidats de réductibilité : siu € C avec
C € CRge alors t € C.

On peut maintenant caractériser la stabilité par union des candidats de réductibilité.
Théoréme 10.4.14 Soit une relation de réécriture —g et un ensemble £ de contextes
d’élimination pour —R. Les trois points suivants sont équivalents :

(i) CRge est stable par union.

(i1) Tout terme non normal t € Nre N SN a un réduit principal fort.

(iii) CRre = Opr.
PREUVE.

(i) = (ii). Soit t un terme neutre non normal et fortement normalisant. Par hypothése
I'ensemble C =g¢f (J{CR(U) | u € (t)gr} est un candidat de réductibilité. On a donc
t € C car (t)r C C. Par le lemme 10.4.11, il existe donc u € (t)g tel que t Spru.

(ii) = (iii). On a CRre € O par le lemme 10.4.11. Soit C € O et vérifions que c’est
un candidat de réductibilité.

(CRO) Site Cett wgrualorsu e SNget uytdoncueC.
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(CR1) Soit t € Nge tel que (t)r € C. Notons que t € SNk car C C SNR.

Si (t)g = 0 alors t <y u pour tout uw € C donc t € C car C n’est pas vide.
Sinon, par hypothése il existe u € (t)g tel que t<pru, donc t € C car (t)gr C C.

(iii) = (i). Evident. O

Remarque 10.4.15 D’aprés la propriété 10.4.2 et le lemme 10.4.11, on a toujours
CRre € Op. Ainsi, par le théoréme 10.4.14, CRre est stable par union si et seulement si
On € CRge.

Remarque 10.4.16 Le théoréme 10.4.14 nous renseigne de maniére intéressante sur la
structure « algébrique » de candidats de Girard : ils sont stables par union exactement
lorsque ce sont les ensembles non vides de termes fortement normalisants clos par le bas

pour Spr.

10.4.3 Cléture par union des biorthogonaux

Nous allons maintenant voir comment s’applique la proposition 10.4.2 & un opérateur
de cléture construit par biorthogonalité, au sens de la section 9.3.5.

Soit donc deux ensembles A et TT et une relation 1L C A x TT. Rappelons que par la
proposition 9.3.35, () est un opérateur de cloture, donc (A N B)H: = A N B pour
tout A, B € P(A)L. Cependant, la biorthogonalité ne se comporte pas aussi bien avec
I’union.

Proposition 10.4.17 Soit deuz ensembles A et TT et une relation 1L C A x TI. Pour
tout A,B € P(A) (resp. P(TT)), on a

ALtnNnBL = (AuB)t, (10.4)
ALtuBt < (AnB)L. (10.5)

PREUVE. On commence par (10.4). Tout d’abord, comme A,B C AUB, on a (AU
B)L € AL B par la propriété (9.25), d'ott (AUB)L C AL NBL. Inversement, comme
AL N BL € AL B, en appliquant deux fois la proposition 9.3.34 on obtient A, B C
(ALNBH)L dou AUB C (AL NBL)L et (ALNBL) C (AUB) en ré-appliquant la
proposition 9.3.34.

En ce qui concerne (10.5), comme ANB C A, B, on a AL BL C (ANB)L par la
propriété (9.25), d’'ou AL+ UBL C (ANB)L. O

Remarque 10.4.18 Notons que l'inverse de (10.5) n’est en général pas vrai : si 7 est
orthogonal a tout élément de A N B, il n’y a en général aucune raison pour que Tt SOit
orthogonal & tout élément de A ou a tout élément de B.

11 suit de la propriété 10.4.17 que

Attt ¢ (AtnBhHt = (AuB)tt, (10.6)
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mais en général A UBAHE £ (A U B)HE. D’autre part, si A et B sont eux-mémes des
biorthogonaux, on a (A N B)1L = AL A B et il suit de 10.4 que

(AnB*t = (AtushHt. (10.7)

Ainsi les biorthogonaux ne sont en général pas stables par union. Etant donné a € A, on
pose alt =4 {a}E. De méme qu’avec les candidats de réductibilité a la section 10.4.2,
pour comprendre l'effet de la proposition 10.4.2, il est intéressant de caractériser les
ensembles de la forme a- avec a € A.

De maniére analogue aux candidats de réductibilité, ces ensembles sont caractérisés par
un préordre, qui peut étre vu comme un préordre d’observation si on voit les éléments
de A comme des « programmes » et les éléments de TT comme des « contextes » (c.-a-d.
des « co-programmes »).

Définition 10.4.19 Etant donnés deux ensembles A et TT et une relation 1L C A x TT,
on définit la relation Sy C A x A par

a<;b si et seulement si al c bt .
On a donc a < b si et seulement si
Vrnell alln = bl m.

La différence avec les candidats de réductibilité est que les ensembles a--

clos par le bas mais par le haut pour < .

ne sont pas

Proposition 10.4.20 Pour tout a € A on a a'* ={b | a <y b}.

Il suit de la proposition 10.4.2 que 'union d’une famille de biorthogonaux est un
ensemble clos par le haut pour < .

Définition 10.4.21 Etant donnés deuz ensembles A et TT et une relation 1L C A x TT,
on désigne par Oy [’ensemble des A C A non vides et clos par le haut pour < .

Corollaire 10.4.22 Etant donnés deux ensembles A et TT et une relation 1L C A x TT,
Uensemble O | est le plus petit ensemble contenant P*(A)E qui est clos par intersection
et union de familles non-vides d’éléments de P*(A)1-L.

Voyons maintenant comment appliquer ces idées & la réductibilité. Soient —g une
relation de réécriture sur A(X) et £ un ensemble de contextes d’élimination pour —g.

Définition 10.4.23 On définit 1L C A(X) x € par
t 1L E[] si et seulement si Elt] € SN .
On désigne < par Ssn et Oy par Osy -

Rappelons que P*(SNR)HE C CRpe d’aprés le lemme 9.3.39. Notons que t —g u
implique t Ssaru et que la relation <gps est stable par contextes d’élimination.
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Proposition 10.4.24 Sit <snx u alors pour tout E[ ] € £ on a E[t] Ssa Elu].
PREUVE. Car par définition les contextes d’élimination sont stables par composition. [

Vérifions que Ogp est un bon candidat pour étre une famille de réductibilité. Tout
d’abord, il est clair que SNg € Osnr. De plus HN re C C pour tout C € Ogp.

Proposition 10.4.25 Si C € Ospn alors HN'ge C C.

PREUVE. Sit € HAN e alors par la proposition 9.3.30, on a E[t] € HNre € SNk pour
tout E[ ] € ENSNR. Il sen suit que uw Sgpar t pour tout u € SN, donc que t € C car C
n’est pas vide. ]

De plus, lorsque les contextes d’élimination £ contiennent les contextes d’élimination
de la fléche, on a =: Ogn X Osny — Osy.

Proposition 10.4.26 Supposons que [ [t € £ pour tout t € A(X). Si A, B € Osn alors
A= B € Osy.

PREUVE. Pour voir que A = B C SNk, on raisonne comme 4 la proposition 9.1.13, en
utilisant le fait que HAgre C A par la proposition 9.3.30. De plus, A = B est clos par le
haut pour <gar car t gy uw implique tv Sgaruv pour tout v € A(X). Enfin, A = B n’est
pas vide car pour tout t € HN ge, comme A C SN'g, pour tout u € A on a tu € HAN re,
donc tu € B par la proposition 10.4.25. O

Exemple 10.4.27 Dans le cas du A-calcul pur, les ensembles C € Qg satisfont les
clauses (84T1) et (84T2p). En effet, les termes de la forme xt sont héréditairement neutres,
et on a tlu/x] Ssn (Ax.t)u par standardisation faible (lemme 9.1.9).

La question, maintenant, est de voir ce qui permet d’avoir Ogyr € @Rge. Le raisonne-
ment est tout a fait analogue a celui de la section 10.4.2 pour les candidats de réductibilité.
Si C € Ogy, il est clair que C est stable par réduction car

vtbu. t—oru = tSsyu.

Le cas de la clause (CR1) est plus délicat. Considérons un terme neutre fortement nor-
malisant t tel que (t)g ne soit pas vide et posons C =ge¢ {v | Fu € (t)r. u Sspr v} Pour
que t € C, il faut qu’il existe un terme u € (t)g tel que u Sgar t. Un tel w est un réduit
principal de t.

Définition 10.4.28 (Réduit principal) Etant donné t € Nre NSNR tel que (t)g # 0,
un terme u € (t)R tel que uw Ssart est un réduit principal de t.

De méme que l'existence de réduits principaux forts caractérise le fait que O C CRye
(voir remarque 10.4.15), l'existence de réduits principaux caractérise le fait que Ogy C

CRge.

Théoréme 10.4.29 Soit une relation de réécriture —g et un ensemble £ de contextes
d’élimination pour —g. Les deux points suivants sont équivalents :
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(i) Osny C Rge.
(11) Tout terme non normal t € Nre N SN'r a un réduit principal.

PREUVE.

i ii). Soit un terme non normal t € Ngg r. Par hypotheése, 'ensemble C =qf
i) = (ii). Soit un t 1t € Nre NSNg. Par hypothése, I’ ble C
{v|3u e (t)g. u<sn v} est un candidat de réductibilité, donc t € C. Il s’en suit
qu’il existe u € (t)gr tel que u S t.
(ii) = (i). Soit C € Osnr et vérifions que c’est un candidat de réductibilité.
(CRO) Site Cett —grualorsue SNrett<syudoncuceC.

(GR1) Soit t € Nge tel que (t)r € C. Notons que t € SNk car C C SNk.
Si (t)g = 0 alors comme c’est un terme neutre, on a E[t] € SN pour tout
E[ ] € SNk 1l s’en suit que u Sgprt pour tout u € C donc t € C car C n’est
pas vide. Sinon, par hypothése il existe u € (t)g tel que u <gnr t, donc t € C
car (t)g C C. O

La propriété du « réduit principal » est trés proche de la propriété du « réduit principal
fort » définie en 10.4.12 et utilisée avec les candidats de réductibilité. Le nom « réduit
principal fort » vient du fait que tout réduit principal fort de t est un réduit principal
de t. Cela est di & la proposition suivante.

Proposition 10.4.30 Pour tous t,u € SN'R, on a
tsvu = ussyvt.

PREUVE. Soit u € SN'g. On montre que pour tout t € SAg et tout E[ ] € ull, on a
E[t] € SAk. On raisonne par induction sur les paires (E[ ],t) ordonnées par ’extension
produit de —g.
Soit v tel que E[t] —gv. Il y a deux cas.
— Sit ¢ Nge, alors u —§ t car t Sy u, done E[u] =% vetve SNk
— Sinon, v = E'[t'] avec (E[ ],t) —=r (E’[ ],t/). SiE[ ] =g E'[ ], comme E’[u] € SNy,
on a v = E'[t] € SNg par hypothése d’induction. Sinon v = E[t'] avec t —g t’.
Comme t’' <prt, on a t’<pru, donc v = E[t'] € SN par hypothése d’induction. [

Notons que l'inverse n’est pas vrai en général.

Exemple 10.4.31 On a [Ax.ylt € SN pour tout [ 1t € SN, donc Ax.x Ssn Ax.y,
alors que Ax.x et Ax.y ne sont pas comparables avec <yr.

Ainsi, si CRge est stable par union alors Ogn € CRie.

Lemme 10.4.32 Soit une relation de réécriture —g et un ensemble £ de contextes
d’élimination pour —g. Si CRgre est stable par union alors Ogn € CRge.

PREUVE. Si @Rgg est stable par union, alors par le théoréme 10.4.14, tout terme t neutre
non normal et fortement normalisant a un réduit principal fort u. Or, u est un réduit
principal de t par la proposition 10.4.30. Il s’en suit que Osn € CRge par le théo-
réme 10.4.29. O
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Remarque 10.4.33 Il est intéressant de voir si les relation d’équivalences :
~MN =det SNNRZN et N =def SSN N RSN

engendrées par les préordres Sy et Ssn peuvent étre étendues en des congruences co-
hérentes sur A(L).

Dans le cas du A-calcul ce n’est pas le cas. En effet, ~)s identifie tous les termes
héréditairement neutres, y compris ceux qui ne sont pas n-convertibles et ~gs identifie
les termes Ax.y et Ax.z qui sont deux termes en forme [3n-normale. D’aprés le théoréme
de Boéhm (théoréme 3.5.6), les congruences engendrées par ces relations d’équivalence
identifient donc tous les A-termes purs.

10.5 Application aux systémes de réécriture simples

Nous allons maintenant voir comment s’adaptent & la réécriture simple les conditions
établies aux sections 10.4.2 et 10.4.3.
On se base sur les candidats de réductibilité CRqz définis en 10.2.1.

Définition 10.5.1 Soit R un systéeme de réécriture simple sur A(X). On dit que R a
la propriété du réduit principal (resp. propriété du réduit principal fort) si tout terme
fortement BR-normalisant et non normal de la forme f(tq,...,tn) a un réduit principal
(resp. un réduit principal fort).

Gréace au lemme de standardisation faible pour —p (lemme 9.1.9), les termes de la
forme E[(Ax.t)u] on un réduit principal. L’existence de réduits principaux (forts) pour
les termes neutres de Aqr(X) se rameéne alors & la propriété du réduit principal (fort)
pour R.

Lemme 10.5.2 Soit R un systéme de réécriture simple sur A(L). Alors R a la propriété
du réduit principal (fort) si et seulement si tout terme neutre, non normal et fortement
normalisant a un réduit principal (fort).

PREUVE. Dans les deux cas, le sens « seulement si » est trivial car les termes de la forme

f(tq,...,tn) sont neutres.
Considérons maintenant le cas « si ». Un terme neutre t est de la forme hv ou h est
soit une variable, un B-rédex ou un terme de la forme f(tq,...,tn).

h =x € X. Dans ce cas, comme t est héréditairement neutre, il ne se réduit pas vers
un terme de la forme Ax.u, donc s’il n’est pas normal, tous ses réduits sont des
réduits principaux forts de t, ce sont en outre des réduits principaux de t par la
proposition 10.4.30.

h = (Ax.u)v. Dans ce cas, le terme u[v/x]V est un réduit principal fort de t.

Cela se montre par induction sur les tuples (u, v, V) ordonnés par I’extension produit
de —pgr en utilisant la standardisation faible (lemme 9.1.9). Soit donc w ¢ Nnr
tel que t —jZp w. On doit montrer que ufv/xJv —hRr W- Soit w’ tel que t —pggr
w’ —pr W Si w’ # u[v/x]V alors par standardisation faible, w’ = (Ax.u')v'V’ avec
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(u,v,V) —=pr (W, v V') et ulv/x]v =R u/[v//x]V’. Par hypothése d’induction, on
a donc u'[v’/x]V’ —>ER w, soit u[v/xJv —>ER w.

Comme ulv/x]V est réduit principal fort de t, ¢’en est un réduit principal par la
proposition 10.4.30.

h=1f(t,...,tn). Si f € C, alors t € HN1uR et on raisonne comme dans le cas h = x.

Sinon, par la proposition 10.4.9 (resp. 10.4.24), le réduit principal (fort) de h est
un réduit principal (fort) de t. O

Remarque 10.5.3 FEn particulier, dans le cas du A-calcul pur, les candidats de ré-
ductibilité pour les contextes d’élimination £~ sont stables par union. Cela a aussi été
remarqué par Tatsuta [Tat07].

Le lemme 10.5.2 nous permet de vérifier facilement si les termes neutres, fortement
normalisants et non normaux pour un systéme de réécriture simple donné ont un réduit
principal (fort).

Exemple 10.5.4 Avec le systéme non confluent
flx) —r x f(x) +—r a f(x) —r b,

les candidats CRq iz sont stables par union. En effet, les termes a et b sont héréditairement
neutres, donc tout t € A(L) est un réduit principal fort de f(t). On a donc la stabilité
par union de CRrr en combinant le lemme 10.5.2 au théoréme 10.4.14.

De plus, on peut maintenant comparer précisément les réduits principaux forts et les
réduits principaux. On sait déja par la proposition 10.4.30 que les réduits principaux
forts sont des réduits principaux. On peut maintenant montrer que 'inverse n’est pas
vrai en général.

Exemple 10.5.5 Avec le systéme confluent
p R AX.Cy p R AX.CQ c¢g —r d,

les candidats de réductibilité ne sont pas clos par union mais on a Osnr € CRALR.

En effet, comme Ax.cq et Ax.cy sont deux termes non neutres distincts, le terme p n’a
pas de réduit principal fort, et on en déduit que CRnr n’est pas stable par union en
combinant le lemme 10.5.2 au théoréme 10.4.14.

D’autre part, pour tout V, on a (Ax.c1)V € SN gr si et seulement si (Ax.c)V € SN gg,
donc les termes Ax.cq et Ax.cy sont tous les deux des réduits principaux de p. 1l s’en suit
que Osnr € CRAr en combinant le lemme 10.5.2 au théoréme 10.4.29.

Il s’en suit que la propriété du réduit principal est une condition suffisante strictement
plus forte que la propriété du réduit principal fort pour la normalisation forte des termes
typables dans A g ().

Lemme 10.5.6 Soit R un systéeme de réécriture simple sur A(X). Si R a la propriété
du réduit principal alors tout terme typable dans A gyr(Z) est fortement normalisable.
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PREUVE. Pour tout A,B € Ogar on a ANB,AUB € Ogar par la proposition 10.4.2, et
A = B € Ogr par la proposition 10.4.26. De plus, en combinant le lemme 10.5.2 au théo-
réme 10.4.29, on a Ospn € R . Comme SN gr € Ospr, en utilisant le théoréme 10.2.6,
on peut appliquer le lemme 10.3.6 avec I'interprétation

[o]o =det  SNpr ,
[U=Tlo =det [Uo= [Tlo,
[TnUle  =aet [TloN[U]o,
[TuUlo  =aet [TloU[U]o,

d’ott la BR-normalisation forte des termes typables dans A gyr(Z). O

Remarque 10.5.7 D’aprés la définition 5.1.2, un systéme de réécriture simple R est
orthogonal si chaque symbole est défini par au plus une régle. Il a donc la propriété du
réduit principal fort, et par le lemme 10.5.6, les termes typables dans A g (Z) sont
fortement 3R-normalisants.

Enfin, notons que les propriétés du réduit principal (fort) peuvent se caractériser de
maniére élégante pour les systémes de réécriture simples.
Remarque 10.5.8 Soit R un systéme de réécriture simple sur A(L).

(i) R a la propriété du réduit principal fort si et seulement si pour tout f € F et tous

t tels que f(t) € SN gr, il existe une régle f(X) —x d telle que

dlt/x] = sup {r[t/x] | f(¥) —mr 1t} modulo =~ ,
N

ol ~s est la plus petite relation d’équivalence contenant <,s, définie a la re-
marque 10.4.33.

(ii)) R a la propriété du réduit principal si et seulement si pour tout f € F et tous t
tels que f(t) € SNgr, il existe une régle f(X) —x d telle que

dlt/x] = <inf (r[t/x] | f({) —r v} modulo ~gpr,
Ssnv

ot ~gnr est la plus petite relation d’équivalence contenant <gsys, définie a la re-
marque 10.4.33.

10.6 Comparaison des candidats de réductibilité et des
ensembles saturés

Dans cette section, on compare les candidats de réductibilité de Girard et les ensembles
saturés de Tait, en rapport avec les outils développés aux sections 10.4.2 et 10.4.3.
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10.6 Candidats de réductibilité et ensembles saturés

10.6.1 Lambda-calcul pur

On commence par le A-calcul pur. Rappelons qu’a I’exemple 9.3.17.(i), nous avons défini
I'ensemble CRg des candidats de réductibilité pour —pg dans les contextes d’élimination
E_ générés par la grammaire

Elleés == [] | E[]t,

outeA.

La stabilité par union de CRp est une conséquence du lemme 10.5.2. Nous allons voir
que 'on peut aussi obtenir ce résultat on montrant que €Rg est exactement 1’ensemble
des ensembles saturés S € 8AT g qui sont stables par union.

Rappelons que les ensembles saturés pour le A-calcul, définis en 9.1.7, sont les ensembles
S C SN tels que

(8ATT) si E[ ] € SN N & et x € Xalors E[x] € S,
(8AT2) pour tout E[ ] € £, s E[t[u/x]] € Set u € S./\/ﬁ. alors E[(Ax.t)ul.

Définition 10.6.1 On désigne par SAT_, 'ensemble des S € SAT g tels que
(8AT0) sit€ S ett —pgu alorsu € S.

Lemme 10.6.2 CRpg = 8AT,.

PREUVE. Si C € €Rp alors C satisfait (S84T0) par (CRO), et les clauses (8AT1) et (8472)
suivent du lemme 9.3.18.

Inversement, si S € SAT_, alors S satisfait (CR0). Considérons le cas de (CR1). Si t est
un terme neutre tel que (t)g C S, alors on a t € SNg. De plus, soit t = E[x] et t € S par
(84T1), soit t = E[(Ax.u)v] et comme E[u[v/x]] € S, on a t € S par (84AT2). O]

Comme la clause (S8AT0) est préservée par union, on a la stabilité par union de 8AT_,
par le théoréme 10.4.3, d’ou la stabilité par union de CRg par le lemme 10.6.2.

10.6.2 Lambda-calcul avec produits

Abordons maintenant le cas du A-calcul avec produits A » (Bo).
Rappelons qu’a I'exemple 9.3.17.(ii), nous avons défini I'ensemble CRp, des candidats
de réductibilité pour — g, dans les contextes d’élimination £ » générés par la grammaire

E[leésx == [] | E[Jt | mE[] | mkEl],

o t € A(Zy). On désigne par Ny (resp. HN pr) I'ensemble des termes neutres corres-
pondant (resp. héréditairement neutres).

Nous allons montrer que les candidats de réductibilité CRg, sont stables par union.
Nous avons vu a la section 10.4.1 les ensembles saturés 84T g, forment une famille de
réductibilité stable par union. Cependant, contrairement au cas du A-calcul pur, les en-
sembles de 8AT g clos par réduction ne sont pas tous des candidats de réductibilité. Cela
est di au fait que, comme on considére des termes potentiellement non typables, HN gr
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contient des termes qui ne sont pas de la forme E[x] avec E[ | € gy, comme par exemple
mAX.T.

Pour montrer la stabilité par union de CRgx, nous passons par des ensembles saturés
modifiés, dont le plus petit élément est HN g

Définition 10.6.3 L’ensemble SAT;. des ensembles Br-saturés modifiés est I’ensemble
des S C SN g tels que

(8AT0) sit€ S ett —pru alorsu € S,
(8ATTm) HN g C S,

(8AT2-) pour tout E[ ] € E«, tout t € A(Ly) et tout w € SN gy, si E[tlu/x]] € S alors
E[(Ax.t)u] € S,

(8AT241) pour tout E[ ] € E=x et tout t1,t2 € A(Zn), sitr € SNy et E[ti] € S alors
E[T[1 (t]\tZ)] S S7

(8AT2,2) pour tout E[ ] € E=x et tout t1,t2 € A(Xx), st t1 € SNpx et E[ty] € S alors
Elm(ty,t2)] €S.

Pour montrer que les ensembles saturés modifiés satisfont (C€R1), on utilise un ré-
sultat intermédiaire. Rappelons que les contextes d’éliminations atomiques, définis a la
section 9.1.3 sont générés par la grammaire :

e[] == []t | ml] | m[].

Proposition 10.6.4 Sit e (NNSNpr) \ HN gr, alors t = E[u] avec E[ ] € E-x et u
est un Pr-rédex.

PREUVE. On raisonne par induction sur t. Comme t a un réduit non neutre, ce n’est pas
une variable, donc t est de la forme e[u]. Si u n’est pas neutre alors e[u] est un B7r-rédex.
Sinon, u un réduit non neutre et on conclut par hypothése d’induction. O

Lemme 10.6.5 CRpr = 8ATp.

PREUVE. Si C € CRpy alors C satisfait la clause (S84T0) par (€RO), la clause (8AT1.,) par
la proposition 9.3.28, et les clauses (8472p) et (84T2) le lemme 9.3.18.

Inversement, si S € 8AT E} alors S satisfait (CR0). Considérons le cas de (CR1). Soit t
un terme neutre tel que (t)gr C S. Notons que t € SN pr. Sit € HN gy alors t € S par
(84T 1,). Sinon, par la proposition 10.6.4, t est de la forme E[u] on u est un Br-rédex et
on conclut par (8472) si c’est un B-rédex et par (84T2) si c’est un 7-rédex. O

Comme 8AT 57, est stable par union (simple variation de la preuve du théoréme 10.4.3),
il s’en suit que €Rg, est stable par union, et donc par le théoréme 10.4.14 que les termes
neutres, fortement normalisants et non normaux ont un réduit principal fort.

Remarque 10.6.6 D’aprés le théoréme 10.4.14 (voir aussi la remarque 10.4.16), le
lemme 10.6.5 implique que I'ensemble CRg . est exactement I’ensemble des sous ensembles
non vides de SN g clos par le bas pour 5Nﬁ71~
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10.6.3 Systémes de réécriture simples

On termine cette section par les systémes de réécriture simples. On a vu a la section 10.5
les propriétés du réduit principal fort et du réduit principal. On va voir que 1'on peut
définir des ensembles saturés clos par union pour les systémes vérifiant la propriété du
réduit principal.

Rappelons que les termes neutre de A g)yr (Z) sont exactement les termes de la forme
ht ot h est soit une variable, un B-rédex, ou un terme de la forme f(%).

Définition 10.6.7 Soit R un systéeme de réécriture simple sur A(L) qui satisfait la pro-
priété du réduit principal. L’ensemble 8ATH»r des ensembles MUR-saturés est [’ensemble
des S € SNgr tels que

(8AT1uRr) HNmur C S,
(8AT2AuR) sit € Nour et t —pr w avec u Ssyt etuw e S alorst € S.

Remarque 10.6.8 Les ensembles MNUR-saturés satisfont les clauses (8AT1) et (84T23).
En effet, (8AT1) suit du fait que les termes de la forme xt sont héréditairement neutres,
et (8472p) du fait que (Ax.t)u est un terme neutre tel que tlu/x] Ssy (Ax.t)u par
standardisation faible.

Il est aisé de voir que 8ATHr est stable par union et intersection. Pour que ce soit
une famille de réductibilité stable par union, il reste a vérifier que la fléche préserve les
ensembles MLIR-saturés.

Proposition 10.6.9 St A,B € 84T alors A = B € 8AT R

PREUVE. Pour voir que A = B C SN, on raisonne comme & la proposition 9.1.13, en
utilisant le fait que HNur C A par (84T1-uRr). De plus, si t € HNuR, alors comme
A C SNgg, pour tout u € A on a tu € HN g par la proposition 9.3.30, donc tu € B
par (84T 1A k). Il s’en suit que t € A. Enfin, siu € A = B, t € Nqugr et u Ssart, alors
par la proposition 10.4.24, on a uv Sgar tv pour tout v € A. Donc tv € B par (84T2q )
car tv € Nrun. O

On en déduit une interprétation [ ] : 7ny — SATquRr qui est valide et adéquate pour
Aug)r(Z) lorsque R a la propriété du réduit principal.

Lemme 10.6.10 Soit R un systéme de réécriture simple qui a la propriété du réduit
principal. Etant donné [o] € 84T g, Uinterprétation [ ] telle que

[U=T] = [U=[17,
[Ty = [TIn[ul,
[roup = [rpuup,

est valide et adéquate pour A gy (Z).
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PREUVE. Pour tout T € 7r, on a [T] € 8AT g car SAT Rk est stablepar N |, U
et = . Par le lemme 10.3.6, il faut vérifier que [ | est adéquate pour Aqur(X).
Comme 84Tk satisfait les clauses (S8ATT) et (§84T2p), il reste a traiter le cas de la régle
(Fun).
FEE:T VX)) =gt NX:TET:U

M-f(t):u

(Fun)

Soit ¢ k= I. Par hypothése d’induction, on a to € [[f]] et pour toute régle f(X) —x 1, on
a rofto/x] € [U], soit v[to/X] € [U] car FV(r) C X.

On doit montrer que f(to) € [U]. Comme R a la propriété du réduit principal, il existe
une régle f(X) —x v telle que r[to/X] <sn f(to). Comme f(to) est un terme neutre, on a
f(to) € [U] par (S4T2q.%). O

Remarque 10.6.11 La propriété du réduit principal nous permet donc de définir des
ensembles saturés adéquats pour la réécriture simple, ce qui constitue une ébauche de
réponse a la question soulevée a la section 9.3.3 sur lintégration de la réécriture aux
ensembles saturés. Ainsi, I'étude de la stabilité par union de familles de réductibilité
nous a appris des choses sur l'intégration de la réécriture a la réductibilité.

D’autre part, il est aisé de voir que les ensembles MUR-saturés qui sont stables par
réduction sont des éléments de CRqr lorsque R a la propriété du réduit principal. Si de
plus R a la propriété du réduit principal fort, alors CRrr est exactement I'ensemble des
ensembles MUR-saturés qui sont stables par réduction.

10.7 Complétude des biorthogonaux pour la réécriture
simple

Nous avons vu a la section 10.3 qu’il pouvait y avoir des systémes de réécriture
confluents qui n’admettent pas de famille de réductibilité qui soit stable par union.
D’autre part, nous avons donné aux sections 10.5 et 10.6 des conditions suffisantes pour
obtenir des interprétations stables par union basées sur les candidats de réductibilité et
sur les ensembles saturés.

Dans cette section, nous nous intéressons & une question complémentaire : existe-t-il
des interprétations non stables par union, mais qui pour autant soient adéquates pour la
régle (LE)?

Nous y répondons en montrant, pour tout systéme de réécriture simple R, que les
termes typables dans le systéme A( g)r(Z) sont fortement BR-normalisants si et seule-
ment si une interprétation basée sur une certaine famille de biorthogonaux est adéquate
pour le typage dans A gy (Z). Ainsi, ces biorthogonaux sont complets par rapport & la
normalisation forte des termes typables dans A gyr(Z).

Notre utilisation des biorthogonaux pour interpréter (LE) est inspirée de [VMO4].
Notons cependant que nous nous intéressons ici a la normalisation forte, alors que ce
sont des propriétés du type « preservation and progress » qui sont étudiées dans [VMO4].
Rappelons que les ensembles clos par biorthogonalité sont caractérisés par un ensemble de
contextes avec lesquels tous les termes de I’ensemble interagissent de maniére déterminée.
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Bien que les biorthogonaux ne soient pas stables par union, ils ont un comportement
intéressant. En effet, d’aprés (10.6),

(AuBytt = (AlnBhL.

Ainsi, on a a € (A UB)™ si et seulement si a est orthogonal a tout m € AN B,
Considérons maintenant la régle (L E) :
rt:THuT, Cx:TikFc:C x:ThkFc:C
IN'clt/x]: C

Soient un ensemble de contextes &, et une interprétation () : 7my — T(SNBR)M ol
t 1l E[] si et seulement si E[t] € SN pR- Supposons de plus que

— te (MuT) = ((T) U (D),

— cfu/x] € (C) pour tout u € (Ty) U (T2).
On doit montrer c[t/x] € (C), c’est-a-dire E[c[t/x]] € SN gr pour tout E[ ] € (C)-.
Notons que c’est évident dans le cas ot t € (Tq]) U (T2), mais cela n’est pas suffisant parce
quen général (Tq) U (T2) € ((Tq) U (T2))*L. 11 nous faut donc utiliser des propriétés liées
& la biorthogonalité. Par hypothése, on a

(E[]eqcplL A ue(]Tﬂ)U(]TzD) —  clu/x] ILE[],
done si Elc[[ 1/x]] € €,
(E[]eqq)L A ue(]T1|)U(]T2[)> —  uwllEle[[ /] .

Il s’en suit que E[c[[ I/x]] € ((Th) U (T2))* dés lors que E[] € (C)L. Ainsi, comme
te ((Ti) U (T2, on a

E[le (Ot = tILE[l]/],

d’ou clt/x] € (C)L.

On peut donc interpréter la régle (L E) avec les biorthogonaux si on utilise des contextes
de la forme c[[ ]/x] avec ¢ € A(X). Rappelons que les biorthogonaux présentés a la sec-
tion 9.3.5 utilisent des contextes d’élimination qui peuvent étre vus comme des contextes
d’évaluation en « appel par nom ». L’adéquation de cette interprétation repose sur le
fait que grace aux lemmes de standardisation faible prouvés & la section 9.1, I'expan-
sion faible de téte fortement normalisante dans ces contextes d’élimination préserve la
normalisation forte.

D’autre part, nous avons vu a la remarque 10.3.7 que la régle (L E) suggére d’utili-
ser une forme d’appel par valeur : dans le terme c[t/x], il faudrait normaliser t avant
de le substituer. Intuitivement, cela correspond au fait que ’on a besoin de contextes
d’élimination de la forme c[[ ]/x] pour prendre en compte la régle (LU E). Or, vis-a-vis de
la normalisation forte, un tel contexte c[[ ]/x] se comporte de la méme maniére que le
contexte (Ax.c)[ ]. Il peut donc étre vu comme un contexte d’évaluation en « appel par
valeur ».
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Définition 10.7.1 (Contextes d’évaluation) L’ensemble £ ) des contextes d’éva-
luation est généré par la grammaire suivante :

Elleéury == [ | E[IJt | tE[],
ot e A(X).

Remarque 10.7.2 Notons que les contextes d’évaluation ne sont pas des contextes
d’élimination au sens de la définition 9.3.13 car ils ne sont pas stables par [3-réduction.

D’autre part, vis-a-vis de la réductibilité, il aurait été équivalent de prendre des
contextes de la forme t[[ 1/x], ou t € A(L). Notons que de tels contextes n’auraient
pas non plus été des contextes d’élimination car si u est neutre dans ces contextes, alors
rien n’assure que t[u/x] soit aussi neutre dans ces contextes.

Nous avons choisi d’utiliser les contextes de la définition 10.7.1 car ils correspondent &
lintuition selon laquelle la régle (LU E) a besoin d’une forme « d’appel par valeur ».

Nous utilisons ces contextes d’évaluation dans l'interprétation suivante.

Définition 10.7.3  On pose t 1L E[ | si et seulement si E[t] € SN gr. De plus, on définit
Vinterprétation () par induction sur T € T de la maniére suivante :

(o) =aef SNpr ,
U=T)  =ar (U)=(
(]T M U.D =def ((]T[)L U
(]T L UD =def ((]TDJL M

Rappelons que P*(SN gr) L désigne ensemble des X pour §) # X € SN pr.
La difficulté maintenant est de voir comment obtenir

D )
upHt,
)+

.
(
(

VT € 7—r||_J. (]TD € GRFIUR . (108)

Cependant, nous avons vu que les biorthogonaux basés sur les contextes d’évaluation
&L ) sont adéquats pour la régle (LI E). Donc comme il existe des systémes de réécriture
simples R tels que la typabilité dans A g)r () n'implique pas la normalisation forte, on
ne pourra pas avoir (10.8) pour ces systémes. L'intérét des biorthogonaux sur £ est
qu’ils forment une interprétation adéquate pour A, gyr (L) ezactement lorsque les termes
typables de ce systéme sont fortement $R-normalisants. Ainsi nous montrons, pour tout
systéme R de réécriture simple sur A(Z), que les trois points suivants sont équivalents :

(i) SiTFyurr t: T alors t € SNpr.

(ii) Pour tout v € A(Z) et tout f € F, si f(t) € SNpr et V[r[t/X]/y] € SNr pour
tout f(t) g 1, alors V[f(t)/y] € SNgr.

(iii) L’interprétation (_| est adéquate pour A g)r(Z) :

TFuprt:T A ok)T) = toe(T).
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Remarque 10.7.4 La propriété (ii) dit que si tous les réduits de téte de f(t) peuvent
étre placés de maniére « stre » dans le « contexte » v, alors le terme f(t) peut lui-méme
étre placé dans de maniére « siire » dans v. Cela veut dire que si chaque réduit de téte
de f(t) interagit bien avec des copies de lui-méme dans v, alors les copies des différents
réduits de téte de f(t) interagissent bien entre elles dans v.

Cette propriété correspond a celle que nous avons identifiée a la remarque 10.3.7.

Le cas (iii) = (i) provient du fait que HNnur C (T) € SN gr pour tout T € Try,.
Lemme 10.7.5 Pour tout T € Ty, on a HNrur C (T) € SNgr.

PREUVE. Par induction sur T.
T =o. Car (T) = SNpr.

T=T,=T. Soit t € HNrur Comme (T2) € SN gr par hypothése d’induction, pour
tout u € (T2) on a tu € HNr, donc tu € (T;)) par hypothése d’induction. 11 s’en
suit que t € (T2) = (Tq).

Site (T2) = (Ti), alors comme HNqur C (T2) par hypothése d’induction, pour
tout x € X on a tx € (Tq), donc tx € SN gr par hypothése d’induction. Il s’en suit
que t € SNpggr.

T=TiMNTz On a (T) = (Th) N (T2), donc HNrur C (T) € SNpr par hypothése
d’induction.

T=TiUT,. Ona (T) = ((T1)U(T2))*L, done HN g € (T) par hypothése d’induction.
Comme HNrur C (Th), (T2), on a § # ((Ty) U (T2))- € SN pr par hypothése

d’induction, d’ou ((T;) U (T2)) 1 C SNgr. O

En ce qui concerne I'implication (ii) = (iii), on commence par vérifier que pour tout
systéme de réécriture R simple satisfaisant (ii), on a (T) € CRAur pour tout T € Zr..

Pour ce faire, on utilise un résultat intermédiaire, qui se montre aisément en utilisant
l’adéquation et la complétude du typage dans A r(X), étudiées a la section 10.2. En
I’absence de réécriture, ce résultat peut étre montré de maniére directe, sans passer par
un systéme de types?.

Lemme 10.7.6 Supposons que (Ax.t)u € SN g et v[tlu/x]/y]l € SNgr. Alors on a
V(M thu/yl € SNpr.

PREUVE. Comme (Ax.t)u € SNpgr on aussi u € SNgr et thu/x] € SNggr. Par le
théoréme 10.2.12 il existe des contextes ' et T, et des types T et U tels que I'1 Frur
u:Uet I Frugr tlu/x] : T. D’autre part, toujours d’aprés le théoréme 10.2.12, comme
v[tlu/x]/y]l € SN gr il existe I3 et V tels que I3 Frur vithu/x]/yl : V.

On en déduit quavec T' =gof T M T2 M T3, on a ' Frur (Ay.v)(tlu/x]) @ V par le
lemme 10.2.10. D’apreés la proposition 10.2.7.(ii), il existe un type T’ tel que

I l_ﬂu’R 7\9\) : T/ =V et I l_ﬂu’R t[u/X] : T/ .

4Communication personnelle de Makoto Tatsuta, 2007.
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Comme ' Fr u : U, en appliquant le lemme 10.2.10 on a I' Frur (Ax.t)u : T'. 1
s’en suit que I' Frur (Ay.v)((Ax.t)u) : V. On a alors (Ay.v)((Ax.t)u) € SNgr par le
théoréme 10.2.6, d’ou v[(Ax.t)u/y] € SN pr. O

Remarque 10.7.7 Notons que dans le lemme 10.7.6, la substitution sans capture dansv
est essentielle. La propriété n’est en effet pas vérifiée si on remplace v par un contexte C[ ]
pouvant capturer des variables. On trouve dans [RS95] un exemple de ce fait. Rappelons
que les contextes sur A(X) sont définis en 1.2.18.

Avec

Cl] =der (vEAZ) = (Ayv)w)  t =gerz et U =ger Yy,
on a Cltlu/x]] = (Ay.z)w € SN et
Clax.thu] = (Ay.(Axz)(yy))w —p  (Mxz)(ww) ¢ SN .

On montre maintenant que les types sont interprétés par des candidats de réductibilité
lorsque R satisfait (ii).

Lemme 10.7.8 Soit R un systéme de réécriture simple sur A(X) tel que pour tout
veAlZ) ettout f e F, sif(t) € SNpr et V[r[t/x]/y] € SN gr pour tout f(t) mg T,
alors VI[f(t) /y] € SNer.

Alors on a (T)) € CRaur pour tout T € Try.

PREUVE. On montre que AL € CRALR pour tout A tel que HNur C Al c SN(;R.
Le résultat pour T € 7, suit alors du lemme 10.7.5.
On vérifie que AL satisfait les clauses (CRO) et (CR1).

(CRO). Soit t € AHE tel que t —pr u. Alors pour tout E[ | € Al ona E[t] —pr Elul,
donc E[u] € SNgr car E[t] € SN gr. Il sen suit que u € ALL

(CR1). Soit t € Nur tel que (t)pr C AL
Site HNpg, alors t € AL par hypothése. Sinon, pour tout E[ ] € AL on doit
montrer que E[t] € SNgr. Onat=hvet il y a deux cas :
— h = (Ax.u)v. Par hypothése E[ulv/x]V] € SN g, d'ou E[(Ax.u)w] € SNpr

d’aprés le lemme 10.7.6.

— h =f(f) avec f € F. Dans ce cas, on a E[f()V] € SN gr par hypothese. dJ

On peut maintenant montrer que (ii) implique (iii).

Lemme 10.7.9 Soit R un systéme de réécriture simple sur A(X) tel que pour tout
veAlZ) ettout f e F, sif(t) € SNpr et V[r[t/x]/y] € SNgr pour tout f(¥) —r T
alors VI[f(t) /y] € SNer.

SiTFurr t:T et o= )T alors to € (T).

PREUVE. Tout d’abord, par le lemme 10.7.8 on a (T € CRq g pour tout T € 7.
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On raisonne par induction sur I' k¢ gyg t : T, comme au théoreme 10.2.6. La seule
différence est la cas de la régle (L E).

rEt:THuT, FTx:TikFc:C Fx:TokFc:C

(LE) I'eclt/x]: C

Soit o =( ) I'. Par hypothése d’induction on a to € ((Ty) U (To))E et de plus pour
tout w € (Tq) U (T2) et tout E[ ] € (C)L, on a Elc(ch/x])] € SN pr.

D’autre part, par le lemme 1.2.10, on peut supposer que x ¢ FV(o) U Dom(c). On
a donc c(ofu/x]) = (co)[u/x] par la proposition 1.3.5. Il s’en suit que E[(co)[[ ]1/x]] €
((Th) U (T2))*, done que El(co)[to/x]] € SN pr.

De plus, (c[t/x])o = (co)(oo[t/x]) par le lemme 1.3.9.(ii), soit (c[t/x])o = (co)[to/x].
Il s’en suit que E[c[t/x]o] € SN gr pour tout E[ | € (C)L, d’ou c[t/x]o € (C). O

Il reste & vérifier que (i) implique (ii). Pour cela, on utilise la proposition suivante, qui
se montre par induction sur n € N.

Proposition 10.7.10 Pour tout n > 0, la regle suivante est dérivable dans A gr(S) :

MFuer t: T lep, U= T)

.....

Lemme 10.7.11 Supposons que les termes typables dans A gyg (L) soient fortement
RBR-normalisants. Pour tout v € A(X) et tout f € F, si f(t) € SNpr et V[r[t/X]/y] €
SN gr pour tout f(¥) = T, alors VIf(T)/y] € SNgr.

PREUVE. Soit f € F et t tels que f(t) e SNgr et V[r[t/X] /Y] € SN pgr pour tout
f(f) g 7. On raisonne comme au lemme 10.7.6, en utilisant le théoréme 10.2.12 et le

—,

lemme 10.2.10 : il existe un contexte I', et des types V et (Uy)yer(f) tels que T' Frpg f(t)
Ler ) Ur, et T Frur Ay.v: Uy = V pour tout T € R(f).

Comme R(f) est fini, par la proposition 10.7.10, on a ' - g» (M. Ay v)x)f(P) : V,
donc V[f(t)/y] € SN pr par hypothése. O

On en déduit le résultat principal de cette section : les biorthogonaux sur £, g) sont
complets vis-a-vis de la normalisation forte dans A g (Z).

Théoréme 10.7.12 Soit R un systéme de réécriture simple sur A(L). Les trois points
sutvants sont équivalents :

(i) SiTFyurr t:T alors t € SNgr.
(ii) Pour tout v € A(Z) et tout f € F, si f(t) € SNpr et V[r[t/X]/y] € SNpgr pour
tout f(£) g 1, alors vIf(Y)/y] € SNgr.
(iii) L’interprétation (_) est adéquate pour A pyr(Z) :
(F F(I_IE)R t:T A o }:(]_D F) = toe(T).

PREUVE. Ona (i) = (ii) par le lemme 10.7.11, (ii) = (iii) par le lemme 10.7.9 et (iii) = (i)
par le lemme 10.7.5. O
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Chapitre 11

Types contraints pour la normalisation
forte

Dans ce chapitre, nous présentons un critére de normalisation forte pour la réécriture
conditionnelle combinée au A-calcul. Ce critére repose sur les types inductifs et utilise
un systéme de types contraints. C’est & notre connaissance la seule méthode générale
qui permette, avec la réécriture conditionnelle, de prendre en compte dans I'argument
de terminaison des informations issues de la satisfaction des conditions des régles de
réécriture.

Nous commencons & la section 11.1 par introduire le calcul sur lequel nous travaillons.
Celui-ci consiste en la combinaison de la réécriture conditionnelle normale au A-calcul
simplement typé avec produits. Nous utilisons de plus les booléens non curryfiés, tels que
présentés a 'exemple 3.1.3, ainsi que la construction let x =t in u.

Ensuite, nous présentons a la section 11.2 quelques notions importantes sur les types
inductifs. Cela nous permet de passer rapidement en revue deux critéres de terminaison
pour la réécriture dans le A-calcul basés sur les types inductifs : le schéma général a la
section 11.2.3.(a), et les types annotés a la section 11.2.3.(b). Par rapport au schéma
général, les types annotés permettent de formuler un critére plus fin et moins sensible &
la syntaxe. En particulier, ils permettent de montrer la normalisation forte de systémes
de réécriture non simplement terminants (voir par exemple [Ohl02] pour des précisions
sur cette notion).

Les types contraints, que nous présentons a la section 11.3, sont un enrichissement
des types annotés : les annotations de types peuvent étre gardées par des contraintes
de l'arithmétique de Presburger avec booléens, et les variables de taille peuvent étre
quantifiées universellement ou existentiellement. Par exemple, on peut exprimer le fait
que la fonction pivot définie a 'exemple 9.1.32 renvoie une paire de listes dont la somme
des tailles est égale a la taille de la liste qui lui est passée en argument. Cela permet de
montrer que certaines implantations du tri QUICKSORT utilisant pivot préservent la taille
de la liste & trier. De plus, en utilisant la réécriture conditionnelle, les types contraints
permettent de formuler la terminaison de la fonction 91 de McCarthy, ce qui ne peut étre
fait, dans le cadre de la réécriture, avec les types annotés de [Bla04].

Intuitivement, notre systéme de types contraints peut étre vu comme une version
implicite du systéme de types dépendants pour ML développé par Xi [Xi98|. Pour la
vérification du typage, au lieu d’utiliser un mécanisme d’élaboration comme le fait Xi,
nous définissons a la section 11.3.3 un algorithme de vérification du typage qui fonctionne
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Chapitre 11 Types contraints pour la normalisation forte

par génération de contraintes.

Nous passons ensuite aux problémes de normalisation forte. Les contraintes existen-
tielles sont interprétées par des unions d’ensembles de réductibilité. Or nous avons vu
au chapitre 10 qu’il existe des systémes de réécriture confluents qui n’admettent pas de
famille de réductibilité stable par union. Nous traitons cette question & la section 11.4.1,
et nous adoptons la solution de limiter la forme du type de sortie des symboles définis par
des régles de réécriture. Nous définissons une interprétation qui mélange les ensembles
saturés et les candidats de réductibilité, et nous montrons & la section 11.4.2 qu’elle
est adéquate pour le systéme de types contraint lorsque les symboles appartiennent &
I'interprétation de leur type.

D’autre part, la sémantique naturelle pour nos types contraints est d’utiliser des inter-
prétations « singletons » pour les types inductifs. C’est aussi ce qui est fait dans [Xi02]
pour le langage ML. Cependant, avec la réécriture, la définition d’une interprétation
singleton est plus délicate. Nous présentons notre solution a la section 11.4.3.

Enfin, la section 11.4.4 est dévolue a la définition de notre critére de terminaison et a
la preuve de sa correction. De plus, nous détaillons son application & la fonction pivot et
a la fonction 91 de McCarthy.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont été publiés dans [BROG].

11.1 Réécriture conditionnelle avec produits et booléens

Nous commengons par introduire le calcul sur lequel nous travaillons. Celui-ci consiste
en la combinaison de réécriture conditionnelle normale au A-calcul simplement typé
avec produits. Nous utilisons de plus les booléens non curryfiés, tels que présentés a
Iexemple 3.1.3, ainsi que la construction let x =t in u.

Rappelons que les booléens présentés a ’exemple 3.1.3 sont construits par les symboles

true et false. De plus, ils sont éliminés par le symbole non curryfié ite( _, , ) défini par
les régles :

ite(true,x,y) e X et ite(false, x,y) Hite Y.
Enfin, Xgoo est la signature {true,false,ite( , , )}, et si By est un ensemble de types

de base, alors on pose Bogool =det Bo W {Bool}.
On considére une signature curryfiée Lo, et un ensemble R de régles de réécriture
conditionnelles sur Lo W Xpoo de la forme

di=c1 A ... Ndn=cn D fli...lx =g 7T

ou f € Xy et ¢y € {true, false} pour tout i € {1,...,n}. Rappelons que les notions de
régle de réécriture conditionnelle et de relation de réécriture conditionnelle sont défi-
nies & la section 4.1. On considére la réécriture conditionnelle normale (voir aussi la
remarque 11.1.3).

Soit Bp un ensemble de types de base. On suppose donné T tel que la signature (Zo, T)
soit typée dans 7 « (Bogool) €t basée sur les produits, au sens de la définition 9.1.31. Le
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11.1 Réécriture conditionnelle avec produits et booléens

type des symboles f € Ly est donc de la forme
©f) = Ti=-=Ta=Hs,
ol n est I'arité applicative de f, notée ag, et ou Hf est un type sur la grammaire
TU€e T (Bogoot) == B | TxU,

avec B € Bogool-
Enfin, on ajoute aux termes la construction let x = t in u dans laquelle la variable x
est liée dans u. Elle est éliminée par la régle de réduction suivante :

letx =tinu e ult/x].

Le terme let x = t in u peut étre vu comme du sucre syntaxique pour (Ax.u)t, mais dans
le systéme que nous allons présenter il est utile de le considérer comme une construction
distincte. Nous ne détaillons pas la relation d’o-conversion qui lui correspond.

Définition 11.1.1 Soit un ensemble de types de bases By et (Lo, T) une signature basée
sur les produits dans T « (Bogool) -
(i) On désigne par As(Bo, Lo, T) le systéme dont
— les termes sont ceux générés par la grammaire sutvante :

t,u,ve AS(ZO) = X ‘ f
| Axt | tu
| (tuw) | omt | M2t
| true | false | ite(t,u,v)
|

letx=tinu,

oufelXyetxe X,

— les types sont les éléments de T x (Bogool) s

— la relation de typage, notée I' s t: T, est celle de A= x (Bogool, L0, T) & laquelle
on ajoute les regles suivantes :

FeEt:T Cx:TFu:U

(let) Fletx=tinu:U

' b : Bool Pty T M=t T

T
I'kite(b,ty,t2): T (T € Tx(Boool))

(Bool)

— la relation de réduction est
S  =def —p U Px U Pite U et

(ii) Soit R un systéme de réécriture conditionnelle sur As(Xo) dont les régles sont de

la forme
di=ci A ... Ndn=cn D fl]...lk PR T

241



Chapitre 11 Types contraints pour la normalisation forte

ot f € Loy avec
) = Th=--=>Thk=H,

et ¢y € {true, false} pour tout i € {1,...,n}. Alors R est typable dans As(Bo, Lo, T)
s’il existe un contexte I' tel que

MrslicTy ... ThsL:Te, Trksr:H et TFgd:Bool.

Si R est typable dans As(Bo, Lo, T) alors on définit la relation de réécriture —sg
comme étant 'union de —s et de la relation —x de réécriture S-conditionnelle par
joignabilité issue de R.

(1i1) Etant donné un systéme de réécriture conditionnelle R typable dans As(Bo, Lo, T),
on désigne par Asr(Bo, Lo, T) le systéme identique a As(Bo, Zo,T), sauf pour la
relation de réduction qui est —>gR.

Rappelons que les relations de réécriture conditionnelle sont définies en 4.1.5.

Remarque 11.1.2 La régle de typage (Bool) correspond, au sens de la définition 3.6.1,
au typage suivant pour le symbole ite(_, , ) :

T(ite) = Té&Tx(Bogool) — (Bool, TT,T).

Remarque 11.1.3 La forme des régles de réécriture R impose que true et false sont
en forme SR-normale. La relation de réécriture SR est donc une relation de réécriture
conditionnelle normale au sens de la définition 4.1.8.

De plus, nous supposerons aux sections 11.4.3 et 11.4.4 la confluence de —gsg. Cette
propriété nous sera utile pour la correction de notre interprétation « singleton » des types
inductifs (définie a la section 11.4.3).

Exemple 11.1.4 On considére des entiers curryfiés tels que présentés a 'exemple 3.1.13.
11 sont donc construits avec les symboles 0 et S typés de la maniére suivante :

Tnat(0) = Nat et Tnat(S) = Nat = Nat .

Présentons quelques fonctions sur les entiers. On commence par I'addition entiére, qui
peut étre définie par les régles suivantes :

plus x 0 Fplus X
plusx (Sy) +ps  Plus (Sx)y .

Le systéme de réécriture suivant définit la version curryfiée de la soustraction entiére
présentée a I'exemple 3.1.11 :

minus x 0 2 minus X

minus 0y —minus 0
minus (Sx) (SY) —minus MiNUSX Y .
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11.1 Réécriture conditionnelle avec produits et booléens

Les symboles plus et minus ont tous deux pour type Nat = Nat = Nat. Enfin, voici une
version curryfiée de la fonction « strictement supérieur a » présentée a I'exemple 3.1.11 :

Oy —-~ false ,
(Sx)0 - true
(Sx)(Sy) == >xy.

Le symbole > a pour type Nat = Nat = Bool.

Exemple 11.1.5 Le systéme de réécriture suivant définit la division entiére :

div Oy —div 0
div (Sx) (Sy) v S (div(minusx (Sy)) (Sy)) .

Le symbole div a pour type Nat = Nat = Nat.

Exemple 11.1.6 Les listes curryfiées, telles que présentées a I'exemple 3.1.13, sont
définies par les constructeurs nil et cons. On considére des listes d’entiers, qui peuvent
étre typées de la maniére suivante :

TList(nil) = List et TList(cons) = Nat = List = List .

Exemple 11.1.7 Considérons le symbole pivot présenté a I'exemple 9.1.32, de type
Nat = List = List x List. Il définit, par deux régles de réécriture, une fonction utilisée
dans certaines implantations du tri QUICKSORT. La premiére régle est

pivot x nil =yt (nilnil) |

et la seconde est

pivot x (consy 1) +—pivot ite(> y x, (71 (pivot x 1), consy (72 (pivot x 1)),

(cons y (71 (pivot x 1)), 72 (pivot x 1))) (11.1)

On peut aussi I’écrire en utilisant un let pour partager les occurrences de pivot x 1 dans
le membre droit :

pivot x (consy 1) +—pivot let z = (pivot x 1) in
ite(> y x, (m z, consy (72 z)), (11.2)
(consy (my z), 72 z))

Exemple 11.1.8 La fonction 91 de McCarthy, de type Nat = Nat, est définie par les
régles suivantes :

>x100 = true D fx ¢ minusx 10,
> x 100 false D fx o7 f(f(plusx11)),

ou, pour tout n € N, le terme S™0 est représenté par n. On a fn —>;r] minus 1. 10 si
n > 100 et fn —g, 91 sinon.
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11.2 Terminaison avec types inductifs

Dans cette section nous rappelons quelques notions sur les types inductifs, qui sont un
des éléments centraux des critéres de terminaison proposés dans [BJO02, Abe04, BRO6].

Les types inductifs sont des types de données construits par induction. Ils sont trés
intéressants vis-a-vis de la terminaison car ils permettent de formuler le fait que les régles
de réécriture calculent par récursion sur des structures de données inductives.

D’autres approches existent pour la normalisation forte de la réécriture combinée au A-
calcul. Les travaux précurseurs a ce sujet sont [JO91, JO97|, citons aussi [Pol93, Pol96].
Une lignée importante de travaux concerne l'adaptation a l'ordre supérieur de 'ordre
récursif sur les chemins [JR99, JRO7]. Certains de ces travaux ont été adaptés au calcul
des constructions [WC03a, WCO03b|. Plus récemment, dans [Bla06b, BJRO7]|, I'ordre ré-
cursif sur les chemins d’ordre supérieur a été comparé au schéma général, évoqué a la
section 11.2.3.(a). Citons enfin une adaptation des paires de dépendances a la réécriture
combinée au A-calcul simplement typé |Bla06a, KS07].

Avant de présenter les types inductifs, on commence par rappeler ce que l'on a vu a
la section 9.1.4 sur la normalisation forte de la réécriture dans le A-calcul typé. Consi-
dérons un systéme non conditionnel R typé dans A x (Bop, X0, T). La condition suffisante
donnée au lemme 9.1.35 pour la normalisation forte de — g sur les termes typables
de A=« (Bo, o, T) est la suivante. Comme R est typé dans A « (Bo, o, T), ses membres
gauches sont de la forme fly... 1} avec

) = TTh=---=Tc=H et k<af.

Nous supposons que la relation — gz est finiment branchante et que l'interprétation
(CRpnr, [_]) est telleque [ x _[=_ x _
D’aprés le lemme 9.1.35, si pour toute régle fly... 1l —xr T avec

©f) = Th=--=Tk=H,
et pour toute substitution o, on a
(vie{l,...,k}. Loe[l]) = roe[H], (11.3)

alors A= « (Bo, Lo, T) est fortement B7trR-normalisant.

11.2.1 Une présentation informelle

Avant d’aborder les constructions formelles, nous essayons d’en donner une intuition
en nous basant sur ’exemple du systéme T de Godel présenté & la section 3.7.2.

Remarque 11.2.1 Dans ce qui suit, nous avons volontairement laissé de c6té les notions
de réductibilité utilisées dans 'interprétation des types inductifs.

Rappelons le type des constructeurs O et S des entiers curryfiés, tels que présentés a
I'exemple 11.1.4 :

T(0) = Nat et 7(S) = Nat= Nat.
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11.2 Terminaison avec types inductifs

Ces types suggérent d’interpréter Nat en utilisant une famille d’ensembles ([Nat]™)nen
tels que chaque [Nat]™ contiennent, intuitivement, « les entiers de taille au plus n »,
c’est-a-dire les termes de la forme S™O0 pour m < n. Les [Nat]™ peuvent donc étre
définis par induction sur n comme suit : 0 € [Nat]°, et pour tout n > 0, si t € [Nat]™
alors St € [Nat]™"'. On peut alors poser [Nat] =qet Unenae[Nat]™

Considérons un ensemble By de types de base qui contient Nat. A la section 3.7.2, nous
avons présenté le récurseur rec par des régles de réécriture qui, pour tout T € 7 (Bp)
peuvent étre typées de la maniére suivante :

x:Ty:T=Nat=T Fpna recxyo0 Frec X - T
z:Nat,x : Ty:T=Nat=T bFpnat recxy(Sz) e ylrecxyz)z:T

Remarque 11.2.2 Ces régles supposent que pour tout T € 7 (Bp), on ait rec: T =
(T = Nat = T) = Nat = T. Comme cela ne correspond pas a notre hypothése que les
symboles ont un type simple unique, nous considérons en fait une famille de symboles
(rect)ter (B,), €t nous désignons toujours rect par rec.

Nous allons voir comment raisonner sur ces régles en utilisant une induction sur la
construction de l'interprétation de Nat. Considérons un terme recuvt avec u € [T],
v € [T] = [Nat] = [T] et t € [Nat]. On va montrer par induction sur n € N que si
t € [Nat]™, alors recuvt € [T]. D’apres (11.3), il faut vérifier que si recu vt e T,
alors r € [T]. Rappelons que nous avons supposé que [Nat]™ ne contient que « des entiers
de taille au plus n ».

Cas de base n = 0. On a alors t = 0 et la seule régle qui peut s’appliquer a rec uw v t est
la premiére régle, et on a u € [T] par hypothése.

Cas d’induction. Supposons que recuvt € [T], avec t € [Nat]™, et montrons que
recuv (St) € [T]. La régle qui s’applique a notre terme est la second régle. Or,
comme rec uv t € [T] par hypothése d’induction, on a bien v (recuvt) t € [T].

Nous allons maintenant donner un cadre formel & ce raisonnement.

11.2.2 Types inductifs

Un type avec constructeurs est la donnée d’un type de base C et de symboles cq,...,cn,
appelés constructeurs, et dont le type est de la forme

Ti= 2Ty =C pour tout ie{l,...,n}.

Un type inductif est un type avec constructeurs (C,cq,...,cn) tel que les occurrences de
C dans le type des arguments de ses constructeurs vérifient une condition de positivité,
identifiée par Mendler [Men87|. Cette condition permet de définir I'interprétation de C
comme étant le plus petit point fixe d’'une fonction monotone. Ceci permet de voir les
types inductifs comme étant des types de données construits par induction.

Par simplicité on se restreint aux types inductifs construits sur 7_ (Bp). Rappelons
que comme les types de 7. (Bp) sont des termes de Ter(BoU{ = _}), les notions de
positions et d’occurrences pour T € 7_ (Bp) sont définies en 1.1.12. De plus, les positions
dans les types T € 7. (Bp) sont des mots sur {1, 2}.
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Définition 11.2.3 (Positions positives et négatives) Soit T € 7 (By). Une position
p € Pos(T) est positive si elle contient un nombre pair de 1 et négative sinon.

Exemple 11.2.4 Dans les types suivants, les occurrences de B sont positives et celles
de A sont négatives :

B A=B (B=A) =B.

Définition 11.2.5 (Types inductifs) Soit un ensemble de types de base By et une
signature (Lo, T) typée sur T (Bp).
(i) Un type avec constructeurs sur (Bop, o, T) est un tuple C = (C,cy,...,cn) 0u C € By
etci€ Lo avec t(ci) =Ty = -+ = Ty, = C e T2 (Bo) pour tout i € {1,...,n}.
(ii) Etant donnés C et D deux types avec constructeurs sur (Bo,Lo,T), on dit que C
précéde D dans (Bo, Lo, T), notation C < (g, 5, x) D, si C apparait dans le type d’un
des constructeurs de D.

(iii) Un type avec constructeurs C = (C,cy,...,cn) sur (Bo,ZLo,T) est un type pré-
inductif sur (Bo, Lo, T) si pour toutie{l,... n}, t(ci) =Tr = -+ = Ty, = Cest
tel que pour tout j € {1,...,my}, pour tout D >z, 5, r) C, toutes les occurrences

de D dans T; sont a des positions positives.
(iv) Un type inductif sur (Bo, Xo,T) est un type pré-inductif C sur (Bo, Lo, T) tel que la
relation <(g, 5, x) est bien fondée sur {D | D <z, 5, ) C}.
Si € est une classe d’équivalence pour ~g, s 1), alors on désigne par S(QBO o 1) (resp.
par <(€Bo,):o,’t)) Uensemble des D tels que D <(g; s, x) C (resp. D <5, 5, 1) C) pour
tout C € €.

Lorsque le contexte le permet, on parle de « type inductif sur By » au lieu de « type
inductif sur (Bo, Lo, T) », et on désigne <, 5, ) Par <p,. On utilisera toujours C pour
dénoter & la fois le type avec constructeur C = (C,cy,...,cn) et ensemble {cy,...,cn}

Notons que si C apparait dans le type des arguments d’un de ses constructeurs, alors
on a C <p, C, mais que, en général, la relation <p, n’est pas nécessairement réflexive.
D’autre part, dans le cas 11.2.5.(iii), si D >, C apparait dans le type d’un argument
d’un des constructeurs de C, alors on a C ~p; D.

Exemple 11.2.6 Voici quelques types inductifs :

(i) le type Bool des booléens, avec pour constructeurs

true : Bool et false : Bool ,

(ii) le type Nat entiers, avec pour constructeurs

0: Nat et S : Nat = Nat

(iii) le type List des listes d’entiers, avec pour constructeurs

nil : List et cons : Nat = List = List ,
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11.2 Terminaison avec types inductifs

(iv) le type Ord des ordinaux de Brouwer, avec pour constructeurs

0:0rd S:0rd = Ord et lim: (Nat = Ord) = Ord ,
(v) le type Cont représentant des continuations sur les entiers, avec pour constructeurs

D : Cont et C: ((Cont = Nat) = Nat) = Cont .

Notons que I'on a Nat <yt List,0rd,Cont} List, Ord, Cont.

Exemple 11.2.7 Le type D, avec pour constructeur
c:D=U) =D
n’est pas inductif. En effet, D a une occurrence négative dans D = U.

Définition 11.2.8 FEtant donné un ensemble de types de base By, une signature (Lo, T)
typée sur T« (Bo) et un ensemble C(Boy, Lo, T) de types inductifs sur (Bo, Lo, T), on pose
F(Bo, Lo, T) =def Lo\ C(Bo, Lo, T)

Lorsque le contexte le permet, on désigne C(By, Lo, T) par C et F(Co, Xo,T) par F. De
plus, on écrit indifféremment ¢ € C ou ¢ € C pour dire que ¢ est un constructeur d’'un
type inductif C € C.

Avec les types inductifs, on peut considérer des systémes de réécriture ayant une forme
particuliére, correspondant a 1’idée que les fonctions définies par réécriture calculent par
récursion sur des types inductifs.

Définition 11.2.9 (Systéme de réécriture avec constructeurs inductifs) Soit un
ensemble de types de base By, une signature (Lo, T) typée sur 1= «(Bo) et un ensemble
C(Bo, Xo,7) de types inductifs sur (Bo, Lo, T). Un systéeme de réécriture (conditionnel) R
sur A(Lg) est un systéme de réécriture a constructeurs inductifs sur C(Bg, Xo,T) si les
membres gauches 1 de R sont des termes sur la grammaire suivante :

I == fpi...pn
avec P = X | cp1...Pm

oux e X, feF(ByLyT), celC(By Xo,T), n<af et m=ac.

Exemple 11.2.10 Tous les systémes de réécriture présentés aux exemples de la sec-
tion 11.1 sont des systémes avec constructeurs inductifs. C’est aussi le cas du systéme
Hrec Présenté a la section 11.2.1.

Exemple 11.2.11 (Non terminaison avec types non inductifs) La condition de
positivité des types inductifs est trés importante [Men87|. C’est elle qui permet de parler
de calcul par récursion bien fondée sur un type inductif. Ainsi, certains types non inductifs
interdisent toute forme de récursion bien fondée, comme c’est le cas avec le type D
présenté a 'exemple 11.2.7, dont le constructeur est

c:(D=U)=D.
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Chapitre 11 Types contraints pour la normalisation forte

En utilisant D, on peut facilement typer un systéme de réécriture non récursif et non
normalisant (voir [Men87]). Considérons le symbole p : D = D = U défini par la régle

plcx) —p x.
En posant wp =ger Ax.pxx:D = U, on a wp (c wp) : U et

wp (cwp) —p plcwp)lcwp) —p wplcwp) ¢ SNgp.

11.2.3 Critéres de terminaison

Nous allons maintenant esquisser la fagon dont on peut construire un critére de ter-
minaison pour la réécriture avec types inductifs. On se place pour le moment dans le
systéme A= « (Bo, o, T).

On repart de ce que 'on a vu au début de la section. Nous pouvons aller un peu plus
loin et décrire la méthode utilisée dans [BJO02, Bla07]| pour obtenir la propriété (11.3).
Posons 1 =ger fly... 1k et supposons qu'il existe un contexte I" tel que Dom(I") = FV(1)
et que

r-141:Ty ... TEL:Tx e T'Hr:H.

On peut essayer d’obtenir (11.3) en procédant en deux temps. Soit une substitution o
telle que li0 € [Ti] pour tout i € {1,... k}.

(i) La premiére étape est d’obtenir la calculabilité des variables instantiées de 1, c’est-
a-dire d’avoir une substitution o telle que o = T'. Cette propriété est assurée par la
condition d’accessibilité [BJO02].

(ii) La seconde étape est d’obtenir ro € [H]. Comme on a '+ r:H et o =T, on peut
utiliser le lemme d’adéquation 9.2.7. Pour cela, il faut que pour toute occurrence
d’un terme g dans r, glio appartienne a U'interprétation du type de gii. C’est pour
cela qu’a été introduite la notion de fermeture calculable [BJOO02.

On se concentre sur la fermeture calculable. Comme nous ’avons vu, elle doit spécifier
quels termes de la forme gil peuvent apparaitre dans le membre droit d’une régle dont le
membre gauche est fT. Pour aboutir 4 une relation fortement normalisante, il faut qu’il y
ait une forme de décroissance entre fl et gu. Pour ce faire, nous comparons les arguments
des termes gii et fL.

Essayons maintenant de voir comment utiliser les types inductifs pour effectuer cette
comparaison. L’idée est de définir une interprétation de ces types en utilisant une induc-
tion sur les ordinaux dénombrables a € O (voir la section 9.3.4).

Soit un ensemble de types de base By, une signature (Xo,T) typée sur 7 « (Bo) et un
ensemble C de types inductifs sur (B, Lo, T) tels que tout C € By est un type inductif.
Pour chaque classe d’équivalence € de ~p,, on définit I'interprétation [C[(a) de C € €
par induction sur 'ordinal dénombrable a € O comme suit.

On raisonne par induction sur <p,. Soit € une classe d’équivalence pour ~p; et sup-
posons définie

o] = JIPlw (11.4)

acO
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11.2 Terminaison avec types inductifs

pour tout D € <%O. Etant donné C € €, linterprétation [C](a + 1) est définie de telle
sorte que pour tout ¢ € C de type

() = Th=---=2Th=C,
et tous termes tq,...,tn, on ait
cty...tn € [Cla+1) si et seulement si vie{l,...,n}. ti€[Tifela), (11.5)

ou [TiJe(a) est interprétation de T; dans laquelle les D € € sont interprétés par [D](a).

Notons que la condition de positivité des types inductifs implique qu’on ait D <g, C
pour tout D € By apparaissant dans Ty, et de plus que toute occurrence d'un D € € dans
T; soit & une position positive. D’apres la proposition 10.2.4, ceci implique la monotonicité
de la fonction [Ti]e( ).

Etant donnée une classe d’équivalence ¢ pour ~p,, un type T tel que tout D € By
apparaissant dans T soit dans Sgo, et un terme t, on définit o¢ v(t) comme étant le plus
petit ordinal a € O tel que t € [T]e(a).

Remarque 11.2.12 La définition de [D] donnée en (11.4) fait intervenir une union. Or
on a vu au chapitre 10 que 'union est problématique pour les familles de réductibilité.
En fait, dans le cas de (11.4) il n’y a pas de problémes car c’est une union cumulative :
on a [D](a) C [D](b) pour tous a,b € O tels que a < b.
Ainsi, concernant la propriété (11.5), étant donnés a,b € O avec a+ 1 < b, on a
cty...tn € [C](b) sit; € [Ti]e(a) pour tout i € {1,... ,n}

Evoquons maintenant deux critéres de terminaison s’appuyant sur les types inductifs.

11.2.3.(a) Schéma général

Tout d’abord, abordons le critére introduit dans [JO91| puis développé dans [BJO02].
On suppose que les types inductifs C € By sont strictement positifs, c’est-a-dire tels que
dans le type

() = T1=---=>T.=C,

d’un c € C, ou, pour tout i € {1,...,n}, Tj est un type de la forme
Uy=-=Uy=8B,

alors, pour tout j € {1,...,m}, aucun D ~p;, C n’apparait dans U]1 Par exemple, les
types inductifs Bool, Nat et Ord de I’exemple 11.2.6 sont strictement positifs.
Dans ce cas, par la propriété (11.5) on a

oc(cty...th) > oc(tiug ... um)
si (11.6)
(i = Wh=---=>U,=C et Vje{l,...,m}. U.)'E[[Uj]]).

Le critére de terminaison proposé dans [BJO02]| est une condition syntaxique reposant
sur (11.6). Il permet par exemple de montrer, pour les termes typés de A (Bop, Lo, T),
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Chapitre 11 Types contraints pour la normalisation forte

la normalisation forte de la (-réduction combinée aux relations de réécriture issues du
systéme e de la section 11.2.1, et des systemes —minus, Fplus €t = de la section 11.1.

Par contre, il ne peut pas prendre en compte le systéme —q;, de 'exemple 11.1.5. Ceci
est di au fait que la régle

div(Sx) (Sy) g S (div(minusx (Sy)) (Sy)) (11.7)

en fait un systéme non simplement terminant.

11.2.3.(b) Terminaison avec types annotés

Nous allons maintenant présenter un critére de terminaison prenant en compte la
régle (11.7). Remarquons que les régles de réduction de +—minys suggérent que pour tous
t,u € [Nat], on ait

oNat(St) > onat(minust (Su)) .

Les types annotés permettent d’internaliser cette information dans le systéme de types.
L’idée est d’annoter les types inductifs C par des ezpressions de taille définies par la
grammaire suivante :

acS == o | 0| a+1 | oo,

ol « appartient & un ensemble infini dénombrables de variables Vs. On a aboutit a la
syntaxe suivante pour les types annotés :

TUe 7. «s(Bo) = c* | C | U=T | TxUu,

ou C € By et a € S. L’interprétation des types est alors définie en utilisant des assigne-
ments p: Vs — O, et en posant [Cpn =4er [C](1(a)).

Cette idée a été initiée dans [HPS96|, puis développée dans [BFG 04, BGP05, Abe03,
Abe04, Abe06] dans le cas du A-calcul avec point fixes. Elle a été étendue au calcul des
constructions avec réécriture [Bla04, Bla05al, et au calcul des constructions avec fonctions
définies par point fixes [BGPO06].

Pour utiliser les types annotés dans un critére de terminaison, on associe aux symboles
f € Lo un type annoté ts(f) € 7- «s(Bp), et on montre qu'’ils en respectent les annota-
tions. Considérons par exemple le type des constructeurs de Nat et du symbole minus de
I’exemple 11.1.4 :

0: Nat® S: Nat* = Nat*!! minus : Nat®* = Nat = Nat® .

Le régles de typage des types annotés sont les mémes que celles de A (Bo, X, T). En
ce qui concerne les symboles f € Ly, on s’autorise n’importe quelle instantiation des
variables de taille de Ts(f) par des expressions de taille a € S.

Par exemple, en dénotant par I' g t : T les dérivations de typage avec types annotés
on obtient :

x: Nat* g Sx : Nat®"! et x :Nat*,y:Nat ks minusxy : Nat®.

250



11.2 Terminaison avec types inductifs

On peut dans ce systéme montrer la normalisation forte de —minus (voir [Bla04]). Le
symbole div a le type suivant :

Ts(div) =g Nat® = Nat = Nat®.
On peut alors typer la régle (11.7) de la maniére suivante :

x :Nat* y: Nat g div (Sx) (Sy) . Nat**!
et x : Nat®,y : Nat Fs S (div (minus x (Sy)) (Sy)) : Nat®! .

L’argument de terminaison pour cette régle est que dans le membre gauche, le symbole
div est utilisé avec le type Nat®*! = Nat = Nat®*!, alors que dans le membre droit
il est utilisé avec le type Nat® = Nat = Nat®. Il y a donc une décroissance dans les
annotations des types des arguments de div.

Cette formulation de 'argument de terminaison dans les types des arguments des sym-
boles est trés flexible. Elle permet par exemple de ne pas se limiter aux types strictement
positifs, comme c’était le cas a la section 11.2.3.(a).

Un exemple de type positif mais non strictement positif est le type Cont des continua-
tions défini a 'exemple 11.2.6. Rappelons qu’il a un constructeur C de type

T(C) = ((Cont = Nat) = Nat) = Cont .

Les types annotés permettent de prendre en compte la régle suivante, définissant le
symbole e : Cont = Nat :
e(Cx) mPe xe.

La particularité de cette régle est que e apparait dans le membre droit sans que lui soient
appliqués d’arguments. Le symbole e et le type Cont sont utilisés dans [Mat00| écrire un
algorithme de parcours en largeur d’arbres binaires. Avec les types annotés

T5(C) =qer ((Cont®) = Nat) = Nat) = Cont*"’ et Ts(e) =gef Cont®* = Nat ,
on a

x: (Cont* = Nat) = Nat Fg e (Cx) : Nat
et x: (Cont* = Nat) = Nat Fg xe : Nat .

L’argument de terminaison est que e est utilisé avec le type Cont®*' = Nat dans le
membre gauche et avec le type Cont® = Nat dans le membre droit.

Considérons maintenant le cas du symbole pivot, défini & I'exemple 11.1.7. On se
concentre sur la régle (11.1) :

pivot x (consy 1) +—pivor ite(> y x, (71 (pivot x 1), consy (72 (pivot x 1))),
(consy (717 (pivot x 1)), 712 (pivot x 1)))

Rappelons que le symbole pivot a pour type

T(pivot) = Nat = List = List x List .
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Pour montrer la normalisation forte de —pivot, on peut lui donner le type annoté
Tg(pivot) =qef Nat = List®* = List™ x List* .

Ceci est suffisant pour montrer que le tri QUICKSORT utilisant pivot est fortement norma-
lisant. Cependant, ce type ne refléte pas le fait que la fonction définie par ot découpe
la liste qui lui est passée en argument en deux listes, la taille de la liste en entrée étant la
somme des tailles des listes en sortie. Or, cet argument est nécessaire pour montrer que
QUICKSORT préserve la taille de la liste a trier.

11.2.3.(c) Des types annotés aux types contraints

Nous allons maintenant voir comment affiner les types annotés pour pouvoir prendre
en compte le systéme ot de maniére plus satisfaisante.

On veut exprimer le fait que pivot x | renvoie une paire de listes dont la somme des
tailles est égale a la taille de 1. Cela revient a dire que

pivot : Nat = List* = ListP' x ListP2 avec x=p1+p2,
ce qui peut étre formulé de la maniére suivante :
pivot : Nat = V. List* = 3B1B2 (x = B1 + B2). ListP1 x ListP? . (11.8)

Remarque 11.2.13 Notons que le type donné en (11.8) pour pivot n’est réellement
représentatif du comportement de —pivor que si List™ représente les listes de taille exac-
tement «, au lieu de représenter les listes de taille au plus @, comme c’est le cas avec les
types annotés de la section 11.2.3.(b) (voir la remarque 11.2.12).

Ainsi, on s’'intéresse a des types contraints.

11.3 Un systéme de types contraints

Cette section est consacrée a la présentation d’un systéme de types contraints. Avant
d’entrer dans les détails, nous tentons d’en expliquer de maniére informelle quelques
points importants.

Supposons que nous disposons d’un ensemble de formules @. On considére des types
annotés dont les annotations peuvent étre gardées par des formules P € @, et dont
les variables de taille peuvent étre quantifiées universellement et existentiellement. On
considére donc des types qui peuvent étre de la forme

VaP. T ainsi que JaP.T .

La sémantique naturelle pour ces contraintes est de les interpréter respectivement par
des intersections et par des unions :

[[V(XP-T]]H = ﬂae{a | u[a/oc]lzP}[[T]]u[a/‘x] )
[[EI(XP'T]]”' = Uae{a | u[a/odlzP}[[T]]p'[a/od :
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11.3 Un systéme de types contraints

De plus, ces types sont interprétés comme des singletons : par exemple [Nat](a) ne
contient plus les entiers de taille inférieure ou égale & a, mais les entiers de taille exac-
tement a (voir aussi la remarque 11.2.13). Ainsi, [JaP.T]u est interprété par une union
possiblement disjointe, et cela pose des difficultés d’aprés ce que I'on a vu au chapitre 10.
On revient sur ce point & la section 11.4.1.

Une approche similaire a déja été développée pour le langage ML par Xi dans [Xi02],
en s’appuyant sur le systéme de types développé dans [Xi98]. Il s’agit de types dépendants
dans le sens ou les quantifications V et 3 au niveau des types sont reflétées au niveau des
termes.

Cette formulation se comporte trés bien en tant que systéme de types. En particulier,
la contrainte existentielle est représentée par une somme dépendante, qui a ’avantage de
ne pas nécessiter d’union dans son interprétation.

Cependant, avec les types dépendants, 'information de typage se retrouve au niveau
des termes, et de ce fait les informations de taille manipulées dans les types apparaissent
au niveau des termes. Un tel systéme n’est donc pas directement utilisable comme critére
de terminaison pour Asr (Bo, Lo, T). Pour pallier a ce probléme, Xi [Xi98] développe une
approche & deux niveaux : l'utilisateur écrit sont programme dans un langage proche de
ML et un mécanisme d’élaboration infére les annotations sur les termes qui correspondent
au typage dépendant.

Nous avons choisi pour notre systéme d’essayer une approche différente. Nos types
contraints sont typés de maniére implicite (sauf pour I’élimination de la quantification
existentielle — nous revenons sur ce point a la section 11.3.2), et nous avons défini un
algorithme de vérification de typage adapté, présenté a la section 11.3.3.

Il y a deux autres différences importantes entre notre systéme et le systéme de Xi [Xi02].
D’une part, nous nous intéressons a la réécriture alors qu’il s’intéresse aux définitions de
fonctions par point fixes, et d’autre part nous nous intéressons a la normalisation forte
de termes non clos alors qu’il s’intéresse a la terminaison de la réduction en appel par
valeur sur des termes clos.

11.3.1 Types et contraintes

Dans cette section nous définissons formellement le systéme de types contraints que
nous utilisons pour notre critére de terminaison.
De méme que Xi [Xi02], nous ne considérons que des types inductifs du premier ordre.

Définition 11.3.1 Soit C un type inductif sur (Bo, Lo, T) et soit € sa classe d’équivalence
pour ~p,. Alors C est un type inductif du premier ordre si pour tout c € C, on a

©(c) = D= =Dhk=CGn=-=C=C,
ot Di€<%~0 pour tout 1 € {1,...,k} et C; € € pour tout 1 € {k+1,...,n}.

Exemple 11.3.2 Les types inductifs Bool, Nat et List de I’exemple 11.2.6 sont des types
inductifs du premier ordre.

253



Chapitre 11 Types contraints pour la normalisation forte

Nous allons maintenant voir quelles sont les contraintes que nous considérons, et com-
ment elles sont interprétées. Ensuite, nous définissons les types contraints et enfin nous
définissons une relation de typage contraint qui leur correspond.

11.3.1.(a) Contraintes

L’intérét des types inductifs du premier ordre est qu’ils peuvent étre interprétés par
induction sur N. Ainsi, nous pouvons utiliser des contraintes de 'arithmétique de Pres-
burger pour les types inductifs C € By et des contraintes booléennes pour Bool.

Définition 11.3.3 Soit & une signature multisortée, au sens de la définition 1.1.20,
contenant

— les sortes nat et bool,

— les opérations t : bool et f : bool ainsi que 0,1 : nat, 4+ : nat X nat — nat et

max : nat X nat — bool ;

soit de plus Vs = Vspool W Vsnat un ensemble dénombrable de variables de taille et P une
signature contenant = , < et <

L’ensemble F(P,S,Vs) des contraintes brutes est défini par la grammaire suivante :

C,DeFP G Vs u= T | Plaj,...,an)
| CAD | CVvD | Co>D
| 3Ix.C | VaD
ou P € Pn, ay,...,an € Ter(S,Vs) et ou & est une séquence de variables de taille deux

& deux distinctes. On désigne par FVs(C) l'ensemble des variables de tailles libres dans
la contrainte brute C.

L’ensemble ® (P, S, Vs) des contraintes est I’ensemble F(P,S,Vs)/=, ot = est la plus
petite relation d’équivalence sur F(P, S,Vs) telle que

I&PAIB.Q = 3FEB.PAQ si B ¢ FVs(P),
V&.PO(VB.QDOR) = VEB.(PA Q) DR  sip¢&FVg(P)
Q&B.P = OQBA.P si Qe{v, 3.

Les variables de taille & sont liées dans les expressions de la forme Q&.P, ou Q € {V, 3},
et les contraintes sont identifiées modulo renommage des variables liées. On ne détaille
pas cette construction, qui peut étre définie pour les contraintes de maniére analogue &
ce que 'on a fait & la section 1.2.

On désigne par C[d/&] la substitution sans capture de d pour & dans la contrainte C
et par FVg(C) I'ensemble des variables de tailles libres dans la contrainte C. Lorsque que
le contexte le permet, on écrit FV(C) pour FVg(C).

Voyons maintenant comment ces contraintes sont interprétées.

Définition 11.3.4 On désigne par ® = (Ds)seibool nat} une S-algebre telle que
— Dpool = {t,f} avec tp =t, et fp =1,
— Dnat = N, dans lequel les opérations 0,1, + et max sont interprétées de facon
standard.
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Les termes de 7er(&,Vs) sont interprétés dans © via des assignements u: Vs — 2
respectant les sortes : pour tout s € {bool, nat}, on a pu(a) € D si x € Vs,

On g’intéresse a la satisfaction des formules de ®(P,S,Vs) dans ®, qui est définie
de facon standard, ou T est interprétée par la proposition toujours vraie. Etant donné
C e ®(P,6,Vs), on écrit p = C si la formule C est satisfaite par p dans ®. Notons que
pour tout d € Ter(&,Vs), on a u = Pld/A] si et seulement si u[p(ad)/& = P.

11.3.1.(b) Types contraints

On considére des types annotés dont les annotations peuvent étre gardées par des
formules P € ®(P, S, Vs), et dont les variables de taille peuvent étre quantifiées univer-
sellement et existentiellement.

Définition 11.3.5 (Types contraints) Soit By un ensemble de types de base, une
signature P, une signature multisortée & et un ensemble de variables Vs vérifiant les
conditions de la définition 11.3.3.

(i) L’ensemble T« (Bo, ®(P,S,Vs)) des types contraints sur @ (P, S,Vs) avec types
de base dans By est défini par la grammaire suivante :

U=T | TxU

TUeT.«(By, ®(P,G,V5)) = Ba
\
| V&P.T | 3Ja&P. T

ot B € Bogool, a € Ter(&,Vs), k€ Vs et P € O(P,S,)5).

(ii) L’ensemble des types contraints simples sur ®(P,S,Vs) avec types de base dans
Bo est défini par la grammaire suivante :

TU := 3aT.B® | U=T | TxU,
ol B € Bogool, a € Ter(S,Vs) et & € Vs.

De méme qu’avec les contraintes, les variables de taille & sont liées dans les expressions
de la forme Q&P.T, ou Q € {V, 3}, et les types contraints sont identifiés modulo renommage
des variables liées.

On désigne par T[d/d] la substitution sans capture de d pour & dans le type T, et par
FVs(T) ensemble des variables de taille libres dans le type T. Lorsque que le contexte le
permet, on écrit FV(T) pour FVg(T). De plus, on écrit 3&.T (resp. V&.T) pour désigner
J&XT.T (resp. V&T.T).

Définition 11.3.6 Parmi les types contraints sur ®(P,S,Vs) avec types de base dans
By, on distingue
— les types annotés basés sur les produits :

TU€Tx(Bo,&,V) == B® | TxU

ot B € Bogool €t a € Ter(6,Vs),
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— les types contraints basés sur les produits :
T € T3yx (Bo, ®(P,6,V5)) == B | F&P.T | VaP.T
out IX.P, B e T« (By,5,Vs), Pc ®(P,5,V5) et & € Vs.
Lorsque le contexte le permet, on désigne T3y« (Bo, (P, S,Vs)) par Tayx.

Remarque 11.3.7 Les types contraints basés sur les produits sont les « 3-basic types »
de [BROG6] étendus au cas de la quantification universelle.

Exemple 11.3.8 Voici le type contraint qu’on peut donner aux constructeurs des types
Nat et List :

Ts(0) =ger Nat® T5(S) =ger V. Nat* = Nat®+!
ts(nil) =gor List® Ts(cons) =gor Nat = Ve List® = List*! .

Comme on I’a vu en (11.8), il peut étre intéressant de typer le symbole pivot de la maniére
suivante :

ts(pivot) = Nat = Vo List* = 3B1P2 (o« = B1 + B2). ListP1 x ListP2 .

En effacant les contraintes et les annotations de taille, les types contraints corres-
pondent aux types simples avec produits et les types contraints basés sur les produits
correspondent aux types basés sur les produits, au sens de la définition 9.1.31.

Définition 11.3.9 On définit la fonction () : 1=« (Bo, @ (P, 6,V5)) — 1=« (Bo) par
induction de la maniére suivante :

B =44 B siBe By,
QaP.T =def T st ©Q € {4,V},
UST =45 UZT siZe{=x}.

Sits:Zo— Tox(Bo, @(P,6,Vs)), alors Ts désigne la fonction de Ly dans 7= « (Bo)
telle que 1s(f) = Ts(f) pour tout f € Lo. De plus, il est clair que T € 7 (Bp) pour tout
Te 7-3V>< (BO) @(P‘ 6) VS))

11.3.1.(c) Typage et sous-typage contraints

Nous terminons cette section par la relation de typage pour les types contraints. Les
régles de typage pour les quantifications universelles et existentielles sont dérivées des
régles standard [MPS86], excepté la régle (3E) d’élimination de la quantification exis-
tentielle, sur laquelle nous revenons & la section 11.3.2.

Les jugements de typage sont de la forme

CGre=+:71,

ou C € O(P,6,)s).

256



11.3 Un systéme de types contraints

La sémantique de ces jugements repose sur 'interprétation des types définie a la sec-
tion 11.4. Pour le moment, supposons donné, pour chaque type contraint T et chaque
assignement (1 : Vs — D, un ensemble [T € SN sr. Alors, comme nous le verrons au
théoréme 11.4.24, C;T" F t: T signifie que pour tout (u, o),

(uEC A V¥xeDom(l). ox)e[lx)]u) = toe[T]n.

D’autre part, on utilise une relation de sous-typage qui est basée sur les inclusions entre
interprétations de types contraints. Dans notre cadre, il est intéressant de la formuler sous
forme de génération de contraintes. Ainsi on définit une contrainte ||T T U], telle que,
comme le nous verrons & la proposition 11.4.22,

V. pE[TEU| = [TJpc[U]p.

Définition 11.3.10 FEtant donnés T,U € T_ « (Bo, ® (P, S, Vs)), on définit la contrainte
de sous-typage ||T C U|| par induction sur (T,U) comme suit :

B¢ C Bb” =def @a=Db,
IM=TCW=W| =4 [WLCTIAITCW]|,
MxTLEW x U =4 [TIEW[A[T2E U,

ITC3&PU| =g 3& PATCU| si & ¢ FV(T) et T#3BQ.V,
|3&PTC U| =4 V& PO[TCU| si & ¢ FV(U)

ITCV&PU| =45 VY& PO|TCU| si & ¢ FV(T)

IVGPTC U|| =gy 3& PATCU| si & ¢ FV(U) et U#VYBQ.V .

Remarque 11.3.11 La définition 11.3.10 peut paraitre ambigué dans les cas
IV&PTC3RQ.U| et |3&P.TCVAQ.UJ .

En effet, si & ¢ FV(Q,U) et B ¢ FV(P,T), on a

IV&P.T C 3pQ.U| = 3&P A Q A TCul)
et |V&P.T C 3BQ.UJ B.Q A Ja(P A TCU|);
ainsi que
|3&P.TCVAQ.U| = V& P D VAE.(Q D |TCul)
et |FEPTCVRQU| = VA.Q D V& (P D |TCUl)

L’ambiguité est levée par le fait que ces formules sont identifiées dans ® (P, S,Vs). On a
en fait .
IV&P.T C 3pQ.U|| =

3&B.Q A P A TC U,
|I3&P.T C VRQ.U| B

J&
Vap. (Q A P) o |TCU|.

Remarque 11.3.12 Il est aisé de voir par induction sur T € T« (Bo, ® (P, S, Vs)) que
la contrainte ||T T T|| est valide (c.-a-d. satisfaite par tout assignement). Dans ce qui
suit, nous l'identifions & la contrainte T.
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Exemple 11.3.13 Comme les types contraints sont des « types singletons », le type
Nat® n’est un sous-type de Nat® pour Iassignement p que si p(a) = p(b). Par contre,
Jo P. Nat* est un sous-type de J. Nat* pour tout P € ®(P, S, X).

D’autre part, on a

Fooa=pB1+pB2 D |Listh x ListP2 ™ C Jyiy, (e +1 =71 +v2). List”" x List??|| ,

car la contrainte ||ListP1 ™1 x ListP? T J3yqy, (o + 1 =v7 +v2). ListY" x ListY?|| est, par
définition,

Fviva. (a+1=vi+v2) AN (vi=p1+1) AN (y2=02).

Notre relation de typage peut étre vue comme une version implicite de la relation de
typage de [Xi98|.

Définition 11.3.14 On appelle contextes contraints sur 7 x (B, @ (P, &,V5)) les paires
CT o Ce ®(P,5,Vs) et T est un contexte a valeurs dans T « (Bo, @(P, S, Vs)).
Soit Ts: Lo — T« (Bo, @(P, G, Vs)).

(i) La relation de typage C;T Frg t: T, o0t € Ag(Zo), T € T« (Bo, ®(P,S,V5)) et
C;T est un contexte contraint sur T « (Bo, @ (P, &,Vs)), est la plus petite relation
satisfaisant aux régles de la figure 11.1.

(ii) On désigne par As(Bo, ®(P,S,Vs), Lo, Ts) le systeme dont
— les termes sont ceuz de As(Bo, Lo, Ts),
— les types sont les éléments de T « (Bo, ® (P, S,V5)),
— la relation de typage est C;T g t: T,
— la relation de réduction est la relation —s.

(iii) St R est un systéme de réécriture conditionnelle typé sur As(Bo, Lo, Ts) (voir défi-
nition 11.1.1) tel que la relation —sg est confluente sur SN sr, alors on désigne
par Aswr (Bo, @ (P, S,Vs), Lo, Ts) le systeme identique a As(Bo, @ (P, S,Vs), Lo, Ts),
sauf pour la relation de réduction qui est —sr.

Remarque 11.3.15 Notons que contrairement a [Xi02], pour le typage de ite(b, t1,t2)
par la régle (Bool), le typage de t1 et t, ne dépend pas de b. Cela est dii au fait que ’'on
s’intéresse a la normalisation forte, et non pas a la normalisation faible.

Enfin, mentionnons une propriété importante, qui est une forme d’affaiblissement pour
les contraintes.

Lemme 11.3.16 (Affaiblissement) Si C;I'-t:T et-D D C alors D;T'H1t:T.

PREUVE. Par induction sur C;I" = t : T. On raisonne par cas sur la derniére régle
utilisée. Les seuls cas qui ne suivent pas directement de I’hypothése d’induction sont
ceux des régles (V1) et (3E). Les deux cas sont similaires : en appliquant le lemme 1.2.10
a VAP.T et 3XP.T, on peut supposer que & ¢ FV(D), et le résultat suit de I’hypothése
d’induction. ]
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A S I) ————— (feX
AX) e Tre T (SYBD) & (e 2o
Chx:UFt:T Cr't:uU=T Cl''Fu:u
(=1 C'EFaxt:U=T (=E) C'Ftu:T
CGlrHt1: T Clkt: Ty CGIrrt: Ty xTy .
I E 1,2
D ) < T B e e, Getha

C:T'+ b : Bool ClEt:T Clkty:T
Bool ! ! ! T € 7= By, © S
(Bool) CT el . o) T (T € Tyx (Bo, ®(P,S,Vs)))

Cre=t:T Clhx:TFHu:U
CThletx=tinu:U

(let)

CAP:-THt:T FCOH3EP
C:TFt:VapPT (& ¢ FVIC,T)

(V1)

CTIkt:VaP.T FC > Pla/&]
CIt:Tla/&]

(VE)

CIr=t:Tla/a] +C D Pla/&]
CIkt:3daP.T

(31)

C, Tk t:3aP.T CAPLx:TFHu:U FC>3aP
5 E Gl Fletx—tinu:U g FVIG LU

CGrIrrEt:T FCO|TCU|
Crret:u

(SuB)

Fic. 11.1: Typage contraint
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11.3.2 Elimination de la quantification existentielle

Si on fait abstraction de la gestion des contraintes, le typage de la quantification
universelle est standard. Par contre, la régle d’élimination de la quantification existentielle
n’est pas usuelle. Une régle plus proche des régles habituelles [MPS86]| serait :

CI'kt:3dxP.T CAPLx:THu:U FC > 3J&.P

CTult/x]: U (& ¢ FV(C, L))

Cependant, cette régle n’est pas trés bonne pour la vérification du typage : si on la
lit de bas en haut, étant donné un terme v, il faut chercher deux termes u et t tels
que v = uft/x], et qui de plus vérifient le typage des prémisses. Nous utilisons une
régle d’élimination de la quantification existentielle dans laquelle cette substitution est
explicitée, au moyen de la construction let x =tinwu :

C;THt:3&P.T CAPTx:TFu:U  FC>OI&P

(3E) CiTHletx=tinu:U

(& ¢ FV(C,ITU))

C’est pour cela que I'on étudie la normalisation forte dans Asg(Bo, Lo, T) et non pas
dans A- « (Bo, Xo, T). Ainsi, les termes de notre systéme contiennent un peu d’information
sur le typage des contraintes, ce qui fait que ce n’est pas un systéme de types compléte-
ment implicite.

D’autre part, la construction let x = t in u code une forme de partage d’information.
Pour le voir, détaillons le typage de la seconde régle définissant la fonction pivot de
I’exemple 11.1.7.

Exemple 11.3.17 A l'exemple 11.3.8, nous avons donné le type suivant au symbole
pivot :

Ts(pivot) = Nat = Vo List* = 3B1B2 (o« = B1 + B2). ListP1 x ListP2 .
Considérons tout d’abord la version (11.1) de sa seconde régle de réduction :

pivot x (consy 1) —pivet ite(> y x, (77 (pivot x 1), consy (72 (pivot x 1))),
(cons y (717 (pivot x 1)), 72 (pivot x 1)))

Comme dans le contexte I' =g4or %,y : Nat,1: List* on a
I'E pivot x (consy 1) : IB1P2 (x+1 =P+ Ba). ListP x ListP2 | (11.9)

on voudrait avoir

I'tite(> y x, (717 (pivot x 1), consy (72 (pivot x 1))),
(consy (7171 (pivot x 1)), 72 (pivot x 1))) © 3B1B2 (x =P+ B2). ListPr x ListP2

Or ce terme fait intervenir pivot x 1, qui a un type existentiel

MEpivotxl @ 3PPz (= P71+ B2). ListPr x ListP? . (11.10)
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Pour pouvoir typer le membre droit de la régle (11.1), il faut éliminer ce type existentiel
et pour cela appliquer la régle (3E). On utilise donc la version (11.2) de la régle (11.1) :

pivot X (consy 1) ot let z= (pivot x 1) in
ite(> y x, (717 z, consy (7 z)),
(consy (77 z), 72 2))

On a

x=B1+p2; Nz:Listh x ListP2 + (my 2, consy (m2z)) : ListP x ListP2+]
(consy (my z), maz) : ListP1 x ListP2

D’autre part, d’aprés I'exemple 11.3.13, on a

Foa=B1+B2 D |ListP ! x ListP2 C Fyyys (a+ 1 =77 +v2). List?" x List??||
Foa=PBr+p2 O |ListPt x ListP " T Jypys (a1 =71 +v2). List” x List?||

En utilisant > avec le type
Ts = Nat = Nat = Bool ,
il s’en suit que dans le contexte contraint « = 1+ B2 ; Nz : ListP! x ListP2, on a

ite(> y x, (717 z, consy (73 z)),

(consy (717 z), 73 2)) : vy (e +1 =177 +v>2). ListY" x List¥2 (11.11)
En appliquant la régle (3E) a (11.10) et (11.11), on en déduit que
I'tlet z= (pivot x 1) in
ite(> y x, (717 z, consy (7 z)),
(consy (17 z), 2 2)) : vy (e + 1 =77 +7y2). ListY" x List¥2

ce qui correspond bien & (11.9).

Remarque 11.3.18 On peut essayer d’interpréter la régle (3 E) de la maniére suivante :

Dans la régle de réécriture (11.1), le terme pivot x 1 qui a un type existentiel apparait

a plusieurs endroits. Ainsi, dans un systéme local comme la déduction naturelle, on

ne pourrait pas éliminer les quantifications existentielles des différentes occurrences de

maniére indépendante (par exemple en les remplagant par des variables d’unification).
C’est ce a quoi sert la seconde prémisse de la régle (AE) :

CGTIk+t:3aP.T CAPLx:TFu:U FC > 3da&.P
CTEletx=tinu:U

(& ¢ FV(C, L U))

Elle dit que dans u[t/x], on peut utiliser plusieurs copies de t, dans la mesure ou ses
variables existentielles sont instantiées par des variables fraiches, qui sont les mémes
pour chaque copie.
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Remarque 11.3.19 (Préservation du type par réduction) A cause de notre utilisa-
tion du let comme une substitution retardée, les types ne sont pas préservés par réduction.
Par exemple, dans le contexte I' =gor x : Jox. Nat®,y : Voo. Nat* = Nat* on ne peut pas
dériver T;T F yx : Jo. Nat™.

D’un autre coté, on a let z = xinyz = Yx et comme on peut facilement dériver
T;T,z: Nat* - yz : Jx. Nat*, on en déduit que

T;TF x: Ja. Nat® T;T,z: Nat®* - yz : Ja. Nat®

JE
(3E) T;TFlet z=xinyz: Jx. Nat*®

Ceci n’est pas génant dans notre cas. En effet, ce qui nous intéresse, c¢’est la normalisation
forte des termes typables dans le systéme sans contraintes Asr(Bo, o, T), et on utilise
les types contraints uniquement pour raisonner statiquement sur les régles de réécriture.

11.3.3 Vérification du typage

Nous abordons maintenant la vérification du typage contraint. La question qui nous
intéresse est la suivante : étant donnés C, I', t et T, a-t-on C;T" F t : T? Ce probléme
semble indécidable dans notre systéme. Nous pouvons cependant donner un ensemble de
régles d’inférence, a partir desquelles on peut dériver un algorithme partiel de vérification.

D’une maniére analogue au processus d’élaboration de Xi [Xi98|, nous définissons
deux relations, I'une de synthése et 'autre de vérification de type, chacune générant
une contrainte.

La relation C;T' F t T T de synthése de type. Etant donnés T" et t, cette relation essaye
de générer une contrainte C et de synthétiser un type T tels que C;T'+1t:T.
La relation C;T" F t | T de wérification de type. Etant donnés T, t et T, cette relation

essayer de générer une contrainte C telle que C;T'Ft: T.

Ainsi, de méme que dans [Xi98]|, ces relations de synthése et de vérification de type

mélangent deux paradigmes de U'inférence /vérification de type :

— L’inférence/vérification de type bi-directionnelle, voir par exemple [DP00, Abe04],
dans laquelle sont utilisées une relation d’inférence de type et une relation de
vérification de types. Le processus d’inférence/vérification de type passe de I'une a
I’autre en fonction des changements de polarité.

— L’inférence/vérification de type par génération de contraintes, telle que présentée
par exemple dans [SP07].

Définition 11.3.20 Les relations C;T'F t T T de synthése de type et C;T =t | T de
vérification de types sont définies sur la figure 11.2.

Théoréme 11.3.21 SiCi'Ht [ Tou CTEETT alors C;THt:T.

PREUVE. Par induction sur la définition des relations C;I'=t | Tet GGt TT.
(TAX) et (TSYMBI). Ona T;Tx:Thkx:Tet T;TFf:x(f).

(T= E). D’aprés I’hypothése d’induction et le lemme 11.3.16 on a CAD;TFt: U= T
et CAD;THu:U,doa CAD;T F tu.
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(T Ax) (T SymB1I)

TThx TrxlT TrrfTam (€2

CGlr=ttTu=T D;sTFu| U
CAD;TEtuTT

(T=E)

Ci;THFH1TTh Ci;THt2TT, CIeEtTTy xT,

XD = A TF ) 1T < T (TxE) —ermr . <002
C:THt1VaPT
(TYE) xprrory (@2FVICT)
T 3E) C:THt7T3&PT D:fx:TFuTU & ¢ FV(C,T)
CAJAPAVE(PDOD);THletx=tinuT3IxPU | n>0
CIx:UrFt|T
(=1 Gkt U=T
C:THb [ JaBool® D:lFt; [T ETHt, [T
Bool T O
(1 Bool) CADAETE itelb, by 10 LT (T € Tayx(Bo, ©(P, S, V5)))
CrHt T B
UYD szpAvarp s onrrtpvapT (& ¢ VD)
C:THtTVaP.T
E
(L )CAPRU&hFFtLTmyﬂ
CTHt|T
(lHU(L&RFFtLH&RT
(3p) _GPEtT3aPT Db Thull o on)

CAJaGPAVA(PDODD);THletx=tinu] U

Cr=ttu
CAJUCT|TELLT

(1l Sus)

F1a. 11.2: Vérification du typage contraint
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(T xI). D’aprés 'hypothése d’induction et le lemme 11.3.16 on a C; ACyT F 41 : Ty
pour tout i € {1,2}, d’ou C; ACx T F (t1,t2) : Ty x To.

(T xE). Par hypotheése d’induction.

(T VE). D’aprés ’hypothése d’induction et le lemme 11.3.16 on a CAP;T'F t: V&P.T,
d’ot CAP;TFt:Tcar - (CAP)DP par hypothése.

(T 3E). Posons E =gef C A JXP AVE(P D D). D’aprés 'hypothése d’induction et le
lemme 11.3.16, on a E;T F t: 3&P.T et EAP;Ix : T F u : U Il s’en suit que
EAP;x:THuw:3d&P.Ucar - (EAP)DP.

D’autre part, on a - E D 3&P et & ¢ FV(E, T, d&P.U) car & ¢ FV(C,T).
On en déduit que E;T F let x =t in w: 3&P.U.

(l=1). Par hypothése d’induction.

(] Bool). Par hypothése d’induction et en utilisant le lemme 11.3.16.

(1 VI). Posons E =4 AGPAVE(P D C). Par 'hypothése d’induction et le lemme 11.3.16,
ona EAP;THt: T, dou ;T H t:VA&PT car HF E D 3&P et & ¢ FV(E,T) car
a ¢ FV().

(] VE). Posons E =4 CAP[d/d]. D’aprés 'hypothése d’induction et le lemme 11.3.16,
onaETFt:V&P.T,don E;T'Ht:T[@/&] car H E D Pld/&].

(L 31). D’apres I’hypothése d’induction et le lemme 11.3.16, on a CAP;THt: T, d’ou
CAP;T'+1:3&P.T car - (CAP)DP.

(] 3E). Posons E =g C A J&XP AVE(P D D). D’aprés 'hypothése d’induction et le
lemme 11.3.16, on a ;T Ft:3&P.T et EAP;x: TFuw: .
D’autre part, on a - E D> Ja&P et & ¢ FV(E,T,U) car & ¢ FV(C, T, U).
On en déduit que E;T Fletx =tinu: L.

(1 SuB). Par hypothése d’induction et en utilisant le lemme 11.3.16. O

Remarque 11.3.22 Pour vérifier que C;I" - t : T est dérivable, on peut essayer de
générer une contrainte D telle que D;T" =t | T. Par le théoréme 11.3.21, on en déduit
que D;T'F1: T, donc d’aprés le lemme 11.3.16, on a C;T'Ht:Tsi-C D D.

Exemple 11.3.23 Nous allons voir comment dériver une contrainte C et un type T tels
que C;T + pivot x L T T dans le contexte ' =ger x : Nat, 1 : ListY.

Rappelons que par convention Nat est une notation abrégée pour Ix. Nat®. De plus,
pour alléger les notations, nous ne faisons pas apparaitre la contrainte T.

Pour inférer le type de pivot x 1, il faut commencer par inférer le type de pivot x. Comme
on a

T F pivot T Nat = Vy. List¥ = 3518, (y = &1 + 62). List® x List®? |
on en déduit par la régle (T= E) que

C;T F pivot x T Vy. ListY = 3618, (y = & + 62). List® x List® |

ou C;T'Fx | Nat. De plus, on a C = ||[Nat C Nat|| car ;I x T Nat.
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Or, la contrainte |Nat T Nat|, est en fait |3a. Nat* T 3p. NatP||, c’est-a-dire
Vo. 3f.a = B. Cette contrainte est évidemment valide (voir aussi la remarque 11.3.22),
et on lidentifie 4 T.

Ainsi, en utilisant (T VE) on obtient

T F pivot x T ListY = 3615, (y = &1 + 62). List® x List® .

De méme, comme ;T - 17T ListY, on a ||ListY C ListY|;T" = L | ListY, ce que I'on note
‘T'F 1| List. Il s’en suit que ;T pivot x L T 35182 (y = &7 + 82). List® x List®2.

Remarque 11.3.24 Notons que dans 'exemple 11.3.23, il est capital, lors de I'uti-
lisation de la régle (T VE), de pouvoir choisir le « bon » représentant de V&XP.T pour
l'o-équivalence.

Remarque 11.3.25 Si ®(P, S, Vs) ne permet de former que des contraintes de 'arith-
métique de Presburger booléens, alors les contraintes générées par les relations C;T' 1t T
T et C;T'Ft | T sont dans I'arithmétique de Presburger avec booléens.

I est connu que 'arithmétique de Presburger est décidable [Pre29], avec une complexité
doublement exponentielle par rapport a la taille de la formule [FR74].

Dans notre cas, il nous semble que cette complexité élevée n’est pas trop génante dans
la mesure ot les termes sur lesquels ont veut appliquer notre processus de vérification du
typage sont petits (ce sont des membres droits de régles de réécriture).

11.4 Normalisation forte

Dans cette section nous définissons une sémantique de normalisation forte pour le
systéme Agr (Bo, @ (P, S,V5), Lo, To). Nous montrons ensuite que cette interprétation est
adéquate dés lors que les symboles sont calculables et que I’on dispose d’une interprétation
des types de base vérifiant certaines propriétés. Enfin, nous définissons une interprétation
singleton des types inductifs qui satisfait ces propriétés.

Rappelons qu’étant donné un ensemble de régles conditionnelles vérifiant les conditions
de la définition 11.1.1, la relation de réécriture —sg est I'union de la relation

=5 =det —pU2xU Dite U et
et de la relation de réécriture S-conditionnelle par joignabilité issue de R (voir sec-

tion 4.1), que l'on désigne par —g.

11.4.1 Sémantique de normalisation

Les types T € T « (Bo, ® (P, G, Vs)) sont interprétés, via des assignements pw: Vs — D,
par des ensembles [T]p € SN sgr. La sémantique naturelle pour les types universels et
existentiels est d’utiliser respectivement des intersections et des unions :

[[V&P.T]]u = ﬂa’e{a ‘ u[a’/&]‘:P}[[T]]l’l[a/&] y
BaPTlw = Use@ | wasae=rm[TInla/a .
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Or, on a vu au chapitre 10 que pour certains systémes de réécriture il est impossible
d’avoir une famille de réductibilité stable par union. On aborde ici le probléme en séparant
les cas des réductions — pgyger €t des réductions —Rite-

11.4.1.(a) Termes neutres

On commence par voir quels peuvent étre les termes neutres pour notre systéme. On
va voir qu’il est intéressant d’étendre un peu le systéme pour pouvoir appliquer aux types
inductifs la méthode présentée a la section 9.3.4.

On part de ce que 'on a déja vu a la section 9.3.4. On suppose donné un ensemble
Bo de types de base ainsi qu’une signature (Zg,T) typée dans 7.« (Bg) et basée sur les
produits, au sens de la définition 9.1.31. Le type des symboles f € X, est donc de la forme

) = Th=--=>Tg=>H,

ott H € Ty (Bo).

Si on considére les contextes d’élimination définis en 9.1.19 :
Elleésx == [] | E[Jt | mE[] | mE[],

alors d’apres la remarque 9.3.15, les termes neutres sur £ x pour —pgnr sont exactement
les termes qui ne sont pas de la forme

— Ax.t,

— (t1,t2), .

— ft tels qu’il existe une régle fl —x 1, une substitution o, et des termes U avec

[i| > 0 tels que ti = lo.

On considére maintenant le cas des booléens et des types inductifs. On se place dans

le systeme Asr (Bo, o, T).

Définition 11.4.1 (Types inductifs sur les booléens) Soit By un ensemble de types
de base et (Lo, T) une signature typée sur Ty (Bogool)- Un type inductif basé sur les
booléens sur (Bg, Xo,T) est un type inductif B € By sur

(Bogool, Lo W {true, false}, TW (true, false — Bool)) .

On suppose donné un ensemble C de types inductifs basés sur les booléens sur (Bg, Z, T).
D’aprés la définition 11.2.8, on a F = X\ C.

En prenant exemple sur [Bla05b], les termes suivants ne devraient pas étre neutres :

— true, false,

— cty...t,sicelet k<ac

Nous allons maintenant voir comment cette notion de terme neutre peut étre obtenue
en suivant la méthodologie présentée a la section 9.3.4. On part de 'intuition développée
a la section 10.4.2 selon laquelle les termes non neutres sont les termes « observables »,
dans le sens ol se sont les termes avec lesquels on peut interagir. Pour cela, on va enrichir
les contextes d’élimination de maniére a produire les bonnes interactions.
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Le cas des booléens est le plus simple : comme les symboles true et false sont éliminés
par ite([ ], t,u), ce sont des termes non neutres pour — sz dans les contextes d’élimination

E[l€&sxpoar == L[] | E[It [ mE[] [ mE[] [ ite(E[],t,u).

On aborde maintenant le cas des constructeurs ¢ € C. Afin de produire les bonnes
interactions, on utilise des éliminateurs pour les constructeurs. A chaque constructeur
c € C avec ac > 0, on associe des symboles d’arité nulle dc 1, ..., dc o, appelés destructeurs.
Pour tout j € {1,..., ac} le destructeur d. ; est défini par la régle de réécriture :

dcyj (cty.. .tac) D t; .

By,Lo,7T)

Comme on veut que les constructeurs d’arité nulle ne soient pas neutres, il nous fau-
drait aussi des destructeurs pour les constructeurs d’arité nulle. La question est alors de
savoir « que détruire ». En effet, & la différence des constructeurs d’arité non nulle, les
destructeurs pour les constructeurs d’arité nulle ne peuvent pas étre des « projecteurs ».
A chaque constructeur ¢ avec a. = 0, nous associons un destructeur dc,o défini par la
régle

dc,() C l—)DC (8 ,

(By,Zg,T)
ou U est un symbole d’arité nulle, qui n’est pas dans Ly W Xgool, €6 que nous supposons
différent des d ;.

On désigne par D¢, 5, 1) (ou par D lorsque le contexte le permet) I'ensemble des
destructeurs des types inductifs de C(Bop, Lo, T). De plus, lorsque le contexte le permet,
on écrit —p pour désigner le systéme de réécriture —p, BorZort)”

Les destructeurs peuvent étre utilisés dans des contextes d’élimination donnant des
termes neutres intéressants.

Définition 11.4.2 (Contextes d’élimination) Soit By un ensemble de types de base,
(X0, T) une signature typée sur T x (Bogool) €t C un ensemble de types inductifs basés sur
les booléens sur (Bo, Lo, T). L’ensemble Ec(p, 5, 1) est défini par la grammaire suivante :

Ell€épysom == [1 | E[It [ mEl] [ mEl] [ ite(E[],t,u) | dt,
oute /\(ZS) etde DC(BQ,ZQ,T)'
Lorsque le contexte le permet on désigne &g, 5, ) par &c.

Proposition 11.4.3 Soit By un ensemble de types de base, (Lo, T) une signature typée
sur T « (Bogool), C un ensemble de types inductifs basés sur les booléens sur (Bg, Lo, T) et
R un systeme de réécriture vérifiant les conditions de la définition 11.1.1. Alors Ec(p, 5, )
est un ensemble de contextes d’élimination pour —srp.

Définition 11.4.4 (Termes neutres) Soit By un ensemble de types de base, (Lo, T) une
signature typée sur T « (Bogool), C un ensemble de types inductifs basés sur les booléens
sur (Bo, Lo, T) et R un systéme de réécriture vérifiant les conditions de la définition 11.1.1.

L’ensemble des termes neutres sur C(Bop, £o,T), noté Newr, est l'ensemble des termes
neutres dans Ec(py 5, 1) POUT —SRD, au sens de la définition 9.5.13.
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Rappelons que si t € Neg et E[ ] € & alors E[t] € Neg.

Proposition 11.4.5 Soit By un ensemble de types de base, (Lo, T) une signature typée
sur T « (Bogool), C un ensemble de types inductifs basés sur les booléens sur (Bg, Lo, T)
et R un systéeme de réécriture typé dans Asr(Bo, Lo, T).

Les termes neutres dans Ec(p, 5, x) pour —srp sont exactement les termes qui ne sont
pas de la forme

— Ax.t,

— (t1,t2),

— true, false,

— ft tels qu’il existe une regle fl =g T, une substitution o et des termes i avec [0 > 0

tels que lo = tu,
— ct1...th avec n < ac.

Remarque 11.4.6 Dans le cas des constructeurs, notre notion de terme neutre est
proche de celle de [Bla05b| sans étre identique. En effet, dans [Bla05b], les termes de la
forme c ty...tn ol ¢ est un constructeur d’un type inductif ne sont jamais neutres, alors
que dans notre cas ils le sont si n > dc.

Notons que gréace aux régles d. o c —p U, les constructeurs ¢ d’arité nulle ne sont pas
neutres. Ceci est conforme & la notion de terme neutre de [Bla05b] et surtout a I'intuition,
développée a la section 10.4.2, selon laquelle les termes neutres sont les termes qui ne
sont pas des « valeurs ». De plus, en utilisant la définition 9.3.13 avec les contextes
d’élimination &, ces régles permettent d’obtenir des termes neutres intéressants pour
Pinterprétation des types inductifs.

Ainsi, le fait d’essayer de définir les termes neutres selon un principe générique et
(relativement) indépendant de la syntaxe nous a amené a ajouter des constructions au
langage.

Pour les langages de programmation, cette démarche d’essayer de trouver les construc-
tions donnant a la syntaxe un pouvoir de discrimination adapté a certaines notions « sé-
mantiques » n’est pas nouvelle. C’est typiquement le cas de [Plo77]| (voir aussi [JM96]),
ainsi que de [DCLP96, DCLP9S|. Nous nous sommes aussi inspirés des travaux [VMO04,
Vou04, MV05].

Remarquons enfin que les destructeurs et les régles de réduction D ne font pas vraiment
partie du systéme Asg(Bo, X0, T) dans le sens ou ils ne sont pas typés et ot on ne se
préoccupe pas de la normalisation forte de —sgrp (bien que cette relation soit fortement
normalisante sur les termes typés).

11.4.1.(b) Ensembles saturés

Les réductions — ger Sont prises en compte en interprétant les types par des ensembles
saturés. Dans cette section, on suppose donnés un ensemble By de types de base, une
signature (Xg,T) typée sur 7- «(Bogool), un ensemble C de types inductifs basés sur
les booléens sur (Bg, o, T) et un systéme de réécriture R vérifiant les conditions de la
définition 11.1.1. On utilise les contextes d’élimination & présentés a la définition 11.4.2.
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Définition 11.4.7 L’ensemble 8ATcr des ensembles CR-saturés est I’ensemble des par-
ties S de SNsr telles que

(8AT0c) site S et t —sg w alorsu € S,
(8AT1¢) si E[ 1 € &, E[ 1 € SNsr et x € X alors E[x] € S,
(84T2¢) si E[ ] € &, t € SNsr, t —pmet U et E[u] € S alors E[t] € S.

De méme qu’a la section 9.1, on montre que SNsr € 84T¢r, ce qui implique que
S8ATer n’est pas vide. Le point important est la standardisation faible.

Lemme 11.4.8 (Standardisation faible) Pour tout E[] € &, si t —pmer U et
Elt] —=gmet v avec v # E[ul, alors v =E'[t'] avec (E[ ],1) —gmet (E'[ 1,V') et il existe un
terme u' tel que t’ —per U et E[u] — Bt E’[u’]. En image :

t TTle
Elt] Cere®
Brdet * Brdet
v
Eft] > B U]
t — Brlet W
PREUVE. Comme au lemme 9.1.23. O

Lemme 11.4.9 SNgsr € 8ATcR.

PREUVE. L’ensemble SN sr est évidemment stable par SR-réduction. La clause (84T 1¢)
se montre de la méme maniére qu’a la proposition 9.1.8, en utilisant la propriété suivante,
qui suit du fait que &¢ est un ensemble de contextes d’élimination :

Yv. E[X] —SR V — (V:E/[X] avec E,[ ] ch et E[ ] —SR E,[ ]) .

La clause (84T72¢) se montre comme au lemme 9.1.24, en utilisant la standardisation
faible (lemme 11.4.8). O

Remarque 11.4.10 D’aprés le lemme 11.4.8, si tfu/x] € SNsr et u € SN s, alors
(Ax.t)u € SNsr et let x =uint € SNgsr. De méme, on a mi(t,t2) € SNsgr dés lors
que t1,t; € SNsr. Il s’en suit que la clause (8AT2¢) est équivalente a la conjonction des
trois clauses suivantes :

(8AT2p) si Eftlu/x]] € S et u € SNsr alors E[(Ax.t)u] € S,
(8AT2,4) si E[ty] € S et t3_; € SN sr alors E[m;(ty,t2)] € S,
(8AT2iet) si Elu[t/x]] € S et t € SN sgr alors E[let x =tinu] € S.

Comme & la section 9.3.2, les ensembles SR-saturés peuvent étre définis par un opé-
rateur de cléture. Ils forment donc un treillis complet par le lemme 9.3.4, dont les plus
grandes bornes inférieures sont les intersections. De plus, il est immédiat d’adapter la
preuve du théoréme 10.4.3 et de voir que les plus petites bornes supérieures sont les
unions.

Enfin, de méme qu’a la section 9.1.3, les fléches et les produits préservent les ensembles
SR-saturés.
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Proposition 11.4.11 Si Ay, A, € 8ATer alors, Ay = A1,A1 X Ay € 8ATeR.
PREUVE. Comme pour la proposition 9.1.25. O

On peut maintenant définir U'interprétation des types T € T« (Bo, @ (P, S, Vs)) par
des ensembles SR-saturés.

Définition 11.4.12 FEtant donné un assignement w: Vs — D, et une interprétation des
types de base | ] : Bo — D — 8ATcr Uinterprétation des types T € T « (Bo, (P, S, Vs))
est définie inductivement de la maniére suivante :

[Bw =def [B](nla)),
[T = U =g [TIp = [UJp 512 € {=, x},

[VaPTle  =der  Naega | wiasaery[TIMIE/A
[[H&P.T]]LL =def U&'E{E | u[a/&”:p}[[T]]H[a/&] y

ol ﬂ(Z):SNSR €tU@:ﬂSAiTCR.

Notons que pour tout @ € 7er(S,Vs), on a [Tld/alu = [T]ulpn(a@)/&l. De plus, si
& ¢ FV(T), alors [T]ula/a] = [T]u pour tout @ € . Lorsque que FVg(T) = 0, on
désigne [T]u par [T]. Enfin, étant donné C € By, on écrit [C] pour désigner [3a. B]p.

Remarque 11.4.13 Ainsi, avec 'interprétation des types T € T «(Bogool) issue de
[B] =der [Fx. B¥], pour tout type simple contraint T on a [T]p = [T].

Lemme 11.4.14 Pour tout assignement w: Vs — D et tout T € T« (By, (P, S,Vs)),
on a [Tlp € 8ATcR.

PREUVE. Par induction sur T € 7 « (Bo, @(P, &,15)). O

11.4.1.(c) Candidats de réductibilité

Voyons maintenant comment prendre en compte les réductions —Rjte. De méme qu’a
la section 11.4.1.(b), on suppose donnés un ensemble By de types de base, une signature
(Zo,T) typée sur 7= « (Bogool) €t un ensemble C de types inductifs basés sur les booléens
sur (Bg, X, T). On suppose de plus que R vérifie les conditions de la définition 11.1.1.

On a vu & la section 10.4.3 une condition suffisante pour avoir une famille de réducti-
bilité stable par union : I'existence de réduits principaux (forts). Cependant, nous avons
vu aussi a 'exemple 10.3.4 que cette propriété n’est pas assurée pour certains systémes
de réécriture confluents.

On revient donc aux propriétés que nous avons utilisées a la section 9.3.3 pour qu’une
interprétation puisse prendre en compte une relation de réécriture comme —Rite.

Soit un type T € T« (Bo, @(P,S,Vs)) et un assignement @ : Vs — ©. On voudrait
que [T satisfasse les deux propriétés ci-dessus :

(S8AT0) — (CRO) si t € [T et t —Rite w alors u € [T]u,
(CRTRite) si t est un terme neutre tel que (t)gite C [T, alors t € [T]u.
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D’aprés ce que 'on a vu a la section 10.4.2, c’est la propriété (CR1gzie) qui pose
probléme vis-a-vis de la stabilité par union. En effet, si (t)gite € [J&AP.T]u, alors pour
tout U € (t)grite il existe dy tel que plady/a] E P et u € [T]uld,/&l. Pour satisfaire
(CR1Rite), il faut assurer qu’il existe u € (t)rite tel que t € [T]Iplay/al.

Le probléme est résolut si les ensembles ([T]uld/&l) ja/q=p sont stables par expansion
fortement SR-normalisante :

(teSNsr AN togieuwe [Tuld/al) = te[T]ula/al .
En effet, dans ce cas on a t € [T][dy/&] pour tout u € (t)g, donc t € [F&P.T]p.

Définition 11.4.15 Soit —gr une relation de réécriture. Un ensemble C C SNy est
stable par expansion fortement R-normalisante si pour tout t € SNy,

Vu. (t—=gu A uelC) = teC.

Cette propriété n’est pas, a priori, préservée par la fleche. En effet, soient Cq, C, deux
parties de SN stables par expansion fortement R-normalisante. Si t —g u € C; = C;
avec t € SN'g, alors tv —g uv € Cq pour tout v € C», mais rien n’assure que tv € SNg.
Par contre, elle est préservée par les produits.

Proposition 11.4.16 Soit —g une relation de réécriture et Cq, Co deux parties de SN'g
stables par expansion fortement R-normalisante. Alors Cq x Cy est une partie de SN'r
stable par expansion fortement R-normalisante.

PREUVE. Rappelons que C1 x Cy =gor {t | mt € C; A 1ot € Cy). Tout d’abord il est
clair que C7 x C; C SNg. Soit t € SN et u € (t)g tel que u € Cy x C,. Alors pour
tout i € {1,2}, on a it —g mu € Cyi, donc mit € Cy car 7t € SAg et C; est stable par
expansion fortement R-normalisante. O

Ainsi, si les types de base sont interprétés par des candidats de réductibilité stables par
expansion fortement SR-normalisante, alors les types contraints basés sur les produits
sont des candidats de réductibilité stables par expansion fortement S/R-normalisante.

Rappelons que notre notion de terme neutre dépend des destructeurs des types induc-
tifs (voir section 11.4.1.(a)). Ils apparaissent donc dans la définition des candidats de
réductibilité. De plus, les contextes d’élimination & sont définis en 11.4.2.

Définition 11.4.17 FEtant donnés un ensemble By de types de base, une signature
(X0,7T) typée sur T« (Bogool), un ensemble C de types inductifs basés sur les booléens
sur (Bo, Lo, T), on désigne par CRer 'ensemble des candidats de réductibilité pour —srp
dans les contextes E¢, au sens de la définition 9.3.16.

Rappelons que 'ensemble Neg des termes neutres pour ces candidats de réductibilité
est défini en 11.4.4.

Lemme 11.4.18 Supposons que pour tout B € By et tout a € D, [B](a) soit un candidat
de réductibilité stable par expansion fortement SR-normalisante. Alors pour tout type
contraint basé sur les produits T € T3y (Bo, ®(P, S,V5)) et tout assignement w: Vs — D,
[T]w est un candidat de réductibilité stable par expansion fortement SR-normalisante.
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PREUVE. On commence par le montrer pour les types annotés basés sur les produits
T € T.(By,6,Vs). Le cas des types de base suit de I'’hypothése, et le cas des types
produits suit des propositions 9.3.31.(ii) et 11.4.16.

Considérons maintenant les types T € 7oy« (Bo, @ (P, G, Vs)). Le cas des types annotés
basés sur les produits vient d’étre traité.

Supposons que T = I&P.U. Il est clair que [T]u est un ensemble de termes fortement
SR-normalisants et clos par réduction. Soit t un terme fortement SR-normalisant et
u € (t)g tel que u € [T]u. Alors il existe d tel que pld/a] E P et u € [Ujulda/al.
On en déduit que t € [UJula/&] car [U]ula/&] est stable par expansion fortement SR-
normalisante par hypothése d’induction.

I1 s’en suit que [T]u est clos par expansion fortement SR-normalisante et qu'il satisfait
la clause (CR1).

Il reste a traiter le cas de T = V&P.U. Le fait que [T]u € CRer provient du lemme 9.3.24
et de la propriété 9.3.3. La stabilité par expansion fortement normalisante se traite de
maniére similaire au cas T = J&XP.U. O

Notons que les candidats de réductibilité sont des ensembles SR-saturés : la clause
(8AT0) est triviale et les clauses (84T 1s), (8472g) suivent du lemme 9.3.18.

Définition 11.4.19 Un interprétation des types de base [ ] : Bo — © — SATsr est
dite valide si pour tout B € By et tout a € ©, [B](a) est un candidat de réductibilité
stable par expansion fortement SR-normalisante.

Ainsi, si les types de base sont interprétés par une interprétation valide, alors les types
contraints basés sur les produits sont interprétés par des candidats de réductibilité.

Remarque 11.4.20 De ce fait, si le type de sortie des fonctions est un type contraint
basé sur les produits, on évite le probléme, étudié au chapitre 10, des sémantiques de
normalisation stables par union.

Notons que c’est ce qui est prescrit pour le typage du symbole ite(_, |, ) :

C;T'+b: Bool CIret:T ClkEt:T

Bool
(Bool) CTFite(b,ty,t2) : T

(T € Q—HVX (BO) (D(p) 6» VS)))

11.4.2 Adéquation

On montre maintenant que l'interprétation des types que I'on vient de définir est
adéquate vis-a-vis du typage dans Asg (Bo, @ (P, S, Vs), Lo, T).

On commence par montrer que l'interprétation des types respecte les contraintes de
sous-typage.

Proposition 11.4.21 Soient X1,X2,Y1,Y2 C A(X) tels que X7 C Y7 et Xo C Yy, Alors
X1 xX2CY xYs.

PREUVE. Sit € X7xXy, alors pour touti € {1,2}onamt € X; C Yi,donct € YixYy. O

Proposition 11.4.22 SipuE [[ULC T|| alors [UJp C [T]u.
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PREUVE. Par induction sur la définition de ||U C T||.

[B®C BY|. Dans ce cas 1 = a = b, donc [BYu = [BY]p.

[T =TT EU;= Uyfl. Ona k= |[Uy E Tyl et w k= || Ty E Uy, donc par hypothése
d’induction, [Uz]pu C [To]u et [T € [Uq]w, soit [T = Tijn € [Uz = Uy]u par
la proposition 10.2.4.

[T1 x T2 E Uy x Uzl On a p k= [Ty E Uyl et p = || T2 € Uzl|, donc par hypothese
d’induction, [Ti]u C [U ] et [To]p C [Uz]w, soit [Ty x To]p C [Uy x Uz par la
proposition 11.4.21.

|T £ 3&P.U| avec T # IFQ.V. Comme p = I&. PA||T T U||, par hypothése d’induction
il existe d € D tel que pld/a] = P et [T]uld/& C [U]uld/&].

Il s’en suit que [T]uld/&l C [3&P.UJw, soit [T C [F&P.UJu car & ¢ FVs(T).

[3&P.T C UJ|. On doit montrer que Uze(z | u/ager [ TIRE/&] C [U]p. S'il n’existe pas
de d € D tels que p[a/a&] E P, alors [3&P.T]p = (84T sgr, donc [F&P.T]u C [U]p
car [U]u € 8ATsr par le lemme 11.4.14.

Sinon, comme p = V&.P D ||T C UJ|, pour tout @ € D tels que pld/& = P, par
hypothése d’induction on a [T]ulad/a&] C [U]ula/&l, soit [T]ula/&l C [U]u car
& ¢ FV(U). 1l s’en suit que Ugzeqz | wa/agepy[TIH[E/a] C [U] g

[T C Va&P.U[[. On doit montrer que [T € MNaeg | wa/aer[Ulnla/a]. S'il n’existe pas
de @ € D tels que pla/a] E P, alors [VaP.UJu = (SN sr, donc [T]pn C [VaP.UJu
car [T]u € 8ATsr par le lemme 11.4.14.

Sinon, comme p = V&.P O ||T C U], pour tout @ € D tels que pld/&] = P, par
hypothése d’induction on a [T]uld/&] C [U]ula/&l, soit [Tjn € [U]ula/a&] car
o ¢ FV(T). Il s’en suit que [T € Naerz | wa/merp [ Urla/al.

|V&P.T C U|| avec U #£ VBQ.V. Comme p = 3&. PA||T C U, par hypothése d’induction
il existe d € D tel que pla/a] = P et [T]uld/& C [U]uld/&].
Il s’en suit que [VaP.TJu C [U]ula/&l, soit [VE&P.T]u C [UJu car & ¢ FVs(U). O

On peut maintenant montrer que si 'on dispose d’une interprétation valide, et que tous
les symboles f € Ly appartiennent & l'interprétation de leur type, alors tous les termes
typables appartiennent a I'interprétation de leur type.

Définition 11.4.23 Etant donnés une substitution o, un assignement | et un contexte
contraint C;T', on pose (u,0) = C;T, si ul= C et o(x) € [T'(x)]u pour tout x € Dom(T).

Théoréme 11.4.24 (Adéquation) Soit [ ] une interprétation valide des types de base.
Supposons que f € [ts(f)] pour tout f € Xo. Si C,T' =t : T et (n,0) E CT alors
to e [T]u.

PREUVE. Par induction sur C;T'Ht:T.

Le cas de (AX) est trivial, celui de (SYMBI) pris en compte par ’hypothése. Comme
les types sont interprétés par des ensembles saturés, les cas de (= I), (= E), (xI) et
(xE) sont traités comme au lemme 9.1.26, en utilisant la remarque 11.4.10. Enfin, la
régle (SUB) est traitée par la proposition 11.4.22.

Voyons le cas des régles restantes :
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(Bool) Soit (u, o) = C;T. Par hypothése d’induction, on a bo € [Ja.Bool*] et tio € [T]u

pour tout i € {1,2}.

On doit montrer que ite(bo,t;0,t,0) € [T]p. Pour cela, on montre par induction

sur (c,u7,u2) ordonné par —sg que si ¢ € [Fa.Bool®] et uj,uy € [T]u alors

ite(c,ur,uz) € [T]u.

Soit donc ¢ € [Fx.Bool*] et uy,uz € [T]u.

Comme T € Tayx (Bo, ®(P,&,1V5)), on a [T]u € CRer par le lemme 11.4.18, donc

comme ite(c,uy,uz) est neutre, il suffit de montrer que (ite(c,u, uz))sg C [T]u.

Soit v € (ite(c,ut,u3))sr.

— Siv =ite(c/,uj,u}) avec (c,ur,uz) —sr (c’,uf,ub), alors ¢’ € [FJa.Bool™] et
uj,ub € [T]u par (8470), et on a v € [T]u par hypothése d’induction.

— Sinon, ¢ € {true, false} et v =1 € [T]u par hypotheése.

(let) Soit (w, o) = C;T. On doit montrer que (let x =tin u)o € [U]u.

Par le lemme 1.2.10, on peut supposer que x € FV(o) UDom(o). On a donc
(letx=tinuo = letx=toinuc

selon le lemme 1.3.9.(i).

D’aprés la remarque 11.4.10, comme to € [T]u € SN sg par hypothése d’induc-
tion, il suffit de montrer que (uo)to/x] € [U]u.

Or, (uwo)[to/x] = u(ofto/x]) selon la proposition 1.3.5, et par hypothése d’induction
on a u(ofto/x]) € [UJu car to € [T]u. Il s’en suit que (uo)[to/x] € [U]p.

(VI) Soit (u, o) = T. On doit montrer que to € [T]u[d/&] pour tout d tel que pla/&] = P.

Or, si uld/a] = P, alors (uld/al, 0) E CAP;T car & ¢ FV(C,T'), donc par hypothése
d’induction to € [T]ula/al.

(VE) Soit (p, o) E C;T. Par hypothése d’induction, to € [T]uld/&] pour tout d tel que

uld/&] = P. Comme pu = Cet = C D P[d/&], on a u = Pla/&], done ulu(d)/&] = P.
Il s’en suit que to € [TJulu(a@)/al = [Tla/&]p.

(31) Soit (u, o) E C;T. Par hypothése d’induction, on a to € [T[d/a&]]Ju = [T]ulu(d)/&l.

Comme p = Cet - C D Pld/&], on a u = Pld/al, dou plu(d)/&] E P, et donc
to € [FXP.T]u.

(3E) Soit (i, 0) E C;T. On doit montrer que (let x = tin u)o. En raisonnant comme

dans le cas de la régle (let), on peut supposer que x ¢ FV(o) U Dom(o) et il suffit
de montrer que u(olto/x]) € [U]p.

Du fait que u = C et que = C D J&.P, il existe d € D tel que pld/&] &= P. Il s’en
suit que to € [T]uld/& par hypothése d’induction.

D’autre part, comme & ¢ FV(C), on a uld/&] = C, et comme & ¢ FV(T'), on en
déduit que (pla/al, ofto/x]) E CAP;I[x : T. Ainsi, on a u(olto/x]) € [U]ula/]
par hypothése d’induction, soit u(ofto/x]) € [U]p car & ¢ FV(U). d

Corollaire 11.4.25 Soit [ ] une interprétation valide des types de base et supposons
que f € [ts(f)] pour tout f € L.
Si C;THt:T et s’il existe un assignement u tel que wk= C, alors t € SNsr.
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11.4.3 Interprétation singleton des types inductifs

Nous définissons maintenant une interprétation valide des types de base. Pour cela on
suppose que tous les types de base sont des types inductifs du premier ordre, dans le sens
de la définition 11.2.5. Comme suggéré a la remarque 11.2.13, et d’aprés nos contraintes de
sous-typage (voir exemple 11.3.13), on veut une interprétation « singleton », ¢’est-a-dire
telle que [B](a) = [B](b) si et seulement si a = b. De plus, on veut que les types inductifs
soient interprétés par des candidats de réductibilité stables par expansion fortement SR-
normalisante, au sens des définitions 11.4.15 et 11.4.17. Pour cela, on suppose que la
relation —sg est confluente sur SN si.

On commence par voir quels sont les types contraints que 1’on assigne aux constructeurs
de types inductifs du premier ordre. Soit C un type inductif et € sa classe d’équivalence
pour ~p,. Rappelons que C est un type inductif du premier ordre si pour tout construc-
teur c de C on a

() = D= =2Dk=>=Gu=-=C6=C,
ol DiE<Z¢30 pour tout i € {1,...,k} et C; € € pour tout i e {k +1,...,n}.

Remarque 11.4.26 Cet ordre sur les arguments des constructeurs n’a rien d’essentiel.
Il nous est utile uniquement pour simplifier la présentation.

Rappelons que les types inductifs sur les booléens sont définis en 11.4.1.

Définition 11.4.27 (Typage des constructeurs) Soit By un ensemble de types de
base, (Lo, T) une signature typée sur T« (Bogool) €t C un ensemble de types inductifs
basés sur les booléens sur (Bp, Lo, T).
— On type dans 1= « (Bogool, @ (P, S,Vs)) les constructeurs true et false du type Bool
de la maniére suivante :

Ts(true)  =gef Bool* et Ts(false)  =ger Bool" .
— Soit C € C et c un constructeur de C de type
() = D= =2Dk=Cun==C=C,

ou Dy <p, C pour tout i € {1,...,k} et Ci ~p, C pour touti e {k+1,...,n}. On
pose

t5(c) =af D1 =--=>Dn=C°
st k =mn, et sinon,
Ts(€) =gef D1 = -+ = D = Vo1 ... an. Cpiy! = -+ = Con = Climax(&)

Exemple 11.4.28 Les types des constructeurs de Nat et List donné a 'exemple 11.3.8
sont les types spécifiés a la définition 11.4.27 :

T5(0) =g4or Nat® T5(S) =ger Vou. Nat®* = Nat*'!
ts(nil) =gor List® Ts(cons) =gof Nat => Vo List* = List*! |
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Voyons maintenant comment définir une interprétation singleton pour les types induc-
tifs du premier ordre.

Définition 11.4.29 (Interprétation singleton) Soit By un ensemble de types de base,
(X0, T) une signature typée sur T x (Bogool) €t C un ensemble de types inductifs basés sur
les booléens sur (Bo, Lo, T).

— On définit Uinterprétation du type Bool des booléens de la maniére suivante :

[Booll(t) =4 {teSNsrl|t A% falsel,
[[BOO”](f) =def teSNsr |t 7@272 true} .

— Si C € C alors on définit [C](a) par induction sur a € N comme suit :

(i) [C](0) est l’ensemble des t € SN sr tels que pour tout c € C et tout tq,...,tn
avec N = dc, sit =5x cty...ty alors 1s(c) = D1 = --- = Dn = CO avec
t; € [Di] pour toutie{1,...,n},

(it) [C](6 + 1) est l'ensemble des t € SNgr tels que pour tout ¢ € C et tout
t1,...,th avec n = ac, st t —5p cty.. .ty alors il emiste k < m tel que

Ts(c) =D1 = -+ = D = Voo o Gy = -0 = Cn = CHHmex(®

et
— ti € [Dy] pour toutie{1,...,k},
— il existe d tels que b = max(d) et t; € [C;](a;) pour toutj € {k+1,...,n}.

On vérifie maintenant que 'on a bien définit une interprétation valide au sens de la
définition 11.4.19.

Lemme 11.4.30 Soit By un ensemble de types de base, (Lo, T) une signature typée sur
T « (Bogool) €t C un ensemble de types inductifs basés sur les booléens sur (Bo, Lo, T) tels
que tout C € By appartient 6 C. Soit de plus R un systéme de réécriture conditionnelle
vérifiant les conditions de la définition 11.1.1 et tel que la relation —gr soit confluente
sur SNsi.

Alors Uinterprétation [_] : Bogool — © — S8ATcr définie en 11.4.29 est une interpré-
tation valide des types de base.

PREUVE. On commence par le cas des booléens. On ne traite que le cas de [Bool](t),
celui de [Bool](f) étant similaire.

Tout d’abord, il est clair que [Bool](t) C SN sg. Vérifions maintenant que [Bool](t)
est bien un candidat de réductibilité.

(CRO) Si t € [Bool](t) et t —sr u, alors u A%y false car t A5y false.

(GR1) Soit t un terme neutre tel que (t)sg C [Bool](t). Donc t # false, et t ne se
réduit pas vers false car aucun u € (t)sgr ne se réduit vers false. Il s’en suit que
t € [Bool](t).
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Il reste & voir que [Bool](t) est stable par expansion fortement SR-normalisante. Soit
t € [Bool](t) et u € SNsr tel que u —%55 t. Alors si u —% false, comme false est
un terme SR-normal, par confluence de —sg sur SNsg on a t =%, false, ce qui est
impossible. Il s’en suit que u € [Bool](t).

Abordons maintenant le cas des types de base C € By. On raisonne par induction sur
les paires (C,a) ordonnées par (>g,,>)lex, Ot > est I'ordre standard sur N. Soit donc
C € By. On ne traite que le cas de [C](a + 1), celui de [C](0) étant similaire et plus
simple.

On a [C](a+ 1) € SN sr par définition. Considérons les clauses (CR0O) et (CRT).

(CRO) Sit e [CJ(a+1) et t —sr u, alors tout réduit de u de la forme ct avec ¢ € C est
un réduit de t, donc satisfait les conditions de la définition 11.4.29. Il s’en suit que

we [Cl(a+1)

(GR1) Soit t un terme neutre tel que (t)sg C [C](a + 1). Alors comme t est neutre,
ce n'est pas un terme de la forme ct, donc tout réduit de t de cette forme est un
réduit d’'un u € (t)sg. Il s’en suit que tout réduit de t de la forme ct satisfait les
conditions de la définition 11.4.29, et donc que t € [C](a + 1).

Montrons maintenant que [C](a + 1) est stable par expansion fortement normalisante.
Soit t —sr wavecu € [CJ(a+1) et t € SNsr. Supposons que t =55 cty... tityqr...ta
avec

Ts(c) =Dy = -+ = Dy = Va. (¥ = ... Con = (@

Alors par confluence de —gsr sur SNsg, il existe uy...un tels que (t,...,tn) =%z
(U1,...,Uun) et W =55 cUy ... un. Par définition, on a u; € [Di]] pour tout i € {1,...,k},
et il existe ay41, ..., an tels que a = max(d) et et uy € [C5](a;) pour tout j € {k+1,...,n}.

Par hypothése d’induction, pour tout i € {1,...,k} et tout b, [D;](b) est un candidat
de réductibilité stable par expansion fortement normalisante, donc [Di] est un candidat
de réductibilité stable par expansion fortement normalisante par le lemme 11.4.18, et il
s’en suit que t; € [Di].

De méme, par hypothése d’induction, pour tout j € {k +1,...,n}, [C;](a;) est stable
par expansion fortement normalisante, donc t; € [C5](aj;).

On en déduit que t € [CJ(a+1). O
Vérifions que les constructeurs appartiennent a l'interprétation de leur type.

Lemme 11.4.31 Soit By un ensemble de types de base, (Lo, T) une signature typée sur
7= « (Bogool) €t C un ensemble de types inductifs basés sur les booléens sur (Bg, Lo, T) tels
que tout C € By appartient o C. Soit de plus R un systéme de réécriture conditionnelle
vérifiant les conditions de la définition 11.1.1 et tel que la relation —sr soit confluente
sur SN sr.

Considérons un type de base C € By, un constructeur c de C et des termes tq,...,tn
avec M = dc.

(i) On a cty...tn € [C](0) si et seulement si Ts(c) = D7 = --- = D, = CO et
t; € [Di] pour tout i€ {1,... ,n}.
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(i) Pour tout b € N, on a cty...tn € [C](b+ 1) si et seulement s’il existe k < n tel

que
Ts(c) = Dy= - =Dy=Vogr...om. 51 =0 = (O = CHmex(d)
et

— t; € [Di] pour tout i € {1,...,k},
— il existe d tels que b = max(d) et tj; € [C5](a;) pour toutj € {k+1,...,n}.

PREUVE. Dans les deux cas, le sens « seulement si » suit directement de la défini-
tion 11.4.29.

Pour 'autre direction, soient ¢ € C et ty,...,tn avec n = a.. Tout d’abord, notons
que si cty...tn —sr valors v =ct]...t}, avec (t1,...,tn) —sr (t],...,t5). Il s’en suit
que cty...th € SNsg lorsque tq,...,tn € SNsr.

Les cas 11.4.31.(i) et 11.4.31.(ii) étant similaires, on ne traite que le second.

Cas 11.4.31.(ii). Supposons qu'il existe k < 1 tel que
Ts(c) = D= =Dy Vout...om. ! = - = Con = CHmax(@

et

— t; € [Di] pour tout 1 € {1,...,k},

— il existe d tels que b = max(d) et tj € [C;](a;) pour tout j € {k+1,... ,n}.
Alors comme c est un constructeur, si cty...tn =%z c't]...t],onac’' =cn’=n
et (t1,...,tn) =sr (t],...,t,). Le lemme 11.4.30 implique que t{ € [D;]] pour tout
ie{l,...,k} et que t].’ € [G;]la;] pour tout j € {k+1,...,n}. On en déduit que
cty...tn € [CJ(b+1). O

11.4.4 Critére de terminaison

On présente maintenant notre critére de terminaison basé sur les types contraints.

Les deux points importants de ce critére sont que 'on peut formuler la fermeture
calculable directement dans le systéme de types contraints, sans passer par un systéme
de types annexe comme dans [BJOO02, Bla05b|, et que 1’on obtient la normalisation forte
non seulement des termes typés sur Asr (Bo, @(P,S,Vs), Lo, Ts) mais aussi des termes
typés dans le systéme non contraint Asw(Bo, Lo, Ts)-

Dans toute cette section on suppose donnés un ensemble de types de base By, une
signature Lo, une fonction ts : Lo — 7=« (Bo, @ (P, S, Vs)) et un ensemble C de types
inductifs basés sur les booléens sur (Bp, Lo, T) tels que tout C € By est un type inductif
du premier ordre basé sur les booléens sur (By, Lo, Ts). Rappelons que F = X\ C.

On suppose de plus que R est un systéme de réécriture conditionnelle avec construc-
teurs inductifs, au sens de la définition 11.2.9, qui vérifie les conditions de la défini-
tion 11.1.1, et tel que la relation —gsx soit confluente sur SN sr. En particulier, les
régles de R sont de la forme

di=c1 A ... Ndm=cm D fl]...ln =R T
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ou f € F et c; € {true, false} pour tout j € {1,...,m}, et ott pour tout i € {1,...,n}, le
terme 1 est généré par la grammaire :

pePC = x | cp1...Pm

avecx € X, ce€C et m= ac.

D’aprés le théoréme 11.4.24, la normalisation forte dépend du fait que les symboles
f € Ly appartiennent a l'interprétation de leur type. Le cas des constructeurs a été traité
au lemme 11.4.31.

En ce qui concerne les symboles f € F, on a vu a la section 11.2 que pour la réécri-
ture non-conditionnelle, il faut, pour toute régle fr —R T, que toutes les occurrences de
symboles g € F dans r appartiennent & I'interprétation de leur type. Ainsi, les régles de
réécriture induisent une relation de dépendance entre les symboles de F, qui est appelée
précédence. Rappelons qu’un préordre est une relation réflexive et transitive.

Définition 11.4.32 Une précédence est un préordre dont la partie stricte est une rela-
tion bien fondée.

Si <r est une précédence, nous dénotons par <r sa partie stricte et par ~r la plus
petite relation d’équivalence telle que f ~r gsi f <z g <z f.

Une précédence n’est utile que si elle respecte le systéme de réécriture R. Dans le cas
non conditionnel, cela veut dire que pour toute régle fl —gr T, on ag <z f pour tout
g € F apparaissant dans r. Dans le cas conditionnel, on suppose que ceci est aussi vérifié
pour les conditions des régles.

Définition 11.4.33 On dit qu’une précédence <z sur F respecte un systéme condi-
tionnel R si pour tout f € F et toute régle d =C D fl—=gr 1 onag <z f pour toutg € F
apparaissant dans d, € ou T.

On suppose donnée une précédence <z sur F qui respecte R. De plus, on fait I’hypo-
thése que pour tout ¢ € C, ts(c) est le type défini en 11.4.27. D’autre part, on pose

true® —ger t T =ger t et false™ =qer f* =qet f .

Remarque 11.4.34 Notons que pour tout b € {t,f}, si t € [Bool](b) et t =% c avec
c € {true, false}, alors b = c**.

Le dernier outil technique a introduire avant de présenter le critére de terminaison est
notre relation d’accessibilité contrainte. Comme nous allons le voir au lemme 11.4.37, elle
doit étre lue de la maniére suivante : si x = a; '~ t: C* et to € [C](a), alors il existe
un assignement p tel que (pla/al,0) Eax=a; .

Rappelons que deux contextes I'1 et 5 sont compatibles si T7(x) = I'2(x) pour tout
x € Dom(I7) NDom(Ty).

Définition 11.4.35 Soit une injection € : X — Vs. On dit que deux contextes contraints
Cq; I et Cy; Ty sont strictement compatibles pour €, notation

CisTh Te Cp5a,

si T et Ty sont compatibles et si pour tout B € FVs(Cq,T1)NFVs(Cy, Ty), il existe x € X
tel que p = €(x) avec x € Dom(I1) N Dom(L) et Ty(x) = (x) = CP oa C € Bogool-
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Définition 11.4.36 (Accessiblité contrainte) La relation d’accessibilité contrainte
ax=a; '~ t:C* estla plus petite relation satisfaisant aux régles de la figure 11.3, ot
€ est un injection de X dans Vs.

VA
(VAR) a=¢e(x); x:Cex) ~s x:Cx
ts(c)=D=C°  C+Bool Ts(c) = Bool®”
(Consa) x=0:;%:D ~ cx:Cx (CONSgool) x=c*; 0 ~ c:Bool®

Ts(c) = 5:>V5€_ C;xl = ...:>C${n écl—b—max(&)
(X]:Cl];r]'\/‘-?u]tcg’q (xn:an;rnwun:(:%n

B=1+max(d@); x:D,T ~ cxii:CP

(Cons)

si Vi#j. a=ai; N Te og=a;;
B € FV(&,a,T) et pour tout i, I} est compatible avec X: D .

F1G. 11.3: Accessibilité contrainte

La correction de 'accessibilité contrainte, que ’'on montre au lemme 11.4.37 suivant,
repose sur le lemme 11.4.31.

Lemme 11.4.37 (Correction de ’accessibilité contrainte) Si x =a; ' ~ t: C¥
et to € [C](a) alors il existe u tel que (pla/of,0) Ex=a; T.

PREUVE. Par induction sur « = a; I' ~ t: C*

(VAR) On prend p tel que p(e(x)) = a.

(CoNsg) et (CONSReol). L’assignement p = () convient.

(Cons) On a (cxti)o € [C](a) avec oy = ay; Ty~ uy: CJ* pour tout i € {1,...,n}. Par
le lemme 11.4.31 il existe d tels que a = 1 4+ max(d) et uio € [Ci](a;i) pour tout
i € {1,...,n}. Par hypothése d’induction, pour tout i € {1,...,n} il existe p; tel
que (pilai/egl, 0) o = ai 5 T
D’autre part, par hypothése pour tout i # j, les contextes contraints oy = ay; I}
et o5 = aj ; I sont strictement compatibles. Il s’en suit que pour tout i # j et tout
o« € Vs, siy € FV(ay, ai, T) NFV(wy, a5,T5), alors wilai/ail(v) = wjlas/ogl(y).
On peut donc définir

B o=der  [@/&] W [ui(v)/v v eFV(a,a,l3) Aie{l, ... nj

=a; T Il s%en suit que (pla/ad,0) = @ =14 max(d); X: D,

).

] =y

etona (U, o) k=
car « € FV(&, d
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On aborde maintenant le critére de terminaison & proprement parler. Avant de le
présenter formellement, essayons de voir quels en sont les éléments principaux.
Tout d’abord, nous faisons I’hypothése que le type des symboles f € F est de la forme

s(f)=T1 = - = Ty = VA& C%’“ :}...:>C$:n:>‘l"

ou T est un type contraint basé sur les produits avec FVg(T) C &, et ot FVS(T') = 0.
— Comme T est un type contraint basé sur les produits, d’aprés le lemme 11.4.18 il

est interprété par un candidat de réductibilité. Ainsi, pour tous termes tq,..., ty,
Ug,...,Un et tous ag,...,an € D tels que t; € [T;] pour tout i € {1,...,k} et
uj € [G](a;) pour tout j € {1,...,n}, on a fti € [T][d/&] si et seulement si

(Ftd)sr C [T]Id/8).

— La forme de t5(f) permet de séparer ses arguments récursifs, qui ont des types
inductifs et sur lesquels on peut faire du filtrage constructeur, de ses autres argu-
ments qui sont nécessairement des variables. Nous supposons que les arguments
sont donnés dans cet ordre 1a pour faciliter la présentation.

— Les conditions FVs(T) = & et FVg(T) = 0 impliquent que le type de f est clos et
que son type de sortie dépend uniquement de la taille de ses arguments récursifs.

Notons que ces conditions sont respectées par le type contraint du symbole pivot donné

a lexemple 11.3.8 :
Ts(pivot) = Nat = Va. List* = 3B1B2 (« = B1 + B2). ListP' x ListP2 .

Ensuite, nous supposons que f est muni d’'une contrainte de terminaison <s telle que
la relation <f définie par

b <¢d si et seulement si b/B,d/d) =B <f &

est bien fondée. C’est cette relation qui sert d’argument de terminaison. Par exemple,
pour <pivot, on prend l'ordre strict standard sur N.

D’autre part, si g ~# f alors f et g peuvent définir des fonctions mutuellement récur-
sives : g peut apparaitre dans le membre droit ou les conditions d’une régle définissant
f et inversement, f peut apparaitre dans le membre droit ou les conditions d’une régle
définissant g. Les arguments de terminaison utilisés pour f et pour g doivent donc étre
identiques : f et g ont le méme nombre d’arguments récursifs, de mémes types, et ont
méme contrainte de terminaison.

Considérons maintenant une régle d=¢ol 7 T définissant f. Rappelons que 1 est
un terme sur la grammaire

1 = fp1...Prn
avec pePC === x | cpr...Pm

oux € X, ceC et m=a.. Comme on sépare les arguments récursifs de f de ses autres
arguments, on suppose de plus que 1 est de la forme fxy...xgly... 1y ot lj € PC pour
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tout j € {1,...,n}. Notons que le membre gauche de la régle (11.2) définissant pivot
satisfait cette condition :

pivot x (consy 1) —pivot let z= (pivot x 1) in
ite(> y x, (m z, consy (72 z)),
(consy (m z), 7 z))

On impose que 1 € PC pour tout j € {1,...,n} car on sait faire du filtrage constructeur
pour les arguments récursifs, c’est-a-dire récupérer des informations de réductibilité sur
les arguments des constructeurs.

Ceci est assuré par la relation d’accessibilité. Ainsi, on suppose qu’il existe des contextes
contraints deux & deux strictement compatibles (o = ai; Ti)ic1, . ny tels que pour tout
ie{l,...,n},

oci:ai;l“i ~ 112Cf‘i.

Par exemple, pour la régle de réduction de pivot on a

(VAR)

1: List®™™ s 1: List¢W

(Cons) — ,
o« =T1+¢€(l); y:Nat,1:ListV ~s consy l: List*

Enfin, on essaye de typer les conditions et le membre droits des régles en utilisant le
contexte contraint généré par 1’accessibilité. Considérons le cas d’une régle non condition-
nelle fXI —x 1 (un cas de réécriture conditionnelle est développé a I'exemple 11.4.42).

Comme nous 'avons déja vu, 'important est ici d’assurer, pour toute substitution o,
une décroissance entre les arguments récursifs de f dans le membre gauche instantié et
les arguments récursifs des symboles g ~# f dans le membre droit instantié.

Pour ce faire, on type le membre droit r en utilisant certaines hypothéses sur le types
des symboles. Rappelons que comme < est compatible avec R, on a g <z f pour tout
g € F apparaissant dans 1. Le type T5(g) des symboles g € Ly pouvant apparaitre dans
le membre droit est défini comme suit :

— T5(c) =qef Ts(c) pour tout c € C,

— 15(8) =det Ts(g) pour tout g <r f,

— pour tout g ~x f tel que

on pose
*

5(8) =det U= = Uy, = Va'(& <fa&). C N S T -

ouana =0.
Ainsi, si g ~r f, le type T5(g) oblige a utiliser g dans le membre droit avec des arguments
récursifs strictement plus petit que ceux de f dans le membre gauche. En utilisant ce
typage des symboles, on suppose que 1 est typable de la maniére suivante :

a=d;x:T,T l_"l‘§ r:T.
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Nous allons voir & I'exemple 11.4.41 comment obtenir ceci pour la régle (11.2) de pivot.
Passons maintenant a la formulation formelle de notre critére de terminaison, et a la
preuve de sa correction.

Théoréme 11.4.38 (Normalisation forte dans Asg(Bo, ®(P,S,Vs), Lo, T1s)) Soit
un ensemble de types de base By, une signature Ly, une fonction de typage ts de Xo
dans T« (B, ® (P, S, Vs)) et un ensemble C de types inductifs basés sur les booléens sur
(Bo, Lo, T) tels que tout C € By est un type inductif du premier ordre basé sur les booléens
sur (Bo, Lo, Ts). Rappelons que F =X\ C.

Soit de plus R un systéme de réécriture conditionnelle avec constructeurs inductifs, au
sens de la définition 11.2.9, qui vérifie les conditions de la définition 11.1.1, et tel que la
relation —sr soit confluente sur SNsr.

Soit enfin un précédence <z sur F qui respecte R au sens de la définition 11.4.33.

Supposons que pour tout f € F,

— ) =T1= - =2Tk=>Va. (' = - = C& = T ou T est un type contraint

basé sur les produits avec FVg(T) = & et ou FVS(f) = 0.
— il existe une contrainte ﬁ<f & telle que la relation <¢ définie par

b <¢ @ si et seulement si 6/B,d/&) = B <f &

est bien fondée ;
— pour tout g ~r f, 15(g) est de la forme

U= =U=>V = =Ch=U

avec <g = <.
De plus, supposons que pour toute régle d=¢col R T définissant T, le membre gauche
1 est de la forme fxi...xxl1...ln, et qu’il existe des contextes contraints deuxr a deux
strictement compatibles (o; = ai; T)ieqr,.. ny tels que pour tout i €{1,... ,n},

ai=ai; i ~ li:Cf‘i.

Enfin, on suppose que les conditions et le membre droit de la régle peuvent étre typés de
la maniére suivante :

G=a;X:T,T Frg d : Bool®
b=c, a=a;xX:T,T b= 1r:T,
S

ol
— 15(c) =aer Ts(c) pour tout c € C,

— T5(8) =der Ts(g) pour tout g < f,
— pour tout g ~x f tel que

ts(g) =W == U, =Va. Cl s .o C s U,
on pose
T5(g) =ag Up= o= Uy = Ve (& <¢&). CT == O = UR//d]

o &Na&’ =0.
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St C;T'Et:T et si C est satisfiable, alors t est fortement SR-normalisant.

PREUVE. D’aprés le corollaire 11.4.25, il suffit de montrer que f € [ts(f)] pour tout
f € Xy. Le cas des constructeurs est traité au lemme 11.4.31. Il reste donc le cas des
symboles f € F.

On montre que pour tout f € F avec

ws(f) = 1= =2Thk=Va.C(P'= = =T,

pour tout t1, oot ur, o un et tout potels que ty € [Tiu pour tout 1 € {1,...,k} et
u € [G](u(x4)) pour tout j € {1,...,n}, on a fti € [TJu. On raisonne par induction
sur les tuples (f, u(a), (tq,... ,tk,u1,...,un)) ordonnés par (>, ¢, SR )lex-

Soit un symbole f, des termes tq,...,tk, Uq,...,Un et un assignement w vérifiant ces
conditions. On doit montrer que ftii € [T]u. Comme c’est un terme neutre et comme T
est un type contraint basé sur les produits, par le lemme 11.4.18 il suffit de montrer que
(fti)sr C [T

Soit donc v tel que ftii —gsr v. Siv ="ft]...t uf...uj avec

(t1, .., bWy un) —sr (E), . b, ug, . ul)

alors par (8470) on a t{ € [Ti]p pour tout i € {1,...,k} et uj € [C;](n(ex;)) pour tout
je{l,...,n} Il s’en suit que v € [T]u par hypothese d’ mductlon

Slnon 11 existe une régle d = &> l g 1 et une substitution o telles que lo = ftii et
v =ro0.

Pour tout 1 € {1,...,n}, posons a; =ger W(xi). Comme oy = ai; Iy ~ 1 Cf‘i, par
le lemme 11.4.37 il existe &; tel que (&ilai/ail, 0) E oy = ai; Ti. De plus, comme les
contextes (o = ai; I)ieqr,. n) sont deux & deux compatibles, en posant

& =aet [EG(V)/Y |y eFV(,ai,Ti) Aiedl,... ,n}]

ona (E[d/&],0) E & =a;T. Deplusona (§d/&,0) E&=a; x:T,T car les types T
sont clos.
Soit maintenant g <x f avec

wslg) = Tsl@=W=-=U,=V&.D}' = =Dp = U
— Sig <x f alors on a 1s(g) = 15(g).
De plus, pour tout &' : Vs — @ et tout v1, ey Vp, WI, ..., Wiy tels que vy € [U4]E/
pour tout i € {1,...,p} et wy € [D;](& ) pour tout j € {1,...,m}, on a

(f,d (@) (>F, = —=sr)ex (8 &' (&'), (¥,W))

donc gvw € [ts(g)]&’ par hypothése d’induction.
Il s’en suit que g € [t5(g)].
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11.4 Normalisation forte

— Sinon, on a

5 = W= =2U=2Vad (@ <&).C=--=0Gr=U,
avec & N &' = ). Notons que 'on peut supposer que &, & ¢ FVs(U).
Ainsi, pour tout d@’ <¢ d, tout &' : Vs — D et tout vq,.. vp, W1, ..., Wn tels que
vi € [Ui]&'[a’/&’] pour tout i € {1,...,p} et w;y € [G5](a”) pour tout j € {1,...,n},
on a

(f,d, (£, @) (>7, ¢, 2sr)ex (g,d, (V,W))
donc gw € [ts(g)]& [a’/&'] par hypothése d’induction.
Il s’en suit que g € [t5(g)].
Du fait que .
g=a: x:T,T I—T§ d : Bool®,

et que (&ld/dl,0) E & = a;X : T, ﬁ en appliquant le théoreme 11.4.24 aux symboles
CU{glg <rf} types par TS, on obtient do € [Bool] (&la/al (b )) Par la remarque 11.4.34
on a alors &[d/&](b ): * et on en déduit que (&[d/al, )#b ,&a=d; X: T,T.

De plus, comme on a

b= a=a;%:T,T Fog 70T,
en appliquant le théoréme 11.4.24 aux symboles C U {g | g < f} typés par T5, il vient
ro € [T]&la/&].

D’autre part, on a [T]&[a/a] = [T]la/a&] = [T]u car FVs(T) = & 1l s’en suit que
ro € [T]u. O

Remarque 11.4.39 D’aprés la remarque 11.3.22, pour vérifier que

G=a;X:T,T Frg d : Bool®
b=c, a=a;x:T,T Fe< 1r:T,
S

on peut essayer de générer des contraintes C1 et C; telles que

Cis %:T,F ke d | Bool®
Cos %:T, T bog T LT,

et tester sik (&=aD C)A([d=adAb=c">Cy).

Si les types des arguments non récursifs des symboles f € F sont des types contraints
simples, au sens de la définition 11.3.5.(ii), alors on obtient la normalisation forte des
termes typés dans le systéme non contraint Aswr(Bo, Lo, Ts)-

Théoréme 11.4.40 (Normalisation forte dans Asr (Bo, Lo, Ts)) Sous les hypothéses
du théoréme 11.4.38, si pour tout f € F, on a

sf) = =2 =2h=Va (=20 =T,

ot Ty est un type simple contraint pour tout i € {1,...,k}, alors les termes typables de
Asr(Bo, Lo, Ts) sont fortement SR-normalisants.
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PREUVE. On raisonne par induction sur I' = t : T, comme au lemme 9.1.26. Les régles
(Bool) et (let) sont traitées comme au théoréme 11.4.24. Voyons enfin le cas de la régle
(SymB1I). Soit f € X,.

— Supposons que f =c € C. On ne considére que le cas ou

Ts(c) =Dy = - = Dy = V& ¥ = ... Con = (M@

les autres étant similaires et plus simples. D’aprés la remarque 11.4.13, pour tout
i, on a [CMex(®+T]y € [C] et de plus [C%]u C [C] pour tout i € {(k+1,...,n}.
On en déduit que [ts(c)] € [ts(c)] par la proposition 10.2.4, d'oit ¢ € [ts(c)]
d’aprés le lemme 11.4.31.

— Sinon, fe L et t5(f) =T1 = - => Tk => VR C' = - = C¥ = T, ou Tj est un
type simple contraint pour tout i € {1,...,k}, et ou T est un type contraint basé
sur les produits.

Par la remarque 11.4.13, on a donc [T;] = [Ti] pour tout i € {1,... k} et [C;‘j]]u -
[C] pour tout j € {1,...,n} et tout p.

Enfin, comme T est un type contraint basé sur les produits, T est un type basé sur
les produits, et il suit de la remarque 11.4.13 et de la proposition 11.4.21 que l'on
a [T]u C [T] pour tout .

On en déduit que f € [ts(f)] car f € [ts(f)] par le théoréme 11.4.38. O

Exemple 11.4.41 On revient sur la régle (11.2) définissant le symbole pivot. Rappelons
que cette régle est définie a I'exemple 11.1.7, et que I'on a commencé a I'étudier juste
avant le théoréme 11.4.38. D’autre part, la régle (11.2) utilise le symbole > défini a
l'exemple 11.1.4. On désigne par pivot le systéme de réécriture —pivor U —~. Rappelons
que pour les régles de pivot, on utilise > avec le type Nat = Nat = Bool.

On montre maintenant que

pivot € [Nat = Va. List* = 3B1B, (« = B1 + B2). ListP' x ListP2] . (11.12)

Notons que le type contraint de pivot satisfait les hypothése du théoréme 11.4.40. Ainsi,
si les régles définissant > sont calculables, on obtient la Spivot-normalisation pour les
termes typables de Aspivot(Bo, Lo, Ts).

Pour obtenir (11.12), il reste & montrer qu’avec I' =ger x : Nat,y : Nat, 1: List®Y, on a

a=1+4+¢€(l); Tkletz= (pivot x 1) in
ite(> y x, (77 z, consy (7 z)),
(consvy (77 z), 7 2)) © 3B1P2 (= P71+ Ba). ListPr x ListP?

Pour ce faire on va générer une contrainte C telle que - (e = €(1)+ 1) D C et

C;Tkletz= (pivotx1)in
ite(> y x, (m z, consy (72 z)), (11.13)
(consy (77 z), 72 2)) L 3B1B2 (= P71+ Ba2). ListP' x ListP2

D’aprés ce que I'on a vu a I'exemple 11.3.23, en utilisant le type

<

s = Nat= Vy(y < ). List* = Fy1yz (y =v1 +v2). List"" x List"? |
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11.4 Normalisation forte

on a
e(l) < oy T pivot x 1T Fyry2 (e(y) =v1 +7v2). ListY" x List¥2 .
On peut appliquer la régle (| AE) si on arrive a générer une contrainte D telle que
D; T,z: ListY x ListY2
ite(> y x, (m z, consy (72 z)),
(cons y (my z), 73 z)) 1 3BiB2 (o= P71+ Ba). ListPr x ListP2 |

On va utiliser la régle (| Bool). Posons I, =qer T,z : ListY! x ListY2. Tout d’abord, il est
clair que ;T, = >y x T Bool. D’autre part, comme

T, Fy | Nat et T, I cons T Nat = Vy,. List¥2 = List"2 " |

on a
T, consy T Vya. List”? = List?2 ! |
soit
:T, F consy T List¥2 = List”2 " .
Du fait que

T,z T ListY' x ListY2
T, 7z T ListY2

(T xE)

on en déduit que
T+ consy (myz) T List2 1 |

On a aussi ;T F 1y z T ListY', d’ou
T, F (1 z,cons y (m22)) T List?" x List¥2 7! .

Comme ||List”" x List¥2 ™ € 3B1B2(c = B1 + B2).ListP1 x ListP2|| est la formule

M =qer IP1B2. x=P1+P2 N vi=B2 N v2+1=p2,
il s’en suit que

T T b (7 z,consy (m22)) L IB1B2(oc = B + Ba). ListPr x ListP2 .

De maniére similaire, avec

M =dqer P1h2. x=P1+PB2 N vi+T1=02 N v2=p2,

on a
My ; T b (consy (71 2),7m22) | IP1B2 (x = 1 + Ba). ListPr x ListP2 .

La régle (| Bool) donne alors

Ty A Ty Tz ListY? x ListY2
ite(> y x, (77 z, consy (72 z)),
(consy (17 z), T2 2)) L 3B1B2 (= B1 + B2). ListPr x ListP2 .

Enfin, en posant
C =aer €(l) <o A Fyrya(e() =vi+v2) N Vyiva(e() =vi+v2D (Th ATlL)),
on obtient (11.13). D’autre part, il est aisé de voir que F (o« =¢€(1) +1) D C.
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Exemple 11.4.42 (McCarthy) On s’intéresse maintenant a la fonction 91 de Mc-
Carthy, présentée a I'exemple 11.1.8. On considére un symbole f de type non contraint
Nat = Nat défini par les régles conditionnelles :

> x100 = true D fx 97 minusx 10,
>x100 = false D fx 97 f(f(plusx11)),

otl, pour tout 1 € N, le terme S™0 est représenté par n. Il est clair que I'on a ;+ S™0 : Nat™
Rappelons que fn —>;1 minus . 10 sin > 100 et fn —>;r1 91 sinon.

On suppose que & contient un symbole _ > _ :nat X nat — bool, interprété dans ©
par la fonction booléenne du méme nom, ainsi que de la soustraction entiére  —  de
sorte nat X nat — nat.

Le systéme —o1 utilise les symboles >, plus et minus, définis a I'exemple 11.1.4. On les
type ici de la maniére suivante :

Ts(>)  =dqer Voq. Nat® = Vo, Nat® = Bool® %2 |
Ts(plus) =gor Voq. Nat® = Va,. Nat®2 = Nat™ +o ’
Tg(minus) =def V7. Nat* = Voo. Nat* = Yy Qminus(oﬂy CXZaY)- NatY )

ou
Qminus(x1,%2,Y)  =dger (1 <x2) Dy =0) A (2 <) Dy =v+x2) .

Notons que ce type pour le symbole > différe de celui utilisé aux exemples 11.3.23
et 11.4.41. On suppose que >, plus et minus appartiennent a I'interprétation de leurs
types respectifs et on se concentre sur les régles définissant f.

Le type contraint de f est le suivant :

Ts(f)  =dger Vou. Nat® = Vy Qf(x,v). Nat¥,

ol

Qflet,Y) =der (<100 D vy=91) A (100<ax D ax=v+10) .

De plus, on utilise la contrainte de terminaison suivante :
a<fP =g max(0,101 — ) < max(0,101 —B),

ou < est l'ordre standard sur N.
Pour les deux régles, la relation d’accessibilité est

o = €(x); x:Nat®) ~s x:Nat*.
11 est aisé de dériver que
a=¢€(x); x:Nat™ + >x100 : Bool* 1%

et il s’en suit que les contraintes générées par les conditions des deux régles de f sont
respectivement
(x>100) =1t et (x>100)=1f.
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Dans le cas de la premiére régle, on a
(c>100) =t A oo =€(x); x: Nat™  minus x 10 : V¥ Qminus(€(x), 10, v)Nat” .
Or, comme
F((a>100) =t A ax=€(x)) D |VY Qminus(€(x),10,y). Nat¥ C V6 Q¢(«, d). Nat‘5|| ,
on en déduit que
(c>100) =t A o =e(x); x:Nat™  minus x 10 : V& Q¢(cx, 8). Nat® .
On doit typer la seconde régle en utilisant f avec le type
5f) = Vo'(« <f ). Nat* = V6 Qe(a/,8). Nat® .
En posant D =g (¢ >100) =f A v =¢€(x), on a
D; x:Nat®™ b plusx 11 : Nats®+1T
D’autre part,

D x:Nats™ F f : Vo/(a/ <f ). Nat® = V6 Q¢(a’,8). Nat®
D: x:Nat®™ + £ : Nats™H+ = v§ Q¢(e(x) + 11,8). Nat®

(VE)

car

F D D max(0,101 — (e(x) +11)) < max(0,10T — «) .

On a alors
D; x:Nat™) F f(plusx 11) : ¥8 Q¢(e(x) + 11,8). Nat® .
D’aprés le lemme 11.3.16, on obtient
D A Qf(e(x)+11,8); x: Naté™ + f(plusx 11) : V8 Qs(e(x) + 11,8). Nat® |
et en appliquant la régle (VE) on a
D A Qs(e(x)+11,8); x: Nat®™ + f(plusx 11) : Nat® .
Or, on vérifie facilement que
F (D A Qf(e(x)+11,8)) D max(0,101 —8) < max(0,101 — «) ,
et on obtient
D A Qfl(e(x)+11,8); x: Nat®™ + f : Nat® = vy Qf(8,v). Nat” ,
d’oti

D A Qf(e(x)+11,8); x: Nats™ + f(f(plusx 11)) : ¥y Q¢(5,7v). Nat”
D: x:Nat™ + f(f(plusx 11)) : V&6 Q¢(e(x) + 11,8). Wy Q¢(8,7y). NatY

(VI)
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On en déduit que
D; x:Nat®™ + f(f(plusx 11)) : VY Qs(«, ¢). Nat®

car

F D D V6 Qs(e(x) +11,8). Yy Qf(8,y). Nat¥ T V¢ Qs(w, ). Nat®| .

Ainsi, par le théoréme 11.4.38 (resp. le théoréme 11.4.40), la relation —so1 est fortement
normalisante sur les termes typables de Ago1(Bo, ® (P, S,Vs), Lo, Ts) (resp. les termes
typables de Aso1(Bo, L0, Ts))-
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Conclusion

Dans cette thése, nous avons étudié la combinaison de la réécriture et du lambda-calcul.
Nous nous sommes concentrés sur deux propriétés, la confluence et la terminaison, qui
permettent d’assurer respectivement la cohérence équationnelle du calcul et la cohérence
déductive de systémes de types.

Les questions auxquelles nous aménent nos travaux peuvent étre regroupées selon trois
axes de recherche.

— Etudier le lien (sémantique) entre les algébres de termes du premier ordre et les
termes applicatifs et algébriques, c’est & dire les termes construits avec un symbole
d’application binaire. C’est un point important vis-a-vis des questions traitées a
la partie II sur la confluence, mais aussi pour mieux comprendre ce qui est en jeu
dans la normalisation de la combinaison typée de la réécriture du premier ordre et
du lambda-calcul (voir section 9.4).

— Etudier la signification logique de notre travail sur la réductibilité et comprendre
ses liens avec la sémantique dénotationnelle. Cela concerne essentiellement nos
travaux sur la stabilité par union de familles de réductibilité (chapitre 10) et notre
définition des candidats de réductibilité de Girard (section 9.3.4).

— Approfondir I’étude du critére de terminaison avec types contraints présenté & la
section 11.

Partie Il Confluence

Chapitre 5 Outils pour la confluence

Concernant la réécriture conditionnelle, nous avons rappelé au théoréme 5.2.6 que
la réécriture semi-équationnelle orthogonale est confluente et que la réécriture normale
orthogonale est confluente par niveaux. Comme nous 'avons dit & la remarque 5.2.7,
il nous semble possible que la réécriture conditionnelle normale soit de plus confluente
en profondeur. De plus, il est connu que la réécriture conditionnelle par joignabilité
orthogonale n’est en général pas confluente. Il serait intéressant de savoir si la condition
de semi-cloture permet d’avoir la confluence de la réécriture conditionnelle par joignabilité
orthogonale.

D’autre part, nous avons évoqué a la section 5.3.4 un lien possible entre la non modu-
larité de la confluence pour les combinaisons non disjointes et la non préservation de la
confluence par ajout aux termes d’éléments issus d’une algébre non libre. Il nous semble
intéressant de voir précisément en quoi la non modularité de la confluence pour des sys-
témes non disjoints est liée au fait qu’un des deux systémes de réécriture simule des
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termes infinis, via par exemple la notion d’arbres de Bohm pour la réécriture développée
dans [KOV99].

Chapitre 7 Réécriture conditionnelle combinée au lambda-calcul

Les travaux présentés dans ce chapitre posent un certain nombre de questions sur le
lien entre les termes du premier ordre et les termes algébriques (c.-a-d. construits avec
un symbole d’application).

En effet, hormis pour la combinaison du lambda-calcul & la réécriture conditionnelle
linéaire & gauche et semi-close (sans B-réduction dans les conditions), tous nos résultats
ont été montrés pour des termes vérifiant des conditions liées & D’arité applicative des
symboles (c.-a-d. au nombre d’arguments qui leurs sont appliqués). Ces conditions sont
un moyen de récupérer de I'information algébrique au niveau des lambda-termes. Notons
que les résultats de [BTG94[, qui sont dans un cadre typé, utilisent le fait que les systémes
de réécriture sont algébriquement typés, et qu'on a vu a la remarque 3.6.6 que les termes
curryfiées algébriquement typés peuvent étre vus comme des termes du premier ordre.

1l serait donc intéressant d’étudier de maniére précise la condition de (R, a)-stabilité,
en particulier en termes de typage, et en ce qui concerne la confluence de la réécriture
[-conditionnelle par joignabilité, d’essayer de se passer de la condition que les termes
respectent héréditairement une arité applicative.

Chapitre 8 Préservation de la confluence par curryfication

Nos résultats sur la préservation de la confluence par curryfication pour la réécriture
conditionnelle ne sont pas totalement satisfaisants. En effet, ils n’étendent pas le résul-
tat de Kahrs [Kah95| a la réécriture conditionnelle car nous supposons que les régles
conditionnelle sont non effondrantes.

De maniére plus générale, il nous semble important d’essayer de mieux comprendre la
curryfication et les liens sémantiques entre les algébres de termes du premier ordre et les
lambda-termes algébriques.

Partie Il Normalisation forte et réductibilité

Chapitre 9 Normalisation forte dans le lambda-calcul typé

La question de 'interaction entre les algébres de termes du premier ordre et les lambda-
termes se pose aussi pour la normalisation forte. Elle se manifeste au niveau des preuves
de préservation de la normalisation forte pour la combinaison de la réécriture du premier
ordre (ou curryfiée et algébriquement typée) au systéme F [BTG89, Oka89]. Il nous
semble qu’il serait intéressant de voir si on peut reformuler ces preuves en utilisant de
maniére directe la notion de fermeture calculable [BJO02, Bla07]. Cela permettrait de
mieux comprendre (et de maniére plus abstraite), du point de vue de la normalisation
forte, 'interaction entre les réductions « du premier ordre » et la 3-réduction.
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Chapitre 10 Stabilité par union de familles de réductibilité

Nous avons vu que la stabilité par union d’une famille de réductibilité prenant en
compte une relation de réécriture —y correspond a un comportement calculatoire parti-
culier de —g. Cependant, nous ne savons pas quelle est I'interprétation logique de cette
propriété. Cette question pourrait étre posée & plusieurs niveaux : en termes de réali-
sabilité, au niveau des « truth values algebras » de Dowek [Dow06|, et au niveau des
lambda-calculs pour la logique classique, comme par exemple [Par97, CHO0|.

D’autre part, il serait intéressant d’étudier plus en profondeur la signification « sé-
mantique » de la stabilité par union de familles de réductibilité. Pour cela, le systéme
de type Arugr(X) induit naturellement un modéle de filtres. Mais il faudrait essayer
de comprendre quels sens ont nos conditions du réduit principal et du réduit princi-
pal par rapport aux modéles d’extensions du lambda-calcul, tels qu’étudiés par exemple
dans [Bou94, DCLP96, DCLP9S|.

La question principale concernant la stabilité par union de familles de réductibilité
est d’avoir une condition suffisante pour les systémes de réécriture non simples (c.-a-
d. avec filtrage) qui soit facilement vérifiable. Nous avons vu avec la réécriture simple
qu’il existe des systémes confluents qui n’admettent pas de famille de réductibilité stable
par union. Par contre, il nous semble tout & fait possible que les systémes de réécri-
ture orthogonaux admettent des familles de réductibilité stables par union (les systémes
de réécriture simples orthogonaux ont des candidats de Girard stables par union, voir
la remarque 10.5.7). Cela demanderait probablement une étude précise du théoréme de
standardisation de [HL91]. Un probléme li¢ nous semble étre I'obtention d’un systéme
de types complet pour la normalisation forte de la réécriture orthogonale. Ce sujet pour-
rait étre intéressant aussi pour faire le lien entre les modéles de filtres et les notions
sémantiques issues de la standardisation [HL91, Bou85, Mel98|.

Enfin, notre étude de la stabilité par union des candidats de Girard nous a permis de
mettre en évidence une structure intéressante de ceux-ci : les candidats de Girard sont
stables par union exactement lorsque ce sont les ensembles non vides de termes fortement
normalisants et clos par le bas pour un ordre d’observation faible.

Cette caractérisation pose au moins deux questions. La premiére est de voir si une telle
structure « algébrique » simple existe pour les ensembles saturés de Tait. La seconde est
de comprendre ce que cette caractérisation veut dire en termes d’identification de preuves
(ou bien en termes de « sémantique dénotationnelle » pour les preuves).

Cette seconde question est siirement en rapports étroits avec la question du lien entre
notre définition des termes neutres par interaction entre termes et contextes et les séman-
tiques dénotationnelles pour preuves basées « officiellement » sur 'interaction, comme
par exemple la sémantique des jeux [HOO00].

Chapitre 11 Types contraints pour la normalisation forte

Une premiére question importante est ’étude précise de la complexité de la résolution
des contraintes générées par le processus de vérification du typage.
De plus nous avons travaillé sur une ébauche de prototype pour ce critére de ter-
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minaison. Nous avons implanté la vérification du typage presque dans son intégralité.
Cependant, nous n’avons pas encore traité le critére de terminaison en tant que tel.

Bien que nous ayons pensé notre systéme de types contraints comme une version im-
plicite du systéme de types dépendants de [Xi98|, nous n’avons pas étudié précisément
cette question. En particulier, il est serait intéressant de comparer notre vérification du
typage avec le processus d’élaboration de [Xi98].

Il pourrait aussi étre intéressant d’étudier des restrictions du systéme. Nous ne sommes
pas slr que la gestion des types contraints dans toute leur généralité soit réellement
utile. Des restrictions sur la forme des types contraints pourraient étre intéressantes. En
particulier, il est possible que certains travaux sur la programmation logique dans des
systémes avec preuves uniformes [MNPS91| puissent donner des restrictions intéressantes
sur la forme des types pour simplifier la forme des contraintes générées par la vérification
du typage.

D’autre part, le systéme ne traite que les types inductifs du premier ordre, et il serait
intéressant de I'étendre aux types inductifs positifs. Cela nécessiterait probablement une
extension de la syntaxe et de la sémantique des contraintes, en particulier si on veut une
interprétation singleton des types inductifs (ce qui semble toutefois difficile & obtenir).

La facon dont est traitée la réécriture conditionnelle est relativement intéressante car
le systéme permet de manipuler I'information issue de la satisfaction de conditions boo-
léennes. Cela nous permet de traiter le cas de la fonction 91 de McCarthy. Cependant, la
réécriture conditionnelle offre des perspectives plus larges, qu’il serait intéressant d’étu-
dier. Citons I'utilisation de conditions sur des types autres que les booléens et 'utilisation
dans les conditions de variables « extra » (c.-a-d. instantiées par filtrage lors de I’évalua-
tion des conditions).

Enfin, il pourrait étre intéressant d’un point de vue théorique de voir ce que 'on
pourrait faire en utilisant des contraintes dans un domaine issu de la « sémantique dé-
notationnelle ». En particulier, il se pourrait que I’argument utilisé dans les preuves de
terminaison de [BBC98, Ber05]| puisse étre formulé au niveau du typage, en utilisant un
systéme de contraintes approprié (mais pas forcément décidable).
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Résumeé

Cette thése concerne la combinaison du lambda-calcul et de la réécriture, dont nous
étudions principalement deux propriétés : la confluence et la normalisation forte.

Nous commengons par étudier sous quelles conditions la combinaison d’une relation
de réécriture conditionnelle confluente au lambda-calcul donne une relation de réécriture
confluente.

Ensuite nous nous intéressons aux preuves de normalisation forte de lambda-calculs
typés utilisant la technique de réductibilité. Notre contribution la plus importante est
une comparaison de diverses variantes de cette technique, utilisant comme outil de com-
paraison la maniére dont ces variantes s’étendent & la réécriture et dont elles prennent
en compte les types unions et les types existentiels implicites.

Enfin, nous présentons un critére, basé sur un systéme de types contraints, pour la
normalisation forte de la réécriture conditionnelle combinée au lambda-calcul. Notre ap-
proche étend des critéres de terminaison existants qui utilisent des annotations de taille.
C’est & notre connaissance le premier critére de terminaison pour la réécriture condition-
nelle avec membres droits d’ordre supérieur qui prenne en compte, dans 'argument de
terminaison, de 'information issue de la satisfaction des conditions des régles de réécri-
ture.

Mots clefs : Lambda-calcul, réécriture, réécriture conditionnelle, confluence, typage,
types union, normalisation forte, candidats de réductibilité, ensembles saturés, biortho-
gonalité.

Abstract

This thesis is about the combination of lambda-calculus with rewriting. We mainly
study two properties: confluence and strong normalization.

We begin by studying under which conditions the combination of a confluent condi-
tional rewrite relation to the lambda-calculus leads to a confluent relation.

Next, we study strong normalization proofs of typed lambda-calculi that use the re-
ducibility technique. Our main contribution is a comparison of variants of this technique,
with respect to how they extend to rewriting and how they handle union and implicit
existential types.

Finally, we present a termination criterion for the combination of conditional rewriting
and lambda-calculus based on a constrained type system. Our approach, which extends
known criteria that use sized types, is to our knowledge the first termination criterion for
conditional rewriting with higher-order right-hand sides that takes into account in the
termination argument some information generated by the satisfaction of the conditions
of the rewrite rules.

Keywords: Lambda-calculus, rewriting, conditional rewriting, typing, union types,
strong normalization, reducibility candidates, saturated sets, biorthogonality.
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