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Chapitre 1IntrodutionDepuis plusieurs années, les programmes informatiques sont utilisés dans des domaines vitaux ouéonomiquement importants. Il semble don indispensable de pouvoir en erti�er le bon fontionnement.La erti�ation d'un programme onsiste à reherher sa spéi�ation ('est-à-dire l'ensemble des propriétésmathématiques que e programme doit véri�er), puis à prouver que le programme est orret vis-à-vis deette spéi�ation.Pour aider à la réalisation de ette double tâhe, des outils partiuliers, les systèmes d'aide à lapreuve, ont été mis au point. Ces systèmes permettent de dé�nir des fontions, ainsi que de démontrerdes théorèmes et des propriétés de es fontions.Les systèmes d'aide à la preuve existants di�èrent entre eux tant par le adre logique sous-jaent(les axiomes et les règles autorisés pour faire les démonstrations), que par le degré d'automatisation despreuves qu'ils fournissent. Certains sont omplètement automatiques et don limités (prouver un théorèmeest indéidable en général), tandis que d'autres, au pouvoir d'expression plus important, fontionnent demanière interative, 'est-à-dire que les dé�nitions et les preuves sont onstruites grâe à un dialogue entrel'utilisateur et le programme d'aide à la preuve. La oopération, et même l'intégration de es deux typesd'outils est évidemment souhaitable. Elle est d'ailleurs l'objet de nombreux travaux, dont e stage faitpartie.Le programme Coq [11℄, dont il sera ii question, entre dans la atégorie des logiiels d'aide à la preuveinteratifs. Bien que le pouvoir d'expressivité de Coq soit déjà très important, e système sou�re d'unertain nombre de limitations. D'une part, l'utilisateur ne peut pas toujours dé�nir ses fontions ou sesprédiats omme il le souhaiterait ; il doit en e�et en donner une dé�nition indutive, 'est-à-dire ne faisantintervenir que du �ltrage sur les onstruteurs et des appels réursifs sur des sous-termes. D'autre part,l'utilisateur ne peut pas indiquer au système d'autres règles de simpli�ation que elles permises par lesdé�nitions indutives. Cela l'oblige dans les preuves à desendre à un niveau de détail souvent inintéressantet lui fait perdre du temps.Cet état de fait a onduit un ertain nombre de herheurs à étudier des extensions du Calul desConstrutions Indutives [19℄ (adre logique sur lequel Coq est basé) qui permettraient de s'a�ranhir dees limitations, notamment en autorisant des dé�nitions de fontions ou de prédiats à l'aide de règles deréériture, paradigme plus simple et plus puissant que les règles indutives qui sont un as partiulier deréériture [3, 5, 15, 23℄.Cependant, les onditions à véri�er pour qu'une telle extension reste déidable et valide sont plusomplexes qu'ave des dé�nitions indutives et, si l'on veut pro�ter pleinement de toutes les potentialitésde la réériture, il peut être intéressant de faire appel à des outils externes de véri�ation de la on�uene(l'ordre d'un alul n'a pas d'importane) et de la terminaison (les aluls terminent toujours), deuxpropriétés néessaires pour assurer la déidabilité et la validité du système. Un tel système ne serait alorsplus tout à fait �able. Une manière de ontourner ela est de véri�er dans le système lui-même que lesrésultats fournis par les outils externes sont bien orrets. A ette �n, il est néessaire de formaliser lesritères utilisés par es outils.L'objetif de e stage est ainsi de formaliser le ritère des interprétations polynomiales [10℄, qui estun ritère très e�ae et utilisé par la plupart des systèmes de preuve de terminaison atuels, tels queCiME [9℄.Ce stage s'insrit dans le adre du projet RNTL Averroes 1, dans lequel CiME a déjà été utilisé pourréaliser un prototype de Coq ave réériture [6℄, et onstitue le dernier objetif du lot 5.1. Ce stage s'insritégalement dans un début de oopération informelle ave Femke van Raamsdonk de l'Université Libre1http://www-verimag.imag.fr/AVERROES/ 2



d'Amsterdam dans le but de réer une bibliothèque Coq de théorèmes sur la réériture et la terminaisonen partiulier. C'est ainsi que l'une de ses étudiantes, Niole de Kleijn, a réalisé une formalisation partielledu ritère RPO (Reursive Path Ordering [14℄) l'année dernière [12℄, tandis qu'un autre étudiant, AdamKoprowski, herhe atuellement à formaliser la preuve de HORPO (Higher Order RPO) [17℄, l'extensionde RPO aux termes du λ-alul simplement typé.Des travaux dans le même esprit ont déjà été réalisés :� dans le domaine de la preuve d'égalité : dans sa thèse [18℄, Nguyen utilise ELAN [7℄ pour trouver unepreuve d'égalité dont la trae permet de onstruire un terme-preuve qui est véri�é par Coq ;� onernant la formalisation de théorèmes de réériture en Coq : dans [20, 21℄, Rouyer s'intéresse à laformalisation de quelques algorithmes de réériture en Coq. Cette formalisation est anienne, et baséesur une struture de termes urry�és qui n'est pas appropriée pour la dé�nition d'une interprétationpour laquelle le nombre d'arguments doit être onnu.Dans un premier hapitre, nous présentons en détail le ritère de terminaison par interprétationspolynomiales dont nous nous proposons de formaliser la preuve. Dans un seond hapitre, nous nousattaherons à donner une brève présentation de Coq avant de voir, au hapitre 4, omment le théorème àdémontrer a été formalisé, en étudiant les problèmes posés par ette formalisation, et les hoix qui ont étéfaits pour les résoudre. En�n, le hapitre 5 dérit la mise en ÷uvre d'une interfae ave CiME permettant,depuis le système Coq, la reherhe d'une interprétation polynomiale et la onstrution de la preuve determinaison d'un système de réériture utilisant ette interprétation.
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Chapitre 2Critère de terminaison parinterprétations polynomialesL'objetif de e stage est de formaliser dans Coq la preuve qu'il su�t, pour véri�er qu'un systèmede réériture termine, d'assoier un polyn�me à haque symbole de la signature, et de s'assurer quees polyn�mes satisfont ertaines onditions aisément véri�ables automatiquement (la positivité de leursoe�ients, prinipalement). Avant d'entrer plus avant dans les détails de la formalisation proprementdite, nous ommençons par donner une desription plus en profondeur du théorème que nous herhons àprouver. À ette �n, nous rappelons quelques dé�nitions relatives aux systèmes de réériture. Toutefois,seules les notions diretement utiles à notre formalisation seront présentées ii. Le leteur désireux d'enapprendre davantage sur la réériture pourra par exemple se référer à [2℄ et [22℄, ouvrages de référenedans e domaine.2.1 Systèmes de rééritureNous ommençons don par donner quelques dé�nitions relatives aux systèmes de réériture.2.1.1 SignaturesUne signature est la donnée d'un ensemble de symboles et d'une fontion qui à haque symbole assoieun entier naturel appelé arité de e symbole 1. La plupart du temps, l'ensemble des symboles est �ni, maisrien n'interdit qu'il soit in�ni.Exemple 1 Pour travailler en théorie des groupes, on peut prendre une signature onstituée de l'ensemblede symboles {0, +,−}, où l'arité de 0 est 0, l'arité de − est 1, et l'arité de + est 2.Dans toute la suite, nous supposerons �xée une signature Σ.2.1.2 TermesSoit V un ensemble dénombrable appelé ensemble de variables. On peut alors dé�nir l'ensemble T (Σ, V )des termes onstruits à partir de Σ et V par les lauses suivantes :� une variable est un terme ;� pour tout symbole f ∈ Σ d'arité n, si t1, . . . , tn sont des termes, alors f(t1, . . . , tn) est un terme.Autrement dit, l'ensemble T (Σ, V ) ontient V et est los par appliation des symboles de Σ.Remarque 1 Comme l'ensemble des variables importe peu, nous n'y ferons plus référene et supposeronspar la suite qu'on s'est donné un ensemble V �xé. Une signature Σ ayant été �xée préédemment, l'ensemble
T (Σ, V ) sera noté T dans la suite.1L'arité d'un symbole est le nombre d'arguments attendu par e symbole. Par exemple, l'opérateur d'addition + a deuxarguments, il est don d'arité 2.
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2.1.3 ContextesIl est souvent utile de pouvoir travailler sur un sous-terme d'un terme. Pour e faire, il est néessairede formaliser préisément e que signi�e � être un sous-terme �. L'introdution de la notion de ontextefailite grandement l'expression de ette relation.Intuitivement, un ontexte est un terme ave un trou. Plus formellement, les ontextes, tout ommeles termes, se dé�nissent par indution :� le ontexte vide noté [ ] est un ontexte ;� pour tout ontexte C, pour tout symbole f d'arité n, pour tout i, si t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tn sont destermes, alors f(t1, . . . , ti−1, C, ti+1, . . . , tn) est un ontexte.Si C est un ontexte et t un terme, on note C[t] le terme obtenu en remplissant le � trou � de C avele terme t. Par exemple, si C est le ontexte vide, C[t] représente le terme t lui-même.La relation � s est un sous-terme de t � peut alors se dé�nir ainsi : s est un sous-terme de t ssi il existeun ontexte C tel que t = C[s].Par exemple, x est un sous-terme de f(x, y), ar si C = f([], y), on a bien l'égalité f(x, y) = C[x].2.1.4 SubstitutionsUne substitution est une fontion des variables vers les termes, 'est-à-dire de V vers T . Une foisdé�nie sur les variables, ette fontion peut se prolonger naturellement pour être dé�nie sur tous lestermes. L'appliation d'une substitution σ à un terme t, notée tσ, onsiste à remplaer haque ourrened'une variable v apparaissant dans t par le terme σ(v).2.1.5 Règles et systèmes de réériture, terminaisonMaintenant que nous avons dé�ni toutes les notions de base dont nous avons besoin, nous allonsintroduire les notions fondamentales de règles et de systèmes de réériture. Nous expliquerons ensuite eque signi�e préisément la relation � t1 se réérit en t2 �, et dé�nirons la terminaison d'un système deréériture.Une règle de réériture est un ouple (l, r) de termes que l'on note généralement l → r. Pour qu'unerègle l → r soit admise, il est de plus requis que l ne soit pas une variable, et que r ne ontienne que desvariables apparaissant aussi dans l.Un système de réériture est un ensemble de règles de réériture. Bien que rien n'interdise de onsidérerdes ensembles in�nis de règles, nous nous ontenterons dans la suite d'utiliser des ensembles �nis, maisei ne hange pas grand hose à la formalisation.On dit qu'un terme t1 se réérit en un terme t2 par la règle l → r ssi il existe un ontexte C et unesubstitution σ tels que t1 = C[lσ] et t2 = C[rσ].Cette dé�nition signi�e que si un terme possède un sous-terme qui est une instane de l, alors on peutremplaer e sous-terme par une instane de r.Si R est un système de réériture, on dit que t1 se réérit en t2 par R ssi R ontient une règle l → rtelle que t1 se réérit en t2 par l → r selon la dé�nition préédente.Un système de réériture R induit don une relation R′ sur l'ensemble T des termes (il s'agit de larelation t1R
′t2 ssi t1 se réérit en t2 par R).On dit que le système de réériture R termine ssi la relation R′ qu'il engendre est bien fondée 2. End'autres termes, R termine si, quelque soit la manière dont on réérit un terme, on se ramène toujours,en un nombre �ni d'étapes, à un terme qui ne peut plus être réérit.Le problème onsistant à déterminer si un système de réériture donné termine est indéidable. Néan-moins, l'intérêt de la réériture appliquée à des domaines tels que la reherhe de preuves ou le alulsymbolique ont motivé la reherhe de ritères (onditions déidables et su�santes) qui permettent, dansertains as, de savoir si un système de réériture donné termine ou non, et s'il termine, d'exhiber unepreuve de terminaison.Les tehniques utilisées pour établir la terminaison d'un système de réériture peuvent être lasséesselon di�érentes atégories :les méthodes inrémentales et modulaires : elles onsistent à déduire la terminaison d'un systèmede réériture de elle de sous-systèmes plus petits ;2Rappelons qu'une relation > sur un ensemble E est bien fondée ssi pour tout x ∈ E il n'existe qu'un nombre �nid'éléments x1, . . . , xn tels que x > x1 > x2 > . . . > xn. 5



les méthodes transformationnelles : elles onsistent à transformer le système de réériture de sorteque sa terminaison puisse se déduire de elle du système transformé. L'une des méthodes de etteatégorie est elle des paires de dépendanes, dérite dans [1℄ ;les méthodes syntaxiques : elles onsistent à onstruire un ordre bien fondé sur les termes, et à montrerque la relation R′ engendrée par un système de réériture R est inluse dans et ordre, e qui prouveque R′ est bien fondée, et don que R termine. La plus onnue de es méthodes est RPO (ReursivePath Ordering), dérite dans [14℄ ;les méthodes sémantiques : elles onsistent à interpréter haque symbole f d'arité n par une fontion
n-aire sur un domaine D à préiser, et à omparer les termes en les interprétant et en omparantleurs interprétations grâe à une relation bien fondée sur D. L'une des méthodes les plus onnuesde ette atégorie est elle par interprétations polynomiales, que nous nous attaherons à présenterpar la suite.Remarque 2 Pour prouver la terminaison d'un système de réériture, on peut être amené à ombinerles méthodes vues préédemment. On peut par exemple ommener par ramener la preuve de terminaisond'un système de réériture à elles de systèmes plus petits, à l'aide de méthodes inrémentales. On pourraensuite prouver la terminaison des systèmes ainsi obtenus grâe aux méthodes syntaxiques ou sémantiques,et en les ayant au préalable transformés par une méthode transformationnelle.2.2 InterprétationsComme nous l'avons annoné préédemment, nous portons maintenant notre attention sur les méthodessémantiques permettant de prouver la terminaison d'un système de réériture, et plus partiulièrementsur la méthode par interprétations polynomiales. Nous ommençons par dé�nir la notion d'interpréta-tion monotone bien fondée, qui permet d'énoner un théorème général sur la terminaison des systèmesde réériture. Dans une seonde partie, nous dé�nissons une lasse partiulière d'interprétations mono-tones bien fondées, les interprétations polynomiales, et nous montrons que les hypothèses du théorème determinaison se ramènent, dans ertains as, à des véri�ations de positivité des oe�ients de polyn�mes.2.2.1 Interprétations monotones bien fondéesUne interprétation est la donnée d'un ensemble D appelé domaine de l'interprétation, et d'une fontion

I qui à tout symbole f d'arité n assoie une fontion n-aire If sur D. Pour interpréter un terme ('est-à-dire lui assoier un élément de D), nous devons, en plus des symboles de fontion, savoir omment assignerune valeur (un élément de D) aux variables, d'où le reours au onept lassique de valuation.Une valuation est une fontion qui à toute variable assoie un élément de D.L'interprétation [[t]]Iξ d'un terme t se dé�nit alors par indution sur t :� pour toute variable x, [[x]]Iξ = ξ(x) ;� pour tout symbole f d'arité n, pour tous termes t1, . . . , tn.

[[f(t1, . . . , tn)]]Iξ = If ([[t1]]
I
ξ , . . . , [[tn]]Iξ)Remarque 3 Une substitution n'est en fait qu'une valuation partiulière. L'interprétation sous-jaente apour domaine l'ensemble des termes lui-même, et l'appliation d'une substitution σ à un terme t revienten fait à interpréter t sous la valuation σ. Cette remarque sera exploitée dans notre formalisation, pourdé�nir la notion de substitution à partir de elle, plus générale, d'interprétation.Une interprétation monotone bien fondée est une interprétation dont le domaine est muni d'une relationbien fondée (notée ii >D), et pour laquelle toutes les fontions d'interprétation sont monotones en haunede leurs variables. Rappelons qu'une fontion f d'arité n est monotone en sa i-ième variable ssi

∀x, y, a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an

x > y ⇒ f(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an) > f(a1, . . . , ai−1, y, ai+1, . . . , an). La relation >D permet deonstruire une relation >I sur l'ensemble T des termes : t >I u ssi pour toute valuation ξ, [[t]]Iξ >D [[u]]Iξ .On dira qu'une règle de réériture l → r est ompatible ave une interprétation I si l >I r.Nous pouvons maintenant énoner le théorème prinipal de terminaison par interprétations :Théorème 1 Soit R un système de réériture. S'il existe une interprétation monotone bien fondée I telleque pour toute règle l → r ∈ R, l >I r, alors R termine.6



Démonstration 1 La monotonie des symboles de fontion assure que l'ordre >I est stable par ontexte,'est-à-dire que pour tout ontexte C, pour tous termes t1 et t2, t1 >I t2 ⇒ C[t1] >I C[t2]. Par l'absurde,supposons qu'il existe une suite in�nie (tn) de termes telle que t0 → t1 → t2 → . . . → tn → . . .. Alors enutilisant la stabilité par ontexte de > on a t0 >I t1 >I t2 >I . . . >I tn >I . . .. Par dé�nition de >I , eisigni�e que pour toute valuation ξ, [[t0]]
I
ξ >D [[t1]]

I
ξ >D [[t2]]

I
ξ >D . . ., e qui est impossible puisque >D estbien fondée par hypothèse, e qui prouve la terminaison de R.Remarque 4 Ce théorème déoule en réalité de deux autres résultats. Le premier, onnu sous le nomde ritère de Manna-Ness, a�rme que si la relation engendrée par un système de réériture est inlusedans un ordre de rédution (relation bien fondée, stable par substitution et ontexte), alors e système deréériture termine. Le seond est que pour toute interprétation monotone bien fondée I sur un domaine

D, l'ordre >I onstruit à partir de >D est un ordre de rédution.2.2.2 Interprétations polynomialesUn polyn�me à n indéterminées X1, . . . , Xn est une somme �nie de termes de la forme axk1

1 . . . xkn

n , oùles ki sont des entiers naturels et a est un oe�ient, élément d'un ensemble à préiser.Une interprétation polynomiale est une interprétation monotone bien fondée sur Z
+, et telle que haquesymbole de fontion f d'arité n est interprété par un polyn�me Pf à n indéterminées à oe�ients dans

Z. La relation bien fondée utilisée est l'ordre usuel sur les entiers. Dans une interprétation polynomiale,les termes pourront, eux aussi, être interprétés par des polyn�mes. On notera par la suite Pt le polyn�meassoié au terme t.Comme nous l'avons indiqué au début de ette setion, dans le as des interprétations polynomiales,les hypothèses du théorème 1 se ramènent à des tests de positivité de oe�ients de polyn�mes :� pour que les fontions polynomiales soient bien dé�nies sur Z
+, il su�t que les polyn�mes soient àoe�ients positifs ou nuls ;� si un polyn�me P est à oe�ients positifs ou nuls, et si le oe�ient du mon�me Xi dans P eststritement positif, alors P est monotone en sa i-ième indéterminée ;� pour véri�er qu'une règle l → r est ompatible ave l'ordre engendré par l'interprétation, il su�t des'assurer que Pl − Pr − 1 est à oe�ients positifs ou nuls.Nous pouvons don maintenant énoner préisément le théorème que nous nous proposons de démontrerdans Coq :Théorème 2 Soit Σ une signature, I une fontion qui à tout symbole f ∈ Σ d'arité n assoie un polyn�me

If à n indéterminées à oe�ients dans Z, et R un système de réériture sur Σ. Si pour tout f ∈ Σ d'arité
n, If est à oe�ients positifs ou nuls, et pour tout i ≤ n le oe�ient de Xi dans If est stritementpositif, et si pour toute règle l → r ∈ R, Pl − Pr − 1 est à oe�ients positifs, alors R termine.La onstrution d'une preuve de terminaison omportera en réalité deux étapes distintes : d'une part,la onstrution d'une interprétation polynomiale, qui implique la preuve de monotonie des polyn�mes, et,d'autre part, la véri�ation de ompatibilité des règles ave l'ordre engendré par l'interprétation.
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Chapitre 3Présentation de CoqAvant d'étudier plus préisément omment le théorème 2 énoné au hapitre préédent a été formalisédans Coq, nous présentons brièvement et outil, pour donner une intuition de son pouvoir d'expressivité.Une présentation plus exhaustive de Coq peut être trouvée dans son manuel de référene [11℄. Une autre,très omplète et pédagogique, a été développée dans [4℄.Le programme Coq, développé au sein du projet LogiCal de l'INRIA, est e que l'on appelle un logiield'aide à la preuve, ou enore un � assistant de preuve �. Cei signi�e que son fontionnement est basé surun dialogue permanent entre l'utilisateur qui entre des dé�nitions, des théorèmes et leurs preuves, et lesystème, hargé de véri�er la orretion des objets ainsi onstruits.Cette véri�ation est e�etuée en utilisant le formalisme du Calul des Construtions Indutives [19℄. Ils'agit d'un système de types (ensemble de règles permettant d'attribuer un type à des λ-termes) permet-tant d'exprimer et de raisonner aussi bien s-r des fontions que des prédiats, et qui permet notammentd'exprimer les propositions et les preuves de la logique d'ordre supérieur.3.1 Types indutifsDe même que les langages de programmation fontionnels omme ML, Coqpermet de dé�nir des typesde données indutifs.Exemple 2 Dans Coq, les entiers de Peano sont dé�nis omme suit :Indutive nat : Set :=| O : nat| S : nat -> nat.Cette dé�nition indique que O est un entier naturel, et que, étant donné un entier naturel, on onstruitson suesseur grâe à la fontion S.Lorsque des types indutifs tels que nat sont dé�nis, le système Coq se harge de onstruire des prinipesde réurrene qui vont permettre de raisonner ave (faire des aluls sur) des objets de types indutifs.Exemple 3 Lorsque l'on dé�nit le type nat, Coq onstruit automatiquement le prinipe de réurreneusuel sur les entiersnat_ind: forall P : nat -> Prop,P O -> (forall n : nat, P n -> P (S n)) -> forall n : nat, P nqui permet, omme on le fait habituellement en mathématiques pour démontrer qu'un prédiat P est vraipour tous les entiers, de montrer que P est vrai pour O et que si P est vrai pour un entier, alors il l'estpour son suesseur.xRemarque 5 Comme nous le verrons en Setion 4.2.2, il arrive que les prinipes de raisonnement générésautomatiquement par Coq ne puissent être utilisés pour travailler sur les objets dé�nis par indution. Ilest alors néessaire de dé�nir soi-même les prinipes de réurrene dont on a besoin.8



Signalons par ailleurs que Coq o�re la possibilité de dé�nir des strutures (enregistrements), qui sonten réalité représentées dans le système par des types indutifs à un onstruteur. Ainsi, la délarationReord point : Set := mkPoint {x : nat;y : nat}. revient à dé�nir un type indutif point a un onstruteur mkPoint qui, à partir de deux arguments detype nat, onstruit un objet de type point. Sont également dé�nies deux fontions x et y qui permettentd'aéder aux oordonnées d'un point donné.3.2 Types polymorphesIl est également possible de dé�nir des types indutifs polymorphes. Voii par exemple la dé�nitionCoq des listes polymorphes présentes dans les langages fontionnels lassiques :Indutive list (A : Set) : Set :=| nil : list A| ons : A -> list A -> list A.Cette dé�nition stipule que pour tout type de donnée A, la liste vide (nil A) est une liste d'élémentsde A, et qu'il est possible de onstruire une liste d'éléments de A à partir d'une liste déjà onstruite et d'unnouvel objet de type A.La liste ontenant les entiers 1, 2 et 3 peut don être représentée par le terme Coq(ons nat 1 (ons nat 2 (ons nat 3 (nil nat)))). Cependant, il semble évident que le premierargument de ons, ii nat, devrait pouvoir être inféré par le système à partir du type du seond argument,tandis que l'argument de nil devrait pouvoir être alulé par le système, au moins dans ertains as, d'aprèsle ontexte dans lequel nil est renontré. Coq dispose don d'un méanisme d'arguments impliites. Ilpermet, dans ertains as, d'éviter de spéi�er tous les arguments d'une appliation, laissant au systèmele soin de les inférer. Ainsi, après avoir donné au système les ommandesImpliit Arguments ons [A℄.Impliit Arguments nil [A℄.nous pouvons réérire la liste préédente en omettant nat :(ons 1 (ons 2 (ons 3 nil))). Coq dispose en outre de notations qui permettent d'alléger enorel'ériture de ertains termes, es notations pouvant être dé�nies par l'utilisateur.3.3 Types dépendantsContrairement aux types indutifs et polymorphes vus préédemment, les types dépendants n'existentpas dans les langages fontionnels lassiques. Un type dépendant est un type qui peut être paramétré nonseulement par un autre type (as des types polymorphes vu préédemment), mais aussi par des valeurs.Cette nouvelle forme de paramétrisation permet d'établir des ontraintes sur les données inluses dans letype onsidéré, et ainsi d'avoir des types plus sûrs.Exemple 4 Grâe aux types dépendants, il est possible de dé�nir le type des veteurs de longueur n (listesomportant exatement n éléments). La dé�nition prend la forme suivante :Indutive vetor (A : Set) (n : nat) : Set :=| Vnil : vetor A 0| Vons : A -> forall n : nat, vetor A n -> vetor A (S n)Cette dé�nition indique que Vnil A est un veteur d'éléments de A de taille 0, et que si a est de typeA, n de type nat et v de type vetor A n, alors Vons a n v est de type vetor A (S n).Ii aussi, le méanisme des arguments impliites présenté préédemment permet d'alléger les notations.9



3.4 Preuves et tatiquesComme nous l'avons indiqué plus haut, les preuves sont onstruites de manière interative. La premièreétape de la onstrution d'une preuve onsiste à entrer l'énoné du théorème à prouver, et délenhel'ouverture du mode d'édition de preuves de Coq. Celui-i présente à l'utilisateur le but à prouver, enséparant les hypothèses de la onlusion par une barre horizontale.L'utilisateur onstruit sa preuve en partant de la onlusion, et en revenant aux hypothèses. L'arbrede preuve est onstruit pas à pas, par l'appliation de tatiques. Une tatique peut être vue omme unefontion qui, lorsqu'elle est appliquée à un but B donné, génère une liste (éventuellement vide) de butsdont le système saura déduire B.Une fois la preuve terminée, elle est véri�ée par le système, puis, si elle est orrete, elle est sauvegardéeet ajoutée à l'environnement ourant. Le théorème ainsi prouvé peut désormais être utilisé dans des preuvesultérieures.Le système Coq est fourni ave un grand nombre de tatiques, qui permettent d'automatiser un ertainnombre de preuves telles que les preuves d'égalités dans les anneaux et les orps (ring et field), les preuvesd'inégalités linéaires en arithmétique (omega), et les preuves en logique propositionnelle (intuition).D'autres tatiques, telles que auto, fontionnent en reherhant, dans des bases de données onstruitespar l'utilisateur, un lemme suseptible de résoudre le but en ours.En�n, le système Coq dispose d'un langage nommé Lta et permettant à l'utilisateur d'érire sespropres tatiques, et don d'automatiser d'autres preuves. Outre des ombinaisons de tatiques existantes,e langage permet également de faire du �ltrage sur le but, et don de hoisir quelle tatique appliquer enfontion de la forme de elui-i.
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Chapitre 4Formalisation des interprétationspolynomiales dans CoqAprès avoir présenté Coq, nous allons maintenant expliquer plus en détails omment les di�érentsonepts et théorèmes présentés au hapitre 2 ont été formalisés. Pour illustrer notre propos, nous donne-rons les dé�nitions Coq des prinipaux types utilisés par notre formalisation. Celle-i est disponible dansson intégralité à l'adresse http://www.loria.fr/~blanqui, et a été développée en utilisant la version 8.0de Coq (dernière version publiée). Nous ommençons par présenter la struture de veteur introduite à lasetion 3.3. Les setions suivantes dérivent la formalisation des notions de réériture, des polyn�mes etdes outils permettant d'établir la ompatibilité d'une règle ave l'ordre engendré par une interprétationpolynomiale. L'avant-dernière setion de e hapitre est onsarée aux tatiques qui ont été érites pourautomatiser les preuves de terminaison. En�n, le hapitre se termine par la présentation omplète de laonstrution de la preuve de terminaison pour un système de réériture simple sur les groupes, utilisantles tatiques et théorèmes vus aux setions préédentes.4.1 VeteursComme nous l'avons signalé préédemment, le alul de l'interprétation d'un terme néessite que l'ononnaisse tous les arguments à passer aux fontions qui interprètent les symboles. En d'autres termes, lealul de l'interprétation du terme f(t1, . . . , tn) n'est possible que si l'on dispose bien de n sous-termes, où
n est l'arité de f . C'est pour ette raison que nous avons été amenés à nous intéresser aux veteurs, quipermettent justement de garantir que ette ondition sera véri�ée, alors que des listes, n'o�rant auunegarantie quant à leur longueur, ne le permettent pas.Le type vetor, introduit en setion 3.3, est dé�ni dans le module Bvetor de la bibliothèque standardde Coq. Ce module fournit aussi quelques fontions élémentaires sur les veteurs. Néanmoins, omme sonobjetif est surtout la dé�nition et la manipulation de veteurs de bits, le nombre de fontions disponiblespour manipuler des veteurs d'un type quelonque est assez réduit. En outre, la bibliothèque standard deCoq ne fournit auun théorème sur les veteurs. Nous avons don été onduits à dé�nir un ertain nombrede fontions, de prédiats et de théorèmes nous permettant de manipuler plus aisément les veteurs,struture qui, omme on le verra par la suite, intervient à plusieurs reprises dans notre formalisation.Les prinipales fontions que nous avons érites sont les suivantes :Vast : permet de transformer un veteur de taille m en un veteur de taille n si m = n ;Vnth : permet d'extraire le i-ième élément d'un veteur de taille n. Les ases des veteurs étant numérotéesde 0 à n− 1, il faut fournir à ette fontion une preuve que i < n pour lui permettre de renvoyer unrésultat ;Vbreakn : permet de ouper un veteur de longueur n1 + n2 en deux veteurs, l'un de longueur n1,l'autre de longueur n2 ;Vforall : il s'agit d'un prédiat permettant d'exprimer que tous les éléments d'un veteur véri�ent unepropriété ;En plus de es fontions, plusieurs théorèmes les onernant ont été prouvés. D'autres fontions dumodule Bvetor ont été réérites et simpli�ées, pour tenir ompte des nouvelles fontionnalités o�ertespar le système Coq (arguments impliites notamment). Ce travail devrait être intégré à la bibliothèquestandard de Coq à plus ou moins brève éhéane. 11



4.2 RééritureNous allons maintenant montrer omment les diverses notions dérites en 2.1 ont été formalisées dansCoq. Certaines notions peuvent être spéi�ées assez failement, et ont une dé�nition Coq très prohe deleur dé�nition abstraite. Pour d'autres notions, plusieurs possibilités s'o�raient à nous pour les représenterdans Coq, et il a don fallu en hoisir une. Pour haune de es notions, nous nous e�orerons de montrerles di�érentes options possibles, et d'expliquer pourquoi notre hoix s'est porté sur l'une d'entre elles enpartiulier.4.2.1 SignatureDans les travaux relatifs à la formalisation de réériture dans Coq présentés en introdution, Rouyer [20,21℄ et de Kleijn [12℄ représentent une signature par l'ensemble des entiers naturels. Chaque symbole estalors représenté par un entier, et l'on autorise des arités quelonques. Par ailleurs, ette formalisationautorise un nombre in�ni de symboles.Il nous a ependant semblé que ette façon de proéder ne onviendrait pas pour notre formalisation.En e�et, si nous voulons pro�ter de la rihesse du système de types de Coq pour assurer que haque termede la forme f(t1, . . . , tn) a le bon nombre de sous-termes, il nous faut donner l'arité de haque symbole. Enoutre, la plupart des signatures qu'on est amené à utiliser ne omportent qu'un nombre �ni de symboles.Se donner à priori un ensemble in�ni de symboles ne paraît don pas souhaitable, d'autant plus quenous avons à démontrer des propriétés quanti�ées universellement sur les symboles (par exemple : pourtout symbole, le polyn�me qui lui est assoié est à oe�ients positifs). Si nous avions adopté la solutionpréédente, nous aurions don dû faire en sorte que la propriété à démontrer soit vraie pour les symbolesqui n'étaient pas e�etivement utilisés, e qui aurait onstitué un surroît de travail bien inutile.Nous avons don hoisi une autre manière de formaliser les signatures, qui nous permet de dé�nir dessignatures �nies ou in�nies, et de préiser l'arité de haque symbole. La dé�nition Coq de signature quenous utilisons est la suivante :Reord Signature : Type := mkSignature {symbol :> Set;arity : symbol -> nat}.Cette dé�nition permet que symbol soit n'importe quel ensemble, tandis que arity dé�nit une fontionde et ensemble vers les entiers naturels, assoiant à haque symbole son arité.Dé�nir une signature onsistera don à onstruire d'abord un ensemble de symboles, puis à dé�nirla fontion arité sur et ensemble, puis en�n à regrouper es éléments au sein d'une struture de typeSignature.4.2.2 TermesTout omme pour les signatures, il existe plusieurs possibilités pour représenter des termes du premierordre dans Coq. La question est essentiellement de savoir omment représenter les sous-termes d'un termedont le symbole de tête est une fontion. La solution adoptée par les formalisations existantes onsisteà utiliser une liste de termes. Cette solution a néanmoins un inonvénient : on ne peut pas être sûr partypage qu'un terme ayant pour raine un symbole f d'arité n aura exatement n sous-termes (i.e. sera bienformé). Or, être sûr qu'un terme a le bon nombre de sous-termes se révélera indispensable pour ertainesétapes de la formalisation, par exemple lorsqu'il s'agit de aluler l'interprétation d'un terme.L'utilisation de listes de termes ne semble don pas souhaitable ii. C'est pourquoi, nous lui avonspréféré l'utilisation de veteurs, qui permettent de s'assurer par typage qu'un terme est syntaxiquementorret. La dé�nition des termes se présente alors omme suit :Indutive term (Sig : Signature) : Set :=| Var : variable -> term| Fun : forall f : symbol Sig, vetor term (arity f) -> term.Cette dé�nition a�rme qu'un terme peut être onstruit soit à l'aide du onstruteur Var qui attend unargument de type variable ('est-à-dire nat), soit à partir du onstruteur Fun, auquel il faut fourniromme arguments un symbole de fontion, et un veteur de termes de longueur l'arité de e symbole.Insistons bien sur le fait que nous n'avons besoin d'auune véri�ation supplémentaire sur les objetsde type term pour garantir leur orretion. C'est le système de typage de Coq qui assure que les termes12



sont orrets : il est impossible de onstruire un terme mal formé, ar les termes mal formés sont rejetéspar le système de typage de Coq.Remarque 6 Comme nous l'avions indiqué en setion 5, il arrive que les prinipes de raisonnement surles types indutifs générés automatiquement par Coq, bien que orrets, ne permettent pas de raisonnere�etivement sur les types indutifs. Par exemple, lors de la délaration du type term vue préédemment,le prinipe d'indution term_ind généré par Coq est le suivant :term_ind: forall P : term -> Prop,(forall v : variable, P (Var v)) ->(forall (f : Sig) (v : vetor term (arity f)), P (Fun f v)) ->forall t : term, P tAve e prinipe de raisonnement, il est impossible de prouver ertaines propriétés sur les termes. Pluspréisément, 'est l'étape de réurrene qui n'est pas démontrable, puisqu'on ne dispose d'auune hypothèsesur le veteur v de sous-termes à partir de laquelle déduire P(Fun f v). Il a don été néessaire de dé�nirmanuellement un prinipe de réurrene permettant de raisonner sur les termes, et dont voii le type :term_ind: forall (P : term -> Prop) (Q : forall n : nat, vetor term n -> Prop),(forall v : variable, P (Var v)) ->(forall (f : Sig) (v : vetor term (arity f)),Q (arity f) v -> P (Fun f v)) ->Q 0 Vnil ->(forall (t : term) (n : nat) (v : vetor term n),P t -> Q n v -> Q (S n) (Vons t v)) -> forall t : term, P tCe prinipe de réurrene permet de démontrer qu'une propriété P est vraie pour tout terme en s'aidantd'une propriété Q des veteurs de termes. Les 4 hypothèses à démontrer pour prouver que P est vraie pourtout terme t sont les suivantes :1. P est vraie pour tout terme de la forme Var v, où v est de type nat ;2. soit f un symbole de fontion, et soit v un veteur omportant exatement arity f termes. AlorsQ v implique P (Fun f v) ;3. Q est vraie pour le veteur nul Vnil ;4. soit t un terme, n de type nat et v un veteur de n termes. Alors P t et Q v implique Q (Vons t v).4.2.3 ContextesLa dé�nition des ontextes (termes à trous), est assez prohe de elle des termes. Elle fait ependantapparaître une di�ulté supplémentaire. Dans la dé�nition des ontextes que nous avons donnée en 2.1.3,nous avons a�rmé que si f est un symbole, t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tn des termes et C un ontexte, alors
f(t1, . . . , ti−1, C, ti+1, . . . , tn) est aussi un ontexte. Les points de suspension traduisent ii le fait qu'on nepeut pas donner une liste expliite des termes de t1 à ti−1, ar ette liste dépend de i, tandis que la listedes termes de ti+1 à tn dépend à la fois de i et de n.Il va de soi qu'un système tel que Coq ne permet pas d'utiliser des points de suspension, omme on lefait généralement dans une dé�nition plus informelle. La solution passe, enore une fois, par l'utilisationde veteurs de termes. Une première idée onsiste à dire que si f est un symbole d'arité n, vi et vj desveteurs de termes de longueurs respetives i et n − i − 1 et C un ontexte, alors f(vi, C, vj) est aussi unontexte (ar i + 1 + (n − i − 1) = n).Cette solution n'est ependant pas elle que nous avons hoisie. En e�et, si l'on proède ainsi, on estobligé, pour onnaître la longueur du veteur vj , de aluler n − i − 1, et don d'utiliser la soustrationsur les entiers naturels. Pour que elle-i soit bien dé�nie, on serait en outre obligé de supposer que i ≤ n,e qui, bien que vrai, ne ferait qu'alourdir une dé�nition déjà omplexe.Nous utilisons don une dé�nition légèrement plus simple, puisqu'elle ne fait pas intervenir la sous-tration sur les entiers naturels. Pour éviter de reourir à ette opération, nous introduisons deux entiersnaturels i et j, et demandons que la somme i+j +1 soit égale à l'arité du symbole f . La dé�nition Coq desontextes est �nalement la suivante : 13



Indutive ontext (Sig : Signature) : Set :=| Hole : ontext| Cont : forall f : symbol Sig,forall i j : nat, i + S j = (arity f) ->Terms i -> ontext -> Terms j -> ontext.Le onstruteur Hole représente ii le ontexte vide, tandis que Cont permet de onstruire un ontexteréursivement, à partir d'un ontexte déjà onstruit. Quant à Terms, il s'agit d'une abréviation pourvetor (term Sig).4.2.4 Interprétations et substitutionsComme nous l'avons indiqué à la setion 3, les substitutions ne sont que des interprétations partiu-lières. Nous ommençons don par expliquer omment nous dé�nissons les interprétations en Coq, puisnous montrons omment dé�nir les substitutions à partir du adre plus général.Une interprétation peut être représentée par une struture Coq ontenant deux hamps : le domainede l'interprétation, et une fontionnelle qui à haque symbole d'arité n assoie une fontion n-aire sur edomaine. Voii la dé�nition Coq de ette struture :Reord interpretation (Sig : Signature) : Type := mkInterpretation {domain : Set;symb_int : forall f : symbol Sig, naryFuntion domain (arity f)}.L'identi�ateur naryFuntion désigne une onstante que nous avons dé�nie, et qui représente le type desfontions n-aires sur un domaine, e domaine et n étant des paramètres à passer à naryFuntion.Nous avons aussi dé�ni la notion de valuation assoiée à une interprétation : 'est une fontion desvariables vers le domaine de l'interprétation. En�n, il s'agit de dé�nir la fontion d'interprétation qui àun terme et une valuation donnés assoie un élément du domaine d'interprétation. Bien que la dé�nitionmathématique de ette fontion soit assez simple, son ériture en Coq pose quelques problèmes pratiques,ar les ritères utilisés par Coq pour déider si une fontion termine (et don pour l'aepter) sont assezrestritifs. On ne peut don pas érire la fontion d'interprétation aussi intuitivement qu'on le ferait dansun langage de programmation fontionnel traditionnel. Il est néessaire d'érire deux fontions réursivesimbriquées : l'une sur les termes, l'autre sur les veteurs de termes. Cependant, omme la fontion d'in-terprétation des veteurs de termes est dé�nie à l'intérieur de la fontion d'interprétation des termes, ellen'est pas visible de l'extérieur de ette fontion. Don, si l'on souhaite disposer, dans le reste du dévelop-pement, d'une fontion d'interprétation des veteurs de termes, on est obligé de dupliquer la dé�nition deette fontion, le premier exemplaire de elle-i se trouvant à l'intérieur de la fontion d'interprétation destermes, le seond à l'extérieur, utilisable dans le reste du développement.Remarque 7 A moyen terme, l'implantation dans Coq de ritères de terminaison plus souples, permettantde dé�nir e type de fontions d'une manière plus intuitive, est envisagée. Ce stage partiipe d'ailleursà la mise en plae d'une telle extension. On sait en e�et que l'on peut étendre Coq par tout système deréériture du premier ordre terminant, (loalement) on�uent, non-dupliquant et linéaire-gauhe [16℄.Les interprétations monotones bien fondées, quant à elles, sont dé�nies omme suit :Reord WFMinterpretation (Sig : Signature) : Type := mkWFMInterpretation {WFMI_Interp : interpretation Sig;WFMI_a : domain WFMI_Interp;WFMI_R : relation (domain WFMI_Interp);WFMI_RWF : wellfounded WFMI_R;WFMI_symb_monotone :forall f : symbol Sig, Monotone WFMI_R (symb_int WFMI_Interp f)}.Quelques expliations quant aux hamps de ette struture :� WFMI_a permet de s'assurer que le domaine de l'interprétation est non vide. Si le domaine d'inter-prétation était vide, auune valuation ne pourrait être onstruite, et l'ordre sur les termes engendrépar une interprétation monotone bien fondée ne pourrait être dé�ni orretement ;� WFMI_R est la relation sur le domaine d'interprétation à partir de laquelle elle sur les termes estonstruite, et WFMI_RWF est une preuve que WFMI_R est bien fondée ;14



� WFMI_symb_monotone est une fontion qui a tout symbole assoie la preuve que la fontion parlaquelle il est interprété est monotone.En�n, omme nous l'avons signalé au début de ette setion, les substitutions sont onstruites ommedes interprétations partiulières. On dé�nit une interprétation dont le domaine est l'ensemble des termes,et la fontionnelle qui à un symbole de fontion assoie une fontion n-aire est le onstruteur Fun. Lessubstitutions sont alors les valuations sur ette interprétation, et, pour une substitution σ, le alul de tσrevient à aluler l'interprétation de t sous la valuation σ dans l'interprétation ainsi onstruite.4.2.5 Règles et systèmes de rééritureLa représentation des règles et des systèmes de réériture a évolué en ours de formalisation. Nousavions en e�et hoisi d'être aussi général que possible, puis nous avons onstaté que es hoix, bien quethéoriquement intéressants, rendaient malaisée l'utilisation pratique des strutures de données que nousavions dé�nies. Nous examinons don haune de es deux entités en montrant, pour haune, ommentsa représentation a évolué durant la formalisation.Règles de réériture Notre premier hoix a onsisté à représenter une règle omme un ouple de termes,sans lui imposer les onditions habituellement requises, à savoir que le membre gauhe ne doit pas être unevariable, et que toutes les variables apparaissant dans le membre droit doivent �gurer aussi dans le membregauhe. Ces onditions, qui ne nous semblaient alors pas indispensables, e sont révélées néessaires parla suite, lorsque nous avons eu à aluler les polyn�mes assoiés aux termes. Elles permettent en e�et des'assurer que le membre droit est interprété par un polyn�me ne néessitant pas plus d'indéterminées quele membre gauhe. Une règle de réériture est don dé�nie de la façon suivante (ave varlist désignantune fontion qui alule la liste des variables �gurant dans un terme, et inl représentant l'inlusion surles listes) :Reord rule (Sig : Signat-re) : Set := mkRule {lft : term Sig;rht : term Sig;rule_is_orret : (forall x : variable, lft <> (Var Sig x)) /\inl (varlist rht) (varlist lft).}.Remarque 8 La formalisation atuelle n'utilise pas l'hypothèse de orretion qui a�rme que le membregauhe ne doit pas être une variable. Néanmoins, omme d'une part ette ondition est faile à véri�er,et omme d'autre part elle interviendra néessairement dans des développements futurs utilisant ettedé�nition des règles de réériture, il nous a semblé préférable de la mentionner dès à présent.Systèmes de réériture La formalisation initiale des systèmes de réériture s'inspirait de elle dessignatures. Nous avions en e�et hoisi de représenter un système de réériture en se donnant un ensembleabstrait qui servait à indexer les règles, et une fontion qui, à haque élément de et ensemble, assoiaitune règle. Cette manière de proéder avait l'avantage de permettre de représenter aussi bien des systèmespossédant un nombre �ni de règles, que des systèmes ave un nombre in�ni de règles. Nous avons néanmoinshoisi de renoner à ette formalisation, ar elle rendait la véri�ation de propriétés sur les règles plusomplexe que d'autres représentations, dans la mesure où il fallait démontrer ette propriété pour toutélément de l'ensemble des indies, e qui pouvait se révéler di�ile à automatiser, par exemple si ladémonstration se faisait par réurrene.Ainsi, puisque d'une part la plupart des systèmes de réériture utilisés en pratique ne omportentqu'un nombre �ni de règles, et puisque, d'autre part, une formalisation tenant mieux ompte de et étatde fait rendait plus faile la preuve de nos théorèmes sur les systèmes de réériture, il nous a semblépréférable d'abandonner la représentation hoisie initialement, au pro�t d'un autre, mieux adaptée. Nousreprésentons don un système de réériture par une liste de règles. La véri�ation de la ompatibilité d'unsystème de réériture ave une interprétation polynomiale onsiste don à véri�er que tous les élémentsd'une liste ont une ertaine propriété, e qui implique la véri�ation d'une onjontion �nie de propositions,ette véri�ation étant faile à automatiser, pourvu que haque propriété élémentaire puisse être véri�éeautomatiquement.
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4.3 Polyn�mesComme nous l'avons vu en setion 2.2.2, les onditions que doivent véri�er les polyn�mes pour quel'on puisse les utiliser dans la onstrution d'une interprétation polynomiale peuvent être ramenées àdes onditions su�santes sur leurs oe�ients. Il s'agit maintenant de prouver dans Coq les résultatspréédemment énonés.Par ailleurs, nous avons vu qu'une règle l → r est ompatible ave l'ordre engendré par une interpré-tation polynomiale si Pl −Pr > 0 en tout point, 'est-à-dire si Pl −Pr − 1 >= 0 en tout point. Il est donnéessaire, d'une part de pouvoir aluler Pl et Pr, et, d'autre part, de pouvoir montrer que si Pl −Pr − 1est à oe�ients positifs, alors Pl − Pr − 1 >= 0 en tout point.Il semble don indispensable de disposer d'une représentation des polyn�mes qui permette de réaliserles aluls dont nous avons besoin, ainsi que de prouver les théorèmes permettant de déduire des propriétésdes fontions polynomiales de elles des oe�ients des polyn�mes.À notre onnaissane, la seule formalisation des polyn�mes dans Coq qui a été réalisée jusqu'à pré-sent est elle de la bibliothèque C-CoRN (Construtive Coq Repository at Nijmegen) (Cf. http://vauumleaner.s.kun.nl/-orn/). L'objetif de ette bibliothèque est de formaliser un grand nombrede théorèmes mathématiques dans plusieurs domaines (algèbre, analyse réelle et omplexe, topologie. . .),et ei en logique intuitionniste. Cependant, les seuls polyn�mes qui ont été formalisés sont eux à uneindéterminée. Nous ne pouvons don pas espérer réutiliser e travail. En outre, la taille de ette biblio-thèque et sa durée de ompilation (près d'une demie-heure sur une mahine rapide) nous dissuadent d'yreourir.Nous avons don hoisi de développer notre propre formalisation des polyn�mes. Nous ommençonspar disuter de la représentation des polyn�mes, avant de dérire la formalisation que nous avons e�e-tuée. Cette formalisation se divise en trois parties : d'abord la dé�nition des polyn�mes à oe�ients dans
Z et des opérations s'y rapportant, puis l'étude des polyn�mes à oe�ients positifs et de leurs proprié-tés, et en�n la dé�nition des polyn�mes monotones, 'est-à-dire des polyn�mes engendrant des fontionspolynomiales monotones pour la relation d'ordre usuelle sur les entiers naturels.4.3.1 Représentation des polyn�mesComme nous l'avons indiqué préédemment, le alul du polyn�m assoié à un terme néessite ladé�nition de la omposée de polyn�mes. Or, ette opération n'a de sens que si l'on onnaît le nombre d'in-déterminées des polyn�mes que l'on souhaite omposer. En e�et, si P est un polyn�me à k indéterminées,l'opération P (P1, . . . , Pm) n'a de sens que si m = k. Nous allons don herher à dérire des polyn�mesave un nombre donné d'indéterminées. Autrement dit, le type des polyn�mes dont nous avons besoin estun type dépendant, paramétré par un entier, à savoir le nombre d'indéterminées.Nous herhons don à représenter un polyn�me à n indéterminées, 'est-à-dire une somme de mon�mesde la forme axk1

1 . . . xkn

n . Les mon�mes ainsi dé�nis peuvent en réalité être dissoiés en deux parties : d'unepart leur oe�ient, ii a, et, d'autre part, le produit xk1
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. . . xkn

n . Comme e dernier produit sera souventonsidéré omme un objet isolé, nous hoisissons, ontrairement à e qui est fait habituellement, de luiréserver l'appellation de mon�me. Pour nous, un mon�me est don un objet de la forme xk1

1 . . . xkn

n , leproduit axk1

1 . . . xkn

n ne reevant auune appellation partiulière. Reste maintenant à hoisir une représen-tation pour les mon�mes, à déterminer quel doit être le type des oe�ients, et �nalement à hoisir unereprésentation pour les polyn�mes.Les mon�mes ayant la forme xk1

1 . . . xkn

n , où les ki sont des entiers, il semble naturel de les représenterpar des veteurs d'entiers de longueur n. Si i est un entier ompris entre 0 et n − 1, la i-ième ase duveteur v représentant le mon�me xk0

0
. . . x

kn−1

n−1
ontiendra ki+1.Le type à donner aux oe�ients est, quant à lui, plus sujet à disussion. Une première idée qui pourraitparaître séduisante serait de prendre pour oe�ients des entiers naturels. L'intérêt d'un tel hoix seraitque les polyn�mes ainsi onstruits seraient à valeurs dans N par onstrution, e qui dispenserait de toutevéri�ation supplémentaire quant à la positivité des polyn�mes.Néanmoins, omme nous l'avons signalé préédemment, la véri�ation de la ompatibilité d'une règle

l → r ave une interprétation polynomiale néessite de pouvoir aluler Pl − Pr − 1, et don de pouvoirfaire des soustrations sur les polyn�mes, 'est-à-dire sur leurs oe�ients. La soustration n'ayant pasde bonnes propriétés sur N, ette première idée doit être abandonnée, au pro�t de oe�ients dans Z,ensemble sur lequel la soustration a les propriétés que l'on en attend habituellement. Nous pourrons donaluler failement la di�érene de deux polyn�mes, la ontrepartie étant que la positivité des polyn�mesne sera plus vraie par typage, mais devra faire l'objet de véri�ations supplémentaires.Reste à hoisir la représentation �nale des polyn�mes. Là enore, plusieurs possibilités se présentent.16



L'une d'entre elles onsiste à représenter un polyn�me par une fontion qui à tout mon�me assoie unoe�ient. Cette représentation abstraite peut sembler séduisante, du fait de la simpliité ave laquelleelle permet de dérire ertaines opérations telles que l'addition de polyn�mes. Elle s'avère ependantinutilisable dès qu'il s'agit d'évaluer un polyn�me, 'est-à-dire d'en donner la valeur en un point partiulier.En e�et, pour évaluer un polyn�me, il est néessaire d'en onnaître tous les oe�ients, e qui est impossiblesi un polyn�me est représenté par une fontion des mon�mes vers les oe�ients, ar une telle fontion n'estpas à domaine �ni. Il faut don hoisir une représentation plus onrète et plus aisée à utiliser pour le alul.L'idée la plus simple est alors de représenter un polyn�me par une liste de ouples (oe�ient,monome).Cette représentation est simple, et permet de spéi�er aisément toutes les opérations sur les polyn�mes,même l'évaluation.L'inonvénient prinipal de ette représentation est qu'elle n'assure pas que les polyn�mes soient re-présentés de manière anonique, 'est-à-dire qu'un mon�me apparaisse une fois au plus. D'autres repré-sentations garantissant une forme anonique ont été envisagées puis abandonnées, ar elles n'utilisaientpas un type indutif, et don ne permettaient pas un raisonnement faile sur les polyn�mes.Nous représentons don un polyn�me à n indéterminées par une liste de ouples dont le premier élémentest un oe�ient (élément de Z), et le seond est un veteur d'entiers de longueur n ontenant les exposantsdes indéterminées pour e mon�me.4.3.2 Polyn�mes à oe�ients dans ZLa première partie de la formalisation des polyn�mes traite des polyn�mes à oe�ients dans Z engénéral. Elle se divise en plusieurs setions, dont nous résumons brièvement le ontenu :� les dé�nitions : on y dé�nit les mon�mes et les polyn�mes, et on y prouve que l'égalité sur lesmon�mes est déidable, résultat que l'on réutilisera à plusieurs reprises par la suite. Sont égalementdé�nis des mon�mes et polyn�mes partiuliers qui interviennent fréquemment dans la formalisation :le mon�me où seule l'indéterminée i apparaît, ave une puissane 1 ('est un veteur dont tous leséléments valent 0 sauf le i-ième qui vaut 1), le polyn�me nul, le polyn�me onstant. Dans toute lasuite, nous noterons Mi le polyn�me dé�ni par Mi = xi. En�n, on dé�nit une fontion qui, étantdonné un mon�me M et un polyn�me P renvoie le oe�ient de M dans P . Il est à noter que lavaleur renvoyée par ette fontion est orrete même si P n'est pas sous forme anonique, puisque lafontion alule la somme des oe�ients de haune des ourrenes de M dans P . Cette fontionfournit de plus un premier exemple d'utilisation de la déidabilité de l'égalité sur les mon�mes,puisqu'on a besoin pour la aluler de omparer des mon�mes et de prendre une déision en fontiondu résultat de ette omparaison ;� l'addition : on ommene par dé�nir l'addition d'un ouple (oe�ient,monome) à un polyn�me,puis on dé�nit l'addition des polyn�mes P1 et P2 en itérant la fontion préédente sur tous leséléments de la liste P1. Il est à remarquer que l'addition aurait pu être spéi�ée plus simplement enonaténant les listes P1 et P2, mais ette façon de faire n'aurait pas onservé la forme anonique,alors que l'algorithme que nous avons hoisi la respete ;� la multipliation : elle aussi est dé�nie par étapes. On ommene par dé�nir une multipliation surles mon�mes (ei onsiste simplement à ajouter terme à terme les veteurs ontenant les puissanesdes indéterminées), avant de dé�nir la multipliation d'un mon�me par un polyn�me, puis en�n lamultipliation de deux polyn�mes. Cette setion omporte aussi une fontion permettant d'éleverun polyn�me donné à une ertaine puissane, fontion utilisée dans le alul de la omposée depolyn�mes ;� la omposition de polyn�mes : on ommene par dé�nir la omposée d'un mon�me M à n indé-terminées et des polyn�mes P1, . . . , Pn, que l'on passe naturellement à la fontion en les stokantdans un veteur de polyn�mes de taille n. Si M = xk1

1
. . . xkn

n , alors M(P1, . . . , Pn) = P k1
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. . . P kn

n ,d'où l'utilité de la fontion puissane sur les polyn�mes, dé�nie préédemment. La omposée depolyn�mes s'érit ensuite assez aisément ;� l'évaluation de polyn�mes : il s'agit de aluler la fontion polynomiale assoiée à haque po-lyn�me. En d'autres termes, si P est un polyn�me à n indéterminées et à valeurs dans A, onherhe à onstruire la fontion de An dans A qui, étant donnés n éléments a1, . . . , an de A alule
P (a1, . . . , an). Par la suite, nous appellerons ette fontion qui a un polyn�me assoie une fon-tion polynomiale la fontion d'évaluation des polyn�mes. Comme préédemment, on ommene pardé�nir la fontion d'évaluation sur les mon�mes, avant de la dé�nir sur les polyn�mes ;� une setion ontenant divers lemmes relatifs à l'évaluation de polyn�mes. Il s'agit surtout de montrerqu'elle est ompatible ave les opérations usuelles sur les polyn�mes, 'est-à-dire, par exemple, quela fontion polynomiale assoiée à une somme de polyn�mes est égale à la somme des fontions17



polynomiales.4.3.3 Polyn�mes à oe�ients positifsNous avons vu préédemment qu'il était important de pouvoir exprimer le fait qu'un polyn�me est àoe�ients positifs, et de disposer de théorèmes onernant e type de polyn�mes.La formalisation en Coq de la propriété de positivité des oe�ients peut se faire de deux manières nonéquivalentes. La première possibilité onsiste à dire qu'un polyn�me P est à oe�ients positifs ssi pourtout mon�me M , le oe�ient de M dans P est supérieur ou égal à 0. Cette dé�nition a l'avantage d'êtreorrete même pour les polyn�mes qui ne sont pas sous forme anonique, mais elle s'avère di�ile à utiliseromme hypothèse dans les démonstrations et à véri�er pour un polyn�me donné.La deuxième possibilité onsiste à dire qu'un polyn�me est à oe�ients positifs ssi tous les oe�ientsapparaissant dans la liste qui le représente sont positifs. Ainsi, selon ette dé�nition, 2x − x n'est pas àoe�ients positifs, ar −1 n'est pas positif. Cette seonde dé�nition est ependant orrete lorsque lespolyn�mes sont en forme anonique, et même lorsqu'ils ontiennent des mon�mes apparaissant plusieursfois, pourvu que e soit toujours ave des oe�ients positifs.Il faut néanmoins remarquer que les deux dé�nitions préédentes oïnident lorsque les polyn�mes sontsous forme anonique, 'est-à-dire pour les polyn�mes où haque mon�me est autorisé à apparaître au plusune fois. Cette dé�nition a en outre l'avantage d'être faile à utiliser dans les démonstrations, et à véri�erautomatiquement pour des polyn�mes donnés.En plus des deux dé�nitions énonées préédemment, le développement autour des polyn�mes à o-e�ients positifs a essentiellement onsisté à prouver que les opérations d'addition, de multipliation etde omposition préservent la positivité des oe�ients. L'évaluation de polyn�mes sur Z
+ a aussi étédé�nie. Il s'agit d'une fontion qui à un polyn�me à n indéterminées et à une preuve de positivité de sesoe�ients (selon la seonde dé�nition) assoie une fontion n-aire sur Z

+. C'est ette fontion qui estutilisée pour onstruire une interprétation à partir d'une interprétation polynomiale. Les résultats rela-tifs à la positivité des oe�ients d'une omposée de polyn�mes permettent, quant à eux, d'évaluer lespolyn�mes assoiés aux termes lors de la véri�ation de la ompatibilité des règles de réériture ave uneinterprétation polynomiale.4.3.4 Polyn�mes monotonesIl nous reste à voir omment les théorèmes reliant la monotonie des fontions polynomiales aux pro-priétés sur les oe�ients ont été établis. Rappelons que si un polyn�me P est à oe�ients positifs, et si,pour toute indéterminée i, le oe�ient de Mi dans P est stritement positif, alors la fontion polynomialeassoiée à P est monotone.Pour prouver e théorème, nous avons été amenés à introduire deux dé�nitions de la monotonie despolyn�mes. La première dé�nition a�rme qu'un polyn�me P est monotone ssi ses oe�ients sont positifsou nuls, et si pour tout i le oe�ient du mon�me Mi dans P est stritement positif. Cette dé�nitiono�re l'avantage d'être faile à véri�er sur un polyn�me donné. En revanhe, elle est di�ile à exploiterdans les preuves, dans la mesure où elle n'apporte auun renseignement sur la struture du polyn�me,puisque le mon�me Mi peut �gurer plusieurs fois, ave des oe�ients di�érents dans la liste représentantle polyn�me. Nous avons don introduit une seonde dé�nition de la monotonie des polyn�mes, qui apporteune information plus faile à exploiter quant à la struture du polyn�me. Nous disons qu'un polyn�me Pest monotone ssi ses oe�ients sont positifs ou nuls, et si pour tout i il existe deux polyn�mes P1 et P2et un oe�ient c > 0 tels que P = P1 + cMi + P2.La démonstration du théorème prinipal se fait alors en trois étapes :� on ommene par montrer que si un polyn�me est monotone d'après la dé�nition 1, alors il l'estaussi d'après la dé�nition 2 ;� on montre que si un polyn�me est monotone au sens de la dé�nition 2, alors la fontion polynomialeassoiée est monotone pour la relation <. La démonstration de e résultat utilise le fait que si unpolyn�me est monotone pour la dé�nition 2, alors la fontion polynomiale qui lui est assoiée estmonotone pour la relation ≤ ;� on onlut, d'après les deux théorèmes préédents, que si un polyn�me est monotone au sens de ladé�nition 1, alors la fontion polynomiale qui lui est assoiée est monotone pour la relation bienfondée < sur les entiers positifs.
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4.4 Véri�ation de la ompatibilité des règles de rééritureDans les setions préédentes, nous avons montré omment nous représentons les divers objets utiliséspour onstruire les interprétations polynomiales et prouver les résultats liés aux systèmes de réériture engénéral. Nous allons maintenant montrer omment la véri�ation de la ompatibilité d'une règle ave uneinterprétation polynomiale a été ramenée à la véri�ation de la positivité des oe�ients d'un polyn�me.Plus formellement, nous allons donner quelques éléments d'information sur la preuve en Coq du lemmesuivant : soit l → r une règle de réériture et IP une interprétation polynomiale.Si Pl − Pr − 1 est à oe�ients positifs, alors l → r est ompatible ave l'ordre engendré par IP .Le premier problème posé par la démonstration de e lemme est la dé�nition de Pl et Pr, polyn�mesassoiés au membre gauhe et au membre droit de la règle de réériture, respetivement. En e�et, si l'onappelle I l'interprétation monotone bien fondée engendrée par IP , tout e que nous pouvons alulerpour l'instant, 'est l'interprétation d'un terme t dans I, qui se présente sous la forme d'une fontion del'ensemble des valuations sur I vers le domaine de I. En d'autres termes, l'interprétation d'un terme tdans I est une fontion qui, étant donnée une valuation, retourne l'interprétation de t pour ette valuationpartiulière. Mais rien ne permet de dire que la fontion d'interprétation est en fait la fontion d'éva-luation d'un polyn�me. Cei doit don être démontré, ave, omme préalable, la dé�nition préise de lamanière dont on alule le polyn�me assoié à un terme. Nous ommençons don par expliquer ommentaluler le polyn�me assoié à un terme, puis nous étudions plus préisément la preuve du lemme énonépréédemment.4.4.1 Calul du polyn�me assoié à un termeComme nous l'avons indiqué préédemment, le type des polyn�mes est paramétré par le nombre d'in-déterminées. Pour pouvoir assoier un polyn�me à un terme, il faut don onnaître au préalable le nombred'indéterminées du polyn�me que l'on herhe. Ces onstatations préliminaires suggèrent un alul endeux étapes :� on alule le nombre n d'indéterminées néessaires à la onstrution du polyn�me ;� on onstruit réursivement un polyn�me à n indéterminées assoié au terme t.Le nombre d'indéterminées néessaire pour les polyn�mes n'est autre que le nombre de variables appa-raissant dans un terme. Cependant, omme nous avons hoisi de représenter les variables par des entiersnaturels, il nous a paru plus simple, plut�t que de reherher le nombre de variables apparaissant dans unterme, de reherher le plus grand entier utilisé pour représenter une variable dans un terme. Ce nombreétant un majorant du nombre de variables, il peut être utilisé à sa plae pour déterminer le nombred'indéterminées à utiliser pour onstruire un polyn�me assoié à un terme.Nous allons maintenant montrer omment on alule le polyn�me assoié à un terme t dont la variablemaximale est n (autrement dit, toutes les variables apparaissant dans t sont des entiers inférieurs à n). Lepolyn�me Pt assoié à t a n + 1 indéterminées et se dé�nit alors par indution sur la struture de t :� si t = xi, alors P (t est le polyn�me Mi ;� si t = f(t1, . . . , tn), alors Pt = Pf (Pt1 , . . . , Ptn
), 'est-à-dire que Pt est la omposée du polyn�meassoié au symbole f dans l'interprétation par les polyn�mes assoiés aux sous-termes t1, . . . , tn.La fontion Coq qui onstruit les polyn�mes assoiés aux variables a besoin d'un argument lui prouvantque i est bien inférieur à n. Cependant, si nous essayons de aluler diretement le polyn�me assoiéà un terme t, nous ne disposerons pas d'une telle preuve, et il sera don impossible de onstruire lespolyn�mes assoiés aux variables. Nous avons don été amenés à onstruire une struture de donnéesintermédiaire, alquée sur elle des termes, mais qui ontient de plus les preuves dont nous avons besoinpour la onstrution des polyn�mes. La dé�nition Coq de ette struture est la suivante :Indutive bterm (Sig : Signature) (n : nat) : Set :=| TVar : forall (x : nat), x<=n -> bterm n| TFun : forall (f : Sig), vetor (bterm n) (arity f) -> bterm n.Ce nouveau type de termes, que nous appellerons par la suite � termes bornés �, est don un type similaireà elui des termes dé�nis à la setion 4.2.2, mais paramétré par un entier n, et tel que toutes les variablesapparaissant dans un terme soient inférieures à n.Remarque 9 Le problème onernant la dé�nition du prinipe de réurrene sur les termes, évoqués ensetion 4.2.2, se retrouve pour la struture de termes bornés. On est, enore une fois, obligé de dé�nirmanuellement le prinipe de réurrene dont on a besoin pour pouvoir raisonner sur les termes bornés.19



Une fois les termes bornés dé�nis, il s'agit d'érire deux fontions : l'une prend omme arguments unterme t, un entier n, et une preuve que toutes les variables de t sont majorées par n, et renvoie le termeborné orrespondant. La seonde fontion, qui permet de aluler le polyn�me assoié à un terme borné,est une transription en Coq de la dé�nition par réurrene donnée préédemment.Remarquons une propriété importante du développement ainsi onçu : il est possible d'assoier à unterme un polyn�me à un nombre arbitraire d'indéterminées, pourvu que le nombre d'indéterminées soitsupérieur ou égal au plus grand nombre naturel représentant une variable apparaissant dans le terme.Cette propriété s'avère indispensable pour omparer des polyn�mes assoiés aux termes de règles danslesquels il n'y a pas le même nombre de variables à gauhe qu'à droite.Soit par exemple la règle x + (−x) → 0. Le terme de gauhe omporte une variable, et don on peut luiassoier un polyn�me à une indéterminée. Le terme de droite, quant à lui, ne ontient auune variable, donon pourrait lui assoier un polyn�me à 0 indéterminée, 'est-à-dire un polyn�me onstant. Néanmoins, sinous proédions ainsi, nous ne pourrions aluler Pl − Pr, ar les polyn�mes Pl et Pr seraient de typesdi�érents, et vouloir aluler Pl − Pr n'aurait auun sens.Néanmoins, grâe à la remarque préédente, nous pouvons onsidérer le polyn�me assoié au terme 0omme un polyn�me à une indéterminée, e qui permet le alul de Pl − Pr.Pour onlure ette partie sur le alul des polyn�mes assoiés aux termes, signalons que, omme lelaisse entrevoir l'exemple préédent, le nombre d'indéterminées qu'il onvient d'utiliser pour aluler lespolyn�mes assoiés aux termes d'une règle n'est pas l'indie de la plus grande variable apparaissant danshaun des termes, mais bien l'indie de la plus grande variable apparaissant dans le membre gauhe larègle. Pour pouvoir assoier un polyn�me de même type au membre droit de la règle, il faut alors s'assurerqu'il omptera bien moins de variables que le membre gauhe. Cei est évidemment vrai par dé�nition desrègles de réériture, et 'est e point partiulier qui nous a onduit, omme nous l'avons signalé plus t�t,à a�ner notre dé�nition d'une règle de réériture, en exigeant que l'ensemble de variables apparaissantdans le membre droit d'une règle soit inlus dans l'ensemble de variables apparaissant dans le membregauhe.4.4.2 Preuve du lemmeLe lemme que nous souhaitons prouver a pour onlusion qu'une règle l → r est ompatible avel'ordre engendré par une interprétation polynomiale. Plus préisément, il s'agit de montrer que, pourtoute valuation ξ, [[l]]ξ > [[r]]ξ . Or l'hypothèse du lemme porte sur les polyn�mes assoiés à l et r. Ilest don néessaire de pouvoir passer des interprétations telles qu'elles �gurent dans la onlusion à desexpressions où �gurent des polyn�mes.Intuitivement, il s'agit d'exprimer l'idée que l'interprétation d'un terme t sous la valuation ξ n'est riend'autre que l'évaluation du polyn�me assoié à t en un point partiulier. Cette formulation laisse entrevoirla nouvelle di�ulté qui se présente. Il s'agit de dé�nir en quel point il faut évaluer le polyn�me assoié à tpour obtenir le même résultat (élément de Z
+) que lorsqu'on interprète t sous la valuation ξ. Le point enquestion (qui est en fait un élément de ((Z+)
n
), où n est le nombre d'indéterminées du polyn�me assoiéà t), dépend de la valuation ξ. Plus préisément, il s'agit du point dé�ni par un veteur de taille n donthaque emplaement i ontient la valeur de ξ en i.Nous avons don eu besoin d'introduire une fontion qui, étant donnés une valuation ξ et un entier n,alule le veteur ontenant les valeurs de ette valuation sur les entiers inférieurs à n.Une fois ette fontion dé�nie, nous avons pu démontrer l'égalité dont nous avions besoin entre inter-prétation d'un terme et évaluation du polyn�me assoié. Sans entrer dans les détails, signalons simplementque ette preuve est omplexe et néessite enore la preuve de plusieurs résultats intermédiaires.Reste �nalement à prouver le lemme de ompatibilité. Une fois que l'on dispose des théorèmes pré-édents, la preuve de e lemme s'érit assez failement en remplaçant les interprétation des termes parles polyn�mes assoiés. On doit ensuite montrer que Pl(v) > Pr(v), e qui se ramène à prouver que

Pl(v) − Pr(v) − 1 ≥ 0. Or une ondition su�sante pour que ette inégalité soit vraie pour tout v estque le polyn�me Pl − Pr − 1 soit à oe�ients positifs, e qui termine la démonstration du lemme deompatibilité, puisque ette propriété onstitue l'hypothèse du lemme.4.5 AutomatisationÀ e stade, haque étape de la preuve de terminaison d'un système de réériture par interprétationpolynomiale (onstrution de l'interprétation puis véri�ation de la orretion et de la ompatibilité desrègles) a été ramenée à des véri�ations failes sur des polyn�mes et des listes. Pour e qui est de laorretion des règles, il faut véri�er que le membre gauhe n'est pas une variable, et que la liste des20



variables du membre droit est inluse dans la liste des variables du membre gauhe. Conernant lespolyn�mes, on veut véri�er qu'ils sont à oe�ients positifs, et qu'ils ontiennent bien ertains mon�mes,lorsqu'il s'agit d'en prouver la monotonie.Pour automatiser toutes es véri�ations, des tatiques Coq ont été érites en utilisant le langage Ltaprésenté à la setion 3.4. Les tatiques qui ont été érites sont de deux types :� des tatiques de bas niveau, hargées de onstruire les preuves d'inlusion de listes et de positivitéde oe�ients ;� des tatiques de plus haut niveau, qui ne font qu'appeler les tatiques préédentes ou des tatiquesCoq prédé�nies, et qui ont surtout pour voation de rendre l'ériture des preuves plus rapide.Nous allons maintenant présenter brièvement les tatiques que nous avons été amenés à érire, avantde nous intéresser plus partiulièrement à l'une d'entre elles, qui illustre bien les possibilités o�ertes parle langage Lta. Les prinipales tatiques mises au point sont don les suivantes :� inlta : permet de prouver l'inlusion d'une liste l1 dans une liste l2. Cette tatique proède parindution sur l1 en appelant une tatique inta hargée quant à elle de montrer l'appartenaned'un élément à une liste, et qui fontionne par indution sur la liste ;� ruleta : permet de véri�er la orretion d'une règle. Rappelons que la proposition de orretiond'une règle se présente sous la forme d'une onjontion de deux propositions : l'une a�rmant quele membre gauhe n'est pas une variable, l'autre que les variables du membre droit �gurent toutesdans le membre gauhe. ruleta dissoie la onjontion en es deux propositions, prouve la premièregrâe aux tatiques prédé�nies de Coq, et appelle inlta sur la seonde ;� buildtrs : onstruit un système de réériture à partir d'une liste de ouples de termes, haqueouple de terme représentant une règle. Pour haque ouple, une règle est onstruite en utilisantruleta ;� posta : prouve la positivité d'un nombre. Bien que omega, la tatique résolvant les inégalitéslinéaires de l'arithmétique, aurait pu être utilisée ii, nous avons préféré nous en passer, ar, omptetenu de la forme très simple des buts à résoudre, il ne paraissait pas très e�ae d'appeler unetatique aussi lourde. Nous proédons don en appliquant diretement les lemmes de la bibliothèquestandard de Coq dont nous avons besoin ;� monta : la tatique permettant de prouver la monotonie d'un polyn�me, dont le fontionnementest expliqué plus en détail i-dessous ;� buildpolint : permet de onstruire une interprétation polynomiale. Cette tatique prend en argu-ment une fontion qui à haque symbole assoie un polyn�me l'interprétant, et se harge d'appelerles tatiques néessaires pour s'assurer que les polyn�mes véri�ent les hypothèses de positivité deoe�ients et de monotonie ;� provetermination : prouve la terminaison d'un système de réériture en utilisant l'interprétationpolynomiale qui lui est donnée en argument. Cette tatique proède en appliquant le théorème determinaison et en appelant les tatiques hargées de véri�er automatiquement les hypothèses de ethéorème.Comme nous l'avions annoné préédemment, nous allons maintenant présenter plus en détails lefontionnement de la tatique monta, qui permet d'automatiser la preuve de monotonie des polyn�mes,néessaire à la onstrution des interprétations polynomiales. Plus préisément, si l'on souhaite prouverla monotonie d'un polyn�me P à n indéterminées, il s'agit d'automatiser la preuve de la propositionsuivante : pour tout i < n, le oe�ient de Mi dans P est stritement positif. Pour un i < n donné,la preuve est faile. Il su�t de simpli�er les expressions et de prouver une inégalité triviale entre deuxnombres entiers. La di�ulté à laquelle nous avons été onfrontés a plut�t onsisté à générer les bonssous-buts, et à éliminer eux pour lesquels i ≥ n. C'est ette tâhe que le langage de tatiques de Coq apermis d'automatiser. Voii le ode de la tatique monta :Lta montare :=math goal with| H:lt ?i O |- _ => elimtype False; apply (lt_n_O _ H)| H:lt ?i (S ?k) |- _ => destrut i;[(simpl; omega) | (generalize (lt_S_n _ _ H); intro; montare)℄| _ => idtaend.Lta monta := intros i H; simpl in H; montare.L'essentiel de la onstrution des preuves est fait par la tatique montare, qui est basée sur du�ltrage sur le but et un raisonnement par as sur i. Comme le montre la dé�nition de montare, trois21



as peuvent se présenter :� soit le ontexte ontient une hypothèse a�rmant qu'un ertain entier est inférieur à 0, et e butdoit être éliminé omme absurde. Cei se fait en utilisant un lemme de la bibliothèque standard deCoq qui a�rme qu'auun entier n'est inférieur à 0 ;� si le ontexte ontient une hypothèse de la forme i < k + 1, alors on raisonne par as sur i : soit
i = 0 et alors on peut utiliser des tatiques Coq prédé�nies pour véri�er que le oe�ient du mon�meorrespondant dans le polyn�me est stritement positif, soit i est le suesseur d'un autre nombre,et alors nous relançons réursivement montare ;� en�n, si auune hypothèse ne onvient, on ne fait rien.La tatique monta se ontente de mettre le ontexte sous une forme que la tatique monta sait traiter,avant d'appeler ette dernière tatique.4.6 Exemple : preuve de terminaison d'un système de rééritureNous allons maintenant montrer omment les théorèmes et tatiques dé�nis aux setions préédentespermettent d'automatiser la onstrution d'une preuve de terminaison pour un système de réérituredonné. Soit Σ = {0, +,−} la signature utilisée pour manipuler des groupes. 0 est une onstante, 'est-à-dire d'arité 0, + est d'arité 2, et − est d'arité 1. Notre objetif est de prouver dans Coq la terminaison dusystème de réériture suivant : {x + 0 → x, x + (−x) → 0}.Pour y parvenir, nous ommençons par dé�nir la signature de travail :Indutive Gsymbol : Set :=| Gzero : Gsymbol| Ginv : Gsymbol| Gplus : Gsymbol.Definition Garity (s : Gsymbol) :=math s with| Gzero => 0| Ginv => 1| Gplus => 2end.Definition GroupSig := mkSignature Gsymbol Garity.Nous dé�nissons ensuite le système de réériture dont nous souhaitons prouver la terminaison. Pourrendre ette dé�nition plus lisible, nous onstruisons progressivement les termes qui interviennent dans lesrègles de réériture, et leur attribuons un nom.Definition ZERO := (�Fun GroupSig Gzero Vnil).Definition x := (�Var GroupSig O).Definition T1 := (�Fun GroupSig Gplus (Vons x (Vons ZERO Vnil))).Definition Ix := (�Fun GroupSig Ginv (Vons (�Var GroupSig O) Vnil)).Definition T2 := (�Fun GroupSig Gplus (Vons x (Vons Ix Vnil))).Le symbole � est utilisé pour indiquer à Coq que l'on souhaite expliiter tous les arguments d'uneappliation, même si ertains ont été dé�nis omme étant impliites. Une fois dé�nis les termes dontnous avons besoin, la onstrution du système de réériture se fait via la tatique buildtrs présentéeen setion 4.5. Notons que ette onstrution est omplètement automatique, et ne requière don auuneintervention de l'utilisateur.Definition Gtrs : trs GroupSig.buildtrs ((T1, x) :: (T2, ZERO) :: nil).Defined.Il s'agit maintenant de onstruire l'interprétation polynomiale que nous allons utiliser pour prouver laterminaison du système de réériture. L'interprétation que nous allons utiliser est la suivante : P0 = 0,

P− = X et P+ = X + Y + 1. Comme pour les systèmes de réériture, nous ommençons par dé�nirquelques polyn�mes en leur assoiant un nom, pour rendre les dé�nitions plus lisibles.22



Definition PZero := (P0 O).Definition Pinv := (1, Vons (S O) Vnil) :: nil.Definition M1 := Vons (S O) (Vons O Vnil).Definition M2 := Vons O (Vons (S O) Vnil).Definition Pplus := (1, M1) :: (1, M2) :: (1, (Vons O (Vons O Vnil))) :: nil.Nous pouvons maintenant dé�nir la fontion qui à haque symbole assoie le polyn�me qui l'interprète :Definition Gpolynomials (s : symbol GroupSig) :=math s as x return polynomial (�arity GroupSig x) with| Gzero => PZero| Ginv => Pinv| Gplus => Pplusend.La onstrution de l'interprétation polynomiale proprement dite se fait alors de la manière suivante :Definition GPI : polynomialInterpretation GroupSig.buildpolint Gpolynomials.Defined.Ii enore, la onstrution de l'interprétation polynomiale est omplètement automatisée, et auuneintervention de l'utilisateur n'est néessaire.Nous pouvons en�n prouver la terminaison du système de réériture onsidéré en utilisant l'interpré-tation polynomiale que nous venons de dé�nir :Theorem Gtrs_terminates : trsTerminates Gtrs.provetermination GPI.Qed.Ii également, la onstrution de la preuve est totalement automatique.Nous sommes don maintenant en mesure de onstruire une preuve omplète de terminaison d'un sys-tème de réériture, et ela, sans que l'utilisateur ait à intervenir pour prouver des résultats intermédiaires.
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Chapitre 5Reherhe automatique d'uneinterprétation polynomialeEn setion 4.6, nous avons vu omment on pouvait onstruire dans Coq la preuve de terminaisond'un système de réériture du premier ordre, en utilisant le ritère des interprétations polynomiales,préédemment démontré. Cet exemple a montré que, si les tatiques qui ont été dé�nies rendent lespreuves extrêmement ourtes (une ligne par preuve), la onstrution d'objets tels que les signatures etles termes demeure fastidieuse. En outre, à e stade, l'utilisateur qui désire prouver la terminaison d'unsystème de réériture en utilisant une interprétation polynomiale est toujours obligé de la fournir à Coq.Cette tâhe qui, nous l'avons vu, est omplexe, semble d'autant plus ingrate qu'il existe des outils apablesde onstruire automatiquement une interprétation polynomiale à partir d'un système de réériture donton souhaite prouver la terminaison.Dans e hapitre, nous allons montrer omment une solution permettant d'une part de simpli�er ladé�nition des systèmes de réériture, et, d'autre part, d'éviter à l'utilisateur d'avoir à reherher et àdé�nir une interprétation polynomiale a été mise en plae.La simpli�ation de la dé�nition de systèmes de réériture passe par l'ajout à Coq de ommandespermettant de spéi�er des symboles dé�nis par des règles de réériture, et des règles dé�nissant essymboles. Ce travail d'enrihissement de la syntaxe de Coq, qui avait été mené à bien avant le début de estage, ne sera pas présenté ii. Nous nous ontenterons de monter, au fur et à mesure des besoins, quellessont les ommandes utilisées pour dé�nir des symboles et des règles.Nous portons don notre attention sur l'étude de la solution mise en ÷uvre pour éviter à l'utilisateurd'avoir à herher et à dé�nir une interprétation polynomiale permettant de prouver la terminaison d'unsystème de réériture. Cette solution passe par la mise au point d'un méanisme permettant à Coq deommuniquer ave CiME [9℄, un outil permettant notamment la reherhe d'interprétations polynomiales.Dans une première setion, nous nous attaherons à dérire ave préision le shéma de fontionnementde l'interfae entre Coq et CiME que nous herhons à mettre au point. Nous nous intéresserons ensuiteaux di�érentes possibilités permettant de faire ommuniquer Coq et CiME, et expliquerons omment lesimpératifs de portabilité et de simpliité nous ont amenés à en hoisir une en partiulier. En�n, nousdonnerons quelques éléments d'information onernant la mise en ÷uvre de l'interfae entre Coq et CiME,et onlurons e hapitre en revenant à l'exemple présenté en setion 4.6, et nous verrons omment laonstrution d'une preuve de terminaison peut être simpli�ée, grâe aux failités syntaxiques permettantla dé�nition de systèmes de réériture, à la puissane de CiME, et à l'utilisation d'une interfae onstruisantseule les objets et théorèmes intervenant dans la preuve de terminaison.5.1 Shéma de fontionnementComme nous l'avons indiqué au hapitre 1, l'ajout de réériture à Coq doit permettre de dé�nir desfontions à l'aide de règles, la dé�nition d'une fontion étant aeptée par Coq si l'ensemble des règlestermine.Cei motive l'idée d'ajouter à Coq une ommande Termin prenant un symbole en argument et per-mettant de prouver la terminaison de l'ensemble des règles dé�nissant e symbole. La ommande Termindevra don fontionner de la manière suivante :� reherher l'ensemble des règles où �gure le symbole passé en paramètre ;24



� véri�er que l'ensemble de règles ainsi onstruit ne fait intervenir que des termes algébriques (appli-ation de fontions ou de onstantes à des termes algébriques ou des variables), ar es termes sontles seuls aeptés par CiME ;� aluler la signature et l'ensemble de variables assoiés au système de réériture dé�ni préédemment ;� envoyer à CiME la signature, l'ensemble de variables et le système de réériture à étudier ;� reevoir l'interprétation polynomiale renvoyée par CiME ;� utiliser ette interprétation pour onstruire la preuve de terminaison du système de réériture initialen délarant tous les objets néessaires (signature, système de réériture, interprétation polynomiale),et en appelant les tatiques adéquates.5.2 Communiation entre Coq et CiMELe shéma de fontionnement présenté préédemment met en évidene la néessité de disposer d'unméanisme de ommuniation bidiretionnelle entre Coq et CiME. Il faut en e�et pouvoir envoyer de l'in-formation à CiME, et reevoir les résultats qu'il fournit.Dans la mesure où CiME et Coq sont tous deux érits en OCaml, plusieurs solutions peuvent êtreenvisagées pour permettre à es deux programmes de ommuniquer. Une première solution onsiste àintégrer le ode de CiME au programme Coq et à utiliser CiME omme une sorte de bibliothèque. L'envoid'informations à CiME onsisterait alors simplement à appeler les fontions délarant les objets que l'onsouhaite envoyer à CiME. De même, la reherhe d'une interprétation polynomiale se résumerait à appelerdiretement les fontions de CiME hargées de la réalisation de ette tâhe. Cette solution a don l'avantagenon négligeable d'être relativement simple à mettre en ÷uvre.En revanhe, une telle approhe présente l'inonvénient important d'être extrêmement sensible tantaux évolutions de Coq qu'à elles de CiME. Que l'on souhaite béné�ier d'améliorations disponibles dansune version plus réente de CiME, et tout le travail d'intégration de CiME à Coq sera à reommener. De lamême façon, il faudra réintégrer CiME à haque nouvelle version de Coq.Une seonde approhe onsiste à ne pas tenir ompte du fait que Coq et CiME sont érits dans le mêmelangage, et à faire ommuniquer un proessus Coq et un proessus CiME indépendants. Cette approhepeut être mise en ÷uvre sans que l'on ait à modi�er CiME, ar e programme fontionne de la mêmemanière qu'un interpréteur de ommandes, 'est-à-dire qu'on peut lui fournir des ommandes sur sonentrée standard, et qu'il a�he ses résultats sur sa sortie standard.Cette approhe a l'inonvénient d'être plus omplexe à mettre en øuvre que la première, dans la mesureoù elle néessite l'ériture d'un analyseur syntaxique apable d'extraire l'information dont nous avonsbesoin des messages a�hés par CiME. Malgré e surroît de omplexité, ette solution nous paraissantplus élégante et plus pérenne que la préédente, 'est elle que nous avons hoisi de mettre en ÷uvre.Voii par exemple une ession CiME qui permet d'avoir un aperçu du travail néessaire, tant pourpréparer les messages à envoyer à CiME, que pour réaliser l'analyse syntaxique de eux qu'il produit, a�nde déterminer quelle est l'interprétation polynomiale à utiliser dans la preuve de terminaison.$ imeWelome to CiME version 2.02 - Built on 22/12/2003 16:03:50CiME> #quiet;Verbose level is now 0CiME> let S = signature "0 : onstant; + : infix binary; - : prefix unary; ";S : signature = <signature>CiME> let X = vars "x";X : variable_set = <variable set>CiME> let R = TRS S X "x+0->x; x+(-x)->0; ";R : (S,X) TRS = { x + 0 -> x,x + -(x) -> 0 } (2 equation(s))CiME> termination R;Entering the termination expert. Verbose level = 0Trying to solve the following onstraints:{ V_0 + 0 > V_0 ; 25



V_0 + -(V_0) > 0 ;}(2 termination onstraints)Searh parameters: linear polynomials, oeffiient bound is 1.Solution found for these onstraints:[0℄ = 0; [+℄(X0,X1) = X1 + X0 + 1; [-℄(X0) = X0;Termination proof found.- : unit = ()CiME> #quit;Quitting.$5.3 Mise en ÷uvreLe ode mettant en ÷uvre le shéma de fontionnement dérit en setion 5.1 se présente sous la formede 5 modules qui ont été ajoutés au ode soure de Coq.Les deux premiers modules sont un analyseur lexial et un analyseur syntaxique, érits respetivementen oamllex et oamlya, équivalents pour OCamldes lassiques lexet ya. Ces deux modules permettentle traitement des messages renvoyés par CiMEet l'extration d'une interprétation polynomiale.Un troisième module fournit une interfae de plus haut niveau ave CiME. Les fontions qu'il exportesont de plusieurs types :� des fontions permettant de ontr�ler le proessus CiME, 'est-à-dire d'en laner l'exéution et del'arrêter ;� des fontions fournissant une interfae de ommuniation générique, 'est-à-dire permettant d'en-voyer une ommande à CiME et de reevoir sa réponse ;� des fontions de plus haut niveau permettant de délarer des objets tels que les signatures, lesensembles de variables et les systèmes de réériture, et de reherher une interprétation polynomialeprouvant la terminaison d'un système de réériture.Un quatrième module est hargé de l'appel des tatiques Coq néessaires à la onstrution des preuvesde terminaison. Il utilise des failités fournies par amlp4, un préproesseur pour OCaml, pour onstruiredes objets de type tati (diretement appliables à un but), à partir du nom d'une tatique.En�n, le module prinipal est hargé de l'implantation du shéma de fontionnement de la setion 5.1proprement dit. Il dé�nit sa propre représentation des termes algébriques, vers laquelle les termes dualul des onstrutions (type onstr) sont onvertis dès l'appel de la ommande Termin. Si un termenon algébrique est renontré, une erreur est générée, et la ommande Termin éhoue. Si tous les termessont algébriques et si les règles de réériture sont orretes, on proède à une phase de renommage desvariables. Celle-i est rendue indispensable par le fait que, dans Coq, les variables sont représentées par desentiers qui sont en réalité des indies de De Bruijn. Or, auune garantie n'est fournie quant à la positivitéde es entiers. Et, omme notre formalisation est basée sur une représentation des variables par des entiersnaturels, il est néessaire de les renommer pour s'assurer que toutes les variables seront représentées pardes entiers positifs. La signature assoiée au système de réériture est ensuite alulée. Une fois touteses données disponibles, elles sont envoyées à CiME, pour permettre la réupération d'une interprétationpolynomiale. En�n, plusieurs objets sont ajoutés à l'environnement Coq ourant pour onstruire la preuvede terminaison :� un type indutif orrespondant à l'ensemble des symboles onsidéré ;� une signature indiquant l'arité de haque symbole ;� une onstante représentant le système de réériture ;� une onstante orrespondant à l'interprétation polynomiale ;� le théorème de terminaison proprement dit.5.4 Exemple d'utilisationNous revenons maintenant à l'exemple de la setion 4.6. Nous allons montrer omment la preuveonstruite manuellement peut maintenant être obtenue grâe à l'interfae développée pendant e stage.Voii la session Coq permettant d'établir ette preuve de terminaison :Coq < Setion groups. 26



Coq < Variable G : Set.G is assumedCoq < Symbol Gzero : G.Gzero is assumedCoq < Symbol Ginv : G -> G.Ginv is assumedCoq < Symbol Gplus : G -> G -> G.Gplus is assumedRules [x : G℄ {(Gplus x Gzero) => x;(Gplus x (Ginv x)) => Gzero}.Rules aepted.Coq < Termin Gplus.SymbSet_1 is definedSymbSet_1_ret is definedSymbSet_1_ind is definedSymbSet_1_re is definedSig_1 is definedTrs_1 is definedPI_1 is definedTrs_1_termination_proof is defined
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Chapitre 6ConlusionL'ajout de réériture aux assistants de preuve est souhaitable, ar il permet de dé�nir plus de fontions,et rend les preuves d'égalités plus aisées. Il pose néanmoins des problèmes, notamment elui de véri�erque les fontions dé�nies par règles terminent. Une solution onsiste à faire appel à des outils externes devéri�ation de la terminaison, mais ela suppose, pour onserver au système toute sa �abilité, d'être enmesure de véri�er les preuves de terminaison qu'ils fournissent au sein même de l'assistant de preuve.Le travail réalisé pendant e stage est une première étape en e sens, puisqu'il a onsisté à formaliserun ritère de terminaison de systèmes de réériture : les interprétations polynomiales. En outre, l'interfaeave CiMEqui a été proposée a permi de s'assurer que les théorèmes et tatiques qui ont été mis aupoint permettent e�etivement de véri�er des résultats fournis par un outil externe, et ela sans aide del'utilisateur.Ce développement est onstitué de 81 dé�nitions de fontions et types et de 117 théorèmes ou lemmes,répartis dans 20 �hiers, pour un total de 2817 lignes. Il se distingue des travaux antérieurs onernant laformalisation de réériture dans Coq par le fait que, pour la première fois à notre onnaissane, les termesdu premier ordre ont été formalisés en utilisant des veteurs, e qui permet d'en garantir la orretion partypage. Une bibliothèque dé�nissant les polyn�mes à n indéterminées a également été réalisée, et noussemble assez générale pour pouvoir être réutilisée dans d'autres appliations.À l'issu de e stage, plusieurs pistes restent à explorer. L'une d'entre elles onsiste à étendre la bi-bliothèque dont nous avons ommené le développement, en y intégrant les preuves d'autres ritères determinaison tels que RPO (Reursive Path Ordering) [14℄, les paires de dépendane dérites dans [1℄,mais aussi des preuves de ritères permettant de véri�er la on�uene, une autre propriété importantedes systèmes de réériture. La manière dont la réériture peut être ajoutée e�aement aux assistantsde preuve en général, et à Coq en partiulier, onstitue une autre diretion à explorer. En�n, la mise enplae de méanismes génériques permettant à Coq de ommuniquer ave des outils externes non onnus àl'avane failiterait grandement la oopération entre programmes dans la onstrution de preuves, autredomaine restant à explorer.

28



Bibliographie[1℄ T. Arts and J. Giesl. Termination of term rewriting using dependeny pairs. Theoretial ComputerSiene, 236 :133�178, 2000.[2℄ Franz Baader and Tobias Nipkow. Term Rewriting and All That. Cambridge University Press, 1997.[3℄ F. Barbanera, M. Fernández, and H. Geuvers. Modularity of strong normalization in the algebrai-
λ-ube. Journal of Funtional Programming, 7(6) :613�660, 1997.[4℄ Y. Bertot and P. Castéran. Coq'Art : The Calulus of Indutive Construtions. EATCS Texts inTheoretial Computer Siene. Springer, 2004.[5℄ F. Blanqui. De�nitions by rewriting in the Calulus of Construtions, 2004. To appear in Mathema-tial Strutures in Computer Siene.[6℄ F. Blanqui. Extension de oq ave rériture. projet rntl Averroes, lot 5, fourniture 2, 2004. Availableon http://www.loria.fr/~blanqui/.[7℄ P. Borovanský, H. Cirstea, H. Dubois, C. Kirhner, H. Kirhner, P.-E. Moreau, C. Ringeissen, andM. Vittek. ELAN User Manual. INRIA Nany, Frane, 2000. http://www.loria.fr/ELAN/.[8℄ J. Chrz¡szz. Implementation of a module system in Coq. PhD thesis, Université d'Orsay, Franeand Warsaw University, Poland, 2004.[9℄ E. Contejean, C. Marhé, B. Monate, and X. Urbain. CiME version 2, 2000. http://ime.lri.fr/.[10℄ E. Contejean, C. Marhé, A.-P. Tomás, and X. Urbain. Mehanially proving termination usingpolynomial interpretations. Tehnial Report 1382, LRI, Orsay, Frane, 2004.[11℄ Coq-Development-Team. The Coq Proof Assistant Referene Manual � Version 8.0. INRIA Roquen-ourt, Frane, 2004. http://oq.inria.fr/.[12℄ N. de Kleijn. Well-foundedness of RPO in Coq. Master's thesis, Free University of Amsterdam, 2003.[13℄ D. Delahaye. Coneption de langages pour dérire les preuves et les automatisations dans les outilsd'aide à la preuve � Une étude dans le adre du système Coq. PhD thesis, Université Paris VI, Frane,2001.[14℄ N. Dershowitz. Orderings for term rewriting systems. Theoretial Computer Siene, 17 :279�301,1982.[15℄ G. Dowek, T. Hardin, and C. Kirhner. Theorem proving modulo. Journal of Automated Reasoning,31 :33�72, 2003.[16℄ J.-P. Jouannaud and M. Okada. Abstrat Data Type Systems. Theoretial Computer Siene,173(2) :349�391, 1997.[17℄ J.-P. Jouannaud and A. Rubio. The Higher-Order Reursive Path Ordering. In Logi in ComputerSiene, 1999.[18℄ Q.-H. Nguyen. Calul de réériture et automatisation du raisonnement dans les assistants de preuve.PhD thesis, Université Henri Poinaré, Nany, Frane, 2002.[19℄ C. Paulin-Mohring. Indutive De�nitions in the System Coq - Rules and Properties. In M. Bezem andJ.-F. Groote, editors, Proeedings of the onferene Typed Lambda Caluli and Appliations, number664 in Leture Notes in Computer Siene, 1993. LIP researh report 92-49.[20℄ J. Rouyer. Développement de l'algorithme d'uni�ation dans le Calul des Construtions ave typesindutifs. Tehnial Report 1795, INRIA Lorraine, Frane, 1992.[21℄ J. Rouyer. Développements d'algorithmes dans le Calul des Construtions. PhD thesis, Centre deReherhe en Informatique de Nany, Frane, 1994.[22℄ Terese. Term Rewriting Systems. Cambridge University Press, 2003.[23℄ D. Walukiewiz-Chrz¡szz. Termination of rewriting in the Calulus of Construtions. Journal ofFuntional Programming, 13(2) :339�414, 2003.29


