1 Reduction d’un polynéme modulo un ideal
1.1 Ordonner les monémes - Réduction d’un polynéme

Définition 1. K est un corps commutatif. Un ordre monomial sur K[Xy, ..., X,,] est une relation
> sur 7% ou, de fagon équivalente sur l'ensemble des mondmes X*, o € 75, tel que:

i. > est un ordre total sur Z%,
i. Sia>f etyeZly, alors a+v> [+

. > est un bel ordre : si A C Z%;, A# 0= A admet un plus petit élément pour > c’est a
dire Jaa €A tgVa €A, atas=a>a,

1) Monter qu’une relation > sur Z%, est un bel ordre si et seulement si toute suite strictement
décroissante aq > ag > ... est finie.

1) Si > n’est pas un bel ordre, alors on peut construire une suite infinie «(1) > «(2) >.... On prend
un sous-ensemble de cardinal infini S C7ZZ% et on choisit arbitrairement «(1). Comme S n’a pas
de plus petit élément, on peut alors trouver «(2) tel que a(1) > a(2). Par le méme procédé on
construit une suite infinie o(1) > (2) > ....a(i) > ....

Inversement Si on se donne une suite infinie strictement décroissante, elle n’a fatalement pas de
plus petit élément.

2) On considére l'ordre suivant : o= (ay, ..., ) >1ex 8= (B1, -+, Bn) (0 X¥= XM X2 > XP =
X 1...Xf3") si et seulement si la coordonnée non nulle de plus petit indice de oo — S € Z™ est positive,
cest adirea—fB=(0,...,0,a; — Bi, ¥it1— Bit1y .-y — Bn ).

——
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Montrer que >1ex est un ordre monomial.
2) Les points 1) et ii) sont évidents.

Pour le point iii) on prend un élément o= (avy, ..., o,) € Z%( et on remarque que 3 <« est forcément
pris dans le sous ensemble de Z% des points 5= (51, ..., Bn) avec 1 < ;. Comme Zx( est un bel
ordre, I’ensemble des premiéres coordonnées d'un ensemble S C Z%; admet une plus petit élément
que nous noterons o). On ne garde alors dans S que les éléments dont la premiére corrdonnée est
af (il y en a forcément car > est un bel ordre sur Zsq) puis on définit alors de la méme maniére
a3 et ainsi de suite jusqu’a al. On vérifie alors simplement que (a{, ..., a%) est le plus petit élément
de S pour <jex.

Remarque 2. Un autre ordre monomial trés utilisé est I’ordre du degré lexicographique renversé :
ca=(a1, . n) >an B= (81, Bn) sid ;>0 Biousiy ;=" | fB;etlacoordonnée

non nulle de plus grand indice de o — 8 € Z™ est négative, c’est a dire a« — = (a1 — By, ...,
i1 — ﬁi—l; oy — ﬂi, 0, ceny 0).
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Définition 3. K est un corps commutatif. On se donne un ordre monomial > sur K[X7,..., Xp)].
Pour tout p=73"_ aq X*€K[X1,..., Xp] :

e Le multidegré de p : multideg(p) =max (o € Z%, an #0)
o Le coefficient de téte de p : Le<(p) = amuttideg - (p) € K

o Le monome de téte de p : Lm(p) = X™ultides<(p)



e Le terme de téte de p : Lt(p) =Lec<(p) Lm<(p)

3) Montrer qu’en fixant un ordre monomial >, on peut adapter 1’algorithme de division Euclidienne
dans K[X] pour réaliser la réduction d’un polynéme par un autre dans K[Xj, ..., X,,] pour >, puis
d’un polyndéme par une famille de polynoémes.

Plus précisément, montrer que ’on peut proposer un agorithme Reductions (f, [f1, ..., fs]) qui,
pour un ordre monomial fixé >, étant donnés f, fi, ..., fs € K[X7, ..., X,,], permet de calculer
explicitement 7, q1, ..., ¢s tels que

o f=q fi+..+qgftr

e soit r=0soit r= ZQGZ%T& X% ou aucun des X n’est divisible par 'un des Lt(f;),i=1...s

e si g; f; #0 alors multideg( f) > multideg( fiq;)

Algorithme de Reduction Totale

Entrée : f,{f1,..., fs}, >
Sortie : g, ..., Gs, T

q1:=0;...,qs:=0;7r:=0;
p=1;

Tant que p#0
1:=1
simplifié:=faux
Tant que (i < s) et (simplifié=faux)
Si Lt~ (f;) divise Lt~ (p) alors

o Lts(p)
G= 4% T,

— Lt>(p) \ ¢
p=p= (Lt:(fi) ) /i
simplifié:=vrai

Sinon
1:=1+1
Si Simplifié=faux alors
r:=r+Lt>(p)
p:=p—Lt(p)

Renvoyer g, ..., gs, 7

4) Appliquer I'algorithme de la question précédente avec f = x y? — x, la famille F' = [f1, f2] ou
fi=zy—1, fo=1y2-1 pour lordre lexicographique >y tel que x >0, ¥, puis refaire le calcul en
posant F'={fo, f1].

Yoy’ —w=yley—1)+0(* -1+ (-z+y)
zyP—z=2(y*—1)+0(xy—1)+0

2 Idéaux de Mondémes

Définition 4. On dit qu’un idéal est un idéal de mondmes si il est engendré par des mondmes ou,

autrement dit, il exviste ACZ5¢ tel que f€l= f=3" _, haX® avec ho €K[Xy, ..., X;].

1) Soit I =(X*,a € A) un idéal de monémes. Montrer que X € I si et seulement si il existe a € A
tel que X divise X 7.



1)si X divise X? alors X € I par définition de I

Supposons X7 € I. Alors, X# = o0 hi X% avec h; € K[X1, ..., Xp] et oy € A. En posant
hi= Zj ci; X9 il vient que X P = Sy chmXﬁW X, En regroupant les termes de la somme
de droite de méme multi-degré, tous divisibles par un «; et en identifiant les parties droites et
gauche de 1’équation, on obtient que X? est divisible par au moins 1 o; € A.

2) Soit I un idéal de monoémes de K[X7, ..., X,,]. Montrer que les 3 points suivants sont équivalents
i fel
ii. tous les termes de f sont dans
iii. f est une combinaison K-linaire de mondémes de [

2) on a clairement iii = ii = i. Supposons que f € I.

Alors, par définition, f =37 ., haX*=)] .4 (Zﬁaaﬁ XP X = DA 2p0a,B XFP X avec
XBX>e] daprés 1).

3) En déduire que 2 idéaux de mondmes sont identiques si et seulement si ils contiennent les mémes
monomes.

3) Conséquence directe du 2)

Définition 5. Soient f, g€ K[Xy,..., X,] deuz polynémes et > un ordre monomial sur K[X, ...,
X

i. Supposant multideg(f)=a=(aq,...,a,) et multideg(g) = B=(54,..., Bn), on définit le plus
petit comun multiple de Lm~ (f) et Lms(g) par X7 avec v = (max (ay, £1), ..., max (n, Bn))

g X7 X7 .
ii. Ss(f,9)= ] f- o 9 le S-polynome de f et g.

4) Soient pi, ..., pm € K[X1, ..., X;,] tels que multidegs(p;) = 6 € N* et h = 37" | p;. Alors
multidegs(h) < § = h est une combinaison K-linéaire des polynoémes S~ (p;, p;). De plus,
multideg (S> (ps, pj)) <9.

4)Comme multideg~(p;) = d, S>(p1, p2) =

pz) +

1 1
Teso Pt T Tisgey P2 et done pr = LC>(p1)(S>(p1,

1 .
Toator) p2)~ Ainsi p1 + pa =Les (p1) 95 (p1, p2) + (Les (p1) + Les (p2) 15

De proche en proche, 327" pi =327 (3252, Les (p) ) S (v, pis )+ (272 Les (p4) 12

Or si multidegs(h) < §, necessairement » " Lcs(p;)=0 et en particulier (Z:’L}l Les(pi)) =

—Les(pm) et done 7 p= YT (0L Les(py) ) S(pis pit1) — pm ce qui donne 327 ps =
m—1 ;xi 1 1

sy (o1 Les(y)) S(pis pisr) car S5(prs p2) = e P1— Ty P2

5) Soient G ={g1, ..., 9s } CK[Xj, ..., X;;] et > un ordre monomial. Posons I =(G). Supposons que
Vi=1...s,Vj=1...s, Reduction(S>(gi, g;), G) =0.

5)a) Soit f € I. Justifier que I'on peut choisir une décomposition f = Y7 h; g; de sorte a ce
que § = max (multidegs (h; g;), hig; # 0) soit minimal. En déduire que si multideg~(f) =4, alors
Lt>(f) € <Lt>(gl)a [EX3) Lt>(gs)>

5)a) le § minimal existe par définition d’un ordre monomial. Si multideg~(f) = 4, alors 3,
multideg~ (f) = multideg(h;g;)

5)b) Montrer que multideg ( f) <4 si et seulement si multideg~ ( f5= Zmultideg(h-g-):5Lt>(hi) 9i) <

§ et que dans ce cas fs une combinaison K-linéaire de polynomes de la forme X°~7iS(g;, g;)
avec X7 =ppem(Lms(g;), Lm>(9j))-



5)b)f = Zmultidcg>(h,ig,):6 Lt>(hi) git Zmultidcg>(h,g,):6 (hz - Lt>(h1)) git Zmultidcg>(higi)<6hi 9i

fs multideg~ <& multideg~ <&

Drapreés 4) fs=3", jci jS(Lts(hi) gi, Lt (hy) 95)=3"; jci,jX‘;*%fS(gi, g;). On remarque alors que
) . . ’ §
lem (L (Lt (hs) g), Im(Lt (h;) g5)) = X° si bien que S(Lts (hi) gi, Lt (hy) ;) = 55 S(9i: 95)-

5)c) En déduire que I'on ne peut pas avoir multidegs (f) <.

5)c) En utilisant l’algorithme de réduction, il vient que S(gi, ¢;) = lezl A; g; avec
multidegs (4; g;) < multideg~(S(g:, g;)). En multipliant par X°~ 79, on a alors S(Ltx(h;) gi,
Lt>(hj) g5) = > _, X774, g; et en particulier multidegs (fs) < multideg(X° =77 S(g;, g;))<d
puisque Lt (5(gi, g;)) <lem (Lms(g;), Lms(g;))-

Ainsi, f5 = >]_, B g avec multideg~(B; g;) < ¢ et par la méme occasion f =" C; g; avec
multideg~ (Cj g;) <9 , ce qui contredit le choix de 4.

5)d) Soient G = {g1, ..., gs} C K[X1, ..., X;)] et > un ordre monomial. Posons I = (G). Alors
(Lt(I)) = (Lt>(g1), ..., Lt=(gs)) si et seulement si Vi=1...s,Vj = 1...s, Reductions (S (g:, g;),
G)=0.

5)d) Supposons que (Lt~ (1)) =(Lt>(g1),...,Lt>(gs)). Comme r; ;=Reductions (S~ (g:, g;),G) €1,
alors Lt~(r; ;) € (Lt=(g1),...,Lt>(gs)) et donc soit r; ;=0, soit 3i, Lt~ (g;) divise Lt~ (r;, ;) ce qui
est impossible puisque 7; ; est réduit.

Supposons maintenant que Vi = 1...s, Vj = 1...s, Reductions (5%(gi, g;), G) = 0. Alors d’aprés le
5)d) si fel, Lt-(f) e (Lt=(g1),...,Lt=(gs)) ce qui montre que (Lt~ (1)) C(Lt=(g1),...,Lt=(gs)) et
donc que (Lt~ (1)) =(Lt=(¢1), ..., Lt=(gs)) puisque g1,...,gs €I .

3 Bases de Grobner

Définition 6. Soit I = (f1, ..., fs) C K[Xq, ..., X,] et > un ordre monomial. On dit que
G={g1,...,9:} CI#{0} est une base de Grébner de I pour > si (Lt~ (I)) = (Lt=(g1),...,Lt=(g¢)).

Algorithme de Buchberger

Entrée : F=(f1,..., fs)
Sortie : G= (g1, .-, g¢)
G:=F
Répéter
G =G
Pour toute paire {p, ¢}, p# q¢de G’
r:=Reductionx (S~ (p, q), G')
Sir+£0G=GU{r}
Jusqu'a ce que G=G’
Renvoyer G

1) Montrer que le programme ci dessus termine en un nombre fini d’étapes.

1) Aprés 1 tour de boucle, soit G’ =G et I'algorithme s’arréte, soit G'& G =G'U{r}. Comme r
n’est réductible par aucun des éléments de G, Lt~ (1) n’est divisible par aucun élément de Lt~ (G’)
et donc, d’aprés la question 1) Lt~ (r) € (Lt~ (G”)) ce qui montre que (Lt~ (G”)) & (Lt~ (G)).

Ainsi, chaque passage dans la boucle augmente une suite croissante d’idéaux (Lt~ (G)) qui sera
donc stationnaire au bout d’un certain temps par Noetherianité de K[X7, ..., X,,], impliquant la
sortie de la boucle et donc la terminaison de ’algorithme.



2) Montrer que (f1,..., fs) ={g1, ..., gt)

2) Par construction, on a (f1,..., fs) C (g1, ..., g:) ce qui implique {f1,..., fs) C{g1, ..., g¢:). D’autre
part si p, g € G, alors S~ (p, q) € (G) et Reduction~(Ss(p, q), G) € (G) si bien que (G) C {f1,..., fs)
a tout moment. Ainsi (g1, ..., gt) C{f1, - [s)-

3) Montrer que r =Reductions (f,[g1, ..., g¢]) est unique, c’est a dire qu’il est indépendant de ’ordre
dans lequel les g; sont considérés dans l'algorithme de réduction. En déduire que Reductions(f,

{g1,---,g+}) =0 si et seulement si f € (f1,..., fs).

3) Par construction, aucun des termes de r n’est divisible plar I'un des Lt~ (g;) et 3g=37_ ¢igi€
I, f=g+r. Supposons f=g' +r'=g+r. Alors comme g—g' €I ,r—r’€l. Ainsi, si r —r'#£0,
alors Lt~ (r —r') € (Lt~ (1)) = (Lt=(¢1), ..., Lt=(g¢)) ce qui implique que r — r’ est réductible par
I'un des g;, ce qui est impossible puisque r — r’ est constitué de termes irréductibles. La derniére
assertion est une conséquence directe.
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