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1.

THEOREME DE STURM POUR UN POLYNOME QUELCONQUE

Soit P € R[X]. On pose :

Jo=P, fi=
pour i=1...s — 1, f;11 = —Reste( fi_1, fi) avec 0 < deg(fi+1) < deg(f;) <deg(fi—1)
fsszeSte(fsf% f571)NGCD(P Pl)

. Montrer que Vi =0...s f;= fi/ fs € R[X]

Ceci est une conséquence directe des propriétés de la suite des restes associée a 2 poly-
nomes f et g : ged(f, g) ~ged(ri, rip1) ~rs. En particulier, 5 divise chaque 7.
Montrer que la suite f; ainsi construite avec a, b tels que P(a) P(b) # 0 vérifie Var(fi(a),
i=0...5) — Var(fi(b), i=0...s) = nombre de racines réelles de P dans (a,b).

On pose Vi=0... s, fi= fs f; et on remarque que Var( f;(c),i=0...s) = Var(fi(c),0=0...5)

On vérifie que (fo)i—o..s est une suite de Sturm pour f,

e (i) et (i4) sont immeédiats
o fi_o=/fi_19i— f; doncsoit fi(a)= fiy1(a)=0 et donc fiixr(a)=0,Vk >0 et donc
1> s (impossible) soit iii est vrai.
e Supposons que « soit une racine de fy de multiplicité k£ > 0. On peut alors écrire
fo=(X —a)fhet gs= (X —a)* "1 Q avec h(a)#0 et Q(a)#0.
Il en découle que fo = (X — @) h(X)/Q(X),[; = k h(X)/Q(X) + (X
a) h'(X)/Q(X) et que fo fi(X)=(X —a)/Q*X) (h(X)*+ (X —a) h(X) (X ))
Ainsi, pour X voisin de o, comme h(X)?>0 , alors h(X)*+ (X — ) h(X) h'(X) >
0et fo f1(X) ale méme signe que (X — ), ce qui vérifie le point (i v) de la définition.

2. « RECIPROQUE » DE LA REGLE DE DESCARTES

NOTATION 1. Soit P=3""  a;x' € R[X] et soient k et ¢ 2 entiers positifs tels que ¢ <2*, A€ R.
On définit :

xr—+c
2k )ﬂ

], Pr.=2P(

R(P(x)) =" P(%% HA\(P(z)) =P (Az), Ta(P(z))=P (z+A).

Les intervalles Iy, . sont appelés intervalles standard.

1. Supposons que P = Z?—o a; x* soit un polyndme sans facteurs carrés a coefficients dans Z

et ayant toutes ses racines dans ]0, 1[. Montrer que

a) Var (Th R(Py,.)) majore le nombre de racines réelles de P dans Ij, . et est égal a celui-
ci modulo 2.
Il suffit de remarquer que les racines de Py . dans Ij . sont en bijection avec celles
de P dans (0,1) puis de remarquer que les racines de ) dans (0, 1) sont en bijection
avec les racines positives de T1 R(Q).

b) Si P n’a aucune racine complexe dans le disque de centre (0, (2 c+1)/2*) et de rayon
1/2%, alors Var (Th R(Py ) =0.
Rappelons que les transformations du type z — >ZI +

b
transforment des cercles
T +c

en d’autres cercles ou en droites (pour définir complétement I'image d’un cercle, il
suffit donc de calculer I'image de 3 points).

En remarquant que les racines complexes de partie réelle positive de Th R(Py )
correspondent bijectivement aux racines complexes de P dans le disque de centre (0,
(2c+1)/2%) et de rayon 1/2*, il suffit simplement d’adapter 4 T1 R(Py ) le théoréme
du cours : “Si P n’a aucune racine complexe de partie réelle strictement positive,

alors V(P)=0"



2. On suppose P=3""  a, X" € R[X], sans racine multiple avec une unique racine (réelle)
dans ]0, 1] et aucune racine non réelle dans les disques Dy (centre (0, 0) rayon 1) et Dq
(centre (1,0) et rayon 1).

a) Montrer que si A est un polynoéme de R[x] tel que Var(A) =1, alors pour tout b€ R,
Var (A-(z+0b))=1

Si on pose A= ijoaj X7 et on suppose sans perte de généralité que ay, <0 pour
k=0,...,i—1 et que ay >0 pour k=1,...,d.

Comme A - (z+b) = Zz(l) cxxF =bag+ 2221 (ag—1+bag) z*+agz?*t et que
b>0,alors <0 k=0...i—1letcp>0 k=i+1...d+1. Ainsi, quel que soit le signe
de ¢;, Var (A- (x+ b)) =1.

Par récurrence, on peut donc voir que si L est le produit des facteurs linéaires de

T, R(P), alors Var(L) =1.

b) Montrer que les facteurs quadratiques apparaissant dans la factorisation de 71 R(P)

sont tous de la forme (22 +bx +c) avec b>1 et b>c>0

Les facteurs quadratiques de P s’écrivent (z — «) ( — @), pour « en dehors de
I'intersection des disques Dg et D1.

Dire que o ¢ Dy revient & dire que 1/a — 1 est dans le demi-plan Re(z) < —1/2
et donc b=—2Re(1/a—1)>1.

Dire que « ¢ Dy revient a dire que 1/« € Dy et donc que 1/« — 1 est dans le
disque D_; (de centre (—1,0) et de rayon 1).

Comme ¢ = ((1/a — 1) (1/a—1)), en posant (1/a — 1) =e + i f, on peut
alors remarquer que ¢ = €2+ f2. Comme 1/a € Dy alors (e +1)%2+ f? <1 et donc
c=e’+ f2< —2e. Enfin, comme b=—2¢>1, on a bien b>1>¢> 0.

c) Montrer que Var (T3 R(P)) =1
On montre comme en 2)a) que si Ty R(P)=(z2+bx+c) A avec Var (T3 R(P))=
1, alors Var(A)=1 et on conclut en factorisant 77 R(P) dans R.

3. Donner un algorithme complet d’isolation basé sur la régle de Descartes et utilisant le méme
procédé dichotomique que celui basé sur le théoréme de Sturm en prouvant qu’il termine.
Argumenter sur son efficacité probable

3. PARAMETRISATION RATIONNELLE DE SOLUTIONS DE SYSTEMES
ALGEBRIQUES EN 2 VARIABLES

Soient P, Q € Q[X,Y] sans facteurs communs dans Q[X,Y] avec degy (P) > degy(Q). En outre
Resy (P, Q) #0 dans Q[X]. Soit («, 8) € C? tel que P(a, 3) = Q(a, ) =0.

1. Soit av € C tel que ley (P)(a)ley (Q) () # 0. On définit 'entier ko par ko =inf (7, sres;(P,

Q)(a) #0). Montrer que Sresy (P, Q)(a,Y) ~PGCD(P(a,Y), Q(,Y)).

Comme ley (P)(a)ley (Q)(a) #0, la propriété de spécialisation des sous-résultants appli-
quée au morphisme d’anneaux X — « implique sresi (P, Q)(«) =sresy (P(a,Y), Q(a,Y)).

Dire que sresy, (P(,Y), Q(a,Y)) #0, implique qu'il existe un reste normalisé r,, dans
la suite des restes associée a P(a,Y), Q(c,Y) tel que degre(ry, )= kq et deux polynomes
Sny,, €t tn,,  consituant la relation de Bezout sy, P+tn, Q=ry, .

Par construction de k,, il n’existe pas d’entier plus petit que k. dans la suite des degrés
des restes 7y, ce qui implique que 7, est un pged de P(a,Y), Q(o,Y).

Enfin k, existe puisque le fait de supposer que 0#lcy (P)(a)ley (Q)(«) implique au moins
que le sous-resultant de degré deg(Q(«,Y)) est non identiquement nul.

2. Montrer que I’on peut alors décomposer le systéme {(«, 3) € C% P(a, 8) =0, Q(c, 3) =0} en
une union finie de systémes disjoints de la forme Ui_{(a, 3) € C?, Ri(a) =0, B;(cr, 3) =0}
tels que R; € Q[X], B;€ Q[X,Y] et Va e C,R;i(a) =0, Bi(a,Y) ~PGCD(P(,Y), Q(r, Y)).

Pour tout « non racine de ley (P) ley (Q)Res(P, Q,Y), ged(P(a,Y), Q(a,Y)) ~ 1, donc
(a, B) vérifie P(a, ) =0=Q(c, B) si « est racine de ley (P) ley(Q)Resy (P, Q).
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D’aprés le 1) deg(ged(P(a,Y), Q(a,Y))) >0 = « annule ley (P) ley (Q)Resy (P, Q).
Resy (P, Q)

Posons Jzp = ged(Resy (P, Q) ley (P) ley (Q))

On définit alors Gy = ged(sres1(P, Q), Ro) et Ry = g—‘l’ D’aprés 1), Sres; (P, Q)(a) =
ged(P(a,Y), Q(«,Y)) pour tout « racine de Rj.

On construit ainsi (R;, B;= Sresi)?igly(Q) avec la propriété : si P(a, 8) =0, Q(a, 3) =0,
alors soit (a, ) appartient a I'un des ensembles disjoints ((cr, ) € C?, Ri(a) = 0, By(a,
B) = 0)?2%‘/(@) soit a annule ley (P) ley(Q). On réalise alors la méme construction en
considérant @ (ou P quitte éventuellement & inverser le role des polynémes) privé de son
terme de téte et en remplagant Ry par ged(Ro, Ley (Q)).

/

3. Si on suppose que (a, 3) # (o, 8') = a # a’ pour tous couples (a, §), (o', ') tels que
P(a, 8) = Q(«a, B) = P(a, ) = Q(c/, 5') =0, montrer que 'on peut alors décomposer le
systéme {(a, 3) € C% P(a, 3) =0, Q(a, 3) =0} en une union finie de systémes disjoints de
la forme Ui_{(c, 3) € C% Ri(a) =0, 3=C;(a)} avec R;, C; € Q[X].

Dire que (a, 8) # (¢/, 8') = a # o' pour tous couples (a, f3), (o', §') tels que
P(a, B)=Q(«a, f)=P(a’, 8") = Q(a’, ') =0 implique que pour tout « tel que 35 tel que
P(a, 8)=Q(a, 8) =0, pged(P (e, Y)Q(ar,Y)) n’admet qu'une seule racine 3 et s’écrit donc,
une fois normalisé, (Y — 3)* avec k € N*.

Si {Ri(X), Bi(X,Y)} est le couples de polyndmes calculé en 3) tels que R;(a) = B;(a,
B) = 0, alors Bj(a, V) = ged(P(a, V), Q(a, Y)) et il existe a1(X) et b1(X) tels que
Bi(X,Y) = (l1(X) + Yai(X))* mod R;(X). On on peut alors remplacer B;(X,Y) par
Ya;(X) 4+ b;(X) dans la décomposition en posant a1(X)=lcy(B;) et by(X) = kilcoeffy(Bi,
ky—1).

Par construction, ged(ay, R;) ~ 1 ce qui fait que a1(X) est inversible modulo R;(X),
inverse que l'on peut calculer en appliquant 'algorithme d’Euclide étendu (si s a1+t R; =
1 alors s =a; ' mod R;) et conclure en posant C; = —(lcy (B;)) ~* kilcoeffy(Bi, k1—1) mod R;.

4. Pour tout a € Z, on définit T, = X + a Y. Montrer que sauf pour un nombre fini de valeurs
de a, pour tous couples (a, §), (a/, &) tels que P(a, §) = Q(a, B) = P(a’, §') = Q(a’, ) =0,
to(a, B) #ta(a’, f7). On dit alors que T, sépare les racines du systéme {P =0, Q =0}.

On note (w, §;) i =1...D les racines distinctes communes de P, Q). Soit T une nouvelle
variable. Le polynéme H?:I Il;cjca((i — ;) + T (Bi — B;)) est un polynéme non
identiquement nul de C[T] de degré <d?. Il admet donc au plus d? racines.

5. Trouver un algorithme permettant de calculer a € Z tq T, sépare les racines du systéme
(P=0,Q=0}.

On remarque que lorsque l'on fait un changement de variabe du type P(T' —a Y, Y)
on construit un polynoéme de Q[T', Y] tel que ley(P) € Q. Ainsi, tout (v, ) racine de
P,=P(T —-aY,Y)et Qo=Q(T —aY,Y) si et sculement si v est racine de Resy (Pr,
Q1) =0. Ainsi, T, sépare les racines de P et Q si et seulement si degy (Resy (P,, Q) est
maximal.

6. Montrer que I'on peut alors décomposer le systéme {(«a, 3) € C% P(a, 8) =0, Q(c, ) =0}
en une union finie de systémes disjoints de la forme Uj_;{(«, 3) € C?, Ri(7) =0,a=Cx (),
ﬁ = Cy,i('y)}avec Ri, CX,z’, Cy)i S Q[T]
Il suffit de faire le changement de variable idoine pour se ramener a un systeme en 7T,
Y , appliquer les résultats précédents et puis se souvenir que X =T —a Y
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