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1. THEOREME DE STURM POUR UN POLYNOME QUELCONQUE

Soit P € R[X]. On pose :
e fo=P, f1i=
e pouri=1...s—1, fiy1=—Reste(fi_1, fi) avec 0 <deg(fi+1) <deg(f:) <deg(fi—1)
o fs=—Reste(fs—2, fs—1)~=GCD(P, P’)
1. Montrer que Vi=0...s f;= f;/ fs € R[X]

2. Montrer que la suite f; ainsi construite avec a, b tels que P(a) P(b) # 0 vérifie Var(f;(a),
i=0...s) — Var(f;(b),i=0...s) = nombre de racines réelles de P dans (a,b).

2. « RECIPROQUE » DE LA REGLE DE DESCARTES

NOTATION 1. Soit P=Y""  a;x' € R[X] et soient k et ¢ 2 entiers positifs tels que ¢ <2F, A€ R.
On définit :
T —|— c

I Pee=2""P(—),

1
R(P(z))=a"P(), HA(P(x))= (/\w), Ix(P(z)) =P (z+A).
Les intervalles Iy, . sont appelés intervalles standard.

1. On suppose que P = Z?:o a; z* est un polynéme sans facteurs carrés a coefficients dans 7
et ayant toutes ses racines dans |0, 1[. Montrer que

a) Var (71 R(Py,.)) majore le nombre de racines réelles de P dans I}, . et est égal a celui-
ci modulo 2.

b) Si P n’a aucune racine complexe dans le disque de centre (0, (2 c+1) /2F) et de rayon
1/2%, alors Var (T1 R(Py ) =0.

2. On suppose P = Z?:o an X™ € R[X], sans racine multiple avec une unique racine (réelle)
dans ]0, 1] et aucune racine non réelle dans les disques Dy (centre (0, 0) rayon 1) et D
(centre (1,0) et rayon 1).

a) Montrer que si A est un polynéme de R|[x] tel que Var(A) =1, alors pour tout b€ R,
Var (A-(z+0b))=

b) Montrer que les facteurs quadratiques apparaissant dans la factorisation de 77 R(P)
sont tous de la forme (2?+bx +c) avec b>1 et b>c>0

¢) Montrer que Var (T; R(P)) =1

3. Donner un algorithme complet d’isolation basé sur la régle de Descartes et utilisant le méme
procédé dichotomique que celui basé sur le théoréme de Sturm en prouvant qu'’il termine.
Argumenter sur son efficacité probable

3. PARAMETRISATION RATIONNELLE DE SOLUTIONS DE SYSTEMES
ALGEBRIQUES EN 2 VARIABLES

Soient P, Q € Q[X,Y] sans facteurs communs dans Q[ X, Y] avec degy (P) > degy(Q). En outre
Resy (P, Q) #0 dans Q[X]. Soit («, 8) € C? tel que P(a, 3) = Q(a, 3) =0
1. Soit av € C tel que ley (P)(a)ley (Q) (o) # 0. On définit 'entier ko par ko =inf (7, sres;(P,
Q)(a) #0). Montrer que Sresy (P, Q)(a,Y) ~PGCD(P(a,Y), Q(,Y)).

2. Montrer que I’on peut alors décomposer le systéme {(«, 3) € C%, P(a, ) =
une union finie de systémes disjoints de la forme Ui_{(«, 3) € C%, R;(a) =0,
tels que R; € Q[X], B;€ Q[X,Y] et Va e C, Ri(a) =0, Bi(a,Y) ~ PGCD( (a,



. Si on suppose que (a, ﬁ) # (o', ) = a # o’ pour tous couples (a, ), (o, ') tels que
P(a, 8) = Q(«a, B) = P(a, ) = Q(c/, 8') =0, montrer que on peut alors décomposer le
systéme {(a, 3) € C%, P(« ,6) Q(a, 8) =0} en une union finie de systémes disjoints de
la forme Ui_{(a, B) € C?, Ri(« ) :0, B=Ci(a)} avec R;, C; € Q[X].

. Pour tout a € Z, on définit T, = X + a Y. Montrer que sauf pour un nombre fini de valeurs

de a , pour tous couples (a, §), (o', ') tels que P(a, §)=Q(a, B)=P(a’, ) =Q(a’, ) =0,
to(a, B) #ta(a’, 57). On dit alors que T, sépare les racines du systéme {P =0, Q =0}.

. Trouver un algorithme permettant de calculer a € Z tq T, sépare les racines du systéme
{P=0,Q=0}.
. Montrer que I'on peut alors décomposer le systéme {(«, 3) € C%, P(a, 8) =0, Q(c, ) =0}

en une union finie de systémes disjoints de la forme Ui_;{(«, 3) € C?, Ri(v) =0,a=Cx .(7),
ﬁ = nyi(v)}avec Ri, CXJ', OY,i S Q[T]



	1. Theoreme de Sturm pour un polynôme quelconque
	2. « Reciproque » de la Règle de Descartes 
	3. Paramétrisation rationnelle de solutions de systèmes algébriques en 2 variables

