2 MAJORATION DES RACINES D’UN POYLYNOME DE Z[X] 1

1. DISCRIMINANT DE 2 POLYNOMES

Kest un corps, K sa cloture algébrique. Soit P = Z?:o a; X' € K[X], unitaire (ag=1) de degré d
dont les racines (non forcément distinctes) dans K sont notées a1, ...,ag. On définit le discriminant
de P par Dis(P) =[], ¢, ;cq(— a;)?

1. Montrer qu’il existe un polynéme a coefficients entiers Dgy(uq, ..., uq) tel que Dis(P) =
Dg(ay, ...,aq). En déduire que Dis(P) € K.
2. Montrer que Dis(P) = (—1)44=1/2Resx (P, P’)
3. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes
i. P et P’ ont un facteur en commun non constant
ii. P a une racine multiple dans K
iii. Dis(P)=0
On suppose maintenant que aq# 0 et ag non forcément égal a 1 et on pose :
Dis(P) = lc(P)Qd*QHKKjgd (; —aj)?

4. Montrer que le(P) Dis(P) = (—1)" = Res(P, P).

Correction.

1. On considére les indéterminées 73, . . . , Ty. On remarque que H1<i<j<d (T; — T)? est
un polynéme symétrique en les T;. Il s’écrit donc, et de maniére unique, comme polynéme II(e;,

., eq) a coefficients entiers en les polynémes symétriques élémentaires des 7;. On pose alors
Dg(u1, ..., ug) = (—u1, uz, ..., (—1)%,). On a bien, pour tout corps K et tout polyndome unitaire
P=%""  a;X'€ K[X],Dis(P)=Da(a1,az, ..., aq). .

2 Res(P, P) = [T, Plon) = T, T (0 = 0) = ()77 Thhgocpeq (s — o) =
(=1)" 2 Dis(P)

3. Il suffit de se rappeler que Res(aidP, aidP’) = aid_lRes(P, P
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Soit P = Z?:o a; X' € Z[X], unitaire (ag = 1) de degré d. Montrer que pour tout a € C tq
P(a)=0

1. Ja] <1+ maxt_ (jai])
2. SiVi=0..d,a; >0, alors P n’a aucune racine réelle positive. Si o € R*™*, alors o <
1
2 (maxai<0 (7ai)m)
Correction
1. Supposons A =max!"" (Ja;|). Pour tout z € R tel que |z|> A+1,

Affz"~1)

P@)| 2 fal" = A 4 1) = el = S

Comme |z| > A + 1, alors 1 > A/ (x| — 1) et donc |z|* > Alz|™/(|x] — 1), ce qui implique
[P(x)| = A/ (|lz]=1)>0.

2. Si tous les a; sont positifs, et si il en existe au moins 1 non nul, alors P(X) >0,Vz € R**
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3. Soit « € R™*. P(a)= Z?:o a;a' et on pose b=max,, <o (—a;)? . Comme az=1 et a >0,

alors P(a)=0=1= *Zd_l ai

i=0 qd—i°
- d—1 —a; d—1(b\d—1t d b \? b\i b 1
Ainsi, 1< 7602008 (ai<0) 277 S 2oim0 (;) et 1<), (;) <Zi>1(2) E<1_b>

et donc oo < 2b.

b
a—b

3. SEPARATION DES RACINES D’UN POLYNOME DE Z[X]

Soit P = Z;i:o a; X' € Z[X] de degré d sans facteur carré, dont les racines complexes sont notées
Ay ...y, Q.

On définit la borne de Mahler de P par M (P) = |a,| szl max (1, |ag|) et le séparateur de P
comme étant la distance minimale entre 2 racines distintes de P : sep(P) =min;4; |a; — a;]. On

note || Pl|l2= \/Z?:oaz?'

1) Soit
[ 1.1 W
Pd: a.l a:d
af™? ad_l

Montrer que a3~ ?det(P;)?= |Discrim(P)|

2) On ordonne les racines de P de telle sorte que || > ... > |am| > 1> |am 41| > .. adl-
Monter que

| | 0 | |
det(Py) | @1 .o Qi—1 Q41 Q441 ... Qg
(ai — o) : : : : : :
a’li_l a;?:f qd—1 affll ag_l
avec q1 =1 et ql:aéflJrozﬁ*Qoszr...+aio¢l]72+o¢ljfl pour [ > 1.
. L Discrim (P d—1 —1)(2d—1
3) Montrer que si on suppose i > j, TR 7;(;) H(i:)l,umaf*lp < ¢ dld 3 ACLRE)

4) En déduire que sep(P)? > W(;Tl)z . #

5) Montrer que pour tout z € C*, || (zx — 1)P(x)|l2=| (x — 2) P(x)]|2

6) On suppose que P(z) = a, H?Zl (X — «;) et pour tout m tel que d > m > 0, on pose
_ d
QX)=an[[~, (@X —1) [T (7= ).
_ d
a) Montrer que |[P|j3=1| Q3> [an|* [Ti~, &> +lan|* TT;,, 41 leil?

s 3 1
b) En déduire que sep(P) > /-7 - TR
Proposition de Corrigé
1) La matrice Py est une matrice de Vandermonde et donc det(Py) =[]

i<j (@i — ), soit , en

__ Discrim(P)

faisant apparaitre 'expression du discriminant det(Pa)* = (I, ; (e — a;)?) o
aq

Pour le déterminant de la matrice de Vandermonde, si le résultat n’est pas connu, il se re-
démontre simplement :
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On remplace la ligne L; < L; — a1 L;_1 en partant de L4 et en remontant vers Lo ce qui nous
donne :

1 1 1

0 — —
det(Py) = det . a2 m dd o

0 af 2 (ag—aq) ... a4 2 (ag—ay)
Puis en développant selon la premiére colonne :

[ 1.1 W
a2 — (X1 g — (X1 -‘ o o
=det : =1, (@i — a1) det 2o :d
[ ad 2 (ag—a1) ... a4 (ag—ay) J aglz aglz

On conclut par récurrence.

2) Il suffit de remarquer que si on retranche la j-éme ligne a la i-éme colonne de la matrice,
cette derniére devient [u;..., uq]” avec u;=al ™t — o't = (a; — a;)q et on utilise la multi-linéarité

J
du déterminant pour conclure.

. . BN . d—1 - N .
3) En divisant les m premiéres colonnes respectivement par oy~ i=1... m de sorte a avoir des
entrées de valeur absolue inférieure a 1 sauf peut-étre a la i-iéme colonne, on peut voir que :
det(Pd)

2 d
—| <11 G511
(a; — ) Hi:l...mag ' gl;[1

Le entées de toutes les colonnes sauf peut-étre la ¢ — eme sont de module <1 donc , pour j # i

|C;]|> < d. Pour ce qui est de la i — eme colonne , comme a; > o |qi| = o} + ol 2 a;+ ... +
1—2
J

i o %+ | <Iey|' 1 <1 puisque soit |a;| < 1 soit la i-eme colonne a été divisée par |a; |97 1. Ainsi
det(P,)

d—1
(i =) Tlimy . @

2
<TIS_,lCs2<ad=t s i

On fait enfin apparaitre ’expression littérale du discriminant de P

Discrim(P) _dld(d-1)(2d 1)

aﬁd 2|(O‘i*O‘j) Hi:1 m fl 1|2_ 6

Discrim(P)
= d-1 diz2°
lag ™ Ty med 112 d *

Discrim(P) € 7>, donc |ozZ —aj?>

a;—ai 2> Comme P € Z[X] et P est sans facteurs carrés, alors
J

1
Z a1 T dt20
‘ H»b 1..m g |2 d +

ce qui montre 'inégalité :

3 1

sep(P)? > (M(P)d-1)2 S gd+ee

5)
|(ze=DP@IE = Xplglzan—1—anP =350 (Fan—1 —an) (Fax—1— )
= Zd+1|z| la?_1+ |ax|? — 2 Re(zaz —1az)
= (|22 + DI P13 - X320 2 Re(za=1ax)
=2 P@IE = S blae -2 anP = S0 (@1 — zax) (a1 =2 a0)
= It at )+ |2l |ax|? - 2 Re(zar—tay)
- (1212 + D)l| Pl — S+ 2 Re(ara)
6)a) D’aprés le 5) précédent, || Q(x)||2=|| P(z)||2-
6)b) Le terme de téte de Q(x) s’écrit a, [[;~, (@) et le terme constant de Q(x) s’écrit
an Hf:mﬂ (i;). En particulier || Q13> |an |* [T~ ]2+ |an |? Hz 11 |@il?.On peut choisir m tel

que |a;|>1, Vi>m. Dans ce cas, M (P)*=|a,|? H?:mﬂ |avi|? et donc || P(2)||2=|| Q||53> M (P)?



4. ISOLATION DES ZEROS REELS D’UN POYLYNOME DE Z[X]

Utiliser les 2 exercices précédents pour proposer un algorithme permettant d’isoler les racines
réelles d’un polynome de Z[X]| par des intervalles & bornes rationnelles, c’est a dire fournir une
liste disjointe d’intervalles & bornes rationnelles, chaque intervalle contenant une et une seule racine
réelle, chaque racine réelle étant contenue dans au moins 1 intervalle.

Cet algorithme est-il efficace ?
Correction

1 - On applique algorithme d’Euclide dans Q[X] pour calculer le partie sans facteurs carrés
de P

2 - On calcule un majorant M du module des racines de P

3 - On calcule un minorant m du séparateur des racines de P

4 - On construit calcule k= % ainsi que les points z;=—M +im

5 - pour chaque intervalle |z;,2;41], on calcule P(x;), P(2;4+1).

e SiP(x;)=0 (resp. P(z;4+1)=0) , alors x; (resp x;11) est I'unique racine de P dans [x;, ;1]

e Sinon, Il y a une racine dans |x;, z;y1[ si et seulement si P(x;)P(x;41) <0
L’algorithme n’est pas efficace puisqu’il va calculer un nombre “exponentiel” d’intervalles essen-
tiellement égal & k ~ O(vdd+2||P||§l*1).
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