3 SEPARATION DES RACINES D'UN POLYNOME DE Z[X] 1

1. DISCRIMINANT DE 2 POLYNOMES

Kest un corps, K sa cloture algébrique. Soit P = Z;i:o a; X' € K[X], unitaire (ag=1) de degré d
dont les racines (non forcément distinctes) dans K sont notées as, ..., ag. On définit le discriminant
de P par Dis(P) =], ¢, j<q(ei— a;)?

1. Montrer qu’il existe un polynéme a coefficients entiers Dgy(uq, ..., uq) tel que Dis(P) =
Dy(as, ..., aq). En déduire que Dis(P) € K.

2. Montrer que Dis(P) = (—1)44~1/2Resx (P, P’)
3. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes
i. P et P’ ont un facteur en commun non constant
ii. P a une racine multiple dans K
iii. Dis(P)=0
On suppose maintenant que aq# 0 et ag non forcément égal a 1 et on pose :
Dis(P) = 1cd((£)12)d_2]_[1@<j<d (c; —aj)?
4. Montrer que le(P)Dis(P)=(—1)" 2 Res(P,P’).

2. MAJORATION DES RACINES D’UN POYLYNOME DE Z[X]|

Soit P = Z;i:o a; X' € Z|X], unitaire (ag = 1) de degré d. Montrer que pour tout o € C tq
P(a)=0
L af <14max{_ (|a;|)

2. SiVi=0..d,a; >0, alors P n’a aucune racine réelle positive. Si o € R™*, alors o <

1
2 (ma:)(ai<U (,ai)ﬂ)

3. SEPARATION DES RACINES D’UN POLYNOME DE Z[X]

Soit P = Z?:o a; X" € Z[X] de degré d sans facteur carré, dont les racines complexes sont notées
a1y ...,04.

On définit la borne de Mahler de P par M (P) = |a,| HZ:1 max (1, |ag|) et le séparateur de P
comme étant la distance minimale entre 2 racines distintes de P : sep(P) =min;+; |a; — a;]. On

note || Plla=1/3%  a?.
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Montrer que a3~ ?det(P,)?= |Discrim(P)|

2) On ordonne les racines de P de telle sorte que |ag] > ... > |am,| > 1> |amt1] > ... Jadl-
Monter que
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avec 1 =1et qg=a; +a§72aj+...+aialj*2+aljfl pour [ > 1.



Discrim(P) < di=ld(d—1)(2d—1)
[(ai — ;) T1 S 6

i=1l..m —1

3) Montrer que si on suppose i > j, ——
aq

“ i 3 1
4) En déduire que sep(P)? > GRPE

5) Montrer que pour tout z € C*, || (zZx — 1)P(x)|l2=|| (x — 2) P(x)]|2

6) On suppose que P(z) = a, H';:l (X — «;) et pour tout m tel que d > m > 0, on pose

m — d
Q(X> =an Hi:1 (O‘iX - 1) Hi:m+1 (:C - ai)'
m — d
a) Montrer que |[P[3=| Q[I3 > |an|? [T\2, [@]* + lan|* TTi—,, 4 lail?

b) En déduire que sep(P) > 4/ # . W.

4. ISOLATION DES ZEROS REELS D’UN POYLYNOME DE Z[X]|

Utiliser les 2 exercices précédents pour proposer un algorithme permettant d’isoler les racines
réelles d'un polynéme de Z[X] par des intervalles & bornes rationnelles, c’est a dire fournir une
liste disjointe d’intervalles a bornes rationnelles, chaque intervalle contenant une et une seule racine
réelle, chaque racine réelle étant contenue dans au moins 1 intervalle.

Cet algorithme est-il efficace ?



	1. Discriminant de 2 polynômes
	2. Majoration des racines d'un poylynôme de ℤ[X]
	3. Séparation des racines d'un polynôme de ℤ[X]
	4. Isolation des zéros réels d'un poylynôme de ℤ[X]

