N

N

Théorie de I’élimination pour les systémes
intégro-différentiels linéaires

Camille Pinto

» To cite this version:

Camille Pinto. Théorie de I’élimination pour les systémes intégro-différentiels linéaires. Calcul formel [cs.SC].
Sorbonne Université, 2025. Francais. (NNT: 2025SORUS294). <tel-05394996)

HAL Id: tel-05394996
https://theses.hal.science/tel-05394996v1

Submitted on 3 Dec 2025

HAL is a multi-disciplinary open access archive L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est des-
for the deposit and dissemination of scientific re- tinée au dépoét et a la diffusion de documents scien-
search documents, whether they are published or not. tifiques de niveau recherche, publiés ou non, émanant
The documents may come from teaching and research  des établissements d’enseignement et de recherche
institutions in France or abroad, or from public or pri- francais ou étrangers, des laboratoires publics ou
vate research centers. privés.

Auto':izition
HAL Authorization


https://theses.hal.science/tel-05394996v1
https://about.hal.science/hal-authorisation-v1/
https://about.hal.science/hal-authorisation-v1/
https://hal.archives-ouvertes.fr

inria

h

SORBONNE
UNIVERSITE

V4
Ecole doctorale de sciences mathématiques de Paris centre

THESE DE DOCTORAT

Discipline : Mathématiques

présentée par

Camille PINTO

Théorie de I’élimination pour les systémes
intégro-différentiels linéaires

dirigée par Alban QUADRAT et Thomas CLUZEAU

Soutenue le 23 octobre 2025 devant le jury composé de :

M. Frangois BOULIER Université de Lille Examinateur

M. Frédéric CHYZAK Inria Saclay Président du jury
M. Thomas CLUZEAU Université de Limoges Co-directeur

M. Alban QUADRAT Inria Paris Directeur

M. Georg REGENSBURGER  University of Kassel Rapporteur

M. Daniel ROBERTZ RWTH Aachen University Rapporteur

Mme Annick VALIBOUZE Sorbonne Université Examinateur

Mme Eva ZERZ RWTH Aachen University Examinateur



Institut national de recherche
en sciences et technologies du

numeérique | Inria
Site de Paris
48 Rue Barrault, 75013 Paris

Institut de mathématiques

de Jussieu-Paris Rive gauche.

UMR 7586.

Boite courrier 247

4 place Jussieu

75252 Paris Cedex 05

Sorbonne Université.

Ecole doctorale de sciences
mathématiques de Paris centre.
Boite courrier 290

4 place Jussieu

75252 Paris Cedex 05



Table des matiéres

Remerciements . . . . . . . oL e
Notations
1 Introduction
1.1 Généralités sur les équations intégrales et différentielles . . . . . .. . ... . o oL
1.2 Quelques équations intégro-différentielles linéaires classiques . . . . . . . . . . . ... ... ... ...
1.3 Approches analytiques et numériques . . . . . . . ..o oL
1.4 Approches algébriques et effectives . . . . . . . . . . . e
1.4.1 Systémes d’équations différentielles et d’équations aux dérivées partielles . . . . . . . . . . ..
1.4.1.1  Approches théoriques . . . . . . . . . . . e
1.4.1.2  Approche Calcul Formel . . . . . . . .. .. .
1.4.2 Les systémes d’équations intégro-différentiels . . . . . . . . . ... .. ... .. ... .. ...
1.5 Contribution . . . . . . 0 e e e e
1.6 Plan du mémoire chapitre par chapitre . . . . . . . . . .. L Lo L L
2 Les anneaux d’opérateurs différentiels et intégro-différentiels
2.1 L’anneau des opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux . . . . . . . . ... ... ... ....
2.2 L’anneau des opérateurs intégro-différentiels a coefficients polynomiaux . . . .. ... ... ... ..
2.2.1 Définition de Il; . . . . . . . L e
2.2.2  Premiéres propriétés de 1 . . . . . . . . L e e e e e e
2.2.2.1 Dopérateur évalutation . . . . . . . . . . . . e e
2.2.2.2 Dlinvolution de I} . . . . . . . . e e
2.2.2.3 Lesopérateursde Taylor . . . . . .. .. . ...
2.3 Analyse algébrique des systémes intégro-différentiels linéaires . . . . . . . . . ... ...
2.3.1 Le théoreme de Malgrange . . . . . . . . . . . . L e
2.3.2 Théorie des modules . . . . . . ... L e
2.4 Aspectseffectifs . . . . . . e
2.4.1 Une théorie de I'élimination effective . . . . . . . . . . .. L o
2.4.2 Calcul effectif dans 'anneau Ay . . . . . . . . . . . e
2.4.2.1 Calcul de syzygies dans Ay . . . . . . oL L
2.4.2.2  Calcul d’inverse a gauche/droite dans Ay . . . . . ... oL oL oL
2.4.2.3 Factorisation sur A; . . . . . .. e e e
2.4.3 Calcul effectif dans By . . . . . . . . . e
3 Annulateurs d’évaluation sur [

3.1
3.2

3.3

Caractérisation de la propriété de cohérence . . . . . . . . . . oL Lo
Calcul des générateurs de 'annulateur d’un opérateur de I; . . . . . . . . . .. ... .. ... ....
3.2.1 Calcul effectif d’une famille génératrice de Pannulateur d’un opérateur d € I1\{(e) . . . . . . .
3.2.2  Calcul effectif d’une famille génératrice de 'annulateur d’un opérateur d € (e) . . . . . . . ..
Caractérisation effective de U'intersection de deux idéaux Z et J de type fini lorsque Z € (e) et J € (e)
3.3.1 Calcul du noyau & gauche d’une matrice a coefficients dans (e) . . ... ... ... ... ...
3.3.1.1 Application au calcul de I'intersection de deux idéaux d’évaluation . . . . . .. . ..

11
11
13
16
16
17
17
18
18
19
22

23
23
28
28
31
31
34
34
38
38
42
46
46
47
50
o1
52
53



4 Solutions polynomiales d’un systéme intégro-différentiel rectangulaire inhomogéne 83

4.1 Solutions polynomiales d’un systéme différentiel homogéne général . . . . . . .. .. ... ... ... 84
4.1.1 Les modules de présentation finiede Ay . . . . . . . ... L 84
4.1.2 Description explicite de I’ensemble des solutions polynomiales . . . . . . . .. . ... ... .. 88
4.1.3 Algorithme et exemple . . . . . . . .. L 91
4.2 Solutions polynomiales d’un systéme intégro-différentiel . . . . . . .. ... oo 94
421 Cas P € (&)™ o 94
4.2.2 Cas P ¢ (e)X™ 95
4.2.3 Algorithme principal . . . . . . . . .. L 96
5 Preuve constructive de la cohérence de I 102
5.1 Rappel sur la propriété de cohérence . . . . . . . . .. L L e 102
5.2 Le « Horseshoe Lemma » . . . . . . . . . . . e e e e e e e 103
5.3 Lecalcul de kerp, ((R) . . .« o o oo 106
5.3.1 Solution particuliere de GR=LR € (e)"*P avec G € (e)"™ 9. . . . . .. ... .. ... ... 107
5.3.2 Caractérisation effective de kery, (\R) pour R € ;7P . . . . .. ... . .. 110
5.3.3 Algorithme et exemples du calcul de kery, ((R) pour Re 9P . . .. .. .. ... ... ... 112
6 L’anneau I; est un anneau de Cramer effectif 121
6.1 Anneau de Cramer . . . . . . . . . L e e 121
6.2 Calcul d’'inverses a gauche . . . . . . . .. L e 123
6.3 Factorisation de matrices a coefficients dans I; . . . . . . . . . . . ... . 127
6.4 Analyse algébrique sur Iy . . . . . oL 129
6.4.1 Définition d’une résolution libre et raccourcissement de résolution finie . . . . ... ... .. 130
6.4.2 Calcul de résolution libre et résolution libres finies de I1-modules . . . . . .. ... ... ... 131

6.4.2.1 Comparaison des méthodes des chapitres 3 et 5 pour le calcul de noyau d’une matrice
RE(€)T%P | 131
6.4.2.2 Exemples de calcul de résolution libre de Iy-modules . . . . . . .. .. ... .. ... 133
6.4.3 Calcul de modules d’extension . . . . . . . ... L Lo 134
Conclusion et perspectives 138
A Quelques rappels d’algébre homologique 139
A.1 Définitions et propriétés d’algébre homologique . . . . . . . . . . . .. 139
A1l Suitesexactes . . . . . . . e e e e 139
A.1.2 Modules de type fini et de présentation finie . . . . . . . . . .. ... ... . L. 141
A.1.3 Classification de modules . . . . . . . . .. L e 143
A 14 Résolutions . . . . . . o e 144
ATLD Catégories . . . v v v v i e e 145
A.1.5.1 Extension des coefficients avec le produit tensoriel . . . . . .. .. ... ... ... 147
A.1.5.2 Lien entre module d’extention, foncteur Hom et module projectif . . . . . . . . . .. 147
A.1.6 Factorisation . . . . . . . . . . L e e 149
A.2 Caractérisation de la cohérence . . . . . . . .. L L e 149
B Bavula : un package Maple pour 1’étude des systémes sur I} 155
B.1 Liste des procédures principales du package Bavula . . . . . . . . . . .. . oL oo 156
B.2 Exemples d’utilisation du package Bavula . . . . . . . . .. . L L L L 157
B.2.1 Solutions polynomiales d’'une matricede Iy . . . . . . . . . ... Lo oL 158
B.2.2 Calcul du noyau d’une matrice de Iy . . . . . .. .. oo 160
B.2.3 Inverse a gauche, a droite et factorisation . . . . .. . ... . oo oL oL 161
C Publications 163



Remerciements

Voici quelques mots pour adresser mes remerciements & tous ceux qui ont contribué & rendre cette thése possible,
autant scientifiquement qu’humainement.

Tout d’abord, je dois remercier mes encadrants, Alban Quadrat ainsi que Thomas Cluzeau. Je vous remercie pour
ces trois années d’échanges sur un sujet qui m’a plu. Merci pour votre précision et votre investissement sur le sujet,
merci d’avoir initié et mené & bien ce projet de thése.

Trés chers membres du jury, Frangois Boulier, Frédéric Chyzak, Annick Valibouze, Eva Zerz et, en particulier,
Georg Regensburger et Daniel Robertz, qui ont gentiment accepté d’étre rapporteurs : je vous exprime ma profonde
reconnaissance pour le temps, 'expertise et la bienveillance que vous avez consacrés & mon travail et & moi-méme.
J’ai beaucoup apprécié votre attention et votre compréhension dans cette étape particuliére de mon parcours.

Je remercie également le laboratoire IMJ-PRG, ainsi que toute ’équipe Inria OURAGAN, en particulier Fabrice
Rouiller, chef d’équipe, pour le soutien, les ressources et 'environnement stimulant mis & ma disposition. Un grand
merci aux personnes de 'administration et au staff divers et varié. Je pense notamment & Corentin Lacombe, merci
pour votre efficacité éclair.

Un immense merci & Laurence Bourcier pour son aide irremplagable ; vous avez résolu tous mes problémes pratiques

pendant plus de 3 ans, avec une bienveillance et un sourire rares qui étaient visibles méme par e-mail. Merci a
Evariste pour m’avoir aidée & intégrer numériquement le laboratoire avec une grande douceur.

Pendant ces trois années, j’ai été entourée par de nombreux collégues a qui je veux dire combien je suis reconnaissante
d’avoir embelli d’une fagon considérable mon quotidien de doctorante en mettant une super ambiance dans le couloir
15-16. En commengant par celles et ceux avec qui j’ai partagé le méme bureau : Joaquin, dont je me suis sentie
si proche, merci pour ta complicité et la profondeur de nos échanges; Christina, avec qui j’ai partagé I'équipe
OURAGAN, le bureau et une conférence en Norvége : merci pour tous ces bons souvenirs. Gabriel, merci & toi pour
ton accueil chaleureux, ta grande gentillesse et tes petits gateaux quand les temps étaient plus durs. Bilal, merci
pour les piercings et pour nos doux échanges pendant quelques semaines avant ton inimitable imitation de ’lhomme
invisible. Joao, merci pour avoir si souvent considéré le bureau comme le tien.

Je poursuis par tous ceux qui gravitaient aux alentours. Raphagl, d’abord collégue puis ami, je te remercie pour
nos discussions sur le rapport & la thése, et pour m’avoir présenté Jacques et Xenia, avec qui j’aurais aimé passer
encore plus de temps. De notre Nouvel An d’il y a deux ans, et de tes fétes d’anniversaire je garde tant de super
souvenirs.

Mattias, merci de m’avoir permis de découvrir une nouvelle orthographe de ton prénom, pour tous les goiiters que
tu venais partager pour me remonter le moral, et enfin pour ton aide sur I’TEX. Merci a toi, Felipe, pour ton amour
de la culture francaise, en particulier la variété frangaise au service des karaokés et le coté un peu « vieux jeu catho
» que nous partageons tous deux. Merci & Lucas, passionné de tous les sujets, mathématiques ou non; ton intérét
est incomparable. Merci pour tous ces moments a la cantine, & papoter d’anecdotes, de vie de famille et de vie de
prof. Merci de m’avoir remonté le moral plusieurs fois.

Merci a toi Antoine, pour tes excellents gateaux et la convivialité que tu apportes dans le couloir : toujours le
sourire, toujours présent. Merci & toi Germain pour ton empathie et toutes nos papotes sur les horaires de train et
les déménagements. Florent, merci pour toutes nos discussions pédagogiques, sur l'agrégation et les classes prépa.
On vit notre amour des maths de la méme fagon.

Merci enfin & tous ceux que j’ai croisés au labo et avec qui j’ai passé de bons moments :

— Les Italiens : Matteo et Enrico, pour nos débats « fromages frangais/italiens » ; Francesco, pour m’avoir
fait découvrir un classique de la BD italienne ; Pietro.

— Les Latino-Américains : Thiago et Odylo.
— Celles qui sont parties avant moi et qui étaient les autres filles du labo : Anna et Perla.

— Merci aussi & Nastaran et Nelson.

Tout a été possible grace a vous, et grace vous en soit rendue :

— Valentin Pinto, mon frére, je te remercie de tout mon cceur pour ta présence inspirante et motivante, pour
tes mots qui me font rire autant que pour ceux qui me mettent en marche. De tout temps un exemple, tu
es aussi un gardien de mon temple.



— Véronique Pinto, ma maman, je te remercie de tout mon étre pour toujours étre 1a : une écoute autant
qu’une entente. Notre relation m’est essentielle. De toute évidence, aucune des lignes de ce rapport n’aurait
pu débuter sans toi. Ce projet ou un autre, je te dois tous mes accomplissements.

— Marc Pinto, mon papa, je te remercie pour ton affection constante et tes attentions. Je suis heureuse de
pouvoir te montrer ce travail mené a terme, nous qui partageons maintenant le titre de « docteur ».

Merci également au reste de la famille et tout particuliérement a mes grands-parents Daniel et Geneviéve de qui
j’al été trés proche. Vous m’avez beaucoup appris. Grand-pére, je garde en mémoire que c’est grice a toi que
j’al pris confiance en moi dans les mathématiques, confiance sans laquelle je n’aurais pas poursuivi les études qui
m’ont menée vers le métier dont j’ai toujours révé. Un merci particulier aussi & Alexandra, ma cousine, qui a eu la
délicatesse et la patience d’étre 1a aujourd’hui.

Last but not least, voici le temps venu de remercier mes plus proches amis, indéfectibles soutiens a chaque pas,
chaque détour, chaque tournant de mon chemin : Shaneze, merci pour ton amitié, ton énergie, ta force, ta confiance,
ta résolution, et ’exemple de vie que tu es pour moi. Depuis plus de 11 ans maintenant, tant de souvenirs, tant de
passages, et toujours ta présence. Maintenant doublée. .. Merci & toi, Alex, pour la profondeur de ta gentillesse, ton
écoute, ton accueil bienveillant, et cette fagon unique d’étre présent et attentif.

Aurélien Parigaux, merci pour ta grande amitié, pour tout ce que tu as fait et continues de faire pour moi, pour étre
la quand il le faut et pour m’aider quand j’en ai besoin. Merci pour ta gentillesse et ton immense générosité, qui
me touchent beaucoup. Merci d’avoir partagé mes larmes. Ton aide sur K¥TXa été si précieuse que je me dois de te
remercier spécifiquement pour cela. Ce manuscrit ne serait pas la sans toi. Tu es un vrai exemple de générosité et
dévouement. Ah et j’oubliais, de rien de t’avoir filé le virus de la danse. Merci & toi, Léa, pour ton amitié, ta fidélité,
ton écoute, ton humour (je resterai toujours ta plus grande fan!). Tu es pour moi un exemple de bienveillance, de
douceur et de remise en question : ta présence m’est précieuse.

Merci a toi, Maxime, pour l'ami sincére et indéfectible que tu es. Merci pour ta grande ouverture de cceur comme
d’esprit : sache que ce que tu es compte beaucoup pour moi et me permet d’avancer plus que tu ne le sais. Merci a
toi Max, frérot, pour avoir été un super coloc et confident. A chaque retrouvailles je me sens & nouveau proche de
toi comme & I’époque. Merci pour ta douce et fidéle amitié, tu m’as beaucoup inspirée.

Je termine cette farandole d’amis par ceux que la danse a mis dans ma vie. Clément Rieu, notre amitié est faite
de profond respect et d’une sincére affection. J’aime autant ta franchise que ta finesse et ton intelligence. Tu fais
partie de ceux qui, d’un seul mot, peuvent me faire rire ou réfléchir. Merci d’étre la. Merci & toi aussi Tristan pour
ta fidéle amitié. Nos réflexions sur le couple m’ont beaucoup appris. J’ai beaucoup d’admiration pour toi, j’espére
que tu le sais. Enfin, merci a toi Gérald pour la gentillesse et la générosité que tu as toujours eues a mon égard.

Bien que nos chemins se soient séparés, je tiens & profondément remercier Louis. Merci pour ton amour, ta tendresse
et tous les merveilleux moments que nous avons partagés pendant toutes ces années. Ton calme et ta lucidité ont
été un vrai soutien face aux moments difficiles au labo. Je te sais heureux et plein de projets 1a ou tu es. Je te
souhaite tout le bonheur du monde pour la suite. Tu feras toujours partie de moi.

Enfin, je tiens & remercier mon JD, Jean-David pour ceux qui se posent encore la question du prénom complet.
Tu as été : un éléve de danse, un confident, un ami. Tu as failli devenir mon parrain, mais & ce moment-la j’ai
réalisé que ce que je voulais que tu sois pour moi, c’est tout simplement ma moitié. Merci de m’avoir tant écoutée,
& des heures complétement indécentes, d’avoir rédigé des mails avec moi, d’avoir pris ma morve en pleine figure au
téléphone tant de fois. Tu as été si présent pour moi et a la fois tout a fait a ta place. Avec toi j'ai vu ce qu’était
le don gratuit. Merci pour ton immense aide pour organiser cette soutenance, elle n’aurait pas lieu sans toi a bien
des égards. Merci de m’avoir laissé approcher. Merci de partager ma vie.

Je me souviendrai de ces trois ans. Je me souviendrai surtout de ceux qui étaient li, chacun & sa maniére. Ces
quelques mots ne peuvent pas tout dire : prenez-les pour ce qu’ils sont, une fenétre ouverte sur mon cceur. Enfin,
merci & Dieu d’avoir mis sur mon chemin des personnes que j’ai envie de remercier.



Résumé

Le but de cette thése est de développer une théorie de ’élimination effective pour les systémes fonctionnels intégro-
différentiels ordinaires permettant leur manipulation et leur étude algébrique.

Ayant pour objectif une élimination intégro-différentielle, nous avons été amenés & étudier les propriétés de l'al-
geébre I; des opérateurs intégro-différentiels ordinaires & coeflicients polgfnomiauux7 c’est-a-dire, I'algébre d’opérateurs
définie par la dérivation ordinaire 9 = %, Iintégrale indéfinie I = ft , I’évaluation e;, en ¢y et les opérateurs de
multiplication m, par des fonctions polynomiales a en la variable t. Cette algébre a une structure d’anneau de
polyndémes non commutatifs en ces opérateurs satisfaisant les identités classiques du calcul intégro-différentiel telles
que : 9ol = 1, ou 1 désigne 'opérateur identité; I 00 = 1 — ey ; domg = Mg 00 + Mya); 0oey, = 0;
e, ol =0; efo = ey, ; etc. Ce point de vue permet de reformuler certaines identités du calcul intégro-différentiel
comme différentes expressions d’un méme opérateur. Cela conduit naturellement a ’étude des formes normales de
ces polynémes non commutatifs et aux problémes de réécriture. Par exemple, l'intégration par parties s’écrit comme
Iidentité [ omg 09 = —I o my(q) + (1 — e4,) 0 m,. Nous pouvons alors « algébriser » une partie du calcul intégro-
différentiel classique en ramenant des problémes du calcul intégro-différentiel a de simples calculs algébriques. Par
exemple, le théoréme de Taylor avec reste intégrale se réécrit comme une identité algébrique dans I;.

Contrairement aux algébres d’opérateurs différentiels, intensivement étudiées en mathématiques pour leurs liens avec
les systémes différentiels et la mécanique quantique (algébres des opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux,
aussi appelées algebres de Weyl), I’étude des propriétés algébriques de 'algébre I3 n’a été menée que récemment.
Le fait que 'opérateur intégral I soit un inverse a droite de 0 mais non un inverse a gauche implique que l'algébre
I; n’est pas noethérienne par un résultat classique de Jacobson. Cela est, a priori, une obstruction forte a& un
développement algorithmique de I; dans un systéme de calcul formel.

Cependant, Bavula a pu montrer que cette algébre est cohérente, ce qui signifie que le noyau d’une matrice a coeffi-
cients dans I; est finiment engendré. Comme un systéme linéaire d’équations intégro-différentielles définit un module
de présentation finie, une étude algorithmique de ces systémes peut alors étre développée et implémentée dans un
systéme de calcul formel. Pour cela, nous avons dii obtenir une preuve effective du théoréme de Bavula démontrant
la cohérence de P'algébre I;. Notre preuve, bien différente de ’originale non algorithmique, a été implémentée dans
le logiciel de calcul formel Maple dans un prototype nommé Bavula. Ainsi, a ’aide de cette implémentation, nous
pouvons maintenant calculer des noyaux de matrices & coefficients dans I, des inverses & gauche/droite de telles
matrices, calculer les conditions de compatibilités des systémes linéaires intégro-différentiels inhomogénes, etc.

Nous avons également prouvé que I; est un anneau de Cramer effectif (aussi appelé computational ring ou anneau
fortement discret dans les communautés du calcul formel ou de I’algébre constructive). Ce résultat montre que tout
systéme linéaire de la forme A X = B ou X A = B, o A et B sont deux matrices fixées a coefficients dans I; et X
une matrice inconnue & coefficients dans I, peut étre résolu de maniére effective. La propriété de Cramer effectif est
la condition connue permettant le développement d’une version effective de ’algébre homologique. L’implémentation
de ce résultat dans le package Bavula nous donne ainsi un accés aux méthodes homolgiques effectives sur I; en
utilisant, par exemple, une interface avec la librairie CapAndHomalg.

Finalement, les résultats obtenus dans ce mémoire montrent la possibilité d’une future étude des systémes linéaires
intégro-différentiels ordinaires & coefficients polynomiaux & ’aide des méthodes de I'analyse algébrique effective.

Mots clés

Systémes linéaires d’équations intégro-différentielles ordinaires, anneau d’opérateurs intégro-différentiels, anneau
cohérent, élimination intégro-différentielle, solutions polynomiales, systémes linéaires d’équations différentielles or-
dinaires, modules sur 'algébre de Weyl, algébre homologique effective.



Abstract

The goal of this thesis is to develop an effective elimination theory for ordinary integro-differential functional
systems, enabling their manipulation and algebraic study.

With the objective of integro-differential elimination, we were led to study the properties of the algebra I; of ordinary
integro-differential operators with polynomial coefficients. That is, the algebra of operators defined by the ordinary
derivation 0 = %, the indefinite integral I = ftto, the evaluation e;, at tp, and the multiplication operators m, by
polynomial functions a in the variable ¢. This algebra has a structure of a noncommutative polynomial ring in these
operators, satisfying the classical identities of integro-differential calculus such as : @ o I = 1, where 1 denotes the
identity operator; o0 =1—ey ; 0omg =mg 00 +mg(q); doey, =0;ey0l =0; efo = ey, ; etc. This perspective
allows us to understand certain identities of integro-differential calculus as different representations of the same
operator, which naturally leads to the study of normal forms of these noncommutative polynomials and rewriting
problems. For instance, integration by parts can be written as the identity I omg 00 = —I omg(q) + (1 —€s,) 0 M.
This allows us to “algebraize” part of classical integro-differential calculus by reducing integro-differential problems
to simple algebraic computations. For example, Taylor’s theorem with integral remainder can be rewritten as an
algebraic identity in I;.

Unlike algebras of differential operators, which have been extensively studied in mathematics for their connections
with differential systems and quantum mechanics (differential operators with polynomial coefficients, also named
Weyl algebras), the study of the algebraic properties of the algebra I; has only recently been explored. The fact
that the integral operator I is a right inverse of 9 but not a left inverse implies that the algebra I; is not noetherian,
according to a classical result by Jacobson. This poses a significant obstacle to the algorithmic development of Iy
in a computer algebra system.

However, Bavula has shown that this algebra is coherent, meaning that the kernel of a matrix with coefficients in
I; is finitely generated. Since a system of linear integro-differential equations defines a finitely presented module,
an algorithmic study of such systems can then be developed and implemented in a computer algebra system. To
achieve this, we needed to obtain an effective proof of Bavula’s theorem demonstrating the coherence of the algebra
I;. Our proof has been implemented in the Maple computer algebra software in a prototype named Bavula. Thanks
to this implementation, we can now compute kernels of matrices with coeflicients in I, left /right inverses of such
matrices, compatibility conditions for inhomogeneous linear integro-differential systems, and more.

We also proved that I; is an effective Cramer ring (also known as a computational ring or strongly discrete ring in
the computer algebra or constructive algebra communities). This result shows that any linear system of the form
AX = Bor XA = B, where A and B are fixed matrices with coefficients in I; and X is an unknown matrix
with coefficients in I, can be solved effectively. The effective Cramer property is the known condition that enables
the development of an effective version of homological algebra. The implementation of this result in the Bavula
package thus gives us access to effective homological methods over I; by using, for example, an interface with the
CapAndHomalg library.

Finally, the results obtained in this thesis demonstrate the potential for a future study of ordinary integro-differential
systems with polynomial coefficients using methods from effective algebraic analysis.

Keywords

Linear systems of ordinary integro-differential equations, ring of integro-differential operators, coherent algebra,
integro-differential elimination, polynomial solutions, linear systems of ordinary differential equations, modules over
the Weyl algebra, effective homological algebra.



Notations

N désigne ’ensemble des entiers naturels.

[1,n] désigne le sous ensemble d’entiers naturels {1,...,n}, pour n € N.

N* =N\ {0} désigne I’ensemble des entiers naturels non nuls.

Q désigne le corps des fractions rationnelles.

k désigne un corps de base calculable infini, souvent Q pour les calculs.

R désigne le corps des nombres réels.

A désigne un anneau, souvent un anneau d’opérateurs comme A; ou I.

A* désigne 'anneau A privé de 0, c’est-a-dire, A\ {0}.

A?*P désigne le A-A-bi-module des matrices de taille ¢ X p & coefficients dans A.
C>®(R) désigne l'algebre des fonctions de R dans R infiniement différentiables.

F désigne un A-module a gauche de fonctions comme k[¢] ou C*(R).

Soit d € A avec A un anneau, et y € F avec F un A-module a gauche.

ann4(.d) désigne I'idéal a gauche {a € A|ad = 0}.

ann4(d.) désigne I'idéal a droite {a € A|da = 0}.

d-y désigne action de Popérateur d sur la fonction y, autrement dit, d-y = d(y).
d- désigne lapplication de F dans F qui & y € F associe d*y = d(y).

kerz(d+) désigne le groupe abélien {y € F|d-y = d(y) = 0}.

ann4(+y) désigne l'idéal a gauche {d € A|d-y = d(y) = 0}.



Soit R € A?7*P avec A = A ou I;.

ker 4(.R) désigne le A-module & gauche {A € A7 AR =0}.

ker 4(R.) désigne le A-module & droite {A € AP*'|RA =0} .

im4(.R) désigne le A-module & gauche A'*9 R = {AR|X € A1}

im4(R.) désigne le A-module & droite R AP*! = {RA| X e APX'}

R-y désigne l'action de R sur y définie par Ry = R(y).

R+ désigne Papplication de FP*! dans F7*! qui a y € FP*! associe Ry = R(y) € FI*1.

imz(R+) désigne le groupe abélien {R*y = R(y) |y € Fr*'}.

Soient p € k[t], M = (m; (1))@ )e[r,qx[1.0) € K[H]TP et A= A; ou ;.
deg, p désigne le degré en la variable ¢ du polynome p.
deg, M désigne le maximum des degrés en ¢ des polynémes m; ;(t), pouri =1...get j=1...p.

ker 4(+M) désigne le A-module a gauche {\ = (A1 ... ,\;) € APX7| XM = A(M) = 0} oit A(M) est le vecteur dont

le coefficient j est
q

D Ak (m (1))

k=0
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Chapitre 1

Introduction

Les équations différentielles, aux dérivées partielles, intégrales et intégro-différentielles occupent une place centrale
dans la modélisation de nombreux phénomeénes physiques, biologiques et de problémes de sciences 'ingénieur, ot
les effets de mémoire, d’héritage ou de dépendance temporelle sont essentiels. Elles permettent notamment de
formaliser des dynamiques dans lesquelles I’évolution d’un systéme dépend non seulement de son état actuel, mais
également de ses états passés, intégrés dans le temps. Ce type d’équations se retrouve dans des domaines aussi
variés que la mécanique des milieux continus, la biologie cellulaire, I’électromagnétisme, ou encore en théorie du
controle. Ce mémoire se concentre sur les équations et les systémes d’équations intégro-différentielles linéaires a
une variable, dites ordinaires, excluant ainsi les équations et les systémes d’équations aux dérivées partielles et
intégro-différentielles (non linéaires).

Dans cette introduction, nous rappelons la classification historique des équations intégrales introduite par Fredholm
et Volterra au XIX€ siécle, car elle reste un fondement théorique incontournable dans I’étude contemporaine des
équations intégro-différentielles [172, , 3]. Ensuite, nous présentons différentes méthodes numériques modernes
utilisées pour leur résolution (telles que les méthodes de collocation, spectrales, « multisteps » ou de transformation
différentielle) avec quelques références bibliographiques. Enfin, nous introduisons une approche plus algébrique dans
laquelle les opérateurs différentiels et d’intégration sont étudiés au sein d’algébres spécifiques, comme les algébres de
Weyl, les algebres de Weyl généralisées, les algébres différentielles et les algébres intégro-différentielles. C’est dans ce
cadre plus algébrique que s’inscrit le travail de cette thése. Enfin, cette introduction se conclura par la présentation
des contributions de ce mémoire, suivie d’un résumé de son contenu détaillé, chapitre par chapitre.

1.1 Généralités sur les équations intégrales et différentielles

D’un point de vue mathématique, les équations intégrales peuvent étre classées selon plusieurs critéres fondamen-
taux, qui influencent tant leur analyse théorique que leur traitement numérique. Ces critéres incluent notamment
I’homogénéité, la place de la fonction inconnue dans 1’équation, la variabilité des bornes d’intégration, la linéarité
de I'équation, ainsi que la régularité des intégrales considérées.

Comme pour les équations différentielles, on qualifie une équation intégrale d’homogéne lorsque le second membre
est nul, et d’inhomogéne dans le cas contraire. Par exemple, I’équation

/Ity(t)dtzo
0

est une équation intégrale homogéne, tandis que I’équation

/ ty(t)dt = x*
0

est inhomogéne.

Une autre distinction essentielle concerne la place occupée par la fonction inconnue dans ’équation. Une équation
intégrale est dite de premiére espéce lorsque la fonction inconnue apparait uniquement sous le signe intégral. En
revanche, si cette fonction apparait a la fois & l'intérieur et & 'extérieur de 'intégrale, on parle alors d’équation de
deuziéeme espéce. Par exemple,

/Ow sin(z —t) y(t)dt = Vx
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est une équation de premiére espéce, tandis que

3y(z) + /01’ sin(z —t) y(t)dt = Vx

est une équation de deuxiéme espéce. Cette classification n’est pas anodine : les équations de premiére espéce
posent généralement plus de difficultés analytiques et numériques, car elles peuvent étre mal posées. En effet, les
équations intégrales de premiére espéce sont plus délicates car elles consistent & inverser le processus d’intégration
qui « filtre » I'information. De plus, comme l’inconnue n’apparait qu’a l'intérieur de 'intégrale, on ne peut pas
I’isoler directement, ce qui complique fortement la résolution, tant théorique que numérique.

Sur le plan historique, les équations intégrales se répartissent en deux grandes familles introduites aux XVIII® et
XIX¢€ siécles par Fredholm et Volterra. On parle d’équation de Fredholm lorsque les bornes d’intégration sont fixes et
d’équation de Volterra lorsque la borne supérieure de l'intégrale dépend de la variable indépendante. Par exemple,
I’équation

1
/ (t—x)y(t)*dt =2
0
est une équation de Fredholm, tandis que
xT
/ y(t)?dt =2z
0
est une équation de Volterra.

Un autre critére important est celui de la régularité de 1’équation. On dit qu’une équation intégrale est réguliére
lorsque toutes les intégrales intervenant dans 1’équation sont bien définies au sens de Lebesgue. Sinon, I’équation
est dite singuliere. Par exemple, I’équation

/I sin(t) y(t) dt = 2>
0

est réguliére, tandis que 1’équation

LL’Q

/’C at
0 \/Z‘—t_

est singuliére. Ce dernier exemple appartient a une famille bien connue : les équations intégrales d’Abel, de la forme

/rﬂdhﬂx),

|z =t

ou « > 0 et f est une fonction donnée. Historiquement, 1’équation d’Abel,
¢ t
Ve = [ 2
o V(z—1)

joue un role fondateur. Elle apparait dans la modélisation du mouvement d’une bille glissant sous 'effet de la gravité
le long d’un fil, et constitue un exemple typique d’équation de Volterra, inhomogeéne, singuliére, de premiére espéce.

Enfin, une composante essentielle d’une équation intégrale réside dans la fonction appelée noyau, notée K, qui
intervient sous le signe intégral. De maniére générale, un terme intégral s’écrit

x
| Ktauw)a
0
ot la fonction K est le noyau de I’équation. Si ce noyau est de la forme K(¢,x)y(t), alors 'équation est linéaire.
L’analyse des équations intégro-différentielles & noyau séparable, c’est-a-dire, pouvant s’écrire comme une somme

>; 9i(t) hi(x), ot g; et h; sont des fonctions données, est simplifié. Notons que cette classification est adaptable aux
équations intégro-différentielles. En effet, une équation de la forme suivante

v+ [ " K (e, y)uly) dy = f(a),

est une équation intégro-différentielle du type Volterra, de deuxiéme espéce, inhomogeéne.

12



Notons qu’il y a une correspondance entre les équations intégrales linéaires en une variable de type Volterra,
respectivement Fredholm, et les équations différentielles linéaires ordinaires avec des conditions initiales de type
Cauchy, respectivement des conditions auz limites.

Un probleme de Cauchy pour une équation différentielle ordinaire d’ordre n consiste a chercher une fonction y(t)
satisfaisant une équation différentielle du type

y(n) (l‘) = f(xv y(x), y’(x), s 7y(n—1)($))

sur un intervalle I C R, sous la contrainte que les n premiéres dérivées de y prennent des valeurs données au point
initial a € I, c’est-a-dire :
y@) =y, v'(@=v1, ... y" V(@) =yu1.

L’équation suivante est un exemple d’équation différentielle d’ordre 2 avec conditions de Cauchy :

y'(z) +y(x) =0, y(0)=1, ¥'(0)=0.

Ce type de contrainte rappelle les équations intégrales de Volterra, dans lesquelles 'information sur la solution est
entiérement spécifiée a partir d’un point initial a. En effet, un probléme de Cauchy peut étre réécrit a l'aide d’une
équation intégrale de Volterra.

Un probléme auz limites pour une équation différentielle ordinaire consiste a chercher une fonction y(x) définie sur
un intervalle I = [a, b] et satisfaisant une équation différentielle du type

y"(z) = f(z,y(@), 9 (2),...,.y" D (2)),

sous des conditions imposées en plusieurs points de l'intervalle, typiquement aux extrémités. Ces conditions contrai-
gnent la solution & satisfaire certaines valeurs aux bornes de U'intervalle, ce qui est caractéristique des phénoménes
stationnaires ou symétriques (comme les vibrations d’une corde/poutre fixée aux extrémités). Un exemple de tel
probléme est le suivant :

y'(z) = —m?y(z) sur [0,1], y(0)=0, y(1)=0.

Ce type de contrainte rappelle les équations intégrales de Fredholm, dans lesquelles l'intégration s’effectue sur
un intervalle & bornes fixes [a,b], et ou 'on cherche une solution qui respecte des conditions imposées aux deux
extrémités. De maniére analogue, dans un probléme aux limites pour une équation différentielle ordinaire, la solution
est contrainte en plusieurs points, souvent aux bornes de 'intervalle. Un probléme aux limites peut se réécrire sous
la forme d’une équation intégrale de Fredholm.

Ces deux types de conditions reflétent des contextes physiques différents, évolution dans le temps d’une part et état
d’équilibre de I'autre.

Les équations différentielles, intégrales ou intégro-différentielles linéaires sont généralement plus accessibles que
leurs homologues non linéaires, car elles permettent d’exploiter les outils puissants de ’algébre linéaire. Toutefois,
comme on le verra dans les chapitres suivants, méme dans le cadre linéaire, ces équations offrent encore un terrain
riche pour la recherche théorique et numérique.

1.2 Quelques équations intégro-différentielles linéaires classiques

Cette section donne un inventaire de quelques équations intégro-différentielles linéaires classiques. Beaucoup d’équa-
tions non-linéaires peuvent étre rendues linéaires en les regardant au voisinage d’un certain point fixé. On peut alors
considérer leur linéarisé qui sont des équations linéaires et en faire leur étude.

Cette section donne des exemples de modéles linéaires ou d’approximations linéaires d’équations connues de la
physique, de la biologie et de la finance. Bien str, il est trés intéressant de regarder les équations non-linéaires pour
chercher « & coller au plus prés » a la réalité. Mais ce cadre d’étude dépasse le contexte de ce mémoire.

On notera que les équations suivantes de cette section sont déja résolues par différentes méthodes : différentiation,
passage dans le domaine de Laplace, et changement de variable (notamment pour découpler des équations), etc. L’ob-
jectif de cette sous-partie n’est pas dans l'identification d’une famille non résolue d’équation intégro-différentielle,
mais plutdt de se convaincre de la forte présence de ce type d’équations dans différents domaines des sciences.
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Circuit électrique RLC série [128, 35]

Considérons un circuit RLC série contenant une résistance R, une bobine d’inductance L, un condensateur de
capacité C et un générateur de courant générant une tension v(t), dépendant du temps.
R

||
]
c
La relation entre 'intensité du courant i(¢) et la tension v(t) appliquée au circuit, peut étre modélisée par I’équation
intégro-différentielle suivante :

di(t) 1/t
L +Rit+—/isds:vt.
G R+ 5 i ds =)
Dans certaines conditions (surface plane...), on peut faire une analogie avec la conduction thermique d’une quantité
de chaleur injectée Q(t) dans un matériau de capacité C et de résistance thermique R qui vérifient une équation de
la forme

dT(t)

1 t
@04 E/o T(s)ds = Q(1),

ot la notation T'(t) désigne la température.

Circuit électrique RLC couplé [93, 35]

Considérons deux circuits RLC (résistance, inductance, condensateur) couplés par une inductance mutuelle M.
On représente la situation par le schéma suivant :

Ry Ry

Ly Ly
T v1(t)

C Cy

Ce systéme électrique complexe peut étre décrit par deux équations intégro-différentielles linéaires liées, avec pour
inconnues les courants dans chaque boucle, i1 (t) et i2(¢) :

diy(t) . IS dis(t) _
Ly pm —I—Rlzl(t)—i—a/o i1(s)ds — M g = v (),
dia(t) , o[t diy(t)
1,42 +R212(t)+02/022(8)ds—M 10— (0.

Remarque 1.2.1. Pour « découpler » les deux équations on peut effectuer un changement de variable. En effet,

. . . . . Ty+1_ . I,—I_ , . . s
posons I, =i + 19 et I_ = i3 — i5. Nous avons alors iy = +J2r et 19 = = . Les équations deviennent ainsi
deux équations différentielles linéaires découplées en les variables I et I_ :

(ot o= U s R O+ (G4 ) [ 1 0ds =00 + o)

dI_(t
dt

1 1

Li—L M _——
(L1 o+ M) o Cy

) + (R — Ro) I_(t) + ( ) /Ot I_(s)ds = vy (t) — va(t).
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Modélisation des prix d’un actif avec mémoire des performances passées [36]

Considérons un modéle ot le prix P(t) d’un actif financier est influencé par un indice économique I(¢) et une mémoire
intégrée des performances passées de P(t), capturée par une intégrale. On cherche deux fonctions inconnues : P(t)
(le prix) et I(¢) (Uindice économique). On a alors un systéme d’équations dépendant des paramétres «, 3,7, 6, &, de
la forme suivante :

d];t(t)+ap(t)+’8/o P(s)ds =y I(t),
dI(t) _dP(t)
Ta PO =R T

Dynamique linéaire de populations interconnectées [75]

Dans ce modeéle, deux populations N1 (t) et Na(t) évoluent sous des influences mutuelles linéaires. C’est le cas par
exemple lorsque deux populations interagissent faiblement par exemple, deux espéces voisines qui partagent une
ressource commune. On peut alors modéliser I'interaction entre ces populations via le systéme suivant, dans lequel
a1, g, 1, B2 et v sont des paramétres :

d Ny (t)
dt

o Ni() + By / Ni(s) ds = v Na(t),
0

d No(t)
dt

—+ o Ng(t) + /82 /0 NQ(S) ds = "}/Nl(t)

Météorologie [116]

On modélise trois variables liées : T'(¢) la température & 'instant ¢, C(t) la concentration de COz a I'instant ¢ et
H(t) la teneur en vapeur d’eau dans I’atmosphére a 'instant ¢. Les interactions entre ces trois grandeurs peuvent
étre modélisées par le systéme suivant :

%t) +ar T(t) + B /OIT<s>ds =m20() + H(),
dfl't(t) L asCt) + Bo /O C(s)ds = v21T(t),
d];rt(t) + a3 H(t) + B3 /0 H(s)ds = v31T(1).

Les paramétres «; sont des taux de dissipation (ex : perte de chaleur, dissipation de COs par absorption...). Les
parameétres 3; sont des paramétres de mémoires (ex : stockage de chaleur dans 'océan, cycle du carbone. . .) et enfin
les parameétres du type 7, ; sont des paramétres d’interaction (ex : contribution du CO; a la température, effet de
la température sur ’humidité...).

Déformation d’une poutre avec relaxation ou hystérésis [109]

Notons y(t) la déformation d’une poutre a Uinstant ¢, ¢(¢) un coefficient d’amortissement, k(t) la rigidité de la poutre
qui peut étre variable dans le temps, « un coefficient de relaxation et enfin F'(¢) la charge extérieure appliquée sur
la poutre a l'instant ¢. On obtient alors une équation du type :

+c(t) dicyliit) +E@)y(t) + /0 F(s)ds = F(t).

Le terme intégral « fg F(s)ds modélise un effet de relaxation (comme un effet viscoélastique ou la réponse a la
force appliquée dépend de l'intégrale de celle-ci).

15



1.3 Approches analytiques et numériques

Les équations différentielles, aux dérivées partielles, intégrales et intégro-différentielles jouent un réle fondamental
dans la modélisation mathématique de nombreux phénomeénes physiques, biologiques et techniques. Leur résolution
analytique étant souvent difficile, le développement de méthodes numériques et semi-analytiques efficaces est devenu
un enjeu central en analyse appliquée et calcul scientifique. En particulier, les systémes de type Volterra-Fredholm,
c’est-a-dire mélangeant des équations de type Volterra et de type Fredholm, ainsi que des équations & noyaux
singuliers suscitent un intérét croissant en raison de leur présence dans des domaines variés tels que la mécanique

des structures, 1’électromagnétisme, ou encore le controle des systémes dynamiques [133, 40, 42].

De nombreuses approches numériques ont été développées pour approcher les solutions de ces équations complexes.
Les méthodes de collocation, par exemple, consistent & approximer la solution par une combinaison de fonctions
simples (souvent des polynomes) et a forcer cette approximation a satisfaire I’équation en des points précis appelés
« points de collocation ». Ces méthodes sont particuliérement adaptées aux équations intégrales de Volterra ou
Fredholm, et s’avérent efficaces méme en présence de noyaux singuliers [129, , 35, 48].

Les méthodes spectrales, quant a elles, reposent sur I’approximation de la solution & 'aide de fonctions globales,
comme les polynomes de Chebyshev ou de Jacobi. Lorsqu’elles sont formulées dans un cadre de collocation, on parle
alors de méthodes spectrales de collocation. Elles offrent une convergence rapide pour des solutions réguliéres et
sont souvent privilégiées dans les problémes ou une grande précision est requise avec peu de points [39, , 80].

Parmi les approches itératives, les méthodes multisteps permettent de calculer les solutions d’équations différen-
tielles ou intégro-différentielles en utilisant plusieurs valeurs précédentes de la solution pour avancer dans le temps.
Contrairement aux méthodes & un seul pas (comme Runge-Kutta ou Euler implicite [10]), elles exploitent une mé-
moire des itérations passées, ce qui améliore la précision sans alourdir le cott de calcul [46, 43, , 45, 41]. Nous
renvoyons vers [28, 82] et leurs références pour les méthodes numeériques du type Runge-Kutta pour la résolution
numérique de systémes d’équations intégro-différentielles. Pour une implémentation, voir [26].

Une autre classe d’approches semi-analytiques particuliérement puissantes repose sur la transformation différentielle.
Cette méthode convertit une équation en une suite de relations algébriques sur les coefficients d’une série (similaire
a une série de Taylor), facilitant ainsi la résolution de problémes méme non linéaires ou avec retard. Elle a été
appliquée avec succés a divers types d’équations de Volterra-Fredholm, qu’elles soient linéaires ou non [125, 91, ,

3 ) ) 9 ) ) ) 9 ) ) 9 ]'

Les méthodes de perturbation, enfin, constituent un cadre puissant pour approximer les solutions lorsque le pro-
bléme dépend d’un petit parameétre €. L’approche consiste & développer la solution en série selon les puissances
de ce paramétre, en résolvant d’abord le probléme simplifié (non perturbé), puis en introduisant des corrections
successives. Ces méthodes sont particuliérement utiles dans le cas de systémes ol une variation faible induit des
effets mesurables, comme en mécanique des milieux continus ou en dynamique des fluides. On distingue notamment
les perturbations réguliéres — adaptées aux problémes lisses — des perturbations singuliéres, qui nécessitent des
techniques comme la théorie des couches limites [24, , 23]

L’ensemble de ces techniques — numeériques, analytiques ou hybrides — offre un large éventail d’outils pour aborder
la résolution des équations intégro-différentielles, en particulier celles de type Volterra-Fredholm. De nombreux
travaux récents, notamment ceux de Bulatov, Chistyakova, ou encore Behiry [10, 81, 415, 81, 22], ont permis d’enrichir
ce champ en développant des schémas numériques précis et robustes, tout en établissant des garanties théoriques
sur l’existence, I'unicité et la convergence des solutions.

1.4 Approches algébriques et effectives

Les équations différentielles, intégrales et intégro-différentielles sont classiquement étudiées sous des angles analy-
tiques ou numeériques. Toutefois, leur formulation en termes d’opérateurs offre une ouverture précieuse vers une
approche algébrique, notamment dans le contexte de la théorie des algébres différentielles ou des anneaux d’opéra-
teurs. Dans cette optique, les opérateurs de dérivation et d’intégration peuvent étre formalisés au sein d’algébres
particuliéres, offrant ainsi un cadre algébrique pour I’étude des équations et la mise en évidence de leurs propriétés
structurelles. C’est ce qu’on appelle, en toute généralité, ’analyse algébrique. C’est dans ce champ des mathéma-
tiques que s’inscrit le travail de cette thése.
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1.4.1 Systémes d’équations différentielles et d’équations aux dérivées partielles
1.4.1.1 Approches théoriques

Au cceur de analyse algébrique se trouve la théorie des D-modules, ou D est 'initiale de « différentiel ». Cette
théorie a pour but I'étude des systémes différentiels ou systémes aux dérivées partielles & 1'aide des méthodes de
la théorie des anneaux d’opérateurs différentiels, la théorie des modules, ’algébre homologique et la théorie des
faisceaux. Voir [73, 99] et leurs références. Elle a été initiée par Malgrange, Bernstein et 1’école japonaise de Sato,
en particulier par Kashiwara (lauréat du prix Abel 2025). Il s’agit essentiellement de construire une correspondance
entre le systéme que 1’on souhaite étudier et les propriétés algébriques du module de présentation finie canoniquement
associé au systéme. Plus précisément, considérons R € D7*P une matrice d’opérateurs différentiels (on peut prendre
D comme étant, par exemple, I'algébre des opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux, appelée [’algébre de
Weyl). On cherche alors les solutions 7 du systéme présenté par R, c’est-a-dire, les n € FP*! tels que R(n) = 0
(ot F est un D-module & gauche; on peut penser & F = C* ou k[t] avec k un corps). Le D-module associé a ce

systéme est alors M = cokerp(.R) = Dxp / (Dlxq R) , autrement dit, M est le module finiment présenté par R et

donc de présentation finie. Ici se dessine 'importance de la classe des modules de présentation finie dans ’étude des
systémes différentiels. On reviendra plus tard sur ce point dans cette introduction et surtout dans ce mémoire. Un
résultat central de cette théorie, dat & Malgrange, énonce que kerz(R+) = {n € F**!|R(n) = 0} = Homp(M, F),
ot Homp (M, F) est le groupe abélien ou le k-espace vectoriel des D-morphismes de M dans F. Cela signifie que
I’ensemble des solutions du systéme, défini en correspondance intrinséque avec R, est en bijection avec ’ensemble
des applications D-linéaires a gauche de M dans F. Cette dualité entre I’algébre et ’analyse est analogue a celle
entre l'algébre et la géométrie, avec d'un coté les équations algébriques écrites dans un systéme de coordonnées
(approche de Descartes) et de lautre les solutions de 'intersection de polynomes (par exemple, de droites et de
cercles) en géométrie telle qu’étudiée par les Grecs. Ce cadre de travail général peut étre utilisé avec plusieurs
classes d’anneaux D en fonction des contextes analytiques. Ces derniéres années, I’analyse algébrique a trouvé des
applications en physique mathématiques, en théorie du controle et en traitement du signal.

Une algébre différentielle est une algébre commutative munie d’une ou plusieurs dérivations, c’est-a-dire d’opéra-
teurs linéaires satisfaisant la régle de Leibniz. Ce cadre permet d’étudier des systémes d’équations différentielles
polynomiales (en les dérivées) sous une forme purement algébrique. La théorie a été initiée par Ritt dans les années
1930, qui a formalisé les notions de polynomes et d’idéaux différentiels. A partir des années 1960, Kolchin approfondit
cette approche en développant la notion de corps différentiels. Ces travaux fournissent les fondements de ’algébre
différentielle moderne [154, , ]. L’algebre différentielle peut étre vue comme une extension de la géométrie
algébrique. Elle permet d’étudier les systémes d’équations aux dérivées partielles comme des variétés algébriques.

Ajoutons aussi que la théorie de Spencer permet I'étude de intégrabilité formelle des systémes d’équations aux
dérivées partielles & l'aide de la théorie des jets, de la cohomologie de Spencer, des concepts de prolongations et
projections, etc. [169, ]. Cette approche s’intéresse a la possibilité d’obtenir des solutions sous la forme de séries
formelles ou localement convergentes (systémes involutifs, caractéres de Cartan, etc.). Ce cadre théorique permet de
prouver rigoureusement des résultats énoncés par E. Cartan sur les systémes différentiels dans le cadre des systémes
de formes différentielles extérieures et des systémes de Pfaff, et généralisés par Kuranishi et Kéhler [37]. Finalement,
notons que les liens entre les bases de Janet [95, | et la théorie de Spencer ont été étudiés dans [131].

L’algebre différentielle trouve une application importante dans 1’étude des systémes différentiel-algébriques (DAE
pour « Differential Algebraic Equations »). Un systéme différentiel-algébrique se présente généralement sous la forme

dz(t)
dt

E(x) = f(z(t),1),

ou E(x) est une matrice singuliére, c’est-a-dire non inversible. Il peut étre linéaire ou non linéaire. La singularité
de la matrice F(z) empéche d’isoler explicitement les dérivées des variables d’état, contrairement aux équations
différentielles ordinaires non singuliéres, et d’appliquer le théoréme de Cauchy montrant 1’existence et 'unicité des
solutions d’un tel systéme. De maniére plus générale, si on considére un systéme d’équations différentielles
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avec Z(t), z(t) € R™, alors ce systéme est un systéme différentiel-algébrique si la matrice jacobienne

oF

oz
est singuliére, c’est-a-dire non inversible. Les DAE combinent ainsi des équations différentielles avec des contraintes
algébriques. Une méthode classique consiste a de dériver le systéme un certain nombre de fois pour obtenir un systéme
différentiel sur lequel on puisse appliquer des méthodes numériques, comme par exemple celles de la section 1.3. Cela
donne lieu & la notion d’indice d’un systéme différentiel-algébrique. Les DAE trouvent, par exemple, une application
en théorie du contréle, notamment dans 1’étude de I'observabilité des systémes non linéaires, comme le montre par
exemple l'article de Diop [79] et ses références.

1.4.1.2 Approche Calcul Formel

Dans le cas des systémes fonctionnels, ¢’est-a-dire des systémes dont les inconnues sont des fonctions, les algébres
d’opérateurs fonctionnels, ont été étudiés ces derniéres années dans la communauté du calcul formel. Ces travaux
sont motivés par des applications & 1’étude des fonctions spéciales, de problémes de combinatoire, de physique
mathématiques, de théorie du contréle, etc. En particulier, de nombreux efforts ont été faits dans ’étude des bases
de Grébner et des bases de Janet pour les algébres d’opérateurs fonctionnels (par exemple les algébres de Ore)
[49, 85, 60, , |, ainsi que leurs implémentations telles que Ore_algebra [55], JanetOre [155], LDA (Linear
Difference Algebra) [87], développées en Maple, Singular [111], etc.

Les résultats précédents ont permis le développement effectif de méthodes de théorie des modules, d’algebre ho-
mologique et d’analyse algébrique [57, 8, 64, 71] et leurs implémentations dans les packages OreModules [59],
OreMorphisms [72], CapAndHomalg [9], etc.

Une étude effective de I'algébre différentielle a été développée ces derniéres décennies dans la communauté du calcul
formel, en particulier par Hubert et Boulier [92, 30]. Le package DifferentialAlgebra de Maple, contient une
implémentation des algorithmes clés de 1’algébre différentielle [27] ainsi que des méthodes d’élimination pour les
systémes différentiels polynomiaux. Avec Lemaire, Boulier a formalisé la notion de chaine différentielle réguliére : une
suite de polynomes différentiels ordonnée d’une maniére rendant le systéme hiérarchisé et apte a 'élimination [31].
Une alternative consiste a utiliser la décomposition de Thomas [6, | implémentée dans le package TDDS [38].
Enfin, une approche algorithmique de la théorie de l'intégrabilité formelle de Spencer a été développée pour les
systémes linéaires d’équations aux dérivées partielles et implantée dans le package Spencer développé sous le
logiciel Maple [51, 52].

1.4.2 Les systémes d’équations intégro-différentiels

Algébre intégro-différentielle

Une extension de l'algébre différentielle aux systémes intégro-différentiels a été étudiée ces derniéres années, en
particulier par Boulier, Lemaire et leurs co-auteurs. Ces travaux ont pour but d’obtenir une théorie de I’élimination
pour les systémes intégro-différentiels polynomiaux, de développer des implémentations dédiées et des applications,
en particulier & 'estimation de paramétres (des systémes biologiques, modéles de réactions chimiques, optimisation
de paramétres dans des modeéles génétiques, analyse qualitative de réseaux de génes et de neurones) [32, , ]

Anneaux d’opérateurs intégro-différentiels

L’introduction d’une approche symbolique algébrique de l'intégrale via un opérateur est due & Baxter dans son
papier [20]. Prenons par exemple une algébre intégro-différentielle (F, I, d) sur un corps k (penser, par exemple, a
F =Kk[t]). Ainsi, (F,I,0) n’est autre que F muni de deux applications linéaires 0 et I de F dans lui-méme. Pour que
0 encode 'opération de dérivation, elle doit satisfaire la régle de Leibniz, c’est-a-dire, pour a,b € F, 0 doit vérifier
d(ab) = d(a) b+ ad(b). De méme, pour que I encode 'opération d’intégration, elle doit satisfaire ’axiome de Rota-
Baaxter qui consiste a ce que pour un certain A € k, et pour tous a,b € F,ona I(a)I(b) = I(I(a)b)+I(al(b))+AI(ab).
On remarque que l'intégration analytique classique, sur, par exemple F = k[t] ou C*(R), vérifie 'axiome de Rota-
Baxter de poids A = 0. Si on veut que 0 et I symbolisent respectivement la dérivation et I'intégration, il faut poser
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0ol =1, ou 1 désigne l'opérateur identité. Malheureusement, la composition inverse n’est pas l'identité, mais plutot
Iod=1-e,ou e est alors une application linéaire qui représente ’évaluation en un point fixe correspondant a

la borne de lopérateur intégral I. Voir aussi les travaux de Bavula [16], Boulier-Lemaire [32], Quadrat [135] et
Regensburger [144].
Une contribution majeure est celle de Bavula a travers son concept d’algebre de Weyl généralisée [14]. Cette structure

généralise naturellement 1'algébre de Weyl usuelle qui encode l'opérateur de dérivation O et I'identité de Leibniz
pour la dérivation d’un produit de fonctions. Cette approche permet d’interpréter les équations intégro-différentielles
comme des relations entre éléments d’une algébre non commutative et d’étudier leurs modules d’équations comme
modules sur une algébre de Weyl généralisée comme expliqué précédemment. L’approche de Bavula fournit alors
une base algébrique qui permet la formalisation symbolique. Par ailleurs, Bavula s’intéresse, notamment dans [15],
a la conjecture jacobienne qui énonce que : si f = (f1,..., fn) est un n-uplet de polyndmes en n variables et le
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polynomial. Cette conjecture est encore ouverte pour n > 2. Sa motivation est de formuler la conjecture jacobienne
comme une propriété algébrique liée au caractére localement nilpotent de certains morphismes polynomiaux. C’est
ce a qui motivé Bavula & introduire les algebres I,, [16, 15, 14], les algébres d’opérateurs intégro-différentiels a
coefficients polynomiaux & n variables. La premiére algébre Iy (cas ordinaire), et plus particuliérement I'approche

constructive de sa propriété de cohérence prouvée par Bavula dans [16], est 'objet d’étude de ce mémoire.

déterminant jacobien det ( ) = ¢ # 0, o ¢ est une constante, alors f est inversible, avec un inverse également

Calcul formel

Rosenkranz et Regensburger ont joué un roéle central dans le développement d’outils algébriques pour le calcul
symbolique appliqué aux problémes aux limites. Avec Korporal, ils ont concu le package IntDiffOp, qui permet
de manipuler efficacement des opérateurs intégro-différentiels a ’aide du calcul de formes normales [159, , ].
Ce package intégre la gestion de plusieurs opérateurs d’évaluation, ce qui est essentiel pour traiter efficacement
des problémes aux limites réguliers et singuliers. Par ailleurs, ils ont travaillé sur des approches algébriques pour
la résolution symbolique de ces problémes, notamment en introduisant des opérateurs de Green et des bases de
Grobner paramétrées adaptées a ce contexte [165, , |, ete.

D’autre part, Regensburger a développé, avec Raab, des méthodes symboliques ciblées pour I’algébre des opérateurs
non commutatifs. Il est notamment 'un des auteurs du package SageMaths OperatorGB, qui permet de certifier
automatiquement des identités d’opérateurs linéaires via des bases de Grobner non commutatives et travailler sur
les problémes de réécriture [153, 53, 76, 53|. Ses travaux portent également sur le calcul effectif d’annulateurs
d’opérateurs et de calcul d’inverses dans le cadre des anneaux intégro-différentiels [144, 152].

Une approche possible pour 'analyse d’un systéme intégro-différentiel consiste a étudier ses solutions polynomiales.
Celles-ci offrent une représentation explicite du comportement du systéme et facilitent I’analyse symbolique. Elles
interviennent également dans plusieurs méthodes numériques, en particulier les méthodes spectrales ou de collocation
(voir la section 1.3). Dans ce cadre, on peut citer les travaux de Barkatou-Cluzeau [10], Quadrat-Regensburger [144],
qui proposent une approche algébrique pour caractériser et calculer les solutions polynomiales pour les équations
intégro-différentielles linéaires.

Le probléme d’estimation de paramétres est central pour identifier les caractéristiques internes d’un systéme a
partir de données observées. Il trouve notamment des applications en automatique, ou la connaissance précise des
paramétres est essentielle pour la commande et la stabilisation de systémes dynamiques. Ce type de problématique
est abordé dans larticle de Chartouny, Cluzeau et Quadrat [50], qui étudie I'inverse du probléme de Cauchy (qui
s’intéresse & déterminer 1'équation différentielle & partir d’une solution générique) dans le cadre des équations
différentielles linéaires et ouvre la voie a des extensions vers les systémes intégro-différentiels.

1.5 Contribution

L’objet d’étude de ce mémoire est 'algébre des opérateurs intégro-différentiels a coefficients polynomiaux I intro-
duite par Bavula dans [10]. Le fait que O soit un inverse & gauche de I et non un inverse a droite montre, d’aprés
un résultat de Jacobson [94], que l'anneau I; est nécessairement non noethérien. On rappelle qu’un anneau est
noethérien (respectivement, a gauche ou a droite) lorsque tous ses idéaux (& gauche ou a droite) sont de type fini,
c’est-a-dire finiment engendrés. Cela semble fortement compromettre une étude effective du point de vue calcul
formel de cet anneau. En effet, un ordinateur ne peut gérer qu’un nombre fini de calculs sur un nombre fini d’objets.
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Néanmoins, en 2011, Bavula a prouvé dans [16] que bien que non noethérien, 'anneau I; est cohérent. Cela signifie
que toute matrice d’opérateur R € I,;2*P de taille ¢ x p donnée, a un noyau & gauche et a droite de type fini,
c’est-a-dire, kery, (R) = {A € ;7| AR =0} et kery, (R.) = {\ € ;" | RA =0} peuvent étre engendrés par un
nombre fini de générateurs. Ceci est une bonne nouvelle pour le développement d’une théorie de I’élimination
intégro-différentielle dans le cas des systémes linéaires.

Cependant, la preuve de Bavula de la cohérence de I;, donnée dans [16], ne semble pas étre constructive. En
d’autres termes, elle ne permet pas le calcul explicite des noyaux de matrices d’opérateurs de I;. Le résultat central
de cette thése est d’avoir rendu cette preuve effective. Nous avons ainsi une méthode explicite pour calculer les
noyaux de matrices a coefficients dans II;. Cette méthode de calcul est implémentée dans le systéme de calcul formel
Maple dans un prototype nommé Bavula ([69]), utilisant différents packages tels que OreModules, IntDiff0p et
IntegrableConnections [59, 12, ]. A notre connaissance, I; est la premiére algébre cohérente non noethérienne
implémentée en machine.

Un argument permettant de comprendre U'intérét du calcul de noyau effectif pour le développement d’une théorie de
I'élimination intégro-différentielle est le suivant. Considérons un systéme de la forme Ry (y1(t)) + R2(y2(t)) = 0, ou
y1 et yo sont les inconnues, R; € [;9°P', Ry € [;7°P2, et on cherche & avoir un systéme uniquement en l'inconnue
y1. Autrement dit, on cherche a éliminer I'inconnue y» du systéme précédent. En calculant le noyau & gauche de
la matrice Ry , c’est-a-dire, en calculant une matrice Sy telle que ker 4(.Rs) = im_4(.S2) alors, en appliquant Sy
a gauche au systéme précédent, on obtient le systéme (S R1)(y1(t)) = 0. Ce processus correspond a I’élimination
de la variable 5. Donnons un exemple explicite. Pour la définition précise des notations des opérateurs de I; nous
invitons le lecteur & lire le début du chapitre 2.

Exemple 1.5.1. Considérons le systéme intégro-différentiel linéaire homogéne suivant :
¢
tv(t) +/ vo(T)dT =0,
0
¢
to(t) + / (va(T) — Tw1(7))dT = 0.
0
Ecrivons alors le systéme (1.1) sous la forme R (vy(t)) + Ra(v2(t)) = 0 avec

n( ) me ()

Grace aux résultats de ce mémoire, nous calculons

. 1 -1
kerﬂl(.Rg) = 11’I1]11 (.Sg), SQ = <0 e ) .

En éliminant la variable v, ¢’est-a-dire en multipliant R; v1(t) + Ry v2(t) = 0 par Sa & gauche, nous obtenons

¢
Sy Ru (u1(£)) = / 701 (r)dr = 0,
0

qui est une équation en la seule inconnue v .

Un autre argument naturel en faveur du calcul du noyau de matrices d’opérateurs intégro-différentiels repose sur
I’analyse des conditions de compatibilité pour un systéme linéaire inhomogéne. Considérons un systéme de la forme
R(y) = z, oit R est une matrice d’opérateurs intégro-différentiels, y est I'inconnue et z une donnée fixée (par exemple
un vecteur polynomial). Supposons que L soit une matrice telle que le noyau de R soit donné par I'image de L,
c’est-a-dire kery, (-R) = imy, (-L), ce qui implique en particulier que L R = 0. En appliquant L a I’équation R(y) = z,
on obtient alors (L R)(y) = L(z), d’ou la condition nécessaire L(z) = 0. Les équations L(z) = 0 sont appelées les

conditions de compatibilité du systéme. Illustrons a présent cet argument a ’aide d’un exemple.

Exemple 1.5.2. Calculons les conditions de compatibilité du systéme intégral linéaire inhomogéne
t
toi(t) + / vo(7) dT = w1 (1),
0
t
t’l)l(t) + / ('UQ(’T) — TUl(T))d’T = 'wg(t)
0
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Pour ce faire, calculons kery, (.R), ou

. t 1 2%2
R_<t1t I)G]h .

Grace aux résultats de ce mémoire, nous calculons

ed —ed
kerp, ((R) =imy, (.S), S=1 e 0
0 e

Ainsi, le systéme (1.2) admet les conditions de compatibilité suivantes :

Pour la preuve de la cohérence, nous avons eu besoin de déterminer les solutions polynomiales d’un systéme intégro-
différentiel inhomogeéne rectangulaire. Plus précisément, étant donné P € I;"*™ et w € k[t]"*?, on cherche v € k[t]™
tel que P(v) = w. A notre connaissance, dans le cadre différentiel, des algorithmes ont été développés pour le
traitement des connexions et des modules holonomes (voir [25, 61]). En revanche, le cas général des systémes intégro-
différentiels rectangulaires, homogénes ou inhomogénes, est nouveau. Ce résultat fait donc partie des apports de
cette theése et est un résultat intéressant dans le domaine du calcul formel indépendamment de son utilisation dans
la preuve de la propriété de cohérence de I;. Dans la preuve de ce résultat, nous pourrons voir que la résolution
du systéme d’équations homogéne P(v) = 0 est étroitement lié¢ au calcul des générateurs du module ker . (.R) ot
R = 0(P) et 0 est I'involution de I;.

Exemple 1.5.3. On considére le systéme d’équations integro-différentielles de Volterra étudié dans [173, Exemple 10.17,
p. 335] donné par

u'(t) =2¢2 —|—/0 ((t—z)u(z)+ (t—x)v(x))de, u(0)=1,

o(t) = —382 — L5 +/O ((t - 2)u(z) — (t — 2)v(@)) dz, v(0) =1, (13)

Pour calculer les solutions polynomiales de ce systéme, nous appliquons les résultats de ce mémoire aux matrices
suivantes :

O—tI+It —tI+1t 212
p— e 0 w — 1
- —tI+1t O+tI—It |’ T 3-8
0 e 1
Nous obtenons alors 5
t°+1
keryp (P+) = {( 3+ 1 )} ’

et on retrouve ainsi le résultat obtenu dans [173, Exemple 10.17, p. 335] en utilisant la transformée de Laplace.

Au-dela du calcul de noyaux de matrices & coefficients dans I;, nous avons également caractérisé les conditions
d’existence d’un inverse & gauche ou & droite pour une matrice donnée, et proposé une méthode effective pour le
calcul de ces inverses lorsqu’ils existent. Cela permet notamment de résoudre de maniére constructive tout systéme
matriciel de la forme AX = B, ou A et B sont des matrices & coefficients dans I;. Cela montre que I; est un
anneau de Cramer effectif (ou un computational ring au sens de Barakat et Lange-Hegermann [3, 132], ou encore un
anneau fortement discret au sens de Mines-Richman-Ruitenburg [123]). Ainsi, ce mémoire contient des algorithmes
de factorisation et de calcul d’inverse lorsque cela est possible. Ces algorithmes sont les briques élémentaires pour
rendre les méthodes d’algeébre homologique effectivement calculables [3, 41]. En particulier, le futur interfagage du
package Bavula avec CapAndHomalg [9] nous permettra d’accéder aux méthodes d’algébre homologique développées
dans CapAndHomalg [3].
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1.6 Plan du mémoire chapitre par chapitre

Le chapitre 1 donne une bréve introduction aux équations intégrales et intégro-différentielles, illustrée par quelques
exemples classiques. Il présente ensuite plusieurs méthodes de résolution, tant analytiques que numériques, telles
que les méthodes de collocation, de perturbation, etc. Il présente ensuite les différentes approches algébriques pour
I’étude des équations différentielles ordinaires et aux dérivées partielles, ainsi que le point de vue du calcul formel,
en particulier la manipulation et 1’élimination symboliques. Il aborde également les travaux visant a étendre ces
cadres théoriques au cas des systémes d’équations intégro-différentielles. Enfin, il expose les contributions de ce
mémoire de thése et se conclut par un apercu du plan détaillé, chapitre par chapitre.

Dans le chapitre 2, nous introduisons les notations nécessaires pour formuler les objets algébriques centraux du
mémoire. Nous définissons d’abord 'algébre de Weyl en une variable, notée A;, ainsi que 'algébre des opérateurs
intégro-différentielle a coeflicients polynomiaux, notée I;. Nous introduisons aussi I'unique idéal bilatére de I, noté
(€), engendré par l'opérateur d’évaluation, ainsi que I'algébre quotient By := Iy / (e) isomorphe & un anneau de
polynomes de Laurent non commutatif. La troisiéme section est consacrée & une bréve introduction a la théorie
des D-modules et a 1’énoncé du théoréme de Malgrange. Nous poursuivons par quelques rappels sur la théorie des
modules, indispensables pour la suite. Enfin, la derniére section étudie le caractére effectif de 1'algébre de Weyl A,
et du quotient By, que nous chercherons & reproduire dans le cadre de I;.

Le chapitre 3 présente une méthode de calcul de l'annulateur anny, (.d) d’un opérateur d € I, dans le cas ou
d € (e). Ce travail compléte I’étude entamée dans [144] qui étudiait anny, (.d) dans le cas ou d est un opérateur de
Fredholm, c’est-a-dire d ¢ (e). Nous généralisons ensuite cette approche au cas matriciel, ce qui permet de calculer
explicitement kery, (.R) pour une matrice R € (e)?*P donnée. Ces résultats constituent une premiére avancée vers
une théorie effective de la cohérence de I;.

Le chapitre 4 résout le probléme du calcul des solutions polynomiales du systéme P(v) = w, ou P € I,"X™ et

w € k[t]"*! sont fixés et ol I'on cherche v € k[t]™*!. Pour cela, on étudie le module finiment présenté par la matrice
Py=0"Pc Allxm, qu’on note P. L’existence d’un entier N € N tel que 9V P € A, exprime une idée intuitive : en
dérivant suffisamment de fois un systéme intégro-différentiel, on finit par éliminer les intégrales et les évaluations et
obtenir un systéme purement différentiel. On décompose ensuite ce module P en sa partie de torsion et une partie
sans torsion pour obtenir

P=tP)oP [tP).

D’aprés le théoréme de Malgrange, on obtient alors
Homy, (P,Kk[t]) = Homy, (t(P),k(t]) & Homa, (P /t(P),Kklt]) .

Le module ¢(P) définit un module holonome dont la littérature fournir une méthode de calcul des solutions [25, 12,

|. La résolution d’un systéme inhomogeéne de la forme P(v) = w, avec P a coefficients dans (e), permet alors de
calculer les solutions du systéme intégro-différentiel d’origine. Comme énoncé précédemment, les cas généraux d’un
systéme intégro-différentiel rectangulaire homogéne et inhomogéne sont nouveaux.

Le chapitre 5 contient une preuve constructive de la cohérence de I'anneau I;, une preuve dont on déduit un
algorithme pour calculer, étant donné une matrice R € 1;7P son noyau a gauche kery, (.R). Comme I’anneau
I; admet une involution, il nous est alors possible de calculer le noyau a droite kery, (R.). Cet algorithme repose
sur le résultat du chapitre 4 qui calcule les solutions polynomiales d’un systéme intégro-différentiel rectangulaire
inhomogeéne. Ce résultat est le résultat central de cette thése et rend constructif le théoréme énoncé dans [16]
démontrant que I; est un anneau cohérent.

Enfin, dans le chapitre 6, nous utilisons le résultat central du chapitre 5 pour résoudre des systémes linéaires de
la forme X A = B ou AX = B avec A, B, X des matrices & coefficients dans A = I;. Ce probléme passe par la
résolution des problémes de factorisation, de calcul d’un inverse & gauche ou a droite. Ce chapitre montre que I
est un anneau de Cramer effectif (ou un computational ring au sens de Barakat et Lange-Hegermann [8, |, ou
encore un anneau fortement discret au sens de Mines-Richman-Ruitenburg [123]). Ainsi, ce chapitre contient des
algorithmes de factorisation et de calcul d’inverse lorsque cela est possible, ce qui représente les briques élémentaires
effectives pour rendre les méthodes d’algébre homologique effectivement calculables [8].
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Chapitre 2

Les anneaux d’opérateurs différentiels et
intégro-différentiels

Ce chapitre motive et présente les anneaux d’opérateurs comme un outil pour ’étude de systémes linéaires. Les
deux premiéres sections de ce chapitre présentent chacune un anneau d’opérateurs. Le premier est 1’algébre de
Weyl en une variable, le second est 'anneau des opérateurs intégro-différentiels ordinaires. Ce dernier est ’objet
d’étude principal de ce mémoire. Dans ces deux premiéres sections, on définit leur construction et leurs premiéres
propriétés. La troisiéme section de ce chapitre est une introduction & I'analyse algébrique pour ’étude de systémes
linéaires. Elle introduit la notion de matrice de présentation d’un systéme a coefficients dans un anneau d’opérateurs
A, généralement non commutatif. La quatriéme et derniére section de ce chapitre aborde les aspects effectifs et
calculatoires de l'algébre de Weyl A, introduite en premiére section, et de l'algébre quotient B, introduite en
deuxiéme section.

2.1 L’anneau des opérateurs différentiels & coefficients polynomiaux

Soient k un corps de caractéristique zéro calculable (par exemple, k = Q) et k[t] anneau des polynomes en la
variable ¢ & coefficients dans k. On considére la k-algébre endy(k[t]) des k-endomorphismes de k[t], autrement dit
les applications k-linéaires de k[t] dans lui-méme. Par linéarité, un élément de endy(k[t]) est entiérement déterminé
par son action sur la base monomiale (t"),cn. Ainsi, les deux endomorphismes d’algébre

my o k[t] —  K[t] 0: kit] — K[t
, n € N*,
o — " — nt"!
définissent les endomorphismes de k[¢] suivants :
my: Kk[t] — K[t 0: k[t] — K]
dp 2.1
p o tp(t), pt) — PH) = 21

Définition 2.1.1. On notera A;(k) (ou plus simplement A; lorsqu’il n’y aura aucune confusion sur le corps de
base k), la sous-k-algébre de endg(k[t]) engendrée par les endomorphismes m; et 9. Il est sous-entendu que la loi
multiplicative de endy(k[t]) est la loi de composition entre endomorphismes. L’algébre A; est appelée premiére
algebre de Weyl.

Remarque 2.1.1. De maniére analogue, on peut définir A,,, 'algébre de Weyl & n variables pour n € N*.

Notons 1 endomorphisme identité de endy(k[t]). Nous avons,

dp

Vp(t) € Kt (90m)(p(1) = 0 me (p(1)) = 5 (tp(1)) =1L 4 p(t) = (m, 00+ (o).

Ainsi, dans A, on a montré I'identité suivante : 9 o my = m; o @ + 1. Pour des soucis de simplification et de clarté,
on omettra le symbole o de composition et on notera simplement ¢ pour désigner m;. On écrira alors dans la suite
de ce mémoire

Ot=t0+1,
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ce qui correspond & la régle de Leibniz pour la dérivation. Cette régle de commutation est la raison d’étre de la
proposition suivante.

Proposition 2.1.1 (Forme normale dans A;). Voir, par exemple, [73, Prop. 2.1] ou [25].
Tout élément a € A peut étre écrit de facon unique comme une somme finie de la forme :
a = Z Qij ti 8j, al‘jEk, p,qEN.
(4,9)€[0,p]x[0,q]

On appelle cette somme finie la forme normale de a. De plus, s’il existe i tel que a;q # 0 et j tel que ap; # 0, alors,
Uentier q est appelé ordre de a et ’entier p son degré en t.

Exemple 2.1.1. L’opérateur 92 2 n’est pas sous forme normale. En utilisant la régle de Leibniz 0t = t & + 1, nous
avons :

Pt =00t) =00 +2t) = (0tH)0+2t0+1)= (20 +2t)0+2(t0+1)=t20* + 4t + 2.

Ainsi, la forme normale de I'opérateur 9% 2 est t? 9% + 4t 0 + 2, son ordre est 2 et son degré 2.

Exemple 2.1.2. Soit h := 9t =td+1 € A;. Alors, 0h =t9?> +20 = (td+2)0 = (h+ 1) d. Ainsi, on obtient
légalité Oh = (h + 1) 9, qui sera utilisée par la suite.

L’algébre A; est bien connue et étudiée par les mathématiciens pour I’étude des équations différentielles a coefficients
polynomiaux. En mécanique quantique, I’égalité de Heisenberg affirme que 0z = xd + i h, ou x est Popérateur
« position », 0 'opérateur « quantité de mouvement », i est la constante de Planck réduite et i le nombre imaginaire
vérifiant 12 = —1. L’algébre A; a été introduite par Weyl pour I’étude de la mécanique quantique.

Lemme 2.1.1. Soita= Y"1, a;(t) 0" € Ay. Notons 22 := 37" [ ai(t) 9" et 2% =37 [ a;i(t)i0"~! avec a'(t) € klt]
le polynome dérivé de a;(t) € kt].
Nous avons alors 9 9

[5‘,&]:8(17(18:8—61, [a,t]:atftaza—g,

ot [a, as] est le crochet de commutation entre deuz opérateurs défini par [a1,as] = a1 ags — az a;.

Démonstration. Soit a =Y a;(t) 9" € Ay.
© Montrons la premiére égalité. Nous avons :

n

da=Y 0a;(t)0' =D (a;()d+d' ()" =D ai(t) 0 +> aj(t)d".
=0 =0 1=0

=0

=ad

Qa
ot
Ainsi, on a bien [0,a] = da — a0 = %2

o Pour montrer la deuxiéme égalité, il nous faut d’abord prouver l'identité 9"t =t 9" + n 9"~ ! pour tout n € N*.
Soit p € k[t] et n € N*. Alors, nous avons :

9"t (p(t)) = 9" (tp(t))

= (" +nd" V) (p(t)).
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Ainsi, nous avons bien 9"t =t 9" + n 9"~ pour tout n € N*.
Montrons maintenant que [a,t] = at —ta = g—g. En utilisant 9t = t9* 4+ i 9*~!, nous avons :

n

at = zn:a,;(t) o't = Zai(t) to" +Xn:ai(t) P9t
=0 1=0

i=0

=ta — 9a
—90

Ainsi, nous avons montré 'égalité [a,t] = at —ta = 92 O

Théoréme 2.1.1. ([73, Théoréme 2.1, p. 16]). L’anneau A1 est intégre, simple et noethérien. Ainsi, Ay n’a pas de
diviseur de zéro, ni d’idéal bilatére non trivial et tous ses idéauz (& droite ou & gauche) sont de type fini.

Démonstration. Donnons un schéma de preuve pour montrer que A; est simple. Pour une preuve détaillée de ce
théoréme voir, par exemple, [73 , Chapitre 3]

Un opérateur a € A; de degré « en t et de degré 8 en O est un opérateur de A; tel que la plus grande puissance de
t (respectivement de J) apparaissant dans sa forme normale est t® (respectivement 7). On dit alors que le degré
de a est la longueur du multi-indice («, 3), c’est-a-dire, a + 5.

Soit Z un idéal bilatére non nul de A;. Si Z a un élément de degré 0 alors Z contient une constante non nulle et
donc Z = A, et la preuve est terminée.

On suppose alors par 'absurde que Z contient un opérateur différentiel a de degré k¥ > 0 minimal. On note («, )
le multi-indice de a.

Si a # 0, alors le crochet de commutation de a avec 9, ¢’est-a-dire, [0,a] = da—a d € I. L’élément [0, a] appartient
alors & Z, car T est un idéal. Par ailleurs, [0, a] = 2% ou 42 = S dl(t) 8 avec a = 37 a;(t)d, autrement dit la
dérivée formelle de a par rapport a ¢. Voir le lemme 2.1.1. De plus, le degré en ¢ de [0, a] est strictement inférieur a

a. Cela contredit la minimalité de k, donc o« = 0.

. L. . N . - _ 8d’ N Y
Si B # 0, la stratégie consiste a regarder le crochet de commutation [a',t] = o't —ta = F5 € I, o G5 =

Zf:o bi(t)id 1 sia = Ziﬁ:o b;(t)0'. De méme, %—‘g représente la dérivée formelle de o’ par rapport & 9 et a un
degré en O strictement inférieur a celui a’. Voir le lemme 2.1.1. Cela contredit de nouveau la minimalité de k. Ainsi,

B3 =0.

On en conclut que tout idéal non nul Z de A; contient une constante non nulle et donc Z = A;. Ainsi, A; est
simple. O

Remarque 2.1.2. Cette preuve peut étre adaptée au cas de plusieurs variables et permet de montrer que A,, est
simple pour n € N*. Voir, par exemple, [73, Théoréme 2.1, p. 16.].
Définition 2.1.2. L’anneau k[t] est muni d’une structure de A;-module donnée par 'action

Vae Ay, Vpeklt], a-p:=a(p),

ot a(p) est le polyndome obtenu en appliquant I’endomorphisme a & p en utilisant (2.1).

Définition 2.1.3. Soit p € k[t] un polynome, on définit son annulateur ¢ gauche par :
anng, (*p) = {a € Ay |a*p = a(p) = 0}.

Plus précisément, anny, (.p) est I'idéal a gauche de A; composé de tous les opérateurs différentiels qui annulent p,
c’est-a-dire, dont p est solution polynomiale de 1’équation différentielle ordinaire a(p) = 0.
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Proposition 2.1.2. ([50, Section 3.1]). Soit p(t) = > 1, Pk tF € k[t], avec p,, # 0, c’est-a-dire, le polynome p est
exactement de degré m. Alors anny, (.p) est un Aj-module & gauche finiment engendré par la famille d’opérateurs
différentiels

(1 {_p<m> ()& + pD () a™, i € [0,m — 1]]} :

Démonstration. Clairement 0" (p(t)) = 0 pour r > m + 1. On cherche maintenant les relations k[t]-linéaires entre
les dérivées successives de p, c’est-a-dire, des éléments g, ... Apmy1 € k[t] tels que Ao p(t) +- - -+ Apy1 ™M (2) = 0.
Posons L le vecteur de k[t](™+2)*! suivant :

p(vrz+1) (t)

On s’intéresse alors au calcul de keryy (L) = {\ € k[t]"*(m*+2) |\ L = 0}. De maniére équivalente, on cherche les

conditions de compatibilités du systéme linéaire inhomogeéne Ln = (, avec { = ((p . .. CmH)T € k(m+2)x1 ot y € k.
Nous pouvons alors écrire :

pt)n = G
Pit)in = G
Ln=(+ : (2.2)
p(m) (t) n = Gm
pm ) = G
Exprimons maintenant les dérivées successives de p en fonction des coefficients de p. On pose p(t) = D", Pk th.
Ainsi, en dérivant successivement, nous avons, pour j =0,...,m+ 1 :
m m—j .
. k! b (u+ j)!
()= ik T=) T et
k=0 1) u=0 )

Décalons les indices en posant j = m — v pour v entre 0 et m. Nous obtenons ainsi :

"\ (u+m—v)! -
P = Y S T =Y Dt
u=0

|
— u!
avec Py = W DPut+m—v- Substituons maintenant ces égalités dans le systéme (2.2) :
pit)n = G
PV = (P, P )0 = G
MO0 = pln=Gm
PO = 0= o,

Comme p est de degré m, on a p(™+1 (1) = 0 et p(™(t) # 0.
Ainsi, p],, # 0 et on peut extraire i de ’avant-derniére égalité et écrire n = ;CT En substituant la valeur de 7 dans

les égalités précédentes, et en remarquant que p(™ (t) = pl,,, nous avons :

Cm

p!(t) =G = PO G —p™ () G =0, i=0...m— 1L
Notons maintenant M la matrice de k[t](™+1)*(m+2) suivante :
(1) )0
0 —pl™ (1) ' = ()
M = :
0 —p™(t) —pm () 0
0 0 1
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Cette matrice définit le noyau de L. Plus précisément, on a keryp(.L) = imy(.AM). En particulier, nous avons
M L = 0. Par ailleurs,

am'-&-l
——
=J

ou + est action de Ay sur k[t]. Ainsi, M L = 0 implique M L = M+(J+*p) = (M J)*p = 0. Notons G := M J et
Gy, - .. Gy, ses lignes. Nous avons alors :

—p(m)( ) +p(t) o™ Go
—p! ()3+p()5m G1
G = =1
—p™(t) 6”“ + pm=D) () om Gm—1
aerl Gm
Ainsi, les lignes G; de la matrice M J générent anny, (+p), autrement dit, anny, (*p) = Y i~ A1 G;. O

Proposition 2.1.3. ([50, Section 3.1]). Soit p(t) = >_j_, pi t* € K[t], avec py, # 0, c¢’est-a-dire, le polynéme p est
exactement de degré m. Notons Q1 = p(t)0™ — pl™(t) et Qy = O™, ou p\™ (t) désigne la m-eme dérivée de p par
rapport a t.

Alors, lVidéal & gauche anny, (*p) = {a € Ay |a*p = a(p) = 0} satisfait

anng, (*p) = A1 Q1 + A1 Qa.

Démonstration. Reprenons la notation G; pour i = 0,...,m de la proposition précédente 2.1.2. De plus, notons
Q1 =pt)0m —p™(t) = —Gp et Qy = O™ =G, Montrons que pour ¢ = 0, . —1l,onaG; € Ay Q1+ A Qs.
Autrement dit, que les générateurs @)1 et Q2 suffisent & engendrer anny, (*p).

Procédons par récurrence.

o Pour i =0, on aGo = _Ql EAlQl +A1Q2.

© Supposons que G; € A; Q1 + A1 Q2 pour un ¢ € [0,m — 2] fixé. Montrons que G,;11 € A; Q1 + A1 Qo.

Nous avons :

0Gi=p" (1) Q2 =0 (—p"™ )0+ (1)) = p (1) 0"+

- (—p<m> (50— p" (1) & + (p0 (1) 9+ pH (1)) 07 — pD (1) 07
_ _p (t) aerl +p(z ( )am+1 +p(i+1)(t) om — p(i) (t) am+1
= —pM(t) 0 4 pi+D(t) o™

=Gy
Ainsi, nous obtenons G;y1 € A} Q1 + A Q2 et par récurrence G; € Ay Q1 + A Q2 pour i € [0,m — 1].
De plus, nous avons G, = Q2 € A1 Q1 + A1 Q. O

Exemple 2.1.3. Avec les notations précédentes, prenons p(t) =t342t2—1. Alors,ona Q = (t3+2t>—1)9° —
et Q2 = 0*. On vérifie bien que Q1(p) = (3 +2t> —1)3>(p (t) 6 (p(t)) = (t3+2t2 H6—6(+2t2-1)=0
et Q2(p(t)) =9 (p(1)) = p(t) = 0.

Remarque 2.1.3. Un résultat da a Stafford énonce que tout idéal a gauche ou a droite de A; peut étre engendré
par seulement deux éléments. Pour une preuve de ce résultat, voir [170]. La proposition 2.1.3 rend effectif ce résultat
pour les idéaux annulateurs anng, (*p).
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2.2 L’anneau des opérateurs intégro-différentiels a coefficients polyno-
miaux

2.2.1 Définition de I

De manieére similaire & A; défini dans la section 2.1, considérons 'anneau des endomorphismes k-linéaires endy (k|[t])
de k[t] et les applications k-linéaires définies sur la base (t")nen de k[t] suivantes :

me: kit] — k[, 9: k[t —k[t], I: k] — k[t
1 avec n € N.
" — t”+1, tn — ,ntn—l7 tn
n+1

De maniére analogue a Ay, ces applications linéaires définissent respectivement les endomorphismes de k[t] suivants :
my: k[t] —k[t], 0: k[{] — K[, I: k[f] — K[t

dp (2.3)

p(t) — tp(d), p(t) — /()= —, p(t) — I(p(t))

ou I(p(t)) désigne le polynéme fg p(T)dr.

Définition 2.2.1. ([16]) On notera I3 (k) (ou plus simplement I; lorsqu’il n’y aura aucune confusion possible sur le
corps de base k), la sous-k-algebre de endg(k[t]) engendrée par les endomorphismes my, 9 et I. Il est sous-entendu
que la loi multiplicative de endg(k[t]) est la loi de composition entre endomorphismes. L’algébre I; est appelée
Ualgébre des opérateurs intégro-différentiels ordinaires.

Remarque 2.2.1. Tout comme pour A, pour simplifier les notations on omettra le symbole o de composition, on
notera 1 I'identité de endy(k[t]) et ¢ plutot que my.

Le théoréeme fondamental du calcul intégral peut alors s’écrire O I = 1. De plus, on peut voir que pour tout p € k|t],
(1 =109)(p) =p(ty), ce qui montre que I; contient I’évaluation en g, notée e, définie par :

e: K] — K[
p > p(to)

Il est & noter que e est multiplicative, c’est-a-dire qu’elle vérifie

Vp1, p2 €K[t], e(p1p2) = (p1p2)(to) = p1(to) p2(to) = e(p1) e(p2).

Dans ce qui suit, nous fixerons simplement ¢; & 0. Néanmoins, ’ensemble des résultats de ce mémoire sont vrais
pour ty # 0, tg € k.

Remarque 2.2.2. Nous avons clairement 'inclusion A; C I;. Cependant, contrairement & A;, remarquons que I
a des diviseurs de zéro non-nuls, puisque nous avons, par exemple, et = 0 et el = 0 dans [;. En effet, pour tout
p € kt], nous avons :

t 0
et(p(t)) = e (tp(t)) = (0 x p(0)) = 0, ef(p(t))ze( / pde): | w0

Pour tout p € k[t], nous pouvons vérifier que nous avons les identités fondamentales suivantes dans I :

Op=pd+yp, 0I=1, Td=1-e, ep=ce(p)e=p0)e. (2.4)

Proposition 2.2.1. ([139]) Pour p € k[t], on a les identités dans I suivantes :

e?=e, 0e=0, IpI=1Ip)I—-11(p), Ipd=p—elp)e—Ip, Ipe=I(p)e.
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Démonstration. Ces relations découlent des identités élémentaires (2.4). En effet, en utilisant 0 =1—eet 91 =1,
nous obtenons d’abord

—(1-T10)(1-10)=1-10-T0+1(I)0d=1—-Id=e.

puis,

de=0(1-10)=0—d=0.

En utilisant p0 =90p—p', 10 =1—e et ep = e(p) e = p(0) e, nous obtenons
Ipd=I0@p—-p)=Q0—-e)p—1Ip =p—e(pe—1Yp.

En considérant 0q = q0 + ¢’ avec ¢ = I(p) et 91 = 1, nous avons 91(p) = I(p)d+ 9 (I(p)) = I(p) d + p, ce qui
donne finalement l'identité suivante :

Ipl=1(01(p)—1(p)0)I=101(p)I—1I1(p)=Q1—e)l(p)l—11(p)=1I(p)I—11I(p)=I[I(p) 1]

Enfin, en combinant e = 1 — 19, IpI = I(p)I —11(p) et Iq0 = q—e(q)e — I¢ avec ¢ = I(p), c’est-a-dire,
II(p)o=1II(p)— Ip,on trouve :

Ipe=Ip(1-10)
=Ip—1Iplod
=Ip—((p)I—-11(p)0
=Ip-I(p)(1—e)+1I(p)0
=Ip—1I(p)+1(p)e+ (I(p) —Ip)
=1I(p)e.

Remarque 2.2.3. L’identité Ipd =p — e(p) e — I p’ correspond a V'intégration par parties.

En posant p = 1 dans lidentité IpI = I(p) I — I I(p) et en utilisant I(1) = ¢, nous obtenons I? = tI — It = [t,I].
De maniére plus générale, nous pouvons démontrer la proposition suivante.

Proposition 2.2.2. Lopérateur I™ peut étre exprimé comme un polynome de degré 1 en I. Plus précisément, nous

avons :
n—1

Yn>1 I"=
k=0

tk (_t)nflfk

B (n—1—k)! (25)

n—1 tk ( t)n—l k
Démonstration. Les opérateurs I™ et Z m
n—1—

k=0
linéaires déterminés de maniére unique par leur valeur sur la base (t")nen de k[t]. Soit m un entier positif. D’une

part, nous avons :

sont deux opérateurs de Iy, c’est-a-dire deux opérateurs

- n—l—k n-1 n—1—k
t* (=1 1kt
N (™M) = 717 n— m
Z nflfk)(t ) Kl (n—1-k)! (t )
k=0 k=0
n-1 g n—1—k
t" (—1) 1kt
= —71 t" m
Z kKl (n—1—k)! ( )

0
= O

tk (_1)n—1—k tn—k+m
K (n—1—k)! (n—k+m)

F||1

i1
=l

thrm (_1)n717k
Kln—k+m)(n—1-k)!

k=

(e}
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D’autre part, nous avons :

nmy _ yn— thrl —_ Jn— 1 ﬂ = ... = e
e =1 1<m+1>I 2<(m+1)(m+2)> S (mA1)(m+2).. (m+n)

Pour pouvoir conclure, nous devons prouver I’identité suivante :

1 1)n 1-k
(m+1)(m+2)...(m+n) Z]4:'71—1— EN(n—k+m)

Pour ce faire, calculons la décomposition en éléments simples de C(m) = CESIen _:2) c’est-a-dire écrivons

4.4

n
m+n’

...(m+n)?
ol aq,...,q, € k. Le k-iéme coeflicient oy, de cette décomposition est donné par :

C(m) comme 55

1 1
R A 51 S Yoyl oy g T ey

_qyn—k-1

Ainsi, nous avons «,_ = Ti—h=TyTRl €@ qui prouve l'identité ci-dessus. Par conséquent, I'identité (2.5) est Vériﬁég
Remarque 2.2.4. L'égalitée 1" = S 7_) ?:, I ((nt)lik)‘ définit le produit de convolution suivant :
(t—7)n 1t
I"(p)(t) = —_ dr, € k[t].
W= [ D pman pew
Nous récapitulons les identités de I; dans le tableau suivant.
Identités de I;
olr=1 1%¢ identité fondamentale
Io=1-c¢ 2¢ identité fondamentale
Op=pd+p Reégle de Leibniz
Ipd=—-I0p+p—e(p)e Intégration par parties
Ipl=I(p)I—-1I(p) Double intégration
e?2=e, 0e=0, ep=ce(p)e=pto)e, Iple)=1I(p)e | Identités avec I'évaluation
e t —t n—1-—k
Zk é 1 ((_)1_]{;)' Intégration multiple
S 077 ¢ oF + [t ontl =1 Théoréme de Taylor avec reste intégral ©
“Voir lemme 2.2.5 de la section 2.2.2.3.

Théoréme 2.2.1. ([144, Théoréme 1, p. 7], [16, |) Tout opérateur d de 1y peut étre écrit de maniére unique
sous la forme :

d= Zal 8’+Zb It]—&—ch ", a;, b;, i, € Kk[t],m,p,q € N. (2.6)
Cette écriture est appelée la forme normale de d.
Notons que IntDiff0p est un package Maple dédié aux calculs élémentaires sur Iy [103]. En particulier, il calcule

les formes normales des éléments de 1.
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Définition 2.2.2. L’anneau k[t] a une structure de Iy-module a gauche donnée par (d+)(p) := d(p), ou d € I,
p € k[t], et d(p) est le polyndme obtenu en appliquant I’endomorphisme d & p en utilisant (2.3).

Définition 2.2.3. De maniére analogue a A, on définit l'idéal a gauche de I; formé par tous les éléments de Iy
qui annulent le polynéme p par :
ann, (*p) = {d € I, |d* p = d(p) = 0} .

En d’autres termes, annp, (*p) est Iidéal a gauche de I; engendré par tous les opérateurs intégro-différentiels a
coefficients polynomiaux qui annulent p.

2.2.2 Premiéres propriétés de I,
2.2.2.1 L’opérateur évalutation

Définition 2.2.4. On note (e) I'idéal bilatére de I; engendré par Uopérateur d’évaluation e, c’est-a-dire, (e) = I e ;.

Lemme 2.2.1. Soit P€ 1y etd =Y 7_,ck(t)ed”, ouck € K[t] pour k =0,...,q. Alors, nous avons

q

Pd= P(c(t))ed",

k=0

ot P(ci(t)) est le polynome obtenu en appliquant P € endy(k[t]) a cx € k[t] en utilisant (2.3).

Démonstration. Soit P =" a;(t) 6i + 2P0 bi () T 4+ 370 g ex(t) e " € I avee a;, by, i, € Klt].
Notons Py = Y7 ai(t) 0, Py = 30_obi(t) It7 et Py = Y [_gcp(t)ed* tels que P = Py + Py + P3. Par les
propriétés de linéarité et d’associativité, il suffit de prouver que P, pe = P;(p) e pour tout p € k[t] et i = 1,2, 3.

— Comme P; =" ja;(t) 0%, en utilisant I'identité d e = 0, nous avons :
i ) m .
Pipe=>) ai(t)dpe=> ai 9= ai(t)p” e=Pi(p)e.
pe = za pe= za z()p e=3 alne= ro)e

— Comme P, =Y 2 bi(t)It/, en utilisant I'identité T ae = I(a) e pour tout a € k[t], nous avons :
7=0"%J
nge—g b;( It]pe—g b;( p)e = Py(p)e.

— Comme P3 = >_7_ ci(t) e 0%, en utilisant e? = e et eg = e(g) e, olt g est un opérateur de Iy, nous avons :

q

nge—ch e@kpe—z k(t) e (9% p)e* = Ps(p)e.

k=0

Ainsi, nous avons P;pe = P;(p) e pour tout p € k[t] et i = 1,2,3, ce qui démontre que pour tout P € I3 et tout
p €k[t], Ppe = P(p)e. O

Remarque 2.2.5. En utilisant le lemme 2.2.1, nous avons :
anng, (pe) ={P €l | Ppe=0}={Pel; | P(p)e=0}={P €l | P(p) =0} =anny (*p).

L’égalité P(p) e = 0 est équivalente & P(p) = 0 car P(p) e est un élément de I; écrit sous sa forme normale puisque
P(p) € Kk[t].
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Proposition 2.2.3. Nous avons l’égalité suivante :

(e) =Kk[t] ek[d] = {d€H1|d ch eakckek[]qEN}.

Démonstration. Soit d =Y 1~ a;(t) ' + Z?:o bi(t) It9 + 31 cr(t)ed* 1.

D’aprés la proposition 2.2.1, nous avons e =0, de =0, [t/ e = [(t/) e, e = e et ep = p(0) e pour p € k[t]. Ainsi,
nous obtenons :

edzzm:eaz 814—266 ItJ+Zeck t)edk
=0

:iaz 68’+Zb eItJ+ch e? "
=0

De plus, d’aprés le lemme 2.2.1, nous avons :

de=d(1)e= [ao(t)+ > bj(t) I(') +colt) | e €k[t]e.

Jj=0

Ainsi, nous obtenons (e) = k[t] ek[d]. O

Lemme 2.2.2. Nous avons les deux assertions suitvantes :
1. Sid=3%j_qcu(t)ed' € (e) et N =1+ max;e[oq) deg, cx, alors O™ d = 0.

2. Sid=73"0ai(t) 0"+ X0 _bi(0) [t + Y0 _gew(t)ed* ¢ (e) et

M =1+ max {maxke[[o,qﬂ deg, ¢, max;cpo,p) deg, bj}, alors OMd € A,.

Démonstration. Soit d = 37" (¢;(t)ed" € (e) et N = 14 maxye[o,q) deg, cx. Alors d’apres le lemme 2.2.1, on a
ONd =" N (i) ed = S0 i M (t)ed' = 0, car pour tout k = 0,...,q, e M (t) = 0. Ceci prouve la
premiére assertion.

Prouvons maintenant la deuxiéme assertion. Etant donné le premier résultat, on peut sans perte de généralités sup-
poser que d = > a;(t) 9" + >0 bi(t) ItJ. De plus, comme Y ;" a;(t) 8" € Ay, on peut uniquement s’intéresser
au terme intégral. Ainsi, sans perte de généralités, on suppose d = >"_ b;(t) It/

Calculons dd. Ona dd =Y0_ (b;j(t) 9+ (1)) 19 =30_ bj(t) 7 +b(t) [/, car 9 I = 1. Le terme Y¥_ b;(t)t/
étant dans A; on peut uniquement considérer le terme Z?:o bi(t) I t/. On remarque que le degré du polynome
b;(t) est strictement inférieur a celui de b;(¢). En prenant D; = deg, b;(t), on a OPib;t) It = d + by It/ avec
d € k[t] et by € k. Ainsi, en prenant N; = 1 + maxye[o o) deg, cx et No = max;¢[o,,] deg, b; + 1, nous obtenons
Nz Z?:o bj(t) It/ € Ay, ce qui prouve le résultat voulu pour M = max{Ny, No} + 1. O

Exemple 2.2.1. Considérons d = t? e + (t + 1) e 9. Alors, nous avons co(t) =t%, c;(t) =t +1let N =1+2=3.
Ainsi, on peut vérifier 9% d = 0.

Considérons maintenant d = t29 + 9> +tI — I + 21t + (t + 1) e. Alors, nous avons Ny = 1+ 1 = 2, by(t) = ¢,
bi(t) =2, No = 2 et M = 3. On peut vérifier que OM d = 12t + (812 +3) 0+ (3 +t+6) 9> + 6t °> +129* +9° € A;.

Proposition 2.2.4. L’déal {e) = {d el [d=39_cj(t)ed,c; €klt], g€ N} est l'unique idéal bilatére non

trivial de Iy. Si d € (e) C Iy, on dit que d est un opérateur d’évaluation.
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Démonstration. Supposons que J soit un idéal bilatére de I;. Si J € (e), alors il existe d € J \ (€). En utilisant le
Point (2) du lemme 2.2.2, il existe N € N* tel que 9V d € A; \ {0}. Or, comme A; est un anneau simple d’aprés
le théoréme 2.1.1 (voir aussi le théoréme 1.3.5 de [121]), Iidéal bilatére non nul A; 0~ dA; de A; est égal a A,
c’est-a-dire qu'il existe ¢, 7 € Ay tels que ¢V dr = 1, ce qui montre que J = I;.

Supposons maintenant que J C (e) et soit d = > 7_, (1) 0" =31, Z?S’g Feiptied® e J\ {0}
Alors, nous avons (e 97) d (t* €) = jl k! c; i e, ce qui montre que e € 7, et donc que (e) C 7. Finalement, on a prouvé

que J = {e). 0

En utilisant la forme normale (2.6) d’un élément d € I;, nous pouvons vérifier de nouveau que d = d; + ds + ds,
oudy € Ay, do €T ={Y_ya;ilb;|a; b €klt], r € N}, et d3 € (e) = k[t] ek[d]. Remarquons qu’en utilisant
lidentité I a I = I(a) I — I I(a), nous pouvons voir que Z est un anneau sans unité.

Proposition 2.2.5. ([16], [121, p.22]) L’anneau By =1 /(e) est isomorphe & [’anneau des polyndmes de Laurent
non commutatifs
Ly =k[H|{o,0 " |cH=(H+1)o, 0 "H=(H-1)0""),

dont les éléments sont de la forme Z pi(H) o', ot p; € k[H] et t € N. L’isomorphisme correspondant est donné

0<i|<¢
par :
B, — 14
0 mod (e) — o,
I mod (e) +— o1
h= 0t mod () —— H.

Démonstration. L’identité
Oh=0(t0+1)=t0*+20=(t0+1)0+0=h0+9=(h+1)0

entraine 0 H = (H 4+ 1) o dans Ly. De plus, T h =19t = (1 —e)t =t implique que I'image de t mod (e) € By dans
Ly est o~1 H. Enfin, (h —1)I =td1 =t montre que (H —1)o~! = 07! H dans L. O

Proposition 2.2.6. Considérons l’élément g =t 0 € 1y, appelé opérateur d’Euler, et notons G la classe de g dans
Ly. Alors, d’apres les notations de la proposition 2.2.5, nous avons G = H — 1 € ;. On a alors lisomorphisme
suivant :

Ii/{e) =By 2k[G] (0, 07" |cG=(G+1)o, 0 ' G=(G-1)07"),

c’est-a-dire que le quotient Iy /(e) s’identifie & une algébre de Ore sur K[G], munie de 'automorphisme o vérifiant
la relation de commutation ci-dessus.

Démonstration. L'identité 0g = 9(t0) =t9> +9 = (td)0+09 = g0+ 0 = (g + 1) O entraine la relation ¢ G =
(G+1)o dans L. Par ailleurs,ona [ g=Itd=—-I+t=—-1+ (t0)I = —I+gI = (g9g— 1)1, ce qui montre que
0!G = (G —1)o~! dans L;. Enfin, I'égalité g = t 9 implique que la classe de t dans Ly est Go L.

O

Remarque 2.2.6. Dans ce mémoire, nous identifions By a L, c’est-a-dire qu’un élément de B, sera noté sous la
forme 3|, <,pi(H) 0", ot p; € k[H] et t € N.

Remarque 2.2.7. Nous avons la suite exacte courte d’algébres suivante [160] :

0 <€> L Hl ul H1/<e> —_— O7
ot I’épimorphisme 7 est définie par :
) =1, 7(0)=0:=0, n(I)=1=0 =0, w(e)=0. (2.7)

On a un isomorphisme I; /{e) = A;(k)g, ot A;(k)s désigne la localisation de A;(k) par I'ensemble de Ore 4 gauche
{0% | k € N}. Voir la section 2.4.3. Voir aussi [16, p.500], et [121, p.42].
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2.2.2.2 L’involution de I;

Définition 2.2.5. Soit A un anneau. On appelle involution de A un anti-morphisme d’anneau @ vérifiant 2 = 1.
Plus précisément, 6 vérifie :

Val,ag S A, 9((11 ag) = 9(@2) 9(&1), 9((11 + CL2) = 9(@1) + H(ag), 9(6(0,1)) =ai, 9(1) =1.

Proposition 2.2.7. ([16]) L’anneau Iy admet I’involution 6 définie comme suit
0(0)=1I, 6(I)=0, 0(t)=0td=(td+1)0="hd,
ot h=0t.
Une conséquence importante de la proposition 2.2.7 est que 6(e) = e et 8(h) = h. En effet, nous avons :

0(e) = 0(1—19)=0(1) —00)0([)=1—I1d=e,
0(h) = 0(t) = () 6() = ho T = h.

Le fait que I; admette une involution est important dans notre étude car cela implique que les propriétés des
modules/idéaux & gauche peuvent étre transportées aux modules/idéaux a droite.

2.2.2.3 Les opérateurs de Taylor

Nous remarquons que certaines propriétés de A; ne sont plus valables pour II;, comme le montre, par exemple, le
corollaire 2.2.1 ci-dessous.

Théoréme 2.2.2. ([94, Théoréme 2 |) Un anneau A unitaire qui contient deux éléments a et b tels que ab=1, et
ba # 1 n’est pas noethérien ni a gauche, ni & droite.

Nous rappelons que dans I} nous avons les identités 91 = 1 et 1 9 = 1 — e. Nous pouvons donc énoncer le corollaire
au théoréme 2.2.2 suivant.

Corollaire 2.2.1. I; n’est ni un anneau noethérien a gauche, ni un anneau noethérien & droite.

Une maniére plus explicite de démontrer le corollaire 2.2.1 consiste a considérer la chaine d’idéaux a gauche/droite
générée par les opérateurs de Taylor définis comme suit.

Définition 2.2.6. Pour N € N, on appelle opérateur de Taylor d’ordre N 1'opérateur de I; suivant :

On appelle ces opérateurs ainsi, car nous avons

N i
Yp ek, Twm)(®) = 5o 0).

Autrement dit, en appliquant 'opérateur T & un polynéme p de k[t] on obtient son développement de Taylor a
lordre N.

Exemple 2.2.2. Appliquons l'opérateur de Taylor T 4 un mondéme t* pour N,k € N.

N k
i tk, 0<k<N,
TN(tk):ZHea (tk)—{ 0. k>N

i=0

En effet, nous avons,
; k(k—1)...(k—j+1)th=7 k>j
J (1R — ) )
() { 0, k<,
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et en utilisant et = 0, nous obtenons :

N .
o )
Tn(t*) =Y —ed(t*)=1t* k=0,...,N.
j=0""

De plus, si pi(9) € k[0] pour k =0,...,r, alors en appliquant le lemme 2.2.1, nous obtenons :

r IS min{r,N}
Ty (Ztkepk(8)> =ZTN(tk)epk(8)= Z tkepk(a)-
k=0 k=0 k=0

En particulier, si pi(9) = %, alors Ty T = Tiningr,N}-

Proposition 2.2.8. Nous avons :
1. Pour tout N € N, Ty Tny1 = TN de sorte que [y Ty €Ty Tnyq.
2. Pour tout N e N, 1y Ty #13 Tnvyg.
3. Pour tout N,r e N, TN T, = Tin{r,N}

Exemple 2.2.3. Par exemple, nous avons Ty = e, Ty = e +ted. Notons que Tp Ty = e(e+ted) =e? +eted =
e2+0=e="Ty, et donc, Ty € 1T, ou [} Ty = {dTy | d € I} est 'idéal & gauche de I; engendré par T}, ce qui
donne I, Ty C I; T;.

N+1 k
Tn(t
Démonstration. 1. Puisque Tyy1 € (e), selon le lemme 2.2.1, Ty Tny1 = g % e 8*. Calculons donc T (%)
k=0 ’

pour k € [0, N + 1]. Nous avons, d’aprés 'exemple 2.2.2,

;! 0, k> N.

N ) k N
TN(tk)ZZteal(tk):{t’ 0<k<H,

Ainsi, en substituant I’expression de Ty (tk) dans TnTn 41, nous obtenons finalement :

N tk
InTNs1 =) —edf =Ty.

K €
k=0

2. Supposons que Tyi1 € I3 Th. Alors, il existe o € I; tel que Tyy+1 = aTn. D’une part, puisque Ty € (e),
aTly = ZQ;O « (%k,) ed®. D’autre part, T, = ZkN:ol Z—k, e0*. En comparant ces deux formes normales, nous

obtenons tV*! = 0 dans k[t], ce qui conduit & une contradiction et prouve que Iy Ty # I; T4 1.
O

La proposition 2.2.8 prouve que Iy 7o C Iy 77 C I; T5 € ... est une chaine strictement ascendante d’idéaux a gauche
de I;. Par conséquent, I; n’est pas un anneau noethérien a gauche.

On remarque que si la chaine ascendante ci-dessus avait été stabilisée, c’est-a-dire si Ty41 = a Ty pour un certain
a €1; et N >0, alors un développement de Taylor & 'ordre N aurait déterminé un développement de Taylor a
chaque ordre M > N, ce qui n’est pas vrai.

Remarque 2.2.8. Sinous ne voulons pas raisonner par I’absurde, nous pouvons utiliser la décomposition en somme

directe suivante :
N

I Ty = @ k[t e 0" = k[t]V+!. (2.9)
k=0
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En effet, en utilisant le point 3 du lemme 2.2.8, pour tout ¢ = 0,..., N, nous avons T; = T; Ty € I; T. Ainsi, nous
avons :

tiJrl i1
Tz‘+1—Tz‘=(i+1)!€3 cli Ty
N tk N tk
— ZHI ﬁeﬁk ciTy C ZHI Heak.
k=0 k=0

Ainsi, nous obtenons I; Ty = chvzo I, %k, e d0*. Notons de plus que I; tk—k, edF =T, ed" = k[t]e*. En effet, d’aprés
le lemme 2.2.1, nous avons

th tF t*
o Eef)k =9k (k") ed* =cd* e Hlﬁ ed* c 1, ed".
Ainsi, on a bien montré I’égalité (2.9).
De méme, nous avons
N+1
Hl TN+1 = @ k[t] 6ak = k[t]N+2
k=0

Ainsi, on obtient Iy Ty C Iy Ty

Enfin, en utilisant l'involution 6 de I; définie dans la proposition 2.2.7, nous obtenons que la chaine strictement
ascendante 0(Tp) Iy € 0(T1)1; € 0(T2)I; € ... des idéaux a droite de I ne se stabilise pas, ce qui montre que Iy

=

n’est pas non plus un anneau noethérien a droite, et donc, ce n’est pas un anneau noethérien.

Montrons maintenant que les opérateurs de Taylor sont stables par 'involution 6.
Proposition 2.2.9. Pour tout N € N, nous avons §(Tn) =Tn.

Prouvons, tout d’abord, un lemme calculatoire utile pour prouver la proposition 2.2.9.

Lemme 2.2.3. Soit k € N. Alors, e (0t9)F =kl e 0*.

Démonstration. Raisonnons par récurrence. Si k = 0 alors e (9t9)° = e = 0!'ed". Si on suppose que pour k fixé
nous avons e (9t 9)% = k!ed*. Alors

e (0t = e (0td)* (0t0) = e (ke d®) (Otp) = k! e* (91 td) = kle (0¥ 1 D).
On utilise maintenant I'identité 9"t = t 9" +n 9"~ ! pour n € N (voir preuve du lemme 2.1.1). Ainsi :

e (0t =kle(td" T + (k+1)0%)0 =e(k+ 1)1 0"

Montrons maintenant la proposition 2.2.9.

Démonstration. Par linéarité, il nous suffit de prouver que pour tout k € N, H(tki, edk) = % e 0. En utilisant la
proposition 2.2.1 nous obtenons :

k k 4§ i
o (o) =0t oo () =17 R = rrweot = oot

Ainsi, nous avons 0(Ty) = T pour tout N € N. O
Définition 2.2.7. Soient a € k[J] et b € k[t]. On note alors :

— @ Pélément de k[t] obtenu en remplagant chaque d° par % dans a(9).

— b I'élément de k[d] obtenu en remplacant chaque ¢¢ par il @ dans b(t).
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Exemple 2.2.4. Soient a(d) =1+ 0% + 20 € k[0] et b(t) = 2t + t* € k[t]. Alors,

t2 3 t2 t3 R 4
at)=1+—=—4+2—=14+ —+ — =2 41 0%,
Q) =1+5 +25 =145+, bO)=20+49

Le prochain lemme est une conséquence directe du lemme 2.2.3 utile pour la suite.
Lemme 2.2.4. Soient a € k[0] et b € k[t]. Alors, nous avons
0(a(d)e=a(t)e et eB(b(t)) =ebd).

Démonstration. Soient a = Y. ja; 0" € k[J] et b = > it b t/ € k[t]. Alors, en utilisant ‘e = %e (voir
lemme 2.2.1), nous avons :

0(a(0))e=10 (ialﬁi) e= iaie(ai)e = iailie = iaige =a(t)e.
=0 =0 i=0 =0

Par ailleurs, en utilisant le lemme 2.2.3 et 6(t) = 0t 0, nous avons :
m m

cOb(t) =t | Y bit! | =D bied(t) = bied(t)) = bjjled’ =e > b7 | =eb(d).
3=0 7=0 7=0 j =0

=

Lemme 2.2.5. ([66]) Pour tout n € N*, nous avons l’égalité de Iy suivante :
1=T,1+I"0".

Ces égalités correspondent au théoréme de Taylor avec reste intégral. En effet,

Vpekl, plt)=p0)+p0)t+...+pm D (0) (nt"_;)! + /O (t(;):)!l p™(7) dr.

Ainsi, pour tout P € Iy, il existe N € N tel que P=INON P+ Tyx_1 P, ot ONP € Ay, et Ty_1 P € {e).

Démonstration. Montrons I'égalité 1 = T,,_1 + I™ O™ par récurrence.
oPour n=1nousavons I0=1—-—e=1-"Tp.
o Supposons maintenant que 1 = T,,_1 + I™ 9" pour un n € N* fixé et montrons que 1 = T}, + I"*+1 g7+1,

gt =1 (1" oMo

=I(1-T,_1)0
n—1 tk
:1—6—215681“;0
k=0
n—1 tk
=1—e— Z I <k'> et d’aprés le lemme 2.2.1
k=0 ’
n—1 tk+1 k+1
=1l—-e— e
R
=1l—-e— 7l ed changement d’indice k + k + 1
k=1 "

—1-T,.

La deuxiéme affirmation du lemme est une conséquence directe de la définition 2.2.6, de la proposition 2.2.2; de
légalité 1 =T,,_1 + I™ 0" et du lemme 2.2.2. O
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Corollaire 2.2.2. Pour tout n € N*, nous avons I; =L, 0" ® 11 Th_1 =10"®Lie®led D - ®I; e L.

Démonstration. o Soit n € N*. L’égalité 1 = [" 0" + T,,_1 implique I} = I, [" 0" + 1, T,,_1. Or, [; I = I car
O™ I"™ = 1. Ainsi, nous avons : I} =1; 0" + Iy T},_1.

o Montrons que cette somme est une somme directe. Soit € 1; 0" N1 T;,_1. Alors, il existe 8,7 € I; tels que
a = 30" = ~vT,_;. De plus, comme T2 _; = T),,_1, nous avons a7, 1 = BO" T,y = ~yT?_, = yT,_1 = 0, car
0" T,_1=0. On en déduit que aT,_1 =vT,_1 = a =0 et la somme directe suivante : Iy =1; 0" & T},_1.
D’aprés la remarque 2.2.8, nous avons I; T;,_1 = Z;é I, e 0", ce qui conclut la démonstration. O
Dans le prochain chapitre, nous introduirons la notion d’anneau cohérent. Il est a noter que tout anneau noethérien
est un anneau cohérent (voir [166, Exemple 3.64, p.142]). Il s’agit ainsi d’une propriété algébriquement plus faible.

2.3 Analyse algébrique des systémes intégro-différentiels linéaires

Autour des années 1970, plusieurs approches algébriques des équations différentielles émergent de maniére paralléle.
Malgrange travaille sur Panneau D = k[0, ..., d,], dans le cadre des équations aux dérivées partielles a coefficients
constants. De son coté, Bernstein introduit et étudie I'algébre de Weyl, élargissant le cadre a des opérateurs dif-
férentiels & coefficients polynomiaux. En paralléle, au Japon, Sato, Kashiwara et Kawai développent une approche
fondée sur 'anneau D = Ox|[d1,...,0,], ot Ox est Panneau des fonctions analytiques sur une variété complexe.
Enfin, Schapira collabore étroitement avec Kashiwara dans le développement de cette théorie.

Pour un apergu des différentes contributions & cette théorie, voir 'introduction a la thése de master de Kashiwara
écrite par Schapira dans la réédition [98].

Dans cette section, nous donnons essentiellement une preuve du théoréme de Malgrange qui permet de faire le lien
entre les solutions d’un systéme linéaire donné et le module a gauche de présentation finie défini par le systéme.
Cela va ainsi nous permettre d’introduire des notations de théorie des modules. Pour plus de détails, voir [25, 99,

) ) ]

2.3.1 Le théoréme de Malgrange

Notons A un anneau et A?*P I’ensemble des matrices a coefficients dans A de taille ¢ x p. On considére alors
R € A?*P ainsi qu'un A-module & gauche noté F. On peut par exemple penser & A = A; ou I; et F = k[t] ou
C*°(R). La matrice R définit alors le systéme d’équations linéaires suivant

Riy ... R\ (M 0
: =1 (2.10)
Ry ... Rgp) \Myp 0
R
ot h = (hy ... hy)T € FP*! est un vecteur colonne a coefficients dans F. Un vecteur h € FP*! qui satisfait le

systéme linéaire (2.10) est appelé une solution de (2.10). Si F est un k-espace vectoriel, alors I'espace des solutions
de (2.10) est un sous-k-espace vectoriel de F. Une idée classique en analyse algébrique (en particulier en théorie des
D-modules) est de considérer le A-morphisme a gauche suivant :

R: Alxe 5 Alxp
A=(\ ... ) — AR

L’image de .R, notée im4(.R) = A9 R, est alors un sous-A-module & gauche de A'*P formé par toutes les
combinaisons A-linéaires a gauche des lignes de la matrice R. On peut alors définir le A-module a gauche quotient
suivant :

M= AlXp/(Alxq R). (2.11)

Exemple 2.3.1. Considérons A = A; = Q[t](J) l'algébre de Weyl & une variable, autrement dit les opérateurs
différentiels en une variable avec la relation 0t =t @+ 1. Voir Section 2.1 pour la définition de cet anneau. On peut
alors considérer 'équation différenticlle ordinaire y/(t) —y(t) =0. Onaalors R=9—1 et M = A1 /(A (0 —1)) =

A1 /(A1 R).
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Exemple 2.3.2. Considérons R =1 — I € I;. Alors, nous avons M = I /(]Il (1 — 1)) correspondant & I’équation
u(t) — [o u(r)dr = 0.

Le A-module a gauche M ainsi construit (voir (2.11)) joue un réle fondamental dans 1’étude du systéme (2.10).
Donnons une description explicite de ce module M par générateurs et relations.

Proposition 2.3.1. Soit A un anneau, R € AVP et M = AP /(A4 R). Notons {e;}icp1,p] la base canonique de
AYXP | cest-a-dire les vecteurs ligne de taille p avec un 1 en position i et des 0 ailleurs. Notons également g; = 7(e;)
pouri=1,...,p ot 7 est la projection canonique de A*P dans M. Alors, {gi}ieﬂl’p]] est un ensemble générateur
de M et les relations A-linéaires entre ces générateurs s’écrivent

Rg=0,

avec g= (g1 ... gp)T.

Démonstration. Soit 7 : AYP — M D’épimorphisme qui envoie p € AP sur sa classe d’équivalence modulo M,
notée (u).

On rappelle que 7(p') = 7(u) pour un certain p/ € AP si p' — p € imy((R) = A9 R, c’est-a-dire, s'il existe
A€ A4 tel que ' — = AR, c’est-a-dire, i’ = u+ A R. L’application 7 est alors un .A-morphisme.

Désignons maintenant par {e;};c[1,p) 12 base canonique de AYXP et par {fi}jeqL, q la base canonique de AtXa,
c’est-a-dire, e; est le vecteur ligne de taille p avec un 1 en position i et des 0 ailleurs et, de méme, f; est la ligne
de taille ¢ avec un 1 en position j et des 0 ailleurs. De plus, notons g; = 7(e;) pour ¢ = 1,...,p. Par définition de
M, chaque élément m € M est de la forme m = m(u) pour un certain p = (1 ... pp) = > o pie; € AP, La
A-linéarité a gauche de 7 entraine m = Y% | p;m(e;) = >0 j15gi, ce qui montre que {g; };c1, p] €st un ensemble
de générateurs de M.

Déterminons maintenant les relations A-linéaires a gauche vérifiées par la famille {g; }ic[1, - Si Rje = (Rj, ... Rj,)
désigne la j-éme ligne de R pour j =1,...,q, alors Rje = fj R € im4(.R) c’est-a-dire, 7(Rjo) = 0. La A-linéarité
de 7 a gauche entraine alors :

p p p
m <ZRjiei> = ZRjﬂT(ei) = ZRjigi =0, j=1...,q.
i=1 i=1 i=1

Ainsi, si I'on note g = (g1 ... gp)”, la famille génératrice de M, {gi}ie1, 5], satisfait I'équation
Rg =0,
et aucune autre relation A-linéaire qui ne soit pas une conséquence de Rg = 0. O

Remarque 2.3.1. Il est important de noter que g € MP*!, autrement dit que g n’est pas un élément de FP*!
quand F # M. Si on veut passer de g € MP*! a4 h € FPX!, on doit regarder les A-morphismes a gauche de M
dans F.

Soit Hom 4 (M, F) le groupe abélien formé par tous les .A-morphismes de M dans F. Notons que de maniére
générale, Hom 4 (M, F) n’est pas un A-module a gauche.

En effet, pour a € A et f € Hom4(M,F), on peut définir a f € Hom4 (M, F) de la fagon suivante : (a f)(m) =
f(am) pour tout m € M. Mais alors, en utilisant (ay az2) f = a1 (az f), on aurait ((ay a2) f)(m) = f(a1azm) et
(a1 (ag ))(m) = (az f)(a1 m) = f(az a; m). Comme A n’est pas nécessairement un anneau commutatif, il n’y a au-
cune raison pour, qu’en toute généralité, on ait a; as m = as a; m. Donc f(a; agm) et f(az a; m) sont généralement
différents et donc Hom 4 (M, F) n’a généralement pas une structure de A-module a gauche si A est un anneau non
commutatif.

Si A est commutatif, nous avons alors que Hom 4(M, F) est un A-module.

On peut maintenant établir le lien entre le A-module & gauche M et l'espace des solutions dans F du systéme
d’équations intégro-différentielles (2.10), noté

kerz(R+) = {h € FP*!' | R*h = 0}.
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Théoréme 2.3.1. ([119, 98, |) Avec les notations précédentes, on a l’isomorphisme de groupes abéliens suivant :
kerz(R+) = Homy (M, F). (2.12)

Plus précisément, si 7 est la projection canonique de A™P dans M, {ei}ieqi,p) la base canonique de AP clest-
a-dire les vecteurs ligne de taille p avec un 1 en position i et des 0 ailleurs, alors nous avons les isomorphismes
wmverses l'un de lautre suivants,

kerz(R*) — Homy(M,F) Homy(M,F) — kerr(R.) .,
h v ¢n, ¢ — (o(g1) ... d(gp))
avec ¢p(m(1)) = wh pour tout u € AP et g; = w(e;) pouri=1,...,p.

Démonstration.

o Considérons d’abord h € kerz(R*) et ¢, € Homa(M,F) défini par ¢p(m(u)) = ph pour tout u € AP,
Remarquons que ¢y, est bien définie car si 7(u) = (') pour un certain ' € AP, alors, on a y/ = p + A R pour
un certain A € AP, Ainsi, ' h = ph+ X (Rh) = ph.

o Par ailleurs, soit ¢ € Hom 4(M, F), posons alors hy := (¢(g1) ... ¢(gp))T € FP*1. Nous avons ainsi
p

ZR7Z¢ gl - ZR_]lgz = O)ZO7
i=1

pour j =1,...,¢q ou, en d’autres termes, Rhy = 0, c’est-a-dire hy € kerp(R.).

Remarquons que hy, = (¢n(g1) ... én(gp))? = (her ... hep) = h pour tout h € kerg(R+), et pour tout
¢ € Homy (M, F), ¢p, est défini par

¢h¢ (7T(,LL)) = Nhtﬁ =pn (¢(gl) .. Z,U'l 91 = <Z Hi gz)

=9 (Z um(@)) =¢ (77 <Z i f%‘)) = ¢(m(p)),

pour tout u € AP, ce qui prouve finalement I'isomorphisme (2.12). O

Remarque 2.3.2. Si F est un k-espace vectoriel, alors I'isomorphisme (2.12) est aussi un isomorphisme de k-
espaces vectoriels. Par exemple, on a kery)(R+) = Homa(M,k[t]) ot kery(R*) est le k-espace vectoriel des
solutions polynomiales du systéme intégro-différentiel (2.10).

Le théoréme 2.3.1 peut également étre compris comme une conséquence de l'exactitude & gauche du foncteur

contravariant Hom 4( -, F) (voir, par exemple, [166]). En effet, & partir de la définition de M = AP /im4(.R),
nous avons la suite eracte suivante de A-modules & gauche :

Aa Ty AP Ty M 0,

c’est-a-dire, 7 est surjective et ker m = im_4(.R). Cette suite exacte est appelée présentation finie du A-module M.

De plus, si ¢ € Hom 4 (M, F), alors nous pouvons définir 7*(¢) € Hom 4(A*P, F) par 7*(¢) = ¢ o w. De méme, si
1 € Hom 4 (AY*P, F), nous pouvons définir (.R)*(¢)) = v o .R € Hom 4(A*9, F).

Ainsi, nous obtenons le complexe de groupes abéliens suivant :

0 —— Homy (M, F) AN Hom 4 (AP, F) LB Hom 4 (A9, F) | (2.13)
c’est-a-~dire (.R)*or* = 0 puisque ((.R)*on*)(¢) = (.R)*(¢om) = pomo(.R) = 0 car, par construction, wo(.R) = 0.
Par conséquent, nous avons im(7*) C ker ((.R)*). Montrons que ker ((.R)*) = im(7*). Soit ¥ € ker ((.R)*), c’est-a-

dire 9po.R = 0, o1 1 € Hom 4(A'*P, F). Ainsi, nous avons 1(im4(.R)) = 0, c’est-a-dire que v s’annule sur im4(.R).
Par conséquent, nous pouvons définir ¢ € Hom 4(M, F) par ¢(m (1)) = 1 (u) pour tout u € AP.
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Remarquons que ¢ est bien définie, c’est-a-dire que ¢ ne dépend pas de la pré-image p de la classe 7(p) choisie.
En effet, si m(u') = 7(u), alors, comme expliqué ci-dessus, nous avons y’ = g + AR pour un certain A € A9
ce qui donne ¥(p') = ¥(p) + Y(AR) = 1(u) puisque AR € im4(.R) et ¥(im4(.R)) = 0. Clairement, nous avons
1 = pom, ce qui prouve que ¢ € Homy (AP, F) satisfait 7*(¢) = 1, c’est-a-dire 1) € im(7*), ce qui implique
ker ((.R)*) C im(7*), et ainsi, ker ((.R)*) = im(7™).

Enfin, donnons une forme plus explicite de la suite exacte (2.13). Tout d’abord, écrivons les isomorphismes de
groupes abéliens suivants

kp: Homa(AYP F) — FPx1 kq: Homa(A™@4, F) —  Fax!
p(e1) 0(f1)
¢ — hg= , 0 —— hy= ,
(ep) 0(fq)
dont les applications inverses respectives sont définies par
n;l : FrXt o —  Homy(AYP, F) n;l : F*t —s  Homy (A9, F)
hl El
h = — ¢h7 (= — QSZ,
hy ly

ou ¢y et ¢y sont respectivement définies par :

or: AP — F g2 AT 5 F
h1 gl
(Ml - Mp) — (,ul - /j,p) (Vl . I/q) — (1/1 - l/q)
hy ty
p q
:Z,U/Zh“ :Zl/jej.
i=1 j=1

Caractérisons maintenant k, o ((R)* o k-1 € Hom 4 (FP*!, F4%1). Nous avons :
q P A )

Vhe FP (kg0 (R) oy )(h) = (g 0 (R))(6n) = igl6n o .R) =

on(f1 R) on (35— Ruie;)

én (J;q R) on (Zf:1 Ryie:)

> iy Rui dnes) on(er)
- z ~R|

Z?:l Ry on(ei) ¢h(€p)
— R(h).

On peut ainsi résumer la situation par le diagramme commutatif exact suivant :

0 —— HOIDA(M,./—") L} HomA(Alxil’,f) % HOHlA(Aqu7F)

o] k-

x1 R- x1
]:P N ]:q ,

oit R+ = kg0 (.R)* ok, est défini par :

Re: Frl —  Fox
h > R(h).
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Enfin, en utilisant le fait que &, et x4 sont deux isomorphismes, nous obtenons :
kery(R+) =kerr (kg0 (.R)* ok, ") Zkerr((.R)* ok, ") = ker((.R)*)
= 7*(Hom 4 (M, F)) = Hom4 (M, F).

L’isomorphisme (2.12) joue un role fondamental dans la théorie des D-modules et 'analyse algébrique [25, 99, 135].
En effet, il montre que les systémes linéaires (d’équations différentielles ou intégro-différentielles, en fonction du
choix de A = Aq, I ... voir sections 2.3 et 2.2) peuvent étre étudiés grace aux propriétés des A-modules a gauche

Met F.

Le A-module & gauche M définit le systéme linéaire, tandis que le A module & gauche F définit 'espace fonctionnel
ot les solutions de (2.10) sont recherchées. Le théoréme 2.3.1, montre que 'espace des solutions ker z(R*) peut étre
caractérisé a l'aide de M et donc, & un isomorphisme prés, ne dépend pas du choix de la présentation finie de M.
Ainsi, si M 2 P = coker4(.R’) avec R’ € A?XP" alors kerz(R+) =2 Hom (M, F) = Hom4 (P, F) = kerx(R'*).

Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur les aspects algébriques des systémes linéaires d’équations intégro-
différentielles, c’est-a-dire sur les propriétés algébriques de M associée a (2.10). En particulier, si A peut étre rendu
calculable alors les propriétés algébriques de M (par exemple, les propriétés du module, les invariants homologiques)
peuvent étre étudiées de maniére effective a ’aide de méthodes de calcul formel pour certains modules F. Les
propriétés analytiques de (2.10) ne seront pas abordées ici.

Exemple 2.3.3. Continuons l'exemple 2.3.2. Nous avons R = 1 — I présentant le module M = cokery, (.R)
correspondant a ’équation u(t) — f(f u(7) dr = 0. Montrons alors I’équivalence suivante :

(1-9)u =0

R-u=0<:>{
eu =0.

Si Reu=(1-1)*u=0, alors en composant par d & gauche, nous avons (9 — 1)+u = 0. D’autre part, si on compose
par e a gauche l'égalité (1 — I)+u = 0, nous obtenons e+u = 0. Réciproquement, si (1 — 9)+u =0 et e *u = 0, alors
en composant par I a gauche, nous avons I(0 — 1)+u = (1 —e — I)+u = 0. Ainsi, nous avons (1 —I)+u =e*u =0,
car e *u = 0. L’équivalence est ainsi démontrée.

Cette équivalence est un exemple de représentation d’un probléme de Cauchy comme un opérateur intégral.

Montrons que ’équation R+u = 0 n’admet pas de solution réguliére. L’égalité (1 —I)+u = 0 implique (1 —9)+u = 0,
c’est-a-dire, u/(t) = u(t). Ainsi, nous avons u(t) = ce’ pour un certain ¢ € k. Comme e *u = 0, nécessairement ¢ = 0
et donc u = 0.

On en conclut que M = I /(H1 (1 —1)) # 0 car (1 —1) n’admet pas d’inverse a gauche (voir chapitre 6), par contre
nous avons :

kergoo gy (R*) = Homy, (M,C*(R)) =0, keryy(R+) = Homy, (M, k[t]) = 0.

2.3.2 Théorie des modules

La section précédente montre 1'utilité de la théorie des modules dans I’étude des systémes linéaires différentiels et
intégro-différentiels. Dans cette section, nous rappelons certains résultats de théorie des modules utiles pour la suite
de ce mémoire.

Définition 2.3.1. ([166, 108]) Soit A un anneau et M un A-module.

On dit que M est un module libre de base B si B est un sous ensemble de M libre et générateur, c’est-a-dire,
vérifiant la propriété suivante

p
vaM, 3(g17...gp)€Bp, 3(@1,...CLP)€(A*)IJ, m:Zaigi,
=0

et m = Zf:() a; g; = 0 implique g1 =--- =g, = 0.
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Définition 2.3.2. Si M est un A-module de type fini (voir définition A.1.5) et libre alors il existe n € N tel que :
M= A"

Si 'anneau A est commutatif ou bien noethérien, alors l'entier n est unique et est appelé le rang du module M.

Définition 2.3.3. Un A-module P est projectif si, pour tout épimorphisme de A-modules g : M — N et tout
morphisme f: P — N, il existe un morphisme f : P — M tel que

gof=1F,

ou @ désigne la somme directe de A-modules.
Cela signifie que le morphisme f se reléve & M, comme illustré dans le diagramme commutatif suivant :

De maniére équivalente, P est un module projectif s’il est facteur direct d’'un module libre, c’est-a-dire, s’il existe
L un A-module libre et @ un A-module tels que :

PoQ=L

Si L est de type fini, alors il existe n € N tel que £ = A", ainsi nous avons P @ Q = A".

Exemple 2.3.4. Soit R € I;”*" tel que R?> = R. Nous avons, I;'*? = kery, (.R) @ imy, (.R). Ainsi, imy, (.R) est un
I;-module projectif & gauche. De plus, kery, (.R) = imy, (.(I, — R)) et nous avons

cokery, (.R) = I "7 Jimy, (.R) = kery, (.R) = imy, (.(I, — R)).

Or, I, — R est un idempotent de I;, c’est-a-dire qu'on a légalité (I, — R)?> = I, — R. Ainsi, on peut écrire
I, P = kery, (.(I, — R)) @ imy, (.(I, — R)) et imy, (.(I, — R)) est un I;-module projectif a gauche. Ainsi, cokery, (.R)
est un I[;-module projectif & gauche.

Exemple 2.3.5. D’aprés le corollaire 2.2.2, nous avons, I; =11 0" @1, T,—1 =L 0" @l e®l1e0® - @l ed” !,
pour tout n € N*. Ainsi, I; 0", I; e ™ et 1;7T;,_1 sont des [;-modules projectifs & gauche pour tout n € N*.

Dans toute la suite de cette section, 4 désigne un anneau noethérien et intégre.

Proposition 2.3.2. ([145, Lemme 17]) Soient R € AYP et M = AYP/(AY™R) un A-module & gauche de
présentation finie. Alors M est un A-module libre & gauche si et seulement s’il existe des matrices QQ € AP*™ et
T € A™*P telles que :

M=APQ et TQ =1,,.

Définition 2.3.4. Un A-module M est dit stablement libre s’il existe un A-module libre de rang fini F tel que
M @ F soit un A-module libre de rang fini. Plus précisément, si F est libre de rang n € N alors il existe m € N tel
que

Mo A" =A™,
En particulier M est projectif.

Proposition 2.3.3. ([96 p. 8, p. 137])
Soit P un A-module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le A-module P est projectif.
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2. Pour tout A-module M, toute suite exacte de la forme M AN P 250 se scinde.
3. Le foncteur M — Homy (P, M) est exact. (Voir A.1.5.)

Proposition 2.3.4. ([121, Proposition 11.1.7 ]) Un A-module & gauche M est stablement libre si, et seulement s’il
existe une matrice R € A?*P admettant une inverse & droite S € AP*4, c’est-a-dire telle que RS = I, et telle que :

M = AP J(AIXR).

Définition 2.3.5. ([166, p. 161]) Un anneau A est dit héréditaire & gauche (respectivement héréditaire a droite), si
tout idéal & gauche (respectivement & droite) est projectif. L’anneau A est héréditaire s’il est héréditaire & gauche
et & droite.

Un anneau A est de Dedekind, s’il est intégre, c’est-a-dire sans diviseur de zéro, et héréditaire.

Exemple 2.3.6. ([166, p. 161]) L’anneau des polyndémes en deux variables non commutatives k(z, y) est héréditaire
mais non noethérien.

Proposition 2.3.5. ([166, Corollaire 4.23, p. 163]) Tout anneau de Dedekind est noethérien.

Proposition 2.3.6. ([166, Théoréme 4.19, p. 163]) Un anneau A est héréditaire si, et seulement si, tout sous-A-
module d’un A-module projectif est projectif.

Définition 2.3.6. ([108, p. 146]) Soit M un A-module a gauche.

— Un élément m € M est dit de torsion $’il existe un élément non nul a € A tel que am = 0.

— On note t(M) Pensemble des éléments de torsion de M, c’est-a-dire,
t(M)={meM|3Jaec A\ {0}, am=0}.

— Si t(M) = M, on dit que M est un A-module de torsion.
— Si (M) =0, on dit que M est un A-module sans torsion.

De maniére générale, il suffit qu’un anneau A soit intégre et posséde la propriété de Ore a gauche pour que t(M)
ait une structure de A-module. C’est ce résultat que montre la proposition suivante.

Proposition 2.3.7. Soient M un A-module et A un domaine possédant la propriété de Ore & gauche, c’est-a-dire
vérifiant la propriété suivante :

Y (a,b) € A%, 3(c,d) # (0,0) € A%, ca = db.

Alors, Uensemble t(M) a une structure de A-module.

Démonstration. Soient my, ma € t(M) et by, by € A. Montrons que by mq + by mg € t(M). Comme mq, ms € t(M),
il existe a1, a2 € A\ {0} tels que :
arm; =
{ asmso = 0.

Par la propriété de Ore, il existe (c1,c2) # (0,0) € A? tel que :

=

C1 a1 = Cg bl.
De méme, il existe (dy,ds) # (0,0) € A? tel que :

d1 ag = dQ b2.
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De plus, il existe (eg,es) # (0,0) € A? tel que :
€1 Cor = €2 dz.
Nous avons alors :

(61 CQ)(bl mi + b2 mg) =€ (Cg bl) mi =+ (61 CQ)(bQ mg) =e€1C1 ((11 ml) +62 (dz bg) mo = €2 d1 (G,Q mg) = 0
S—— N—— N——

=cy ai =es ds =0 =dy as =0

Ainsi, by my + bama € t(M) et donc t(M) est un A-module. O

Remarque 2.3.3. Un anneau commutatif ou noethérien posséde la propriété de Ore & gauche et a droite.
On continue de supposer que A est un anneau intégre et noethérien.

Théoréme 2.3.2. ([140])
Nous avons les assertions sutvantes.

1.
libre = stablement libre = projectif = sans torsion.

2. ([166, Corollaire 4.16, p. 163]) Si A est un anneau principal et intégre alors :
sans torsion = libre.
3. Si A est un anneau héréditaire, alors pour un module de type fini :
sans torsion = projectif.
4. ([166, Théoréme 4.100, p. 169]) Si A =Kk[z1,. .., zy,] alors pour un module de type fini :
projectif = libre.
5. ([145], [170, Théoréme 2.2]) Si A = A1, alors,
stablement libre = projectif,
et pour tous les modules de rang au moins 2 :

projectif = libre.

Définition 2.3.7. ([135, p. 17]) Soient M = coker4(.R1) un module de présentation finie et le complexe de
A-modules suivant
Rit1.

R>. Ri.

R R Fri Fro 0,
avec (R;)(n) = R;n pour tout i. On définit alors :
>~ kerr(R;.)

1%

{ exty (M, F)

exti (M, F) = kerr(Riy1) /imz(R;.), > 1.

Remarque 2.3.4. Cette définition est bien posée, car extf4(/\/l, F) ne dépend que du module & gauche M et non
pas du choix d’une résolution. Voir, par exemple, ([166, Proposition 6.40, p. 365]).
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Définition 2.3.8. Soit M un A-module finiment présenté par R € A™*! c’est-a-dire, tel que M = coker4(.R) =
Atxt /(Alxm R) . On appelle le transposé d’Auslander de M, noté T'(M), le module suivant :

T(M) = A [ (R AY).
On a ainsi la suite exacte de A-modules a droite suivante :

0 ¢—— T(M) —— A™x1 B gix1,

Théoréme 2.3.3. ([135]) Soient R € AT%P et M = AP /(Alx‘l R).
Les trois assertions suivantes sont vérifiées :
1. II existe un A-isomorphisme & gauche entre t(M) et extly (T(M), A), i.e.,

t(M) 2 exth (T(M), A).

2. Le module M est un module a gauche sans torsion si, et seulement si, extly(T(M), A) = 0.
3. Le module M est projectif si, et seulement si, ext’y(T'(M), A) =0, pour i =0,1.

Définition 2.3.9. Soit M un A-module & gauche. On dit que M est plat si le foncteur
o4 M

est exact a gauche, c’est-a-dire qu'il transpose toute suite exacte courte de A-modules & droite

0 N’ N N 0,
sur une suite exacte de groupes abéliens (c’est-a-dire, de Z-modules)

0 — N IAUM — N@AM —— N @4 M —— 0.

2.4 Aspects effectifs

2.4.1 Une théorie de I’élimination effective

Dans la théorie des systémes linéaires, une question importante est 1’étude de I’existence d’une solution h € FP*1
d'un systéme linéaire inhomogéne de la forme Rh = g, ot g € F*! et R € A9%P sont fixés. Notez que tous ces
systémes linéaires inhomogénes n’admettent pas nécessairement de solution, car si A € A'*7 est tel que AR = 0,
alors il faut que A\g = A Rh = 0, c’est-a-dire que g doit satisfaire A g = 0. Cette équation est appelée une condition
de compatibilité du systéme linéaire inhomogéne Rh = g.

Par conséquent, pour étudier les conditions de compatibilité de R h = g, nous devons caractériser le noyau & gauche
de la matrice R, c’est-a-dire ker 4(.R) = {\ € A9 | A R = 0}. Une question naturelle est de déterminer si ker 4(.RR)
est un module & gauche sur A de type fini, ¢’est-a-dire, finiment engendré. Si ce module n’est pas de type fini, il est
alors impossible d’obtenir une description finie et explicite d’un ensemble de générateurs de ker 4(.R), et donc des
conditions de compatibilité. Si A peut étre prouvé comme étant un anneau noethérien a gauche, alors un résultat
classique de la théorie des modules ([171, 166]) implique que ker 4(.R) est de type fini car sous-.A-module du module
noethérien A*4,

Un autre point montrant 'importance du calcul explicite du noyau & gauche de matrices d’opérateurs est le suivant.
Imaginons que I'on s’intéresse a un systéme de la forme suivante

R, yl(t) + Ry yg(t) =0, R;€ AqXp1, Rs € .AqXpQ, (214)

ol y1 et Yo sont deux ensembles de vecteurs inconnus et que I’on cherche & déterminer un systéme faisant intervenir
uniquement 'inconnue y;. Autrement dit, on cherche & éliminer I'inconnue y2 du systéme (2.14). Si on peut calculer
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explicitement un ensemble de générateurs de ker 4(.R2) concaténés dans une matrice S; € A"*9, c’est-a-dire,
ker o(.R2) = im4(.S2), alors on peut appliquer Sy au systéme (2.14) et obtenir le systéme en y; uniquement :

SoR1y1(t) +Se Roye(t) =0 = Sy Riy1(t) =0.

Ainsi, calculer des noyaux a gauche de matrices permet de faire de 1’élimination d’inconnues. Voir [140] pour plus
de détails.

Notons que la recherche des conditions de compatibilités du systéme inhomogéne R h = g est un cas particulier du
probléme d’élimination précédent : cas oit Ry = R et Ry = I,.

Le but de ce mémoire est de développer une telle théorie de I’élimination effective pour A = I;. Une telle théorie
n’existe pas contrairement au cas A = A; que nous allons maintenant rappeler.

2.4.2 Calcul effectif dans ’anneau A,

Les bases de Grébner ont été introduites par Buchberger dans les années 1960 pour ’étude des systémes polynomiaux
a plusieurs variables. L’objectif était de généraliser la division euclidienne sur Z et k[z] & anneau k[ X7, ..., X,,] ou
k est un corps commutatif. En effet, en raison du caractére non euclidien de k[X7,..., X,], le reste R obtenu lors
de la division multivariée d’un polynoéme () par plusieurs polynémes P, ..., P. n’est en général pas unique, et ne
permet pas de déterminer directement si () appartient & I'idéal engendré par P, ..., P.. Pour plus d’informations,
voir, par exemple, [21].

Une base de Grobner pour un idéal T C k[X1,...,X,] est alors une famille de polynomes B telle que @ € I si,
et seulement si, tout reste de la division multivariée de @ par B est nul . De cette maniére, les bases de Grobner
généralisent la division euclidienne au cas multivarié.

L’existence et le calcul effectif de telles bases reposent sur 1’algorithme de Buchberger, qui a été depuis largement
approfondi, optimisé et implémenté dans de nombreux systémes de calcul formel.

Dans les années 1980 et 1990, la théorie a été étendue aux algébres non commutatives, telles que les algébres
libres non commutatives k{(zy,...,z,) ou encore les algébres de Ore, dont font partie les algébres de Weyl (voir

[124, 56, 117]).

Dans les années 2000-2010, Apel et Levandovskyy ont développé une théorie des bases de Grobner adaptée & une
classe d’algébres plus générale, les G-algebras, qui englobent notamment les algébres libres non commutatives et les
algebres de Ore (voir [112, , D-

Dans cette section, nous nous concentrerons exclusivement sur le cas particulier de I’algébre de Weyl en une variable
A;. Voir, par exemple, [35, 49]. Pour une approche pédagogique et effective des bases de Grobner sur les algébres
de Weyl, le lecteur peut se référer a [34].

Nous allons commencer par introduire une relation d’ordre sur A;.

Définition 2.4.1. ([34, Définition 12.2]) Soit £ un ensemble quelconque. Un ordre total sur € est une relation
d’ordre total < sur &, c’est-a-dire, une relation binaire vérifiant pour tous a,b,c € £ :

(a) (Réflexivité) a < a.

(b) (Antisymétrie) Si a < b et b < a, alors a = b.

(¢) (Transitivité) Sia <bet b < ¢, alors a < c.

(d) (Totalité) Pour tous a et b, soit a < b, soit b < a.

Remarque 2.4.1. Si < est un ordre total et a,b € £, on écrit a <bsia<beta#b b>asia<b eta>bsi
b < a.

Définition 2.4.2. Un ordre total < sur Pensemble des opérateurs différentiels élémentaire (c’est-a-dire, t¥O* pour
tous v, u € N) est appelé un ordre admissible s’il satisfait les conditions suivantes :

(a) 1 < t¥O" pour tous v, u € N.
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(b) (Compatibilité avec le produit) Pour tous \, X, k, ', v, u € N, si t* 9% < t\ 9% alors on a

t)\+u 8l<c+,u S t)\'Jru aka'+,u.

Exemple 2.4.1. Nous définissons un ordre admissible < sur les mondmes 07 par :

— On compare d’abord le degré total i+ j : un monoéme de plus petit degré total est considéré comme plus petit.

— En cas d’égalité du degré total, on compare le nombre de dérivées : plus il y a de dérivées 0, plus le monoéme
est considéré petit.

Formellement, nous avons :
i+j<i +j
ol <97 s ou
i+j=1+75 et j>j.
Ainsi, t2 < 13, 02 < 0%, 1202 < 203 et t 03 < t? 02

Définition 2.4.3. Soit a = Z?:o a;j(t) 7 € Ay écrit sous forme normale. En développant les polynomes a; on peut
écrire o
a = Zai,j t' o,
()
Alors, on appelle support de a, noté supp(a), la quantité suivante :

supp(a) = {(i,j) | ai,; # 0}.
Exemple 2.4.2. Prenons a = (1 +t2)d = 19 + t? 9 alors nous avons supp(a) = {(0,1), (2,1)}.

Définition 2.4.4. ([56, p. 36]) Soit < un ordre admissible sur les monomes t* 7 de A; et a € A;\ {0}. On définit :
— le monéme dominant de a relativement & < par :
LM< (a) := max{t' &’ | (4, j) € supp(a)},

de sorte que LM< (a) = t 97 avec (ig, jo) € supp(a) et e < LM<(a) pour tout e = ¢* 97 avec (i, ) € supp(a).
— le coefficient dominant LC<(a) de a relativement & < comme le coefficient de k correspondant & LM< (a),

— le terme dominant LT<(a) de a relativement a < est défini par

LT<((Z) = LCS(G) LMS (CL)

Ainsi, nous avons :
LM< (a —LT<(a)) < LM<(a).

Exemple 2.4.3. Prenons a =330 +2t20%2 +5t0* +70° € A;.

Terme at' 07 | Degré total i +;j | Nombre de dérivées j
22 9? 2+2=4 2
5t 1+4=5 4
3t30 3+1=4 1
70° 0+5=5 5

Ainsi, nous avons :
— LM< (d) = t9* (sans coefficient).
— LT<(d) = 5t 0* (avec le coefficient).
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— LC<(d) = 5.

Proposition 2.4.1. ([34, Proposition 12.4])
Soit < un ordre admissible et soient ay,as € Ay \ {0}. Alors :

(a) LT<(a1a2) = LT<(a1) LT<(as).
(b) LMS(alag) = LMS(CLl)LMS(ag)

Définition 2.4.5. Soit F C A; une famille de monoémes. On appelle idéal monomial engendré par F, qu’on note
LMI(F), lidéal a gauche de A; suivant

LMI(F) := {Zakflm ag € Ay, fr € F, KC N, [K] <oo}
keK

Par extension, si F est une famille d’éléments de A, on note LM I(F), I'idéal engendré par {LM(f)|f € F}.

Définition 2.4.6. Soit < un ordre admissible et soit Z un idéal & gauche de A;. Une base de Grobner de Z par
rapport & < est un sous-ensemble G C 7 tel que le cardinal de G est fini et LMI<(Z) = LM I1<(G).

Proposition 2.4.2. ([34, Proposition 12.7],[56, Théoréme 4, p. 82]) Soit < un ordre admissible et T un idéal
gauche de Ay. Alors, nous avons :

(a) T admet une base de Grobner pour <.
(b) Si G est une base de Grobner pour < de Z, alors T =73 _;A1g.

Définition 2.4.7. Soit Z un idéal de A;. Une base de Grébner de 7 est dite universelle si ¢’est une base de Grobner
de Z pour tout ordre admissible <.

Théoréme 2.4.1. ([34, Théoréme 12.16]) Tout idéal & gauche I de Ay admet une base de Grobner universelle.

Pour le pseudo-code de I'algorithme de Buchberger adapté au cas non commutatif d’une algébre de Ore et donc en
particulier de A;, nous référons par exemple a (|56, p. 84]).

Une technique importante utilisant les bases de Grobner est 1'élimination de variables. Par le biais d’un ordre
d’élimination <, c’est-a-dire un ordre admissible qui priorise certaines variables par rapport aux autres,s on peut
contraindre 1’algorithme de Buchberger a produire une base de Grobner dont les éléments sont de préférence des
polynomes dans les variables « petites » (par rapport a <). Ainsi, les plus grandes variables par rapport a < sont
éliminées (autant que possible). [57]

Plusieurs logiciels et packages permettent de calculer des bases de Grobner dans ’algébre des opérateurs différentiels
A1, parmi lesquels Singular (avec I'extension Plural), Maple (avec le package Ore_Algebra), Macaulay2 (avec le
package Dmodules), ainsi que Mathematica (via le package HolonomicFunctions).

Expliquons maintenant comment les bases de Grébner permettent de calculer des noyaux a gauche, autrement dit
des syzygies, des inverses & gauche et des factorisations de matrices.
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2.4.2.1 Calcul de syzygies dans A,

Définition 2.4.8. ([56, p. 89]) Soit A un anneau et M un A-module & gauche.
Soit y = (y1,...,yn) € MI*"™ Une syzygie ou relation de y est un n-uplet s = (s1,...,5,) € A" tel que :

n
Z s;y; = 0.
i—1

L’ensemble de toutes les syzygies de y forme un sous-module de A™, appelé le (premier) module de syzygies ou
modules des relations de y, noté Syz(y). Par extension, si y est un systéme de générateurs d’un A-module M, on
note Syz(y) = Syz(M). Voir aussi la remarque A.1.8.

Remarque 2.4.2. Le terme syzygie est une composition des mots grecs syn (« ensemble ») et zeugnyai (« relier »)
et a été utilisé pour la premiére fois en astronomie. Pendant une éclipse totale, le Soleil, la Terre et la Lune sont
dits étre en syzygie. Depuis les travaux de Hilbert, le sens du terme « syzygie » s’est élargi.

Les techniques de calcul des modules de syzygies sur A; utilisent les bases de Grobner et la méthode d’élimination
(voir section 6.1 de [21]). Soit A; P'algébre de Weyl a une variable et M un A;-module a gauche de type fini, sous-
module du module libre Aixl’ , avec p € N. Ainsi, un ensemble de générateurs de M est constitué de vecteurs-lignes
de AP, Voir [57].

Algorithme 1 Calcul du module de syzygies Syz d’un sous-module de A} [57]

Entrée Une famille de générateurs R;,..., R, € A’l’ du A;-module M.
Sortie Une matrice S € AT™ telle que Syz(M) = A7S.
1: Construire ’ensemble P = {Z?Zl RijN; — ‘ 1=1,..., q}.
2: Calculer une base de Grobner G de P C @F_; Aj \; @ @?:1 A p;, pour un ordre éliminant les \;.
3: Extraire S =GN, A1 p; = {23:1 Sij i |i=1,... ,r}.
4: Retourner La matrice S € A" telle que Syz(M) = A7S.

Remarque 2.4.3. ([57]) Soit R € AY*? et considérons le A;-module & gauche M = AP /A*?R. On peut alors
appliquer 'algorithme 1 & I’ensemble formé par

Ri=(Ri...Ryp) € AA'RC AP, i=1,...,q,
pour obtenir une matrice S = (S;;) € A7*? telle que
Syz(M) = ker(.R) = A1 *"S = imy, (.5).

Nous obtenons alors la suite exacte de Aj-modules a gauche suivante :

Aixr .S A%Xq .R A%Xp T M 0.

En itérant ce processus, on obtient une résolution libre du A;-module & gauche M. Voir la définition A.1.15 en
annexe.

Cet algorithme est codé sous le nom de la commande SyzygyModule dans le package OreModules du systéme de
calcul formel Maple.
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2.4.2.2 Calcul d’inverse a gauche/droite dans A;

Calculer des inverses a gauche dans des anneaux non commutatifs, comme ’algébre de Weyl A;, est un probléme
fondamental dans de nombreuses applications algébriques et analytiques. Cela permet notamment de résoudre des
équations matricielles du type AX = B, en obtenant une solution explicite X = SB lorsque S est un inverse a
gauche de A. Pour plus de détails, voir le chapitre 6.

En théorie des systémes différentiels linéaires, ces inverses jouent un réle crucial dans la paramétrisation des solutions,
la réduction de systémes, et I’étude de leur contrélabilité. De plus, ils interviennent dans la construction de résolutions
libres et dans I’analyse de la structure des modules sur A;, apportant des informations précieuses sur les propriétés
homologique du module associé au systéme étudié. Voir la section 2.3.2 et [57, ]

Algorithme 2 Calcul d’un inverse & gauche d’une matrice R € A?*? (si possible) [57]

Entrée Une matrice R = (R;;) € A",
Sortie Une matrice S € AJ™ telle que SR = I, si elle existe, sinon [].
1: Construire ’ensemble P = { ?:1 Rijhj—pi|i=1,..., q}.
2: Calculer une base de Grobner G de P dans 'anneau @?:1 AN @ EBgzl Ay p; pour un ordre éliminant les A;.
)T

3: Extraire deux matrices L et M telles que les lignes de L (Aq,..., /\p)T et M (u1,...,H1q)" correspondent aux

relations contenues dans G.

4: Si L est inversible et L™ M € A7 alors
5: Retourner S =L~ 'M

6: Sinon

7: Retourner []

8: fin Si

Cette fonction est implantée sous le nom de LeftInverse dans le package OreModules.

Proposition 2.4.3. ([57, 56, 73]) Le Aj-anti-morphisme 0 défini par
0ty =t et 6(0)=-0
est une tnvolution de Aq.

Démonstration. 11 est facile de vérifier que #? = 1. De plus, @ est compatible avec la régle de commutation 9t =
t0 + 1. En effet, nous avons :

0(1) = 00t — 1) = 0(t) 0(9) — 0(9) 0(t) = t (—d) — t (—d) = —td + 9t = 1.
O

Remarque 2.4.4. Nous pouvons également calculer un inverse a droite S € A de R € AY*? (tel que RS = 1)
en procédant de la maniére suivante :

Right-Inverse(R) = 6(Left-Inverse(6(R))).

Nous présentons a présent un exemple de calcul de résolution libre d’'un module sur A;(Q), faisant intervenir le
calcul de syzygies. Nous montrerons ensuite comment simplifier cette résolution en la réduisant au moyen du calcul
d’un inverse & droite, afin d’obtenir une suite de longueur minimale.

Exemple 2.4.4. Soient A; = A;(Q) et M = A*?/(A1*?R;) un A;-module & gauche, ou la matrice R; est définie
par :
B —t? to—1 952
B = (—t8—2 o ) €A
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On peut vérifier que M admet la résolution libre suivante :
00— Ay 2y a2 B2 g (2.15)

avec Ry = (0 —t) € AT%.

De plus, la matrice
Sy = (g) € AZX1

est une inverse a droite de Ry. En posant T} = (Ry Ss) € A%X?’, on obtient, d’aprés la proposition A.1.4 en annexe,
la résolution libre minimale suivante :

0—— A2 Ly A3 s M50 (2.16)

Enfin, on vérifie que 77 admet un inverse a droite

T
_ 0 -1 0 3x2
S, = <8 0 —t) EAl .

Ainsi, la suite exacte (2.15) est scindée, ce qui implique que M @ Aixz = A}X‘g, ce qui montre que M est un
Aj-module & gauche stablement libre de rang 1, que (2.16) est une résolution libre minimale de M, et que T} est
une matrice de présentation minimale.

2.4.2.3 Factorisation sur A;

Tout mathématicien est convaincu que la factorisation joue un role fondamental. En algébre différentielle non
commutative, connaitre une décomposition d’un opérateur différentiel (ou d’une matrice) en facteurs de degré plus
faible permet d’analyser plus finement la structure du module associé, de résoudre plus simplement les équations
différentielles correspondantes (en résolvant plusieurs sous-systémes via des intégrations en cascade), et d’accéder
a des résolutions libres plus courtes, notamment & travers le calcul d’inverse gauche qui est un cas particulier du
probléme de factorisation. Voir la sous-section précédente. Ce probléme de factorisation intervient également dans
I’étude de propriétés analytiques des systémes différentiels comme la multiplicité ou la régularité des solutions.

Nous présentons ci-dessous un algorithme permettant de factoriser, quand c’est possible, une matrice d’opérateurs
différentiels.

Algorithme 3 Factorisation & gauche : calcul de R” tel que R = R”R’ (quand c’est possible)

Entrée Deux matrices R € AP et R € AP,

Sortie Une matrice R” € A‘fxq/ telle que R = R”R/, ou bien [] si une telle factorisation n’existe pas.
1: Introduire des indéterminées 71,...,7p, C1,. ..,y sur Aj.
2: Définir I'ensemble P := {Z?Zl Ri;im; — G ’ i=1,... ,q’}.

3: Calculer une base de Grébner G' de P dans le module libre @_; Ain; © @3;1 A1(;, avec un ordre éliminant

les n;.
4: Définir I’ensemble Q := {Z?Zl Ry nj ‘ k=1,... 7q}.
5: Pour k =1 a g faire
6: Réduire Q) modulo G pour obtenir Hy. (Forme normale)
7 Si la forme normale Hj, est non nulle, c’esr-a-dire contient un 7;, alors
8: Retourner | | > La factorisation échoue
9: fin Si

10: fin Pour
11: Construire R” = (R};) € Ai‘xq’ tel que Hy = Z?;l 4G pour k=1,....q.

12: Retourner R”.
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Pour plus de détails, voir [64].

La fonction Factorize du package OreModules de Maple permet de factoriser, si possible, des matrices d’opérateurs
dans des algébres de Ore telles que A;.

La fonction Factorize prend en entrée deux arguments : la matrice que I'on souhaite facoriser R et la matrice par
laquelle on souhaite factoriser ¢ gauche R'. Ainsi, comme précédemment, grace a I'involution 6 de A1, il est possible
de factoriser a droite avec la manipulation suivante :

Right-Factorize(R) = 0(Factorize(d(R),0(R'))).

Ainsi, une fois la théorie des bases de Grébner développée sur Ay, il devient possible d’effectuer les calculs classiques
d’élimination tels que le calcul des noyaux & gauche ou & droite de matrices & coefficients dans A;, la mise sous
forme normale, ou encore la recherche d’inverses a gauche/droite et factoriser. Voir [21, 56, , , 64].

Ces fonctionnalités sont notamment implémentées dans le package OreModules de Maple, développé par Chyzak,
Quadrat, Robertz. On y trouve des fonctions comme : Factorize, LeftInvese, RightInvese,
GeneralizedInverse, SyzygyModule, FreeResolution, etc.

Les mémes outils sont également disponibles dans le logiciel libre Singular, via le package Plural. Ces résultats se
généralisent au cas de l’algébre de Weyl en n variables. Le lecteur intéressé pourra se référer a [60, 50, , , ]

2.4.3 Calcul effectif dans B,

Considérons I'anneau A, c’est-a-dire la premiére algébre de Weyl, engendrée par t et d avec la relation de commu-
tation 0t —t 0 = 1. Se référer a la section 2.1 pour les détails.

Soit S = {9" | i € N} C Ay, un sous-ensemble multiplicativement stable. On note B; = S~1A; la localisation de A,
relativement a S, c’est-a-dire ’anneau obtenu en rendant 0 inversible. Cet anneau By ne satisfait pas les conditions
de Ore au sens de Chyzk-Salvy [60], et en particulier, il n’est pas une algébre de Ore. Par conséquent, la théorie
standard des bases de Grobner pour les algébres de Ore ne peut pas s’y appliquer directement. Il est alors nécessaire
d’utiliser une généralisation plus souple, comme celle introduite par Levandovskyy dans le cadre des G-algébres,
qui permet d’étendre les méthodes de calcul algébrique effectif, notamment les bases de Grobner, a des algébres
non-Ore comme B. Voir [112]

Définition 2.4.9. [112] Soit A un anneau intégre. Un sous-ensemble S de A est dit multiplicativement stable si :
—1les8,
—0¢S
— Vs,te S, onasteSs.

De plus, S est appelé un ensemble de Ore a gauche si S est multiplicativement stable et satisfait la condition de
Ore a gauche :
VseS, Vre A, ds5e€8, dre A Sr=rs.

Définition 2.4.10. [112] Soit S un sous-ensemble multiplicativement stable d’un anneau intégre A. Un anneau
Ag, muni d’'un homomorphisme injectif ¢ : A — Ag, est appelé une localisation de Ore a gauche de A en S si :

1. Pour tout s € S, 'image ¢(s) est inversible dans Ag ;
2. Pour tout = € Ag, il existe s € S et r € A tels que

Soit A; I'algebre de Weyl a une variable. On considére le sous-ensemble S = {9 | i € N} C A;. Ce sous-ensemble
est multiplicativement stable, car 9’ 87 = 9"*7 € S pour tous i,j € N, ne contient pas zéro et vérifie la propriété de
Ore a gauche.

On note alors B = S~1A;. L’anneau B, muni de I’homomorphisme canonique ¢ : A; — B défini par p(a) = 171 q,
constitue une localisation & gauche de A; en S, au sens de la définition précédente. En effet, nous avons :

— Les éléments de S deviennent inversibles dans B, avec ¢(9")~1 = 9~% € B.
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— Tout élément de B s’écrit sous la forme ¢(9")"1p(a) = =% a, pour un certain i € N et a € A;.

Nous avons ainsi que B = B; via l'isomorphisme d’anneaux suivant
’(/J B = S_lAl — By
p(@) — 0 mod (e) = o,
00"t — I mod (e)
o(t) — t mod (e) =0 ' H,

071,

ou ¢ : A; — B est le morphisme canonique d’inclusion et ot on identifie B; = IL; via la proposition 2.2.5.

Définition 2.4.11. [112] Soient k un corps, n € N, et 1 <7 < j < n. On considére des constantes non nulles cij €k
et des polynomes d;; € k[z1,...,z,].
On suppose qu'il existe un ordre total admissible < sur les monomes de k[z1,...,z,], tel que, pour tout 1 < i <

j < mn, nous ayons :
— soit dij =0

— soit le monéme dominant LM(d;;), relativement a <, est strictement plus petit que z; x;.
Alors, 'algébre définie par la présentation
A=k(zq,...,zp | {zjz; = cijzizy +dij : 1 <i<j<n})

est appelée une G-algeébre si ensemble {x7' - 2% |a = (aq,...,a,) € N} forme une k-base de A.

Exemple 2.4.5. ([112, Exemple 22]) L’anneau des polynémes commutatifs en n variables k[x1, ..., z,], les algébres
de Ore et en particulier les algébres de Weyl en n variables sont des G-algébres. Ainsi, A; est une G-algébre.

Remarque 2.4.5. L’algébre de Weyl A; est une G-algébre. En revanche, son localisé B; = S71A;, ot S = {9 |
i € N}, n'est plus une G-algébre, car elle contient des inverses des générateurs (9~1). La présence de puissances
négatives sort du cadre des G-algébres. Voir [111].

Dans ce travail, nous ne détaillerons pas I’ensemble des aspects techniques liés a la théorie des G-algébres, qui peut
s’avérer complexe. Toutefois, il est important de noter qu’il existe des implémentations efficaces permettant le calcul
de bases de Grobner dans ce cadre algébrique, notamment dans le cas de certaines localisations spécifiques. C’est
précisément dans ce contexte que s’inscrit la proposition suivante, qui met en lumiére un cas particulier d’intérét
pour nos applications.

Proposition 2.4.4. ([112, Paragraphe 7]) Considérons une G-algébre A engendrée par les variables x1, ..., x,. De
plus, supposons que g1,...,g1 € A\ {0} sont tels que S :=[¢1,...,g:] est un ensemble de Ore a gauche dans A, et
que pour les variables z;,, ..., xz;, apparaissant dans les g;, Uanneau K[z, , ..., x; | forme un sous-anneau polynomial

commutatif de A. Alors, on peut calculer des bases de Gribner dans S™1A.
Corollaire 2.4.1. On peut caluler des bases de Gribner sur By = S™1A;.
Démonstration. En effet, S = {0 | i € N} est un ensemble de Ore et k[J] est un sous anneau de A; commutatif. [

Proposition 2.4.5. Soit S C A une partie multiplicative satisfaisant les conditions de Ore a gauche.
Alors la localisation de Ore ST A existe et est un module plat ¢ gauche (respectivement a droite) sur A.

Les calculs algébriques effectués sur 1’algébre localisée B; sont pris implantés dans la bibliothéque olga.lib (acro-
nyme de Ore localization in G-algebras), développée pour le systéme de calcul formel Singular:Plural. Cette
bibliothéque implémente les algorithmes nécessaires au traitement des localisations dans le cadre plus général des
G-algebres. Elle est intégrée nativement dans la distribution officielle de Singular, [112].
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Chapitre 3

Annulateurs d’évaluation sur I

Comme montré explicitement a la fin de la section 2.2.2, 'anneau I; des opérateurs intégro-différentiels ordinaires
a coefficients polynomiaux n’est pas noethérien a gauche, ni & droite. De plus, comme expliqué dans la section 2.14,
le Iy-module & gauche kery, (.T') caractérise I’ensemble de toutes les conditions de compatibilité du systéme linéaire
inhomogéne Th = g, ou T € 1;7? et g € F9*! sont fixés, h € FP*! est & déterminer, et F est un I;-module &
gauche (par exemple, F = k[t], C*°(R)).

Plus généralement, le fait que kerp, (\T) soit un Ij-module & gauche finiment engendré pour toute matrice T a
coefficients dans I; joue un roéle important dans 1’étude des modules sur I; et donc dans 1’étude des systémes
intégro-différentiels linéaires a coefficients polynomiaux. Dans ce chapitre, nous abordons cette problématique en
introduisant le concept d’anneau cohérent [171, | et en rappelant un résultat, da & Bavula, qui affirme que Iy
est un anneau cohérent [16].

3.1 Caractérisation de la propriété de cohérence

Pour cette partie, on pourra se référer a la sous-partie A.1.2 en annexe qui explique, de fagon détaillée, la notion
de module de type fini ( ou finiment engendré).

Définition 3.1.1 ([171, 166]). Soit A un anneau et M un A-module a gauche de type fini engendré par g1, ..., g,.
Alors, M est dit de présentation finie si le A-module & gauche

Sya(M) = {ul,...,An) e 413 Ag 0}’
i=1

définissant les relations A-linéaires a gauche entre les générateurs g;, est finiment engendré. Le module Syz(M)
ainsi défini est appelé premier module des syzygies de M.

Si M est de présentation finie, il existe Ry, ..., Ry € AX™ tels que

”

Syz(M) =Y AR; =A™ |
=1 Rm

Ainsi, si on forme la matrice R € A™*"™ dont les lignes sont les R;, alors nous avons
M = coker 4(.R) = A" /(Alme).

On dit que R est une matrice de présentation de M ou que M est finiment présenté par R.

Remarque 3.1.1. En termes de générateurs et relations, un module M de présentation finie est un module défini
par un nombre fini de générateurs et un nombre fini de relations entre ces générateurs. En d’autres termes, en plus
d’avoir un nombre fini de générateurs, toute relation entre ces générateurs est combinaison A-linéaire finie & gauche
d’un nombre fini de relations.
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Définition 3.1.2. ([166, p. 142, 171])
Soient A un anneau non nécessairement commutatif et M un A-module & gauche/droite.

1. Le module M est dit cohérent & gauche/droite si M est un A-module & gauche/droite de type fini et si tout
sous-module de type fini de M est également de présentation finie.

2. L’anneau A est appelé cohérent & gauche/droite si A est un A-module cohérent, c’est-a-dire, si tous ses idéaux
a gauche/droite de type fini, en tant que sous-A-modules du A-module A, sont de présentation finie. Enfin,
un anneau est dit cohérent s’il est cohérent a la fois & gauche et & droite.

Exemple 3.1.1. Les anneaux noethériens a gauche/droite sont des anneaux cohérents a gauche/droite, car tout sous
A-module de A7 (respectivement de A2<! ) est de type fini [166, Exemple 3.64, p. 142]. Des exemples d’anneaux
cohérents mais non noethériens sont ’anneau klz; | ¢ € N] des polynomes en un nombre infini de variables {z;};en
a coeflicients dans un corps k, ou 'anneau des fonctions entiéres sur C [166, Exemple 3.64, p. 142].

Remarque 3.1.2. Un point de vue effectif et calculatoire, considérer un module de type fini M engendré par
g1,...9n est équivalent & regarder l'image & gauche du .A-homomorphisme & gauche de A'X™ dans M qui a A

associe \ g, avec g = (91 gn)T, c’est-a-dire ensemble des Ag = >0 | \; g;, avec A = ()\1 )\n) € A,

Si e; le vecteur ligne de taille n ayant un 1 en position i et des 0 ailleurs, pour ¢ = 1,...n, nous avons alors
I’épimorphisme introduit dans 'annexe A.2

T A" M

Pour que M soit de présentation finie, la définition 3.1.1 indique que

ker(m) ={A= (A1 ... Ap) €A |n(X) =0}
= A=A ... X)) €AY | Ngi+ -+ Apgn =0}
= ker4(.9)

doit étre de type fini. Ainsi, la cohérence (& gauche/ droite) de 'anneau A revient & demander que le noyau (a
gauche/droite), de n’importe quelle matrice colonne g € AP*! ou de maniére équivalente, de n’importe quelle
matrice R € A9*P soit de type fini.

Le résultat au coeur de ce mémoire est le résultat suivant.

Théoréme 3.1.1. ([16, Théoréme 4.4])
L’anneau 1y est cohérent.

La prochaine proposition énonce la caractérisation de la propriété de cohérence utilisée par Bavula dans [16] pour
démontrer le théoréme 3.1.1.

Proposition 3.1.1. ([171, Proposition 13.3, p. 43|) Soit A un anneau. Les deuzx conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1. A est un anneau cohérent & gauche.

2. (a) Pour tout d € A, anng(.d) ={a € A|ad=0} est un idéal & gauche de type fini.
(b) Pour tous les idéauz a gauche de type fini I et J, l'idéal I N J est de type fini.

Pour un anneau cohérent a droite A, anny(.d) est remplacé par l'idéal & droite ann4(d.), et les idéaux & gauche I
et J sont des idéaux & droite.

Démonstration. Voir 'annexe A.2. O
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Notons que le fait que I; posséde une involution @, définie dans la proposition 2.2.7, implique que la propriété de
cohérence a gauche entraine la propriété de cohérence a droite, et réciproquement.

11 convient de noter que la démonstration du théoréme 3.1.1 proposée dans [16] n’est pas effective : elle ne permet
pas, en I'état, de dériver un algorithme de calcul de noyaux de matrices & coefficients dans I;. En particulier, la
démonstration de Bavula repose sur la classification des modules simples sur I; ainsi que sur la notion de longueur
d’un module, que nous n’avons pas su rendre effective. L’objectif principal de ce mémoire de thése est de contribuer
au développement d’une version effective de la propriété de cohérence de I; et & son implémentation dans le logiciel
de calcul formel Maple [16, 69].

Comme expliqué dans la section 2.3, ’étude des systémes linéaires d’équations intégro-différentielles & coefficients
polynomiaux conduit naturellement & étudier des I;-modules & gauche de présentation finie. En utilisant la proposi-
tion A.1.2 de 'annexe A, ces modules sont des I;-modules cohérents & gauche. De plus, d’aprés la proposition A.1.3
de 'annexe A, les modules définis par des opérations algébriques standards (par exemple, intersection, somme (di-
recte), quotient, noyau, image, conoyau) sont également cohérents. Ainsi, si la propriété de cohérence peut étre
rendue algorithmique et implémentée dans le logiciel de calcul formel Maple, alors une approche effective la théorie
algébrique des systémes linéaires d’équations intégro-différentielles a coeflicients polynomiaux pourra étre initiée.
Voir section 2.3.

3.2 Calcul des générateurs de ’annulateur d’un opérateur de I;

Dans cette section, I'objectif est de calculer un ensemble fini de générateurs de anny, (.d). Pour d ¢ (e), une méthode
de calcul des génératerus de anny, (.d) a déja été obtenue dans [144]. Nous allons en rappeler les grandes lignes dans
le but de créer un texte consistant et auto-suffisant. En revanche, le cas ot d € (e), c’est-a-dire, le cas o d est un
opérateur d’évaluation, était resté ouvert. Cela fait partie des apports de ce travail de thése d’avoir caractérisé de
maniére effective anny, (.d) pour d € (e). Ce résultat a été publié dans [66].

3.2.1 Calcul effectif d’une famille génératrice de ’annulateur d’un opérateur d €
I\ (e)

Cette section donne une méthode de calcul explicite des générateurs de anng, (.d) = {a € I; | ad = 0} pour
d € I;\(e). Cette méthode, publiée dans [114], est due & Quadrat et Regensburger.

Soit d € I;\(e). Expliquons comment déterminer un ensemble fini de générateurs de 'idéal a gauche annp, (.d) =
{a € 1; | ad = 0}. Grace a l'involution 6, définie dans la proposition 2.2.7, de maniére équivalente, nous pouvons
étudier anny, (d.) = {a €1; | da = 0}.

Nous rappelons que les éléments de I; sont également des éléments de endy (k[t]), c’est-a-dire qu’ils définissent des
k-endomorphismes de l'espace vectoriel de dimension infinie k[t] (voir section 2.2.1). Pour faciliter la compréhension,
si d € Iy, nous noterons par d+ ’endomorphisme de k[t] associé, défini par :

d-:k[t] — K[
p > d(p).

11 est clair que nous avons (d; d2)* = (d1*) o (d2*) pour tous di, do € I;. Introduisons quelques définitions supplé-
mentaires.

Définition 3.2.1. Soient V et W deux espaces vectoriels sur k et f: V — W une application k-linéaire. Alors :
— L’application f est dite de rang fini si 'image imy (f) de f est un espace vectoriel de dimension finie sur k.

— L’application f est dite Fredholm si f posséde un noyau et un conoyau de dimension finie, ol on rappelle que
le conoyau de f, noté cokerg(f), est défini par cokery (f) := W/img (f).

Considérons a € anny, (d.). Nous avons alors ’équivalence suivante :
da=0 & VneN, (da)t")=0 & VneN, d(a(t")) =0. (3.2)

Ainsi, (3.2) implique l'inclusion des k-espaces vectoriels img(a-) C kerg(d*).

Enoncons alternative de Fredholm dans le cadre défini ci-dessus.
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Proposition 3.2.1 ([16]). Soit d € 1. Alors, nous avons :
— d € (e) si et seulement si d+ est de rang fini.
— d eI;\(e) si et seulement si d+ est Fredholm.

En conséquence, d- est soit Fredholm mais pas de rang fini, soit de rang fini mais pas Fredholm.

En appliquant la proposition 3.2.1 avec d € I;\(e), d est alors Fredholm, et en particulier, la dimension du k-espace
vectoriel kerg(d+) est finie. Par conséquent, si @ € annp, (d.), alors I'inclusion img(a+) C kerg(d+) implique que
img(a*) est également de dimension finie, c’est-a-dire que a est de rang fini, et donc, d’aprés la proposition 3.2.1,
a € {e). Ainsi, d € I1\(e) et a € anny, (d.) impliquent a € (e).

Une preuve alternative de ce résultat peut étre obtenue comme suit. Etant donné que (e) est un idéal bilatére de
I, nous pouvons considérer 'anneau quotient By = I;/(e) (voir la proposition 2.2.5) et nous avons alors la suite
exacte courte canonique d’anneaux

0 (€) I, /— B 0,

ou 7 est la projection canonique de I; dans B;. Considérons maintenant I’endomorphisme de multiplication & droite
d. de Iy défini par :
d:I, — I
b —— db.

En utilisant le fait que (e) est un idéal de I;, nous avons d (e) C (e), ce qui montre que d. € endy, (I;) induit une
restriction bien définie a (e). Nous avons alors le diagramme exact commutatif suivant de modules & droite sur Iy

0 (e) : I = B, 0
| : |
0 (€) : I z B, 0,

ott d. € endy, (By) est défini par d7(b) = m(db) pour tout b € I; et anng, (d.) = {a € By |da = 0}.
Maintenant, puisque d € I;\(e), d # 0, ainsi anng, (d-) = {0} parce que, d’aprés la proposition 2.2.5, 'anneau B,
est isomorphe a l’anneau des polyndmes de Laurent L;, qui est intégre (voir, par exemple, [121]). Par conséquent,

nous avons anny, (d.) = ann(d.) = anny, (d.) N (e) ce qui montre a nouveau que a € ann, (.d) est tel que a € (e) si
de 1[1\<6>

Etudions maintenant ann . (d.). Soit a = >_;_ja; e 0" € ann(.(d.). En utilisant le lemme 2.2.1, nous avons :
da=0 & Vie[0,r], d(a;) =0 & Vie[0,7], a; € kerypy(d-).

Puisque d- est Fredholm, keryp(d+) est un espace vectoriel de dimension finie sur k, de sorte qu’il existe des
polynomes pi, ..., ps définissant une base de keryp(d*).
Ainsi, nous avons keryp(d*) = 22:1 kp;. Par conséquent, a; € keryp(d+) pour i = 0,...,7 implique l'existence de

S

at,...,al €k tels que a;(t) = Zaz»pj(t), et donc :
j=1

a= Z a;-pj(t)e(‘?i:ij(t) (Za?e@l) :ij(t)e (Zaé-ai).
j=1 =0 j=1 =0

0<i<r, 1<j<s =
N———’
€k[a]

En utilisant les identités et = 0, eI = 0, et ea = e(a) e pour tout a € k[t], on peut vérifier & nouveau facilement
que el; = ek[d]. Par conséquent, nous avons a € ijl(pj (t) e) I, c’est-a~dire que a appartient a I'idéal a droite de
I, engendré par les p;(t) e, ce qui montre que

58



S

anng, (d.) C (pj(t)e)I.

—

= (d*p;(t))e = 0 pour j = 1,...,s, c’est-a-dire que

J
En utilisant le lemme 2.2.1, nous avons dp;(t)e = d(p;(t))e
)I; C anny, (d.) et donc

p;(t)e € anny, (d.) pour j =1,...,s. Ainsi, ijl(pj t)e)ly

S

anny, (d.) = Z(pj (t)e) L.

<
[

Par conséquent, anny, (d.) est finiment engendré par les p;(t) e, ot les p;(t) forment une base du k-espace vectoriel
de dimension finie kery(d+) = {p € k[t] | d*p = d(p) = 0}.

Notons que, d’aprés le théoréme 2.3.1, nous avons kery(d+) = Homy, (M, k[t]), ot M =1, /(I; d).

Nous sommes donc ramenés a calculer les solutions polynomiales d'un opérateur intégro-différentiel scalaire a co-
efficients polynomiaux. Cet opérateur étant Fredholm, il admet une équation indicielle qui permet d’obtenir une
base sur le degré des solutions polynomiales. Les coefficients des polyndmes s’obtiennent alors par des techniques
d’algebre linéaire, voir [144]. Pour un autre algorithme implémenté dans Maple, voir [10].

Théoréme 3.2.1. ([144]) Soit d € I1\(e). Alors,

S

anng, (d.) = Z(pj(t) e)l; = ij(t)edj |djel,j=1,...,sp,
j=1

j=1

ot {pj}j=1,..s est une base du k-espace vectoriel de dimension finie suivant :
kery(y(d+) = {p € k[t] | d*p = d(p) = 0}

L’espace vectoriel kerypy(d+) est l'espace des solutions polynomiales de I’équation intégro-différentielle d*h = d(h) =
0, ou h € k[t].

Si d € TI;\(e), en utilisant le fait que 6({e)) = (e) (voir la proposition 2.2.7), nous avons alors 6(d) € I;\(e).
Ainsi, en appliquant le théoréme 3.2.1, il existe {p;};=1,....s, o p; € k[t] pour j =1,...,s, tels que anny, (6(d).) =
Z‘;:l(pj (t) e) I, ce qui implique anny, (.d) = E§:1 I e0(p;(t)).

Enfin, d’aprés le lemme 2.2.4, nous avons ef(p;(t)) = ep;(0), ot p;(9) est I'élément de k[0] défini en substituant
les monomes t" par n! 9™ dans p;, pour n € N, voir la définition 2.2.7.

Remarque 3.2.1. Dans le chapitre 4, nous verrons une autre approche pour calculer une base de kery(d-*)
consistant a calculer les solutions polynomiales d’un opérateur différentiel 9™ d € A; pour un certain M € N (voir
le point 2 du lemme 2.2.2 puis le lemme 2.2.5).

3.2.2 Calcul effectif d’une famille génératrice de ’annulateur d’un opérateur d € (¢)

Dans cette section, nous allons expliquer comment calculer de fagon explicite les générateurs de anny, (.d) = {a €
I, | ad = 0} lorsque d € (e), c’est-a-dire, lorsque d- est de rang fini. Voir la proposition 3.2.1. Pour cela, nous allons
commencer par prouver un résultat préliminaire.

Nous rappelons 'action donnée par le lemme 2.2.1 qui permet de donner les égalités ensemblistes suivantes pour
d=p(t)e:
{Pely|Pd=0}=anng(.d)
= anny, (.p(t) e)
={Pel,|Pd=0}
={Peli[Pp(t)e=P(p)e =0}
={P | P(p) = 0} = anny, (*p).
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Ainsi, pour d = p(t) e, nous avons les égalités suivantes :

anny, (.d) ={P €1;|Pd =0} =anny, (*p) = {P €1, | P(p) = 0}.

Lemme 3.2.1. Soit p € k[t] de degré r, Q1 = 0"t et Qs = p 3" — p{")(0). On a alors :

anng, (*p)N{e) CiQ1 + 11 Q2 ={aQ1+ Q2| o, €1}

Démonstration. Soit P € anny, (+p) N (). Alors, P = Y1 a;(t) ed?, avec a; € k[t] pour i = 0,...,n. De plus,
P.p = P(p) =0.Sin >r, alors nous avons :

P = Zaz t)ed" + Z a;(t)ed’ —Zr:ai(t)eai—k ( z": ai(t)eairl> Q.
i=r+1 i=0 i=r+1

Ainsi, P € I Q1 + I; Q> si et seulement si T' = Z::O a;(t)ed" € Iy Q1 + I; Q2. Supposons donc que T satisfasse
T(p) =0. Alors on a :

=0 & Z ai(t)ed (p(t)) =0 < Z a;(®)pP(0) =0 < i ai(t) pP(0) + p(0) a.(t) = 0.
=0 =0

Comme deg, p = r, nous avons p("(0) # 0, ce qui donne a,(t) = p(’")(O) o Y a;(t) p(0). En substituant cette

expression dans T et en utilisant p(?(0) e = e(p(?) e = e p{?, nous obtenons :

r—1
T = (ai(t) ed — —5s ai(t) p(0) ear>
1=0 p g (O)
r—1 1
= ai(t)ed’ — a; (U@r)
2 (w10 ~ iy etre
r—1 1 ) )
=Y ailt)e (p(r)(()) i — pd a’“) .
— p(")(0)
Maintenant, nous remarquons que p{™)(0) & — p(?) 9" € anny, (.p) pour i = 0,...,r — 1. En effet, nous avons :
(P (0) 8" = pD a")(p(t)) = p'”(0) p (1) — p () p (1) = p) (0) p () — P (1) p'(0) = 0.
Enfin, selon la proposition 2.1.3 (Voir aussi [50, Proposition 3.2]), nous avons anng, (.p) = A1 Q1 + A1 Q2, ce qui
montre que tous les termes a;(t) e <r>(0) (p(’“)( )9 —p® 87") appartiennent a I; Q1 +1; Q2 pour 2 = 0,...,7 — 1,
ainsi T € I Q]_ + I Qg. O

On peut maintenant donner une caractérisation explicite de anng, (.d) dans le cas ot d = p(t) e avec p € k[t].

Proposition 3.2.2. Soit p € k[t] de degré r, Q1 = 0" et Qo = p 0" — p")(0). Alors, nus avons :

anng, (.pe) =11 Q1 +1; Q2.

Démonstration. Soit P € annp, (.pe). En utilisant le lemme 2.2.1, on a Ppe = P(p)e = 0, c’est-a-dire P(p) = 0.
D’aprés le point 2 du lemme 2.2.2, il existe n € N tel que 9™ P € A;. Ainsi, nous avons (9" P)(p) = 0™ P(p) = 0,
c’est-a-dire 0" P € anny, (*p) = {P € A1 | P*p = P(p) = 0} (voir remarque 2.1.2). En utilisant la proposition 2.1.3,
nous savons que anng, (*p) est I'idéal a gauche de A; engendré par Q; et Q5. Par conséquent, il existe (o, 3) € A?
tels que 9" P = a Q1 + S Q2. Ainsi, nous avons [ 9" P = (I" ) Q1 + (I™ B) Q2.

En utilisant I'identité I"0™ + T;,_; = 1 dans I; (voir lemme 2.2.5), oi T},_; = Z;:Ol %e@j, nous obtenons
P=T, 1P+ (I"a)Q1 + (I" ) Q2. Notons que T,,_1 P = P — (I"a) Q1 — (I" B) Q2 € anny, (.pe) N (e) puisque
P, Q1, Q2 € anny, (.pe) et T,_1 P € (e) car T,,_1 € (e) et (e) est un idéal a droite de I;. En utilisant le lemme 3.2.1,
Tn—l P e Hl Q1 + ]Il QQ, donc P = Tn—l P+ (In Oé) Ql + (In B) QQ appartient également a ]Il Q1 + Hl Qg, ce qui
prouve anny, (.pe) C I1 Q1 + [ Q2. L'inclusion réciproque étant immédiate, cela prouve le résultat énonce. O
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Aprés avoir donné les générateurs explicites de anng, (.d) dans le cas ou d = p(t) e avec p € Kk[t], on veut maintenant
caractériser anny, (.d) dans le cas général d’un élément d € (e). Pour cela, nous énongons et démontrons un résultat
préliminaire utile.

Lemme 3.2.2. Soient a; € k[t], i =0,...,7, m = max;eo, ;j{deg, a;}, et J = (1... o™t Alors, nous avons

r l l
ﬂaﬂnAl('ai)ZZAlsz Zajfj\ajeAl,jzl,...,l ,
i=0 =1

j=1
ot les f; sont définis par
fi
c | =DJ,
Ji
ou D € k[t]lx(m“) est une matrice de rang plein par ligne satisfaisant
ke (.C) = {X € k[t]* "D |XNC = 0} = imy(.D) := {uD | p € k[t]"*'},

avec C' la matrice définie par

Qo N Qp
C = : : e k[t](mT2x(r+1), (3.3)
QD gD
(m+1)

Démonstration. Tout d’abord, notons que 9™%!(a;) = a; =0 pour i = 0,...,r, ce qui montre que 9™*! €
Nizo anna, (-a;). Soit P =377, a;(t) 07 € iy anng, (*a;), ot a; € k] pour j € [0,n].
Sin > m+ 1, en écrivant

3

n

P=>a;t)+ | Y a;t)omt] omt

7=0 j=m+1

nous obtenons 77 a;(t) & e Nj=o anng, (+a;). Ainsi, nous pouvons supposer que P = >7" a;(t) &’. Pour

simplifier la preuve, nous ajoutons un terme d’ordre m + 1, c’est-a-dire, P = E;.":'Bl a;(t) 9. Ainsi, pour tout

i€ [0,7]

m+1 ap . A,
Plai) =Y a;(t)a (t) =0 < (ao(t) ... amu(t) | : =(0...0).
=0 a(()mH) oalmty
c
Cela montre que (ag ... amy1) € kergp(.C). Comme k[t] est un anneau noethérien (voir, par exemple, [171, 166]),

le k[t]-module kery(.C) est de type fini, et ainsi, il existe un ensemble fini de générateurs. En formant la matrice
définie par les lignes correspondantes, nous obtenons D € k[t]!*(m+2) telle que kery(.C) = imyp(.D). Remarquons
que kery(j(.C) est un klt]-sous-module du k[¢]-module libre k[¢]'*(™*+2) " Ainsi, kery(.C) est un k[t]-module libre
puisque k[t] est un anneau principal (voir, par exemple, [1(6]). Par conséquent, les lignes de la matrice D peuvent
étre choisies k[t]-linéairement indépendantes, c’est-a-dire de sorte que la matrice D soit de rang mazimal par ligne
(c’est-a-dire, v D = 0 implique v = 0). Ainsi, nous avons la suite exacte de k[¢]-modules suivante :

0 — Kk[t]1x! —2 k[f]tx(mt2) -, g[]ix(r+D), (3.4)
En particulier, nous avons (ag ... @,11) = v D pour un certain v € k[t]**!. Si nous écrivons P = (ag ... mi1) J,
alors nous obtenons P = v D J, ce qui montre que chaque élément de D J € Aﬁ“ est un élément de A; qui annule
tous les a;. Remarquons que la matrice D contient une ligne de la forme (0 ... 0 1) puisque la derniére ligne de C
contient des zéros, ce qui montre & nouveau que (0 ... 01)J = 9™t € N_; anny, (.a;). Cela explique pourquoi
nous avons ajouté un terme d’ordre m + 1 dans 'opérateur différentiel P.

Ainsi, nous obtenons que (fi ... f;)7 = D J est un ensemble générateur de (,_, anny, (*a;), autrement dit que les
f1,... fi engendrent (;_, anng, (*a;). O
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Notons que le lemme 3.2.2 peut étre vu comme une généralisation de la proposition 2.1.3. Cependant, notons que
ﬂ;zo anng, (+a;), étant un idéal a gauche de Aj, il peut également étre engendré par deux éléments de A; plutot
que par | comme indiqué dans le lemme 3.2.2. Voir la remarque 2.1.3 rappelant ce résutalt. Pour plus de détails,
voir [170].

En utilisant les formes d’Hermite/Smith (voir [74]) ou les méthodes de bases de Grébner pour le calcul de la matrice
D définie dans le lemme 3.2.2, les f; peuvent alors étre obtenus explicitement, voir la section 2.4.2.1. Pour plus
de détails, voir [135] et les références qui y sont mentionnées. De tels calculs sont implémentés dans le package
OreModules développé en Maple.

Exemple 3.2.1. Considérons les polynémes ag(t) = t, a1 (t) =t + 1 et az(t) = t> — 2¢. Alors, m = 3 et la matrice
C' est définie par :

t t?+1 t3-2t

1 2t 3t?-2
c=1|o 2 6t

0 0 6

0 0 0

En utilisant Maple (par exemple, la commande SyzygyModule du package OreModules, [59]), on peut calculer une
matrice D dont les lignes engendrent le noyau & gauche de C. On obtient :

p_ (6 6t —3t2+3 -3t 0
“\0 0 0 0 1)

o L 2 )
Nous obtenons ainsi les générateurs f; et fp de [);_,anna, (*a;) donnés par :

1
N _p O [—6+6t0+ (—3t2+3)02+ (13— 31)0°
)T T o |
84

Cela signifie que
2
ﬂannAl('ai) =Afi+ A fo= {a1 (=6+6t0+ (—3t2 +3) 0% + (t3 —3t) 83) +an 0t | aq, g € Al}.
i=0

Ici, nous pouvons également vérifier facilement que :

filag) = —6(t) +6t0(t) + (=3t +3)0%(t) + (2 —=3t) 0*(t) = =6t +6t+0+0=0,

filar) = —6(t2 +1)+6t0(t* + 1)+ (=312 +3)*(t* + 1) + (£* = 3) *(* + 1)
= —6t2—6+12t2 —6t>+6+0,
207

filag) = =6 (t3 = 28) +6t0(t> — 2¢) + (=312 + 3) O*(t> — 2t) + (£ — 3t) O*(t> — 21)
=—6(t2—2t)+6t(3t> —2) + (=3t>+3) (6¢) + (t* — 31)6,
=63+ 12t + 1813 — 12t — 184> + 18t + 61> — 18¢,
=0.

Clairement, nous avons fa(a;) = 0 pour ¢ =0, 1, 2.

Proposition 3.2.3. Soient d = Y_,a;(t)ed’, avec a; € k[t], i = 0,...,7, m = max;eqo, ,j{deg; a;}, C €
k[t}(mﬁ)x(”” la matrice définie au lemme 3.2.2, E € ks*(m+2) yne matrice de rang plein par ligne telle que
kery(.C(0)) = img(.E) et J = (1,...,0m+)T,

Alors, nous avons

anng, (.d) ﬂ(e) = Z Iy g%, (3.5)
k=1
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ot les gy sont définis par
g1
=Fel. (3.6)

9s
Démonstration. Soit P = Zi‘:o a;(t)ed € anny, (.d). En utilisant le lemme 2.2.1, 'égalité Pd = > P(a;) ed' =

0 est vraie si, et seulement si, P(a;) = 0 pour ¢ € [0,r], car I'expression ci-dessus est une forme normale. Ainsi,
nous obtenons ann, (.d) ({e) = (;_, anng, (*a;) ({e).

Posons m; = deg, a; pour i = 0,...,r. Alors, nous avons 8™ ! € anny, (*a;). Notons m = max;epo, ;j{deg, a; }. Alors
oMt e Mi_,anny, (*a;) et e ™1 € anng, (.d) ((e). Par conséquent, nous pouvons considérer P = ZT:JBI aj(t)ed’ €
anng, (.d).
On a alors

Pd=0<= P(a;) =0, i=0,...,r

m—+1
< P(a;) = Z aje(@a;)=0, i=0,...,m
§=0

e(aop) e e(a,)
— (g ... Qmy1) : : =0,
e (a(()mﬂ)) e <a£m+1)>
— (g ... amt1)e(C) =0,
<= (@ ... amy1) € keryy(.e(C)),
ou la matrice C(t) est définie dans le lemme 3.2.2, a 'égalité (3.3) et e(C') = C(0) est son évaluation en ¢ = 0.

Soit E € k**(m*2) une matrice dont les lignes définissent une base de kery (.e(C')), on note alors s = dimy kery (.e(C)).
Nous avons ainsi la suite exacte suivante de k-espaces vectoriels :

0 kixs £ plx(m+2) <(0) K1x(r+1)

En utilisant le fait que k[¢] est un k-module libre (et donc un module plat sur k, voir [166, Proposition 3.46] ),
et en prenant le produit tensoriel de la suite exacte ci-dessus par k[t], nous obtenons la suite exacte suivante de
k[t]-modules :

0 —— K[f]1xs —E k[f1x(n+2) 2O, ygixen) (3.7)
Pour plus de détails sur le produit tensoriel, voir, par exemple, [166].

Par conséquent, kery(.e(C)) = imy(.E), ce qui montre que Pd = 0 si, et seulement si, P = (g ... amy1)e,
ot (ag ... Amy1) € imyp(.E). En utilisant le fait que (o ... am+1) = v E pour v € k[t]'**, et la base canonique
de k[t]1**, nous obtenons les g; définis par (3.5).

Enfin, comme remarqué dans la preuve du lemme 3.2.2, la derniére ligne de la matrice C, et donc de la matrice e(C),
est la ligne nulle, ce qui implique que E contient une ligne de la forme (0 ... 0 1) et montre que (0 ... 0 1)eJ =
e ™! est 'un des gi. Par conséquent, (3.5) est un ensemble de générateurs de anny, (.d)[)(e), c’est-a-dire que

anny, (.d) (e) = > p—1 T1 gk
O

Exemple 3.2.2. Considérons d = ag(t) e+ai(t)ed+az(t)ed? € (€), ot ag(t) =1t, a1(t) = t2+1, et as(t) = t3 -2t
sont les polynémes considérés dans I’exemple 3.2.1. L’évaluation de la matrice C' en ¢ = 0 donne

01 0
10 -2
e(C)=10 2 0
00 6
00 0



En utilisant Maple, nous trouvons que le noyau de e(C') est donné par I'image de la matrice E suivante :
2 0 -1 0 0
E= (0 0 0 O 1) ‘
Nous obtenons alors les générateurs g; et go de anny, (.d)[)(e) définis par :
1
9\ _ 5, 9 _ (2e—ed?
g2 ) . e 9% :
84
Dans cet exemple élémentaire, on peut également vérifier & la main que (2e —e9?)d = 0 et (e 9*) d = 0. Nous avons
donc trouvé que anng, (.d) ({e) =11 91 + 11 g2 = {oq (2e—ed?)+azed* | a1, as € ]Il} .

Dans le lemme 3.2.2 et la proposition 3.2.3, nous avons explicité une maniére effective de calculer des générateurs :

1. du A;-module & gauche

ﬂ anny, (*a;) = {P € Ay |Vi € [0,7], P.a; = P(a;) =0}
i=0

pour une famille de polyndémes ag(t),...a,(t) € k[t],

2. du I;-module a gauche anng, (.d) N {e) = {P € (e) | Pd = 0} pour d € (e).

Le prochain énoncé, important, montre comment combiner les deux précédents résultats pour traiter le cas général
du calcul de générateurs de anny, (.d) pour n’importe quel d € (e). On rappelle que le fait que anng, (.d) soit de type
fini pour tout élément d de I} est une conséquence de la cohérence de Iy, voir le théoréme 3.1.1. L’enjeu ici est de
trouver une méthode de calcul explicite dans le cas ou d € (e) (le cas d € I;\(e) ayant été traité dans la section
3.2.1).

Théoréme 3.2.2. Soitd=>._,a;(t)ed’ € (e), avec a; € k[t] pour i =0,...,r. Alors, nous avons :

l s
anng, (.d) =Y Th f+ > T g,
j=1 k=1

ou les f; (resp. gi) sont les opérateurs différentiels (resp. d’évaluation) définis dans le lemme 3.2.2 (resp. proposi-
tion 3.2.3). En particulier, I’idéal & gauche anny, (.d) est de type fini.

Démonstration. Considérons d = ;_ a;(t)ed" € (e) et P € anny, (.d). Alors, nous avons Pd = 0.

D’aprés le lemme 2.2.2, il existe n € N tel que 9 P € Ay. Ainsi, (9" P)d = 9" (Pd) = 0, c’est-a-dire, >_;_, (0" P) (a;(t)) e 0" =
0. Par conséquent, en utilisant le lemme 2.2.1, (0™ P) (a;) = 0 pour ¢ = 0,...,r. Par le lemme 3.2.2, 9" P €
Ni_o anng, (*a;) = 22:1 A f;. Selon le lemme 2.2.5, P peut s’écrire comme P =T, P+ S, 008 =I"0"P €

I
ijl ]Il fJ .
Notons que T,,_1 P € anny, (.d) ((e). En utilisant la proposition 3.2.3, T;,_1 P € ;7 _, I; g, ot les g, sont définis par
I’équation (3.5), ce qui montre que P € 2221 I fj + > 51 Ii gk, C’est-a-dire, anny, (.d) C 22:1 L fj+ > neq It gx

Par construction, nous avons 22:1 I fj+> 75—, I gx € anny, (.d), ce qui prouve finalement 'égalité et le résultat. O

Exemple 3.2.3. En appliquant le résultat du théoréme 3.2.2 a I'opérateur d’évaluation d € (e) de 'exemple 3.2.2
et en utilisant les résultats obtenus dans les exemples 3.2.1 et 3.2.2, nous avons :

fi=(—6+6t0+ (=3t2+3)0%+ (t3 —3t) 9%),

anng, (.d) =11 f1 + 11 fa + 11 g1 + 11 go, 22267632
g2 = e0t.
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Dans le cas ou s est nul (voir le théoréme 3.2.2), on voit que annp, (.d) peut étre engendré uniquement par des
opérateurs différentiels. Il est alors naturel de se demander si cela est vrai dans le cas général. Autrement dit,
on cherche a savoir si les g peuvent étre générés par les f;, c’est-a-dire, si g; est une combinaison I;-linéaire
a gauche des f;. Pour cela, en comparant les suites exactes (3.4) et (3.7), nous avons keryy(.C) = imyp(.D) et
keryp (.e(C)) = imy (. E), ou D € k[t]*(m+2) et B € k**(™+2) sont des matrices dont les lignes sont indépendantes.
11 est légitime de se demander s’il est possible de prendre E = e(D). La proposition 3.2.4 suivante répond par
Iaffirmative & cette question.

Proposition 3.2.4. Soit d = Y./_,a;(t)ed" € (e), avec a; des polynomes de k[t| pour i = 0,...,r, et m =
max;cjo,r] deg, a;. En reprenant les notations précédentes (voir le lemme 3.2.2), posons

N = cokerypy (.C) = K[>+ / (k[ 1< (M+2) ¢,
Si N'= 0, alors on peut toujours choisir E comme étant e(D) dans la proposition 3.2.3, ce qui implique :

g1 fl 1
s=l=m-r+1, |l =eDJ=e| |, annﬂl(.d)m(e>:ZHlefj.
9 Ji =t

Démonstration. Par hypothése, nous avons N = cokery(.C) = k[t]' ("D /(k[t]'*(m+2) ) = 0, c’est-a-dire que
k[t]*(m+2) ¢ = k[t]'™* ("1 En d’autres termes, imypy(.C) = k[¢]"*("+D).

Soit (e;)ieqi,r+1] la base canonique du k[t]-module libre k[¢]"*(m+1).

Pour tout i = 1,...,r 4 1, puisque ¢; € k[t]'*(+1) = imy (.C), il existe f; € k[t]"*(m+2) tel que ¢; = f; C. Si l'on
note F € Kk[t]("+1)x(m+2) 13 matrice de k[t] dont les lignes sont les f;, alors les identités précédentes peuvent s’écrire
sous la forme F'C' = I, 41, o I,41 est la matrice identité de taille r 4 1.

Considérons maintenant la matrice Il = I,,, 1 o—C F. Nous avons [1? = I,,,, o, —2C F+C FCF = I,,,2—C F =1I. De
plus, nous avons (l;,42 —C F)C = C—~C FC =0, ce qui implique imy)(.(Imq2 — C F)) C keryp(.C) = imypy(.D).
Ainsi, il existe une matrice G € k[t](™+2)*! telle que (I,, 12 — C F) = G D, c’est-a-dire vérifiant I'identité matricielle
polynomiale suivante :

GD+CF = Iy
En posant ¢ = 0 dans cette derniére identité, nous en déduisons que e(G) e(D) + e(C) e(F) = Ip12-

Montrons maintenant que kery;(.e(C)) = imyp) (-e(D)). Si A € k[t]"*(™+2) appartient a kery;(.e(C)), alors I'identité
ci-dessus donne :

Ae(G)e(D)+ Xe(C)e(F) = A
Or, Ae(C) = 0 implique A = X e(G) e(D) € imyp(.e(D)). Ainsi, kerypy (.e(C)) C imypy(.e(D)).
Par ailleurs, comme D C = 0, on a e(D)e(C) = 0, ce qui implique e(D) € kergy(.e(C)) et donc imyp(.e(D)) C
kery(.e(C')). Cela prouve que kery,(.e(C)) = imyp(.e(D)) et montre que la matrice £ de la proposition 3.2.3 peut
étre choisie comme e(D).

Ainsi nous avons les suites exactes scindées suivantes :

0 ]k[t]b(l -D k[t]lx(m+2) .C k[t]lx(r+1) s 0,
\_/ \_/
.G F
.e(D) -e(C)

k[t]lx(m+2) k[t]lx(r+1) - 5.

\_/\/

-€(G) .e(F)

De plus, d’apres la caractéristique d’Euler-Poincaré (voir le théoréme A.1.1 en annexe), nous avons :
(r+1)—(m+2)+1=0.

Ainsi, nous avons [ =m —r + 1.
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Il est légitime de se demander si la condition N := cokeryp(.C) = k[t]2< 0+ /(k[t]1*(m+2) O) = 0 de la proposi-
tion 3.2.4 est restrictive ou non. Le lemme suivant nous dit qu’en réalité, A/ est toujours le module nul.

Définition 3.2.2. On appelle matrice unimodulaire, une matrice inversible a coefficients dans k[t] dont l'inverse
est également & coeflicients dans k]t].

Remarque 3.2.2. On utilisera indifféremment les termes unimodulaire et inversible dans K[t].

Lemme 3.2.3. Avec les notations précédentes, soient d = ._,a;(t)ed" € (e) et C définie par (3.3). Si les a;(t)
sont k-linéairement indépendants, alors N = 0.

Démonstration. On rappelle que m = max; deg, a;(t). Introduisons la matrice unimodulaire U & coefficients dans
k[t] suivante

1 ¢ ... =
m!
th—l
U = o 1 ... (m=D! | ¢ k[t](mﬂ)x(mﬂ).
0 ... 1
Un simple calcul permet alors de vérifier que son inverse est défini par :
R
—t m—1
U_1 _ 0 1 ((TI’LT)' c k[t](m+1)x(m+1).
: 1 :
0 ... 1

De plus, introduisons la notation A(t) = (ao(t) ai(t)... a,(t)). Ainsi, A(t) représente la premiére ligne de C,
AM(t) la deuxiéme, etc. On a alors 1'égalité suivante :

t2 (=" 4(m
A—tA(1)+5A(2)+---+m—!A( )

(Ul 0) oo | oam _paG e e

(m—1)!

A (.m )
0

Notons alors L;(t) = A® —t AGH) ... 4 CO" 1 A(m) Caleulons la dérivée de L; par rapport a ¢ :

(m—1)!

dL (t) = A(”l)(t) _ A(i“)(t) _ tA(”Q)(t) NI ﬂ Alm) (t) + M A(m“)(t) =0
dt (m—i—1)! (m—i—1)! '
Ainsi, nous avons L;(t) = A®(0) pour tout i = 0,...,m. On obtient donc I'égalité suivante :
vt o
(5 Ye-cu
—_———

N
Comme V' est une matrice inversible, cokeryy(.C(0)) = cokeryp(.C') = N. De plus, on a N' = cokery(.C(0)) =
k[t] ®x cokerg(.C(0)) par extension des coefficients (Voir annexe A, section A.1.5.1). Notons que cokerg(.C(0)) est
un k-espace vectoriel de dimension 6 = r + 1 — rang; (C'(0)) et A est un k[t]-module libre de rang ¢. Déterminons
ranky (C(0)).

ano . QrQ 1 ... 0 0 apo . QAro
C(0) = : : | e : : C (3.8)
m! agm m! aym 0O ... m! 0 aom Arm
0 0 0 0 1 0 0



Comme les polyndmes a;(t) sont supposées k-linéairement indépendants, la matrice a droite de I’égalité (3.8) a r+1
colonnes indépendantes et la matrice diagonale de 1’égalité 3.8 est inversible. Nous obtenons ranky (C(0)) = r+1 et
ainsi, § = 0 donc N = 0.

De maniére équivalente, le facteur de droite de 'identité 3.8 ayant ses r + 1 colonnes k-linéairement indépendantes,
il existe un inverse a gauche F’ € k[t]"+1*(m+2) de C(0) tel que F' C(0) = I,1. Ainsi, (F' V) C = I,;1, autrement
dit F’V est un inverse a gauche de C ce qui implique N = 0. O

On va maintenant pouvoir énoncer le résultat final et principal de cette section donnant une méthode de calcul
explicite des générateurs de anny, (.d) avec d € (e).

Théoréme 3.2.3. Soient d = > ai(t)ed” € (e), avec a; € k[t] pour i = 0,...,r et m = maxe[o,,] deg, a;.
Alors, on a

1
anny, (.d) = Z]Il fi
j=1

ot les f; sont les opérateurs différentiels définis dans le lemme 3.2.2 et | = m —r + 1.

Remarque 3.2.3. Par ailleurs, lors de I'étude de I'annulateur anny, (.d) d'un élément d = Y\ a;ed" € (e), on

peut toujours supposer que les a; sont k-linéairement indépendants.

En effet, si I'on a Z::o Aia; = 0, avec \; € k pour i = 0,...,7r et Ay # 0 pour un k fixé, alors on peut écrire
ak = =D o<izk<r(Ni/Ak) ai, ce qui implique que Ni_panna, (*a;) = MNo<izr<r @004, (*a;). Par conséquent, dans
notre contexte, on peut toujours supposer que la matrice C' définie par (3.3) posséde des colonnes k-linéairement
indépendantes.

Algorithme 4 Calcul de générateurs de anny, (.d) pour d € (e)
Entrée ao,...,a, €klt] tels que d =Y. a;(t) ed".
Sortie fi,...,fi € Ay C I tels que anny, (.d) = 22:1 L f;.

1: Calculer m = max;¢[o, ,] deg, a;.

2: Calculer la matrice C' associée aux a; définie dans (3.3).
3: Calculer D € k[t]™*(™+2) telle que kery (.C) = imypy(.D).
4: Caleuler f=(f1 ... fi)T =D ... 0™ ™Y =D J,11.

5: Retourner {f1, ..., fi}.

Exemple 3.2.4. Terminons les exemples 3.2.1, 3.2.2 et 3.2.3. Nous avions

anng, (.d) =11 fi + 11 fo + 11 g1 + 11 g2,

avec
fi=(-6+6td+ (=3t>+3)9* + (13— 3t) 9?%),
f2 = 647
g1 =2e—ed?
g2 = e 0.

De plus, g1 = _71 e fi et go = e0* = e f,. Ainsi, nous obtenons

anng, (d) = ]Il fl + Hl fg.
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Exemple 3.2.5. Soit T), = >, _, % ed* € (e), I'opérateur de Taylor d’ordre n. Calculons anng, (.7},). Posons

2 n
Lot (%11)
01 ¢t ... Gy
C=|-. c k[t](n+2)X(n+1)_
00 o0 ... 1
00 0 ... 0
La matrice C a pour noyau polynomial la matrice D = (0 0 0 ... 1) € k[f]'**™+1)_ Ainsi, 9"*! génére

anny, (.7},), autrement dit, nous avons

anng, (.Ty,) =T, 9",

L’annulateur des opérateurs de Taylor est donc principal.

Remarque 3.2.4. D’aprés la proposition 2.2.8, on a T, T,, = T,,. Ainsi, 1 — T,, appartient a anny, (.T3,). D’aprés
I’exemple 3.2.5, nous avons 1—T}, € I; "1, Cela est consistant car d’aprés la formule de Taylor, I"tt o+l = 1-T,,.

Remarque 3.2.5. Dans le lemme 3.2.3, on a prouvé que N = cokery(.C) est un k[t]-module libre d’un certain
rang 0 qui se trouve étre nul. Ce résultat s’étend au cas matriciel (voir section 3.3.1). Pour l’extension au cas
matriciel du théoréme 3.2.3, on montrera que A est un k[t]-module libre de rang fini.

On a ainsi montré que les générateurs de anny, (.d) pour d € (e) peuvent étre calculés explicitement en suivant une
méthode effective.

Remarque 3.2.6. Les générateurs de annulateur d’un opérateur d d’évaluation sont des opérateurs différentiels.
En effet, avec les notations précédentes, les f; sont des opérateurs différentiels.

3.3 Caractérisation effective de I’'intersection de deux idéaux 7 et J de
type fini lorsque 7 € (e) et J € (e)

A ce stade, nous invitons le lecteur a se référer de nouveau a la proposition 3.1.1, qui joue un role central dans
notre étude. Pour rappel, la cohérence de 'anneau I; a été établie par Bavula dans [16] (voir théoréme 3.1.1), en
s’appuyant précisément sur la caractérisation donnée dans la proposition 3.1.1.

La section 3.2 a permis de rendre effective la premiére condition de cette caractérisation. Nous abordons & présent
la deuxiéme, qui nécessite de résoudre le probléme suivant : étant donné deux idéaux & gauche de type fini Z et
J de I, engendrés respectivement par uy,...,u, et vi,...,V,, comment calculer explicitement des générateurs de
leur intersection ZN J 7

Dans cette section, nous nous concentrons sur le cas particulier ot Z et J appartiennent a (e). Nous allons, dans
ce cas, rendre effectif le calcul de leur intersection, en nous appuyant sur une généralisation des résultats établis
dans la sous-section 3.2.2. Le cas plus général de deux idéaux Z et J quelconques, sera quant & lui traité dans le
chapitre 5.

Enfin, rappelons que nous ne considérons ici que des idéaux a gauche. En effet, tout résultat ou méthode de calcul
concernant les idéaux a gauche de II; peut étre transposé au cas des idéaux a droite, & l'aide de I'involution 6
introduite dans la proposition 2.2.7.

Commengons par faire un lien important entre le calcul d’annulateur de matrice colonne et le calcul d’intersection
d’idéaux. Supposons que 'on ait un élément a € Z N J. Alors, on peut écrire a en fonctions des générateurs de Z,
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5 T P 5 NET P o n o m
c’est-a-dire, les u1, ... u, et de générateurs de 7, c’est-a-dire, v1,...,vy,. Onécritalorsa =) . a; u; = ijl bj vy,
avec ai,...,0n, b1,..., by € 11, m,n € N. On peut alors écrire la suite d’équivalences suivante

aGIﬂj@iaiuifiijj:O,

i=1 j=1
U1 U1
— ((11 - (ln) — (bl ce bm) =0,
Unp, Um
Ui
< (al (07 bl bm) iL,Z)Ll = Oa
— U,
<:>((11 .oan bl bm) err]h (U),

T
avec U = (u1 U T— fvm) e I, (tm)x1,

Résumons ceci dans une proposition.
Proposition 3.3.1. Soient Z et J deux idéaux & gauche de Iy de type fini. Soient uy,...,u, €y etvy,..., v, €14
des générateurs de I et J respectivement.

Alors, pour tous ay,...a, €Iy et by,..., b, €1, les deuzx assertions suivantes sont équivalentes :

La=3 " au=); b€InJ

2. (a1 ... an by ... bm) € kery, v,

—Um

Exemple 3.3.1. Soient Z =1;t et J = I; 0. Alors, nous avons
(0* tO0+2) € kery, ( (_t_a>) —=a=0%t=(0+20=t0>+20€InJ.

Maintenant que le lien entre le noyau d’une matrice colonne et l'intersection d’idéaux a été établi, nous allons
généraliser les résultats de la section 3.2.2 au cadre matriciel, ce qui nous permettra ensuite de déduire une méthode
de calcul effective de l'intersection d’idéaux d’évaluation.

3.3.1 Calcul du noyau a gauche d’une matrice a coefficients dans (e)

Dans le but d’étendre le résultat du théoréme 3.2.2 du cas scalaire au cas matriciel, nous allons généraliser au cas
matriciel le lemme 3.2.2, ainsi que la proposition 3.2.3. Les démonstrations suivent essentiellement les mémes étapes
que dans le cas scalaire ; seules des adaptations mineures liées aux dimensions des objets intervenant dans les calculs

sont nécessaires.

Définition 3.3.1. Soit R € (€)9%?, on note kery, (.R) := kery, (.R) N A} ™9
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Lemme 3.3.1. Soit R =", _, Ri(t) e 0" € (e)?*P, avec Ry, € k[t]?*P pour k =0,...,r. Alors, il existe une matrice
L € A? " telle que kery, (\R) = imy, (.L), c’est-a-dire que kery, (.R) est de type fini. Plus précisément, si l’on note

m := max_ deg, Ry,
kefo,r] Bt L1k
le maximum des degrés de toutes les entrées des matrices polynomiales Ry, ..., R, alors L est explicitement donnée
par :
f1
L=1|:|=DJ,
i

ot D € k[t]"*90m+2) est une matrice de rang par lignes plein vérifiant :

keryy(.C) = imy, (.D)

ou C' et J sont les matrices définies par

Ry ... R, 1y
130 (m+2)
C=| Do | ekt o . e ALY, (3.9)
m+1 m+1 .
R pimtY 1, o

Démonstration. Commencons par montrer que kery, (.R) = (,_o kera, (* Ri).

Soit A € kery, (.R), alors \R = Y, _q A Ry (t) e 0¥ = 0. D’aprés le lemme 2.2.1, nous avons A R = >, _o A (R (t)) e OF
avec A (Ry(t)) € k[t]7*P. Ainsi, nous avons >, _o A (Rk(t)) ed¥ = 0 et par égalité des formes normales on en déduit
que A (Ry(t)) = 0 pour tout k = 0,...,r, autrement dit, A € (,_, kera, (+Ry). L’autre inclusion est immédiate.
Ainsi, nous avons

kery, (\R) = m kera, (*Ry).
k=0

Remarquons maintenant que, par définition de m, nous avons 9™ %! I, Ry, = 0, pour tout k € [0, 7], de sorte que

o™ I, € () kera, (< Ry).
k=0

Soit P = Z?:[;l P;(t) 8", avec P; € k[t]**4, un élément de kery, (.R) = [ _, kera, (*R). Pour tout £k = 0...r, nous
avons :

m+1 Ry . R,
P(Ri)=Y_ Pi(t)0'(Ri) =0 <= (Po(t) ... Pmya(t)) : : =(0...0).
=0 R{™TY o RUmtD
c

Ainsi, P € kery, (.R) si et seulement si (Po(t) ... Ppy1(t)) € keryy(.0).

Comme klt] est noethérien, il existe D € k[t]"*9(m*+2) tel que kery(.C) = imyp(.D). Par conséquent, si I'on écrit
D= (DO . Dm+1)7 oil les D; sont des blocs-colonnes de taille [ x g, alors il existe A € k[t]'* tel que :

(PQ Pm+1):)\(D0 Dm+1).

Dés lors, pour tout k € [0, ], nous avons :

Iq
an m+1 .
A(Do ... D) : (Ri) =0<= XY D;0'(Ry) =0 <= (AL)(Ry) =0,
. 1=0
oy,
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ou L=Y"D;0"=DJe A

On a ainsi montré que (j_q kera, (* Ri) = imy(.L) = A{*' L. En notant
fi

L=1|:1],
fi

avec f; € A9, nous en concluons que la famille (f;); est une famille génératrice de kery, (.R) = Mi—o kera, (- Rg),
c’est-a-dire, que nous avons :

l
kery, (R) =Y A fi.
i=1

Proposition 3.3.2. Soit R =Y, _, Ri(t)ed* € (e)7*P, avec Ry, € k[t]?*P pour k =0,...,r. Alors, on a :
g1

ker]Il(.R)ﬂ<e>1Xq :Z]Il i, :E@J’
i=1
Js

ot E est une matrice a coefficients dans k telle que img(.E) = kerg(.e(C)), et ou C et J sont définis par (3.9).

Démonstration. Soit P = Y. P,ed" € kery, (.\R) N (e)!*? avec P; € k[t]'*4 pour i = 0,...,n. De plus, comme
O™+, € kery, (.R), on a e ™! I, € kery, (.R) N (e)9*%. Ainsi, on peut donc supposer que P = z:’jgl Pi(t)ed' €
kery, (\R) N (e)t*4,

On a alors :

PR=0<«<= P(Rx)=0, k=0,...,rm,

m4+1
> Pie(0'Ry) =0, k=0,...,m
i=0
e(Ro) e(R,)
< (Py ... Pny1) : : =0,
m+1 m—+1
e <Ré * )) ...oe ( £ ))

< (Py ... Ppy1)e(C) =0,
<~ (PO . Pm+1) € ker]k[t](.e(C)),
ot C est la matrice définie par (3.9) et e(C) désigne son évaluation en ¢ = 0.

Soit F € k**2("+2) yne matrice de rang plein dont les lignes forment une base de ker (.e(C)), avec s = dimy, kery(.e(C)).
On a alors la suite exacte suivante d’espaces vectoriels sur k :

0 klxs B o plxq(m+2) €(C) k1xp(r+1)

Comme k[t] est un k-module libre (donc plat, voir [166]), le produit tensoriel de cette suite exacte par k[¢] donne la
suite exacte suivante de k[t]-modules :

0 k[t]lxs -E k[t]lxq(m+2) -(0) k[t]lxp(r+1)'

(Voir la définition 2.3.9). On en déduit que keryp(.e(C)) = imyp(.F). Ainsi, PR = 0 si et seulement si P =
(Po ... Ppyr)ed, avec (Py ... Ppi1) € iy (.E), cest-a-dire qu'il existe v € k[t]'** tel que :

(PO Pm+1) =vE.
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En utilisant la base canonique de k[t]'*#, on obtient alors les vecteurs g, définis dans ’énoncé de la proposition.

Enfin, les ¢ derniéres lignes de la matrice C, et donc de e(C), sont nulles, ce qui implique que E contient un bloc-
ligne de la forme (0 ... 0 I,). Cela montre que (0 ... 01,)eJ = ed™ ! I, est un bloc de taille ¢ x ¢ apparaissant
dans la matrice formée par les g et que les gi forment un systéme de générateurs de kery, (.R) N (e)1*4. O

Théoréme 3.3.1. Soit R=13";_, Ri(t)ed* € (e)9P avec Ry, € k[t]7*P. Soit m = maxye[o,,] deg, Ry, et

Ry ... R, Ifqa
c=| | ewm e

m+1 m+1 :

RO Rone o

Enfin, soient D € k[t]”q(m“'g) et E € k**1(m+2) deyx matrices de rang plein par ligne satisfaisant
kery (.C) = imypy (.D), kerg(.e(C)) = imy(.E),
et définissons les matrices suivantes
fi g
: :DJm+1 Eﬂerq, ZEGJerl E]hsxq-
Ir Js
Alors, on a :

fi

kery, (.R) = Z]Il fi + Z]Il g; =imy, (.(ff ... fFof ... gD)") = I, X (r+s) ;:I
i=1 j=1

Js
Ainsi, kery, (.R) est un Iy-module & gauche de type fini et on peut calculer explicitement un ensemble de générateurs
{fla v af’m gi,--- 7gS} de kerﬂl(‘R)'

Dans le théoréme 3.2.3, pour a € Iy, il est prouvé que kery, (.a) peut étre engendré uniquement par les f;. Ce résultat
a &té obtenu en démontrant que le k[t]-module de type fini présenté par C, c’est-a-dire N := cokeryp)(.C), est réduit
a 0. Ce fait implique que l'on peut prendre E = e(D), de sorte que s = r et g; = e f; pour ¢ = 1,...,r. Pour plus
de détails, voir section 3.2.2.

Dans le cas matriciel, on peut étendre le théoréme 3.2.3 en montrant que le k[t]-module N est libre, c’est-a-dire
que N est isomorphe a k[t]® pour un certain § € N, ce qui s’écrit NV = k[t]°. Remarquons que § est appelé le
rang de N et que le k[¢]-module nul est libre de rang 0. Pour plus de détails, voir [166, Chapitre 2, p. 56-60]. Par
conséquent, kerp, (.R) peut étre engendré par les f;. Pour démontrer ce résultat, nous avons besoin d’étendre et
adapter le lemme 3.2.3.

Lemme 3.3.2. Soient A € k[t]7*P, m = deg, A, et

y I, t1, ... LI,
. o I, .. AT . L
Jm(A) = : e k[t]amtxr - = q (m=D1 4 | ¢ k[g]atm+D)xalm+1),
A(m) : ! :

q

Alors, U est unimodulaire, c’est-a-dire, inversible et U™ € k[t}q(mﬂ)xq(m“), et
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I, —t1, ... G270,

m!
0 I com
U-t= ¢ o meDn e | g k[atmAtxatm)
' I, f
0 I,
De plus, nous avons
A(0)
U™t Jn(A) = J,,(A)(0) = : . (3.10)
A (0)

Démonstration. 1l est clair que la matrice U est inversible et que

—)m
1, —t1, ... S
—t m—1
Ul = 0 Iy ... ((m)T)' Iy c k[t]q(m-i-l)w(m—%l).
: I, :
0o ... 1,

Ainsi, on a

2
A_tA<1>+%A<2>+...+<—ni#A<m>

U™ dm(A) = | AG) g AG+D) .y GOl Aem
A(m)

Posons L; = A® —¢ AG+) 4. 4 ((_n?:;,l A pour i =0, ..., m. La dérivée de L; par rapport a ¢ donne la somme
télescopique suivante

dT . . . (_t)mfifl (_t)mfifl

25 AGHD) L AGHED) g qG2) oy VY Am) . VW p(mtl)

di R e e P oY ’
ce qui montre finalement que L; = L;(0) = A®(0) pour i =0, ...,m. O

L’adaptation matricielle du lemme 3.2.3, proposée dans le lemme 3.3.2, repose uniquement sur des considérations
calculatoires et dimensionnelles, et ne souléve aucune difficulté particuliére.

Avec les notations du théoréme 3.3.1, si on considére la matrice A = (Rq ... R,,) € k[t]?*P("*+1) alors, en utilisant
le lemme 3.3.2, on obtient

o= (MU= () (5 ) () -( e on

En d’autres termes, C' et C(0) ne différent que d’une matrice unimodulaire & coefficients dans k[t]. Ainsi leur
conoyau sont égaux, c’est-a-dire, N = cokery (.C') = cokerypy (.C(0)). Explicitons plus en détail ce résultat dans la
proposition suivante.

Proposition 3.3.3. Avec les notations du théoréme 3.3.1, le k[t]-module N' = cokery)(.C) vérifie N = cokerypy (.C(0)),
et est un k[t]-module libre, c’est-a-dire N = Kk[t]°, ou

0 =p(r+1) —rankg(C(0)).
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Démonstration. Considérons A = (Ry ... R,) € k[t]?*P0"+1) En utilisant (3.11) et le fait que U est unimodulaire,
cest-a-dire U1 € k[t]a(m+D)>xa(m+1) on g k[t]1*2(m+2) O = K[t]*9(m+2) C(0), ce qui donne

N = cokerypy) (.C) = cokery(.C(0)) = cokeryp(.Jm (A)(0)),
ol
Ro(0) ... R.(0)
Jm(A)(0) = - € ka(m+1)xp(r+1)
RYV(0) ... RU™(0)

Enfin, en utilisant le fait que J,,,(A)(0) est une matrice a coefficients dans k, on a
N = Kk[t] @ cokery(.Jm (A)(0)),
ou cokerg(.Jm, (A)(0)) est un k-espace vectoriel de dimension
d =p(r+1)—rankg(Jn(A)(0)) = p(r+ 1) — rankg(C(0)),

et ainsi, N 2 k[t]°, c’est-a-dire A est un k[t]-module libre de rang §. O

L’exemple suivant illustre le lien avec le lemme 3.2.3. En effet, les a; considérés ne sont pas linéairement indépendants,
de sorte que N ne peut étre nul. I1 demeure toutefois libre, comme 1’affirme la proposition 3.3.3.

Exemple 3.3.2. Considérons R =te+ted € (e). Ainsi, nous avons p =q=1, R= Rpe+ Ry e0,ou Ry = Ry = t,

m=r=1,et
t ot 0 0
C=\(1 1|,c0)=[1 1 ,D:((l) Bt ?),E:(é 8 2)
0 0 0

0
. f1 o 1—-t0 (91} _ €
f - <f2 - 62 ’ g = g2 - 682 .
D’aprés le théoréme 3.3.1, nous avons alors

kery, (R) = anny, (R) =1, (1 —t9) + 1, 0*> + Ty e + I, e 9%

De plus, on peut vérifier que (3.11) est satisfaite :

(D) (7). (5 Y emcon

Nous avons rankg(C(0)) = 1, ce qui, d’aprés la proposition 3.3.3, montre que
N = K[t/ (k[1]° C) = k[t] 2/ (k[t]° C(0))

est un k[t]-module libre de rang 1.
Le corollaire suivant considére le cas particulier N = 0.

Corollaire 3.3.1. Avec les notations de la proposition 3.3.3, nous avons :
1. N =0 si et seulement si C(0) est une matrice de rang plein par colonnes.

2. Sip=q=1 et siles polynémes Ry, sont supposés k-linéairement indépendants, alors N' = 0.

Démonstration. Le premier résultat est une conséquence directe de la proposition 3.3.3.

Traitions a présent le second point. Ecrivons Ry, = oo R ', avec Ry € k. D’aprés la proposition 3.3.3, le module
N = cokeryp (.C) est un k[t]-module libre de rang 6 = 7 + 1 — ranky(C(0)) ou
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ROO N R’I”O 1 ... 0 0 ROO e RT‘O

C(0) = (3.12)

m!Rom ... m! Ry, 0 ... ml' O Rom ... Rrm
0 e 0 0 ... 0 1 0O ... O

Sur le corps infini k (par exemple k = Q), le fait que les Ry, soient k-linéairement indépendants en tant que polyndmes

formels implique que la matrice de droite de (3.12) a un rang colonne égal a r + 1. Ainsi, ranky(C(0)) = r + 1, soit

§ =0, et donc, N' = 0.

O

Théoréme 3.3.2. Soit R = Y_,_, Ri(t)ed* € ()P, avec des matrices Ry, € k[t]7*P. Avec les notations du
théoréme 3.5.1, nous avons

l
kery, (R) = Y Lyw = imy, (F), F=(f...fF)",
=1

ot [ = q(m +2) —ranky (C(0)) et m = maxyejo,n) deg, Rx.

Démonstration. Avec les notations du théoréme 3.3.1, nous avons la longue suite exacte de k[t]-modules suivante
0 k[t]lxl D k[t]lxq(m—ﬂ) C k[ﬂlxp(r+1) T N 0,

oll o désigne la projection canonique sur N.
D’aprés la proposition 3.3.3, A est un k[t]-module libre de rang § = p(r + 1) — rankg(C(0)). En utilisant la
caractéristique d’Euler-Poincaré, (voir le théoréme A.1.1), nous avons :

l—gm+2)+pr+1)—0=0 = I =q(m+2)—rankg(C(0)).

La liberté de A implique également que cette suite exacte longue est scindée (en d’autres termes, il s’agit d’un
complexe contractile [166, Chapitre 6, p. 337]), c’est-a-dire, il existe X € k[t]4m+T2)xl et Y € K[t]p(r+1)xa(m+2)
satisfaisant les identités DX = I et X D+ CY = Ij(;42)-

En utilisant D C = 0, nous obtenons D(0) C(0) = 0, soit img(.D(0)) C kerk(.C'(0)). Maintenant, si v € ker(.C(0)),
en utilisant X (0) D(0) + C(0) Y(0) = I4(sm+2), nous obtenons v = (v X(0)) D(0), ce qui implique v € imy(.D(0)),
et donc kerg(.C'(0)) = imy(.D(0)). Ainsi, dans le théoréme 3.3.1 nous pouvons prendre E = e(D).

Avec les notations du théoréme 3.3.2, en utilisant I'identité e a = e(a) e pour tout a € k[t], on obtient v = Ee Jy41 =
e(D)eJmy1 =eD Jny1 = e f, c’est-a-dire que les g; sont les évaluations des f;, ce qui conclut la démonstration. [

Exemple 3.3.3. Poursuivant 'exemple 3.3.2, on obtient e f; = ¢ (1 —t0) = e = g1 et e fo = ed? = go, ce qui
montre finalement
kery, (.\R) =1 (1 —t9) + 1, 0°.

Exemple 3.3.4. Considérons les trois matrices polynomiales suivantes :

C(t+2 t+1 (P2t +6 2 +1 _ t+2 t* 461t
Ro(t)_<t+8 22t+9)’ Rl(t)_( t+6 2t2)’ R2(t>_(t2+7t8 £t )

A T’aide de Maple, calculons un ensemble de générateurs de kery, (.R), ott R = Zi:o Ry(t) e 0%, c’est-a-dire :

R (t+2)e+ (2 +2t+6) ed+ (t+2)ed® (t+1) e+ (t>+1)ed+t (t+6)ed?
T\(t+8) e+ (t+6)ed+ (P+Tt—8)ed? 9e+22te+2t2ed+t (2 +1)ed?

La matrice C définie par (3.9) est alors :
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t+2 t+1 t?4+2t+6 t2+1 t+2 2+ 6t

t+8 22t+49 t+6 282 2 4+T7t—-8 3+t

1 1 2t +2 2t 1 2t +6

1 22 1 4t 2t 47 3t2+1
o] 0 0 2 2 0 2
' 0 0 0 4 2 6t
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 6
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

En utilisant par exemple OreModules nous calculons une matrice D telle que keryp(.C) = imyy(.D) :

—5358 —192 5358t412498 192t —246 —2679t% —12498t+4275 —96t%+246t—798 0 32t —123t%+798t—13882 0 0

D = 0 0 0 0 0 0 1 0 00
10

01

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

Enfin, nous introduisons la matrice J :

ocVRoYRoYRYoy o~
QRo o Qovor~o

et calculons le produit matriciel D J = G :

—5358 + (5358 £ + 12498) O + (—2679 1% — 124981 + 4275) 92 —192 + (192t — 246) & + (=96 2 + 246 £ — 798) 52 + (3213 — 12312 + 7981 — 13882) 95

o3 0
G= o4 0
0 ot

D’aprés le théoréme 3.3.2, les lignes de G sont des générateurs de kery, (.R), ¢’est-a-dire kery, (.R) = I;'** G.

Remarque 3.3.1. Expliquons comment obtenir directement une matrice D € k[t]’“xqm“‘z) de rang plein par lignes
satisfaisant ker]k[t](.C) = 1mk[t](D)

Soit E € k**9(m+2) yne matrice de rang plein par lignes telle que kery (.C'(0)) = img(.E). Une telle matrice peut
étre obtenue en utilisant des méthodes d’algébre linéaire. Soit V' € k[t]2(m+2)xa(m+2) 13 matrice définie dans (3.11),
alors, en utilisant (3.11), on obtient

kefk[t](-c) = imk[t](~(E V))7

c’est-a-dire que ’on peut prendre D = E'V.

Résumons cette méthode dans un algorithme.
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Algorithme 5 Calcul de générateurs de kery, (.R) avec R € (e)?*?
Entrée R € (e)9*P.
Sortie Matrice G telle que kery, (.R) = imp, (.G).

1: Ecrire R =Y, _, Ri(t) e 0.

2: Calculer la matrice C associée & R définie par

Ry .. R,
C = : : c kq(m—&-Z)xp(n-‘,—l).
ROD R

3: Calculer D tel que keryp(.C) = imy(.D).

4: Calculer m = maxye[o,,) deg; R et poser J la matrice suivante :

Iq
. Iq.a

I, omH

5: Calculer G = D J.

6: Retourner GG

3.3.1.1 Application au calcul de l’intersection de deux idéaux d’évaluation

A présent que le calcul du noyau d’une matrice & coefficients dans (e) a été généralisé au cadre matriciel, nous
pouvons utiliser la proposition 3.3.1 pour en déduire le calcul effectif de 'intersection d’idéaux.

Théoréme 3.3.3. Soient Z =3 % Ty u; et J = 2221 I v; deuz idéauz d’évaluation de type fini. Posons

w=(urun,), v=(von,)]

et
R= (uT ’UT)T = (u1 e Upy VT - .vnQ)T € <e>(”1+”2)X1.

Si fi,..., fr sont les générateurs de kery, (.R) donnés par le théoréme 3.5.2, c’est-a-dire
T
kery, (R) =Y I fi,
i=1
ou fi = (fi1 [fi2) € I 1 (P1tn2) - gpec fi1 € PR Y fin € I,Y%"  alors on a
T T
Iﬁ j = Zﬂl (fi,l u) = Z]Il (.fi,2 U).
i=1 i=1
En particulier, TN J est de type fini et un ensemble explicite de générateurs peut étre calculé.
Démonstration. Avec les notations du théoréme 3.3.2, on a kery, (.R) = 22:1 L fi,ou fi=(fin fi2) € Hllx("lJr”Q),

avec fi1 € Y™ et fin € I;'™. Tl en résulte que fi;u= —fiov pouri=1,...,7, ce qui montre que

Y Li(fiap) =) Li(fizg) SINJ.
=1

=1
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Considérons maintenant x € ZN J. Comme x € Z, il existe aq,...,a,, €1 tels que

n1
xr = E a; U; = au,
i=1

avec a := (a1 . anl). De méme, comme x € 7, il existe b1,...,b,, € I; tels que
na
T = Zbivi =bu,.
i=1
avec b := (b1 . bng) Ainsi, nous avons la relation £ = au = bv, ce qui implique (¢ —b) R =0, donc

(a  —0b) €kery, (\R).

On en déduit que (e —b) = Y_;_, a; f; pour certains «; € [;, et ainsi, nous obtenons :

T T
a= E a; fin, b=— E a; fi2.
i=1 i=1
Par conséquent, nous avons
T T
x:auzg ozifmu:bv:—g a; fiav,
i=1 i=1

ce qui prouve l'inclusion réciproque Z N J C 21:1 L (fiau) = 22:1 I (fi,2v) et donc le résultat. O

Algorithme 6 Calcul de générateurs de ZN J, ou Z,J C (e)
Entrée uy,...,u,, générateurs de Z, vy, ..., vy, générateurs de J

Sortie gi,...,gn, telsque ZNJ = > 11 g;.
)T

1: Poser R=(uy ... Up, ¥1 ... Up,
Calculer la matrice C' définie par (3.9)

Calculer D tel que keryp(.C) = imyp(.D)

Calculer f = (f1,....fr)T =D Jpms1, ot fi = (fix fi2) avec fiq € L' et fip € '™

Retourner {fi1u, ..., fo,1u}

Exemple 3.3.5. Soient Z =1; (> + 1)e et J = I;(te + t*> e d). Pour calculer un ensemble fini de générateurs de

Z N J, nous définissons d’abord
(B +De\  [(t?P+1 0
R"(te+¢2ea = )etie) e
——— ———

Ro Rl
puis nous considérons la matrice suivante :
2+1 0
t t2
Ry, R; 2t 0
o= =] ) | eus

R Ry 0 2
0 0
0 0
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En utilisant, par exemple, le package OreModules ([59]), nous pouvons calculer une matrice de rang par lignes plein
D satisfaisant kery,) (.C') = imyp,(.D). Nous obtenons

-2 0 ¢t 0 1 0 00

0 —4 1 2t 0 0 00

p_|l0o 0o -1 0o ¢t o000
“lo o0 0 -2 12t 0 0|

0 0 0 0 0 0 10

0 0 0 0 0 0 01

d’ot kery, (.R) = imy, (.F) = [;'*° F, avec :

?4+td—2 0
I 0 2t0—4

B Lo | | to*-o 0
F=D\ |~ o2 2692~ 20

I, 0° o? 0

0 o?

En appliquant le théoréme 3.3.2; nous avons p = 1, ¢ = 2, m = 2, ranky(C(0)) = 2, et donc r =8 — 2 = 6. En
partitionnant F' = (f; f2), o f1 (resp. f2) est la premiére (resp. seconde) colonne de F', nous obtenons

?+t0—2 0
0 —2t0+4
to% -0 0
flz 82 ) f2: _2t82+28 ’
93 0
0 3

et finalement : .
i+ e=fo(te+t?ed)=(0 2te 0 2e¢ 0 0)

ce qui donne ZNJ =Iite+1I; e =1 e, puisque edte =e(td+ 1) e =e.
Enfin, les calculs précédents montrent que le module des syzygies
Syz(K) =kerp, (R) = {(a B) e |a(t*+ 1) e+ B(te+t?ed) =0}
de l'idéal a gauche K =1T; (t> + 1) e + I1(te + t? € J) est engendré par les lignes de F.
Expliquons comment utiliser ce résultat pour calculer es conditions de compatibilités du systéme linéaire inhomogéne

R(p(t)) = q(t). Considérons ainsi le systéme linéaire inhomogene R(p(t)) = q(t) avec p € k[t], et ¢ = (q qz)T €
k[t]?*! fixé. Alors

@) +tgi(t) =2 = 0

()+2tq2() 4q5(t) 0

(FR)(p(t)) = F(q(t)) = 0 < /() —qi(t) = 0
ql()+2tq()—2%(t) =0

¢’ ) = 0

&’ = o,

ou ¢i(t), ¢/ (t) et ql(g)(t) désignent respectivement les premiére, deuxiéme et troisiéme dérivées des polynomes ¢; et

go. Notons 1 = ast? +ant+ g et 1 = Bot® + Bit + Bo avec a;, B; € k pour i = 0,1,2. Nous obtenons alors le
systéeme suivant :

20(2+20(2t2—|-041t—2062t2—20[1t—040 =
20[2t+0&1 +452t+2ﬂ1t74ﬂ2t27451t74ﬂ0
20&21572&2th[1

200+ 402t —4pPst—2p1 =

cocoo
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De la troisiéme égalité on peut déduire o; = 0 tandis que de la quatriéme on obtient as = 5. Ainsi, nous avons

2&2 —Qyp = 0
—48y, = 0
a1 =0
ay = [
B2 €k

En notant o« = ag = B et 8 = fa, nous pouvons conclure que 'équation R(p(t)) = ¢(¢) n’a de solution que si g
s’écrit de la maniére suivante :

(e ()  (atP+2a) (242 0
Exemple 3.3.6. Considérons Z =117 et J =115, 00Ty =e+tedet To =e+ted + % e d?. Calculons ZN J.

On pose :
et+ted 1 ¢ 0
() (e (e (2 e s

A l'aide de Maple, on commence par définir :

1t 0
1t £

Ry R Ry 01 o

o Ry Ry Ry 0 1 ¢t
“|r® R® RP 00 0
Ry RY R 00 1
00 0

00 0

Puis, en utilisant, par exemple, le package OreModules [59], on calcule une matrice D telle que :
kerkm(.C) = imk[t](.D).

On obtient alors :

-2 2t -t 0 0 0 O
0 01 -1 0 ¢t 0O
D=0 00 0 1 00 O
0 00 0 00 10
0 00 0 O0O0O0OT1

On en déduit que
kery, (.R) = imy, (.L),

avec :
I 2+1t0 2—t0
5 9  —0+t0?
L=D 12 92 0? 0
I o° o 0
2 0 o?
En séparant les colonnes, on écrit :
24+t0 2—td
) —0+t0?
L=(Ly —L3), L= 0? , Lo = 0
o? 0
0 3

Ainsi, on obtient :
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G=1I,T = L,Ty = ( 2etted >

2e

Les deux lignes de G sont génératrices de Z N 7. Nous pouvons remplacer le premier générateur 2 e + te 0 par une
combinaison I;-linéaire & gauche de 2e +ted et 2e. Ainsi, Z N J est engendré par ted et e. Donc, nous avons
INgJ =0ited+1;e=1,e0d+1;e. De plus, d’aprés la remarque 2.2.8, nous avons :

INgJ =Led+Tie=Kk[t]ed +kltje =k[t]ed D k[t]e =1, T7.
Enfin, nous pouvons vérifier que 2e +ted € Z N J peut s’écrire sous la forme suivante :
(2e+tep)Ti =(2e+ted)(e+td)=e+teo.
Remarque 3.3.2. On vient de voir que I} 71 NI} 75 = 1; T7. Pus généralement, soient deux entiers m > n.
Comme T, T,, = T,, d’aprés la proposition 2.2.8, on a l'inclusion Iy T,, C I; T;,, et donc :

LT, N Ty =1, T).

Exemple 3.3.7. On considére les idéaux T =I1e+1,t?ed? et J =1, e0 + I; te. Nous posons alors

e 1 0 0
2,92 2
R= etega - 8 et V] eo+ Ol e
te t 0 0
—_— =~ ——
Ro Ry Ry
et la matrice C' correspondante suivante
1 0 0
0 0 ¢
0 1 0
t 0 0
0 0 O
0 0 2t
0 0 O
1 0 0
C= 0 0 O
0 0 2
0 0 O
0 0 O
0 0 O
0 0 O
0 0 O
0 0 O
En utilisant par exemple OreModules [59] nous calculons une matrice D telle que keryp(.C) = imy(.D) :
1 0 o0 O O O O -1 0 0 0 0 0 0 0 O
o -2 0 0 O ¢t O O 0 0 0 O0O0 0 0 O0
o 0o 0 -1 0 0 O ¢t 0 0 0O O0 0 0 O0O0
o 0 o o 1 0 O O 0 0 0O 0 0 O0O00O0
o o0 o0 o o0 -1 o o0 o0t 0 0 O0 O0 0 O
o 0 o0 o o o0 1 0 0 0 0 0 0 000
D= o 0 o0 o o o0 o o0 1 0 0 0 0 000
o o0 o0 o o o0 o o0 o001 0 o0 o0 o00O0
o 0o o o o o0 o O 0 o001 0 000
o 0 o o o o0 o O o0 0001 000
o 0 o0 o o o0 o o0 o0 0 0 o001 0o0
o 0o o o o o o O 0 o0 000010
o 0 o o o0 o o o o0 o0 0 O0 0 0 01

Qo
—



1y

Ainsi, la matrice L = D 1{;1 882 est alors définie par :
1,0°

1 0 0 -9

0 -2+t 0 0

0 0 0 —-1+1td

d 0 0 0

0 -9+t 0 0

0 0 d 0

L=| & 0 0 0 = (L1 -—La),

0 0 9?2 0

0 0 0 ?

Foa 0 0 0

0 93 0 0

0 0 9 0

0 0 0 °

avec

1 0 0 d

0 —2+t0 0 0

0 0 0 —1+1t0
d 0 0 0

0 —-0+t0° 0 —td*+0
0 0 0 0

L= |0¢? 0 , La=1] 0 0

0 0 0 -9

0 0 -9 0

° 0 0 0

0 ° 0 0

0 0 -9 0

0 0 0 -8°

Nous obtenons alors

e el T
Ll(t2682>:L2(te>:(_e 000 O0OO0OO0ODUOTUODUOTGOUO O) .

Ainsi, nous avons :
INng =1e.
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Chapitre 4

Solutions polynomiales d’un systéme
intégro-différentiel rectangulaire
inhomogéne

Les systémes d’équations différentielles linéaires ordinaires ont été longuement étudiés par la communauté de calcul
formel. En particulier, il existe des algorithmes de calcul de solutions polynomiales, rationnelles, exponentielles
d’équations différentielles linéaires ordinaires. Ces algorithmes de calcul sont implémentés dans différents logiciels
de calcul formel, notamment Maple, Mathematica, Macaulay?2.

L’étude des systémes d’équations différentielles ordinaires d’un point de vue algébrique, (respectivement, analytique)
a donné lieu a la théorie algébrique (respectivement, analytique) des D-modules, ot D est un anneau d’opérateurs
différentiels, dont un exemple typique est 'algébre de Weyl A, introduite dans la section 2.1. Cette théorie repose sur
le caractére noethérien de A; (ou, plus généralement, de D), qui a permis le développement d’une analyse algébrique
effective et rendu possible 'implémentation de plusieurs algorithmes en machine. En effet, I’existence de bases de
Grobner non commutatives sur A; permet de rendre cet anneau effectif. Voir la section 2.4.2 et [13, 10, 11, 12].

Ce chapitre a pour but d’expliciter une méthode effective pour calculer les solutions polynomiales d’un systéme
rectangulaire inhomogéne d’équations intégro-différentielles linéaires en une variable. Ce résultat sera fortement
utilisé dans le chapitre suivant dans la preuve effective compléte de la cohérence de I;. Il est néanmoins a noter
que ce résultat sur les solutions polynomiales d’un systéme intégro-différentiel a un intérét en soi indépendamment
de la preuve effective de la cohérence de I;. En effet, ce chapitre contient le premier algorithme pour calculer
les solutions polynomiales d’un systéme inhomogéne rectangulaire d’équations intégro-différentielles a coefficients
polynomiaux (k[t] avec k = Q pour les calculs). Pour des études portant sur des solutions polynomiales d’opérateurs
intégro-différentiels, on pourra consulter [144, 10, 11] et leurs références.

En dérivant suffisamment les équations intégro-différentielles a coeflicients polynomiaux, on obtient un systéme
linéaire différentiel homogeéne rectangulaire, (voir le lemme 2.2.2). Les algorithmes existants pour le calcul des so-
lutions polynomiales des systémes différentiels linéaires sont principalement limités aux systémes holonomes [120]
ou aux connexions [12]. En utilisant la théorie algébrique des D-modules [25, 73] et des méthodes d’algébre homo-
logique [166], dans ce chapitre, nous paramétrons ’ensemble des solutions polynomiales des systémes différentiels
linéaires homogeénes rectangulaires généraux (voir le théoréme 4.1.3).

Rappelons que I’on associe au systéme d’équations différentielles un D-module de présentation finie comme expliqué
dans la section 2.3. La paramétrisation des solutions polynomiales des systémes différentiels linéaires homogénes
rectangulaires est divisée en deux parties. La premiére correspond au sous-module de torsion du module & gauche
sur D = A; qui est finiment présenté par la matrice du systéme différentiel. Sur A, tout module de torsion de

type fini est holonome au sens des D-modules [73]. De plus, il est connu que les solutions polynomiales d’un D-
module holonome définissent un k-espace vectoriel de dimension finie [99, , 10]. Des algorithmes existent dans la
littérature de calcul formel pour le calcul de bases de ce k-espace vectoriel [25, 12, ]. La seconde partie correspond

a la partie sans torsion du méme module et donne lieu 4 une paramétrisation des solutions pouvant dépendre de
vecteurs polynomiaux arbitraires.

En effet, si P est le Aj-module finiment présenté par la matrice P d’opérateurs différentiels (éléments de A;)
définissant le systéme, alors P se décompose en une somme directe entre le sous-A;-module de torsion ¢(P) et le
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A;-module sans torsion P /t(P), c’est-a-dire,
P=tP)aP/i(P).

Ceci provient du fait que A; est un anneau héréditaire, ce qui implique qu'un module sans torsion est projectif
(voir la définition 2.3.6 et le théoréme 2.3.2). Ainsi, 'ensemble des solutions polynomiales de P+n := P(n) = 0
se décompose en deux parties : les solutions polynomiales du systéme associé a ¢(P) et celles associées a P / t(P)-
La somme directe permet alors de remonter aux solutions polynomiales du systéme associé a P en sommant les
solutions du systéme associé par ¢(P) et les solutions du systéme associé a P / t(P). Pour remonter au systéme
intégro-différentiel d’origine, on ajoute aux solutions du systéme présenté par P les contraintes données par les
conditions initiales. Nous montrerons que cela revient & trouver les solutions polynomiales d’un systéme de la forme
P(v) = w, ott P € {e)™™ et w € k[t]'. Un tel systéme se résout essentiellement en écrivant la matrice d’opérateurs
P sous forme normale, en appliquant le lemme 2.2.1 et en résolvant un systéme linéaire.

Dans la section 4.2.3, nous présenterons la contribution principale de article [70], & savoir un algorithme pour le
calcul des solutions polynomiales des systémes intégro-différentiels rectangulaires inhomogénes. Une étape clé sera
le calcul des solutions polynomiales des systémes différentiels rectangulaires homogeénes. C’est ’objet de la section
suivante.

4.1 Solutions polynomiales d’un systéme différentiel homogéne général

Le probléme du calcul des solutions polynomiales des systémes différentiels linéaires a été longuement étudié par
la communauté du calcul formel. Cependant les travaux existants sont essentiellement limités au cas des systémes
holonomes [126] ou des systémes écrits sous la forme d’'une connexion Y'(t) = C(t) Y (¢), ou C(t) est une matrice
carrée de fonctions rationnelles dans k(t) [13, 12, , ]. Notons que les liens entre les systémes d’équations
différentielles et la théorie du controle ont poussé I'étude au cas plus général [57, |

Dans cette section, nous utilisons la théorie algébrique des D-modules et les méthodes d’algébre homologique
pour proposer un algorithme permettant de calculer les solutions polynomiales des systémes différentiels linéaires
homogeénes rectangulaires généraux.

4.1.1 Les modules de présentation finie de A,

Tout systéme différentiel linéaire homogéne a coefficients polynomiaux d’équations différentielles en une seule va-
riable peut s’écrire sous la forme P+n = P(n) = 0, ou i est un vecteur de fonctions inconnues et P € Allxm est une
matrice rectangulaire [ x m a coefficients dans Aj, qui définit le module ¢ gauche de présentation finie sur Ay [160]

P = cokery, (.P) = A}*™ /(AT P).

Si besoin, nous invitons le lecteur & relire la section 2.3.1 pour les liens entre le systéme et la théorie des modules.

Plus en détails, cela signifie que P est engendré de maniére finie par les classes {y; = m(e;)}i=1,....m de la base
;éme

canonique {e;}i=1, . m de Aixm (ou e; est défini par 1 a la i position et 0 ailleurs, et ou 7 : A%Xm — P est
I’homomorphisme canonique a gauche sur A; envoyant A € Aixm sur sa classe m(\) dans P) satisfaisant I’ensemble

fini de relations & gauche sur A; donné par Py =0, ot y = (y1 ... ym)? € P™. Ainsi, les systémes différentiels
linéaires peuvent étre étudiés en considérant la catégorie des modules a gauche de présentation finie sur A;. Cette
idée est au cceur de Uanalyse algébrique [25, 99]. Notons que A; étant noethérien, cette catégorie est la catégorie

des modules de type fini.

Pour paramétrer I’ensemble des solutions polynomiales de P+n = 0, nous devons considérer le sous-module de
torsion de P. L’algébre A; est noethérienne [121], et donc un domaine de Ore & gauche [121]. Par conséquent,
I’ensemble des éléments de torsion de P

t(P)={yeP|JachA : ay=0},

est un sous-Aj-module & gauche de P, voir la proposition 2.3.7. On rappelle que le module & gauche P sur A; est dit
de torsion si t(P) = P et sans torsion si t(P) = 0. En particulier, P /¢(P) est sans torsion. Nous avons la somme
directe de A;-modules & gauche suivante,

P=tP)aP/tP),
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qui implique la somme directe de A;-modules & gauche suivante,
Homy, (P,k[t]) = Homy, (t(P),k(t]) & Homa, (P /t(P),klt]) .

Ainsi, si 'on peut calculer des matrices de présentations pour les modules ¢(P) et P / t(P), notées Py et Py
respectivement, alors nous avons :

ker]k[t](.P) = kerk[t](.Pt) &) kerkm(.Pst).
Caractérisons maintenant explicitement ¢(P). Le Aj-module a droite
kery, (P.) = {y € A{"" | Py =0}

étant noethérien, il existe une matrice Q € AT"*" telle que kery, (P.) = imy ) = QA™. Nous avons alors la
1 1 1 1
suite exacte suivante de A;-modules & droite :

0 T(P) ARY P ppxt (& (4.1)

oit T(P) = cokery, (P.) = A1 /(PAT™ 1) est le Aj-module a droite présenté par P, aussi appelé le transposé
d’Auslander de P. Comme kery, (P.) = img, (Q.), en particulier, nous avons que P @ = 0. Ainsi,

1x1 P 1xm Q 1xn
A1 ’ A1 ’ A1

est un compleze de Aj-modules a gauche [166], obtenu par application du foncteur contravariant exact ¢ gauche
Homy, (-, A1) a la suite exacte (4.1), voir annexe A.1.5.

Théoréme 4.1.1. Soient P = cokery, (.P) = AY™ /(AT P) un module de présentation finie et Q € AT™*"™ une
matrice telle que kery, (P.) = ima, (Q.). Alors :

t(P) 2 Exty (T(P), A1) = kera, (.Q)/imy, (.P).

Démonstration. Ce résultat est lapplication du théoréme 2.3.3. Pour plus de détails, voir aussi ([135, Théo-
réme 1.3.1]). O

Enongons maintenant un lemme utile pour la suite.

Lemme 4.1.1. ([71, Lemme 3.1])
Soient R € AP, R' € AP et R" € AY"? trois matrices vérifiant la relation R = R"R’. Soit T' € AT ™7 telle
que kery, (R') = Ai”/T’, On considere les projections canoniques :

T :A%Xq,R/ — My = (Aixq/R’> /(Aiqu) et moy: A%Xq, — My = Ain’ /(Aiqu” —|—A%XT/T’>.

Alors, le morphisme 1 défini par
1/) : MQ — Ml
ma(\) — T (AR),

est un isomorphisme de Aj-modules a gauche, dont l'inverse ¢ est donné par

p: My — Mo
T (AR') — ma ().

Autrement dit, on a lisomorphisme suivant de Ai-modules o gauche :

(Aixq'R/) /(Aiqu) gA?«z' /(AiququA%Xr’T/).
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Démonstration. Montrons que ¢ est un morphisme bien défini. Supposons ms = ma(A) = mo(N'), avec A\, N € A%Xq/.
Alors, on a mp(A — X) = 0, c’est-a-dire que A — X € A;“IR" + Ai”/T’. Il existe donc € A% et v € A}XT’ tels
que :

A= XN =uR"+vT'.

En utilisant 7" R’ =0 et R = R” R, on en déduit,
A=XN)R' = (uR" +vT")R' = uR,

ainsi, nous avons

7T1((>\ — )\/) R/) = 7T1(/JR) =0 — 7T1()\R/) = 7T1(>\IR/) = w(mz),
ce qui montre que ¥ est bien défini.

Montrons maintenant que ¢ est aussi bien défini. Supposons que m; = m(AR') = m (N R’), avec \, X\ € A%Xq/.
Alors, on a :
m(A=N)R)=0 = \—-XN)R e€A™R.

1l existe donc p € A}*? tel que :
(A= \)R' = uR.

En utilisant la factorisation R = R” R/, on obtient :
(A= XN —uR")R =0,

ce qui implique que :
A= N —uR" € kery, (\R') = A" T'.

1l existe donc v € A" tel que
)\—)\’:[LRH-FZ/T/ — 7T2()\)Z7T2(>\I),

et ainsi ¢ est bien défini.
Enfin, pour tout my; = m (AR') € M1 et mg = m3(\) € My, avec \ € Aixq ,ona:

(Yo @)(m1) = P(ma(N) = m(AR) = my,
(pot)(me) = p(m(AR)) = m2(A) = my.

On a donc 9 o p =idpy, et p ot =idyy,, ce qui montre que 9 est un isomorphisme de A;-modules & gauche, ce qui
conclut la preuve. O

La proposition suivante donne une présentation finir de ¢(P) a partir de la matrice ed présentation de P.

Proposition 4.1.1. Soient P € AX™ et Q € AT tel que kery, (P.) = imy, (Q.), P' € AP*™ tel que kery, (.Q) =
imy, (P'), et M’ € AP tel que kery, (.P') = img, (.M"). Enfin, soit P" € AP tel que P = P" P'.

Posons H = (M'" P”T)T € quH)Xp et considérons les deux projections canoniques suivantes
m :A}XPP’ — A%prl/(Aime) =My et my: A%Xq/ — AiXp/(A}XqM’ +A%X1P”) = cokery, (.H).
Alors, nous avons
¥ : cokery, (\H) — M, »: My — cokery, (\H)
ma(A) — w1 (AP), 1 (AP") — 2 (N),
sont deuxr Ai-isomorphismes inverses l'un de l’autre. Ainsi, nous avons

t(P) 2 imy, (.P') /ima, (.P) = cokera, (.H) = A7/ (A}X@*” H) .

Finalement, la matrice H définit une présentation finie de t(P).
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Démonstration. Le Aj-module kery, (.Q) étant un Aj-module & gauche noethérien, il existe une matrice P’ € AT*™
telle que

kery, (.Q) = imy, (P') = AP P,
De méme, il existe une matrice M’ € A?*? telle que
kery, (.\P') = imy, (.M"). (4.2)
Ainsi, nous avons la suite exacte longue de Aj-modules & gauche suivante :
APa MLy gLxp PL pLxm @, pgdxn
D’aprés le théoréme 4.1.1, nous avons alors :
t(P) = kery, (.Q)/imy, (.P) = imy, (.P')/imy, (.P).
Maintenant, en utilisant imy, (.P) C imy, (.P’), il existe P” € AY? tel que :

P=P'P. (4.3)

Enfin, en appliquant le lemme 4.1.1, nous obtenons :

#H(P) 2 imy, (.P') /imy, (.P) & cokers, (.H) = AP/ (A}X@*“ H) .

Résumons ce résultat dans ’algorithme 7.

Algorithme 7 Présentation de ¢(P) et P /¢(P)

Entrée P € A*™.
Sortie H, P’ et Q tels que ¢(P) = cokera, (.H) et P /t(P) = cokery, (.P') = imy, (.Q).
1: Calculer Q € AT"" tel que kery, (P.) = imy, (Q.).
2: Calculer P’ € AT*™ tel que kery, (.Q) = imy, (.P’).
3: Calculer M’ € AY™? tel que kery, (.P') = imy, (.M").
4: Calculer P” € AV tel que P = P" P'.
5: Retourner H = (M'" P”T)T, P Q.

Remarque 4.1.1. Les étapes 1, 2, et 3 impliquent le calcul des syzygies & gauche et & droite sur Aq, tandis que
létape 4 est une factorisation a gauche sur A;. Les matrices Q, P’, M’, et P" peuvent étre calculées a partir de P
en utilisant les méthodes de bases de Grobner [58] ainsi que le package OreModules [59]. Pour plus de détails sur le
calcul effectif sur A; voir la section 2.4.2.

Remarque 4.1.2. Avec les notations de l'algorithme 7, on a :

t(P) = cokery, ((H), P /t(P) = cokery, (.P') = imy, (.Q).

Exemple 4.1.1. Appliquons l'algorithme 7 & la matrice P = (t2 t). Grace a OreModules on peut calculer
Q € AT tel que kery, (P.) = imy, (Q.) et on trouve :

o= (%)
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Calculons P' € AT*™ tel que kery, (.Q) = imy, (.P"). On obtient :
P =(t 1).
Ainsi, pour avoir P = P” P, nous posons P” = (t). De plus, kery, (.P’) est le module nul. Ainsi, nous avons :

H=(t)

Donnons maintenant un deuxiéme exemple moins trivial.

Exemple 4.1.2. Considérons la matrice P = g (t) g) et appliquons l'algorithme 7. Grace & OreModules on
peut calculer @ € AT"*" tel que kery, (P.) = imy, (Q.). On obtient :
—t30 —51¢2 t20%+3t0—3 tot — 93
Q=|[-t*0+t20*> -5t +8t0+10 t30?>-t0>+3t20—-50% -3t 20t —0° -0
t5 —t* 9 4¢3 —t30% + 429> —8t0+38

Calculons P’ € AT*™ tel que kery, (.Q) = imy, (.P’). Nous avons :

0 t 0
PP=|t o0 0
—2t 3 20— 9?

Ainsi, en posant P” = (O L 0>7 nous avons la factorisation P = P” P’. De plus, kery, (.P') = imy, (.M') avec

1 0 0
M = (t2 0 —1). Ainsi, nous avons :

.
&)

4.1.2 Description explicite de ’ensemble des solutions polynomiales

Soit P € AY™. Notre objectif est de paramétrer

keryp (P+) = {v € k[t]™ | P(v) = 0}.

Proposition 4.1.2. Soient P € AYX™, P/ € AP*™ M’ € AP, et P" € AP définis comme dans la section 4.1.1
(voir aussi lalgorithme 7). Alors, nous avons l’équivalence suivante :

P'(v)

P(v)=0 <:>{ H(u):g

(4.4)

Démonstration. Détaillons cette équivalence. Nous avons P = P P’ d’aprés (4.3). Alors, P(v) = 0 équivaut a
P"(P’(v)) = 0. Posons u = P'(v). Alors, P”(P'(v)) = 0 donne

P//

Notons que 0 = M'(P'(v)) = M’(u). Ainsi, P”(P’'(v)) = 0 implique

P'(v) = u,
P'(u) =0,
M'(u)=0



Réciproquement, le systéme

P'(v) = u,
P"(u) =0,
M'(u) =0,

implique P”(P’'(v)) = 0. Ainsi, I’équation (4.4) est bien une équivalence. Notons de plus que wu satisfait bien les
conditions de compatibilités M'(u) = 0 du systéme inhomogéne P’(v) = u imposées par (4.2). O

Une conséquence de la proposition 4.1.2 est qu’avec la notation de la section 4.1.1, nous devons d’abord étudier
kery(H +) et ensuite, nous devons considérer le systéme d’équations linéaires inhomogéne P’(v) = u pour obtenir
kerkm (P’)

Pour une définition précise de I'holonomie, nous référons, par exemple, & |73, 25]. Dans notre contexte, seul le
résultat du théoréme 4.1.2 ci-dessous nous est utile. Pour des preuves algorithmiques et des implémentations du
calcul des bases des solutions polynomiales des modules holonomes sur Ay, voir, par exemple, [25] et [12, ]

Proposition 4.1.3. ([73, Chapitre 10, Corollaire 1.2]) Un Aj-module de torsion est holonome.
La proposition suivante affirme que kery, (H-) est toujours de dimension finie.

Théoréme 4.1.2. ([99, , 10]) Le k-espace vectoriel des solutions polynomiales d’un Aj-module holonome est de
dimension finie.

Proposition 4.1.4. Soient P € AX™ et Q € AT", P/ € AP*™ M’ € AP et P" € AP définis comme dans
la section 4.1.1 (voir aussi l’algorithme 7). Alors, I’ensemble kery(H+) de toutes les solutions polynomiales du

systeme d’équations différentielles ordinaires linéaires défini par H = (M'" P”T)T € qu—H)Xp est de dimension

finie.

Démonstration. Le Aj-module a gauche ¢(P) étant un module de torsion, il s’agit d’un A;-module & gauche holonome
d’aprés la proposition 4.1.3. Ainsi le systéme d’équations différentielles ordinaires linéaires

— P"(u) =0,
H(u) =0<+= { M'(u) = 0
est holonome et keryp;)(H +) est donc un k-espace vectoriel de dimension finie d’aprés le théoréme 4.1.2. O

Proposition 4.1.5. Soient P € AYX™ et Q € A™*™, P/ € AP*™, M’ € AT et P € AP définis comme dans
p 1 1 1 1 1
la section 4.1.1 (voir aussi Ualgorithme 7). Alors, la matrice P’ € AY*™ admet un inverse généralisé, c’est-a-dire
qu’il existe T' € AT""? satisfaisant

P'T'P =P.

Démonstration. En utilisant la suite exacte longue (4.1), nous avons Q := cokery, (Q.) = imy, (P.), ce qui montre
que Q est sans torsion, car nous avons imy, (P.) € AP et AP! est un module & droite sans torsion, car libre. Voir
par exemple le théoréme 2.3.2 de la section 2.3.2.

En utilisant le fait que la dimension globale de Aj, notée gld(A;), est égale a 1 (voir [121, Théoréme 7.5.8] et la
définition A.1.16 en annexe), Q est projectif, ¢’est-a-dire qu’il existe r € N et un Aj-module a droite de type fini R,
tel que Q ® R = AT*! (voir section 2.3.2). De plus, tout A;-module projectif est stablement libre (voir 2.3.2 de la
section 2.3.2), c’est-a-dire qu'il existe r, s € N tels que Q @ AS*t 2= AT [121].

Donnons une caractérisation plus explicite du caractére stablement libre de Q qui sera utile pour résoudre le
systéme d’équations différentielles ordinaires (4.4). Posons @1 := @ et mg := m. En utilisant les méthodes de bases
de Grobner [58], nous pouvons calculer une résolution libre finie de Q (voir la définition A.1.15), c’est-a-dire une
suite exacte longue de Aj-modules & droite de la forme

0 Q AT{I’“XI Q1. ATOXI Q2. . Qr. AT{I’L,«XI 0
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ou Q; € AT“IXW pour i = 1,...,r. Le fait que Q soit projectif implique que la résolution libre finie ci-dessus se
scinde [166]. On pose Q* = Homy, (Q, A1). En appliquant le foncteur exact & gauche contravariant Homy, (-, A1)
(voir la proposition A.1.5) a la suite exacte scindée ci-dessus, nous obtenons la suite exacte longue scindée de
Aj-modules & gauche suivante ([166]) :

0 — QF —— Al G, L Gy pbome g
Le Aj-morphisme .Q), est surjectif, ce qui montre qu’il existe une matrice .S, € A;nrxmr‘l satisfaisant S, Q, = I, .
Un inverse a gauche S, de @, peut étre calculé grace a 'algorithme 2 de la section 2.3.2. Nous avons également

kerA1(~Qi) = imAl(-Qi_1), 1=2,...,7

Posons maintenant 11, := I,,,, , — Q, S, € A7"*™ ' nous avons I, Q, = Q, — Q, S, Q, = 0, cest-a-dire
imy, (.IT,) C kery, (.Q,) = ima, (.Qr—1), ce qui montre qu’il existe une matrice S,_1 € A;n"’lxm’"’z satisfaisant
I, = S,_1Qr_1, c’est-a-dire que @, Sy + Sr—1 @Qr—1 = I, ,. La matrice S,_; peut étre calculée en utilisant le
package OreModules [59] grace au fait que A; est un anneau effectif (voir section 2.3.2.) En pré-multipliant cette
derniére identité par Q,_; et en utilisant Q,_; @, = 0, nous obtenons Q,_15,_1Q,_1 = @Qr_1, ce qui montre
que S,_1 est un inverse généralisé de Q,_1. En répétant les mémes arguments de maniére récursive et en posant
S =5 et Q = @1, nous obtenons enfin un inverse généralisé S € AT*™ de Q, c’est-a-dire une matrice S telle que
RSQ=0Q.

En posant IT :=I,,, — QS € AT"*™, nous avons I[I1Q = Q — Q SQ = 0, et donc imy, (.IT) C kery, (.Q) = imyu, (.P").
Ainsi, il existe T" € AT""? telle que I = T" P, c’est-a-dire Q S + T" P’ = I,,,, ce qui donne P’ T' P’ = P'. O

Remarque 4.1.3. De maniére similaire, il existe U’ € AY*? telle que P' T’ 4+ U’ M’ = I,,. Les matrices 7" et U’
peuvent aussi étre calculées avec le package OreModules [59]. Par conséquent, nous avons la suite exacte longue
scindée de Aj-modules a gauche suivante :

1xq M’ 1xp P’ 1xm -Q 1xn
Al Al A @ plxn,
.U’ i .5

Remarque 4.1.4. Toutes les matrices intervenant dans 1’énoncé et la preuve de la proposition 4.1.5 peuvent se
calculer grace & OreModules. Cette preuve est ainsi totalement effective.

Le théoréme suivant fournit une paramétrisation explicite de kery(P+).

Théoréme 4.1.3. Soient P € AX™ et Q € AT*", P/ € AP*™ M’ € AY? et P € Alf(p définis comme dans
la section 4.1.1 (voir aussi l'algorithme 7). Soient d la dimension de kery(H*) en tant que k-espace vectoriel et
{bi}i=1,....a une base de kery(H*). Soit uy = Z?Zl c; bi la solution polynomiale générale de keryy (H*), ot les c;
sont des constantes arbitraires de k. Ainsi, nous avons

kery(P+) = {v = T'(ug) + Q(s) | s € K[{]"}.

Démonstration. ")
P"(u) =0,
H(u) =0<+= { M'(u) =0,
Soit d := dimy(keryp(H*)) < oo et {b;}i=1,..a une base des solutions polynomiales de H(u) = 0. Résolvons
maintenant le systéme d’équations différentielles ordinaires linéaires inhomogéne P'(v) = ugy, ol uy = Z;i:l c; b;
est la solution générale de H(u) = 0, c’est-a-dire que c¢q,...,cq sont des constantes arbitraires de k. La solution

générale de P'(v) = u, est la somme d’une solution particuliére v, € k[t]™ de P’'(v) = u4 et de la solution générale
du systéme homogene d’équations différentielles linéaires P’(v) = 0.

Nous avons, d’aprés la remarque 4.1.3, la suite exacte suivante :

7 / .
Aixq M A%Xp P A}Xm Q A%Xn.
.U’ sl .S
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Maintenant, en appliquant le foncteur exact a gauche contravariant Homy, (-,k[t]) (voir la proposition A.1.5 de
lannexe A) a la suite exacte scindée ci-dessus, nous obtenons la suite exacte scindée suivante de k-espaces vectoriels :

k[t]”X1 Q- k[t]mxl P’ k[t]pX1 M. k[t]qX1.
. T. U'.

Remarque 4.1.5. On rappelle que k[t] a une structure de A;-module donnée par 'action P+p = P(p) avec P € A
et p € k[t]. Voir la remarque 2.1.2. Ainsi, dans la suite exacte précédente, le morphisme de A;-modules Q. de k[t]"*!
dans k[t]™*! peut étre vu comme l'application linéaire @ de k[t]"*! dans k[t]™*! « classique » qui & p € k[t]"*?
associe Q(p) € k[t]™*1. 1l en va évidemment de méme pour les morphismes P’, M’ S, T" et U’.

Nous avons ainsi montré que keryp(P'+) = imyp(Q*), c’est-a-dire que chaque solution de P(v) = 0 est de la forme
v = Q(s) pour un certain s € k[t]"*1.

L’identité P'T" + U’ M’ = I, donne uy = P'(T'(ugy)) + U'(M'(ug)) = P'(T"(ugy)), ce qui montre que vy, := T"(ug)
est une solution particuliére du systéme linéaire inhomogéne P’(v) = u,. Ainsi, nous avons

kerypy (P+) = {v =T"(ug) + Q(s) | s € k[t]"*'} .

4.1.3 Algorithme et exemple

Nous rassemblons les étapes de calcul d’une paramétrisation de kery,(P+) pour P € Aﬁxm dans l'algorithme suivant.

Algorithme 8 Solutions polynomiales de P(v) = 0 avec P € AYX™

Entrée P € A*™.

Sortie 1", uy et Q tels que kerypy(P+) = {v =T"(uy) + Q(s) | s € k[t]"}.
1: Appliquer lalgorithme 7 pour calculer Q, P, M’, et P".

: Calculer la solution polynomiale générale u, = Z?zl ¢ibi de kerypy(H+), on H = (M'" P'T ¢ A(lq+l)xp.

2
3: Calculer un inverse généralise 77 € AT"*? de P'.
4

: Retourner 7", ug4 et Q.

Les étapes 1 et 3 peuvent étre effectuées directement a l'aide du package OreModules [59]. Pour 'étape 2, il
est nécessaire de calculer la solution polynomiale générale d’un systéme différentiel linéaire holonome. Dans notre
implémentation Bavula [(9], nous utilisons le fait que tout systéme linéaire holonome d’équations différentielles
ordinaires peut étre écrit sous la forme d’une connexion intégrable, c’est-a-dire, que le systéme se réécrit sous la
forme Y'(t) = C(t) Y (¢), ou C(¢) est une matrice carrée de fonctions rationnelles dans k(¢) (voir [60, proposition
2.1]). Pour cela nous calculons une base finie du bimodule B ®4, t(P) = B} /(IB%’{ H), a l'aide d’un calcul de base
de Grobner pour 'ordre total et on considére les monoémes qui ne sont pas les termes de téte des éléments de la
base de Grobner et on forme le vecteur Y avec ces monomes. Par construction, nous avons alors Y'(¢) = C(t) Y (¢),
ot C(t) est une matrice a coefficients dans k(t).

Définition 4.1.1. (|12, Définition 2]) Soit k un corps de caractéristique nulle. Une connezion intégrable (en une
variable) sur un k(t)-espace vectoriel de dimension finie consiste en une matrice C(t) € k(¢)"*™ définissant un
systéeme différentiel de la forme :

Yi(t) =C() Y (1),

ot Y (t) est un vecteur colonne & n composantes a coefficients dans k(t), et Y'(t) = LY (t) désigne la dérivation

dt
usuelle du vecteur Y.

Remarque 4.1.6. Dans le cas de plusieurs variables, pour pouvoir dire que la connexion est intégrable, il est
nécessaire de rajouter des conditions de compatibilités entre les variables, [61]. En une variable, ’écriture sous la
forme Y'(t) = C(t)Y (t), suffit pour étre une connexion intégrable.
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La solution polynomiale générale de Y'(t) = C(¢) Y (t) peut étre calculée en utilisant l’algorithme de [13], qui est
implémenté dans le package IntegrableConnections [12]. Donnons les grandes lignes de cet algorithme qui se
déroule en deux étapes. La premiére consiste en un changement de variable de sorte que le vecteur recherché Y soit
polynomial plutét que rationnel. Le procédé est basé sur I'existence d’une matrice T € GL(n,k(z)) telle que T~Y
soit a coefficients polynomiaux. Soit T' € GL(n,k(z)) une telle matrice. On considére la connexion intégrable

V() = % —CY =0, C € Mat,(k(t).

Le changement de variable Y = T'Z transforme ce systéme en un nouveau systéme

~ A ~

ol les nouveaux coefficients sont donnés par :

~ dTl
C=T'CT-T""—.
dt
Les deux connexions V et V sont alors dites équivalentes et la deuxiéme porte sur le vecteur Z = T—'Y qui est a
coefficients polynomiaux. La deuxiéme étape est la recherche de solutions polynomiales a proprement parler. Soit
une équation différentielle matricielle de la forme
dY

L’objectif est de déterminer toutes les solutions polynomiales Y € k[¢t]”. On suppose que Y peut s’écrire sous la
forme :

Y =cth+Z,

ou ¢ € k" et p € N. On obtient alors
V(Z)=-V(ct'),

une équation du méme type.
Si l'on peut choisir i et ¢ de fagon a ce que deg, Z < deg, Y, alors on recommence le processus avec Z, et ainsi de
suite. Au bout d’un certain nombre d’itérations, on atteint une équation

V(W)=F = —V(c1 t' + -+ cot*),

qui ne posséde plus de solution polynomiale non nulle de degré strictement inférieur & uy. On en conclut que
I’équation initiale admet une solution polynomiale si et seulement si :

F:v(cltul _l_..._i_th“l):O_

Cela donne un systéme d’équations linéaires en les ¢;, dont la solution générale fournit I’ensemble des solu-
tions polynomiales recherchées. Comme évoqué précedemment, cet algorithme est implémenté dans le package
IntegrableConnections du logiciel de calcul formel Maple. Nous I'avons utilisé dans notre implémentation Bavula
[69] pour effectuer I'étape 2 de 'algorithme 8.

Remarque 4.1.7. Une alternative pour 'étape 2 serait d’utiliser les algorithmes développés dans [126], qui ne
nécessitent pas d’écrire les systémes différentiels linéaires holonomes sous forme de connexion.

Exemple 4.1.3. Décrivons les différentes étapes de 'algorithme 8 appliqué a la matrice

0 202+1t5° 0
P‘(a P oo )M

En appliquant I’algorithme 7 a I’aide du package OreModules [59], nous obtenons

-0-1

B , (1 0 041 ;L
Q_ ? ) P_<0 1 0 )7 M_07
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et

v [0 20°4t03
P —(a o8 :

L’étape suivante consiste & calculer la solution polynomiale générale u, du systéme différentiel linéaire homogéne
holonome donné par P’ .

Ecrivons ce systéme holonome sous forme de connexion. Soit u, = (1 () y2 ()" une solution de P’ '(ug) = 0. Alors
nous avouns :

205(1) +1uy (1) = 0
3
B0+’ = o
De la deuxiéme équation, nous déduisons yj(t) = —yég)(t). En substituant dans la premiére équation on obtient

2?/2/@) = tyi(t) et donc yé’(t) = %yi (t) En dérivant la premiére on obtient
2957 (1) + w57 (1) + 15" (6) = 204, (1) + 94 (1) + 19 (1) = 0,
et donc yf (t) = 2 yi(¢).

Ainsi, en posant Y = (y1(t) ¥/, (t) y2(t) 35(t))", nous avons :

205(t) +tyP(t) = 0
P//(ug) ) yZE ) y%3)( ) B
vi(t) +ys (1) 0

24 (8) + tys? (t) 0

e ) Bw+iYm = o
y(t) = Lyt
S = )

0 -1 0 0

i | 0 =3/t 0 0
—=Y'(t) = 0 0 0 1 Y ().

0 t/2 0 0

C(t)

Ainsi, il existe une correspondance bijective entre les solutions dans k[t]* de P”(uy) = 0 et les premiére et troisieme
composantes des solutions de Y'(t) = C(t) Y (¢) dans k[t]*. En utilisant le package IntegrableConnections [12],
nous pouvons calculer la solution polynomiale générale de Y'(¢) = C(t) Y (¢) et nous obtenons

Y(t) =C + co

—_ - O O
o= O O
S O O

ou ¢, ¢o, c3 sont des constantes arbitraires dans k. Ainsi,

uy(t) = ¢ (g) +c2 (?) tes ((1)> - <cl tci 02)

est la solution polynomiale générale du systéme différentiel linéaire homogéne donné par P”. Enfin, nous avons
1 0
=0 1],
0 0

ce qui montre finalement
cs — §'(t) — s(t)
kerk[t] (P') = c1t+ca | ENS] k[t]



4.2 Solutions polynomiales d’un systéme intégro-différentiel

Dans cette section, nous caractérisons les solutions des systémes linéaires intégro-différentiels inhomogénes P(v) = w,
ot P e ;'™ et w e k[t]' sont donnés, et ot v € k[t]” est I'inconnue. Comme souvent lorsque I'on travaille sur I,
(voir par exemple [16, 66, 67]), il est nécessaire de distinguer le cas P € (e)!*™ du cas P ¢ (e)!*™.

4.2.1 Cas P € (e)l™

Considérons P € (e)!*™ et écrivons P = Y i _,t* e P(9), ot Px(9) € k[0]"*™ pour k = 0,...,c, P.(0) # 0 , et
w(t) = Z?:o thw;, avec w; € k! pour 1 =0,...,d et wyq # 0. Alors, 'équation P(v) = w s’écrit

d

itk (e Pr(0))(v) = Ztl wy,
k=0

=0

avec (e P.(9))(v) € k'. Ainsi, nous avons la disjonction de cas suivante :
1. Sid > ¢, alors le systéme linéaire P(v) = w n’a pas de solution.

2. Sid < ¢, alors le systéme linéaire P(v) = w est équivalent a

(e P(9))(v) =wk, k=0,...,d, (4.5)

(e Pr(0))(v) =0, k=d+1,...,c ’
Etudions maintenant le systéme linéaire (4.5). Ecrivons Py (9) = Z;:iio Py ;0% avec Py, € k™ pour i = 0,...,dy
et k=0,...,c, et considérons v(t) = Z;:o ti vj, ol le degré r et les v; € k™ pour j =0, ...,r sont inconnus. Alors,

le systéme (4.5) est équivalent au systéme linéaire suivant :
( ‘,iﬁoePkiai) (Z;_ tjvj>:wk, kE=0,...,d,
( 0€Pri0 )( _Ot v)zO, k=d+1,...,¢
{ de ; ole 9"
de j o(€d’ )

En utilisant (e 9%)(t7) = j!4; ;, ou §;j = 1 sii=j et §; ; =0 si i # j, le dernier systéme linéaire est équivalent a

tj)PkZ’Uj—wk, k:(),...,d,

(
(t9) Pyiv; =0, k=d+1,...,c

ST VP vy = w, k=0,...,d, (s

Z;’r;ir(;{dk’r}ﬂpk,jvjzo, k=d+1,...,c '
Soit s := max{dp,...,d.}. Les solutions v € k[t]™ de P(v) = w peuvent alors s’écrire sous la forme

S
)=y v+t i),
§=0

avec 0 € k[t]™ est un vecteur arbitraire de polyndmes et v, ...,vs des solutions du systéme k-linéaire inhomo-
géne (4.6), défini par c+1 équations en les s+1 vecteurs inconnus v; € k™, j = 0,...,s. En prenant min{dy, r} = dj
pour k =0, ...,c (sans perte de généralité), le systéme linéaire (4.6) peut étre résolu a l'aide de méthodes standard

d’algébre hnealre.
Nous résumons la discussion précédente dans le théoréme puis 'algorithme suivant, qui ne fait intervenir que la

résolution d’un systéme linéaire.

Théoréme_ 4.2.1. Soient P € (e)'*™ et w € k[t]'. Notons P = Y ;_,tFe Py(0), w = 27:0 thw, et Py(0) =
Z;‘lio Py ; 0° pour tout k =0...c. Considérons le systeme en les inconnues v; € k™ suivant :

{ Zmln{dk,'r} !P]f’jv_j:wka kZO,---7d7

=0

(4.7)
ZT:I%{dk’T}J!Pk,jUjZO, k=d+1,...,c

Alors,
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1. Sid > ¢, le systéme linéaire P(v) = w n’a pas de solution.

2. Sid < c, les solutions polynomiales du systéeme intégro-différentiel P(v) = w, avec v(t) € k[t]™*! s’écrivent

S
w(t) =Y v+t (),
§=0

avec v; € k™ les solutions du systéme linéaire 5.0, s :== max{dy, ..., d.} et v(t) un vecteur de k[t]"™ quelconque.

Algorithme 9 Solutions polynomiales de P(v) = w avec P € (e)*™ w € k]t]!
Entrée P € ()™ et w € k[t]'
Sortie Ensemble des solutions de P(v) = w sous la forme v(t) = 0(t) + 571 4(¢), (o © € k[t]™ arbitraire)
1. Berire P = Y5_ t% e Py(9) et w = Y0 thwy
Si d > ¢, alors Retourner | |
Ecrire Py (0) = Z?io Py ;0 et poser s := max{dp,...,d.}
Résoudre le systéme linéaire (4.6) en les s + 1 vecteurs inconnus v,
Poser o(t) = ijo tJ v, ott les v; sont des solutions de 'Etape 4 Retourner v(t) = o(t)+t*+1 5(t), ou & € k[t]™

est un vecteur polynomial arbitraire

Remarque 4.2.1. D’aprés la proposition 3.2.1, Popérateur P € (e)!*™ est de rang fini et non Fredholm. Ainsi,
kery(P+) est un espace vectoriel de dimension infini et il n’est donc pas surprenant que le vecteur v(t) € kt]"™,
solution de P(v) = w, dépende d’'un vecteur arbitraire v(t).

Exemple 4.2.1. Considérons la matrice suivante :

0% 9 1 9
p e<a _1)+te<0 1)€<e>2X2

_ 1 0 9 0 1 0 0 0 1 1 0
—e<0 O>8+e(1 0)8+e<0 1)+te(0 0>8+te(0 1).

Etudions le systéme linéaire P(v) = w, ot w = Zf:o thw; et w; = (w1 wia)? € k? est un vecteur fixé. Si

d > deg, P =1, alors P(v) = w n’admet pas de solution. Supposons que d < 1, c’est-a-dire que w = wy + tw;. En
considérant v(t) =Y, _otF vk, ot vy = (vg1 vk 2)T € k2, le systéme k-lindaire (4.6) est alors donné par

1 0 V2,1 0 1 V1,1 0 0 Vo,1 o wo,1
2(oo) () (Vo) G )+ (0 S) (i) =)
0 1 V1,1 + 1 0 V0,1 . w11
0 0 V1,2 0 1 0,2 N w1,2 .

En résolvant le systéme linéaire ci-dessus dans les degy P + 1 = 3 vecteurs inconnus {vg, v1, v2}, ¢’est-a-dire dans
3 x 2 = 6 inconnues, nous obtenons finalement

(t) = ( Wi~ o, + 202 ) +t ( Wo,2 + W12 > + 12 ( V2,1 > + 12 0(t),

w12 wWo,1 — 2V2,1 V2,2

)

oll va1 et v o sont des constantes arbitraires de k, et ot 9(f) est un vecteur polynomial arbitraire dans k[¢]%.

4.2.2 Cas P ¢ (e)lxm

L’objectif de cette section est de paramétrer ’ensemble des solutions polynomiales v d’un systéme linéaire intégro-
différentiel inhomogeéne P(v) = w, ou P € I,'*™ P ¢ (e)"*™ et ot w € kt]' est fixé. Nous énoncons le résultat
principal.
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Théoréme 4.2.2. Soient P € 1,'*™, P ¢ (e)*™ et w € k[t]'. Il existe un entier N € N tel que Py := N P € AX™
et ON(w) = 0. D’apres le théoreme 4.1.5, appliqué a P = Py, nous avons

ke (P +) = {v="T"(ug) + Q(s) | s € k[t]"},
ot les matrices QQ et T correspondent & la matrice Py € Allxm. Soit Ty_1 = g;ol %k, e lopérateur de Taylor

d’ordre (N — 1). Alors, l’ensemble des solutions polynomiales v € k[t]™ du systéme linéaire inhomogéne P(v) = w

est donné par
{v=T"(ug) +Q(s) |Vseklt]": Tn-1PQ)(s) =w— (Tn-1 PT")(ug)}. (4.8)

Comme Ty—1 PQ € (e} et w— (Ty—1 PT")(uy) € k[t]!, les conditions k-linéaires sur le parametre s € k[t]" de
la paramétrisation (4.8)
(Tn-1PQ)(s) =w — (Tv—1 PT")(ug)

peuvent étre rendues explicites en utilisant l’algorithme 9 de la section 4.2.1.

Démonstration. Soit P ¢ (e)'*™. D’aprés le point 2 du lemme 2.2.2, il existe un entier N7 € N tel que 9N P € APX™
et M P # 0. Soit Ny le degré maximal en t des entrées de w et posons N = max{Ny, Ny + 1}.

Ainsi, nous avons 9™V (w) = 0 et le systéme linéaire intégro-différentiel inhomogéne P(v) = w conduit au systéme
différentiel linéaire homogéne Py (v) =0, ot Py := 0N P € Allxm et Py #0.

Supposons maintenant que v € k[t]™ soit une solution de Py (v) = 0. Grace au lemme 2.2.5, nous avons 'identité
1 =Tn_1+INON, ot Ty_; est Popérateur de Taylor d’ordre N — 1 (voir la définition 2.8). Nous en déduisons
P() = ((Tn-1+IN0N) P) (v) = (ITn-1P) (v).

Ainsi, l'égalité P(v) = w entraine (Ty—1 P) (v) = w et les solutions polynomiales de P(v) = w sont alors celles du

systéme linéaire suivant :
{0 P = (49
Le théoréme 4.1.3 fournit une paramétrisation des solutions polynomiales de Py (v) = 0, qui s’écrit sous la forme
v="T"(ug)+Q(s), secklt]".
En substituant v = T"(uy) + Q(s) dans la seconde équation de (4.9), soit (Tv_1 P)(v) = w, nous obtenons
(Tw-1 PQ)(s) = w — (Ty-1 PT")(uy),

ot s € k[t]", (Tw-1 P Q) € ()", et w — (Tw—1 PT')(u,) € k[t]'. Nous sommes ainsi ramenés au probléme étudié
dans la section 4.2.1.

En appliquant 'algorithme 9, nous obtenons finalement un nombre fini de conditions k-linéaires sur le vecteur
polynomial libre s € k[t]" de la paramétrisation v = T"(u,) + Q(s) de kery(Py).

Notons que u4 est la solution générale d’un systéme différentiel linéaire holonome; elle dépend donc de certaines
constantes arbitraires dans k (voir le théoréme 4.1.3). Cela implique que le membre de droite du systéme inhomogeéne
(Tn-1PQ)(s) = w— (Ty—1 PT")(uy) contient des paramétres. Cependant, I’algorithme 9 peut étre facilement
adapté pour traiter le cas d’'un membre de droite contenant des paramétres.

O
4.2.3 Algorithme principal

Le résultat du théoréme 4.2.2 conduit & un algorithme basé sur les algorithmes 8 et 9 pour le calcul des solutions
polynomiales des systémes linéaires inhomogénes d’équations intégro-différentielles.
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Algorithme 10 Solutions polynomiales de P(v) = w ou P € ;'™ w € k[t]!

Entrée P c I,'*™ et w € k[t]’.

Sortie Ensemble des solutions de P(v) = w sous la forme v(t) = T"(uy) + Q(s) ol s est la sortie de I'Etape 4.
1: Si P € (e)'*™, alors Retourner la sortie de I'algorithme 9 appliqué a (P, w).
2. Calculer N € N tel que Py := 9V P € AX™ et 0N (w) = 0.
3: Appliquer l'algorithme 8 & Py. On obtient alors :

kery((Pn+) = {T"(ug) + Q(s) | V s € k[t]"}.

4: Appliquer algorithme 9 & (Ty—1 P Q,w — (In—1 PT")(uy)).
5: Retourner 7" (ugy) + Q(s).

Exemple 4.2.2. Décrivons toutes les étapes de 'algorithme 10 sur un exemple simple.
Soit P = (0 1+4¢e€) ¢ (e)'*> et w =0. Ona N = 1, ainsi on pose P, = P = (9> 09) € A;*? Calculons
kery(Pr+) en appliquant I’algorithme 8 & P;. Nous obtenons d’abord :

Pr=(0 1), Q=<5>7 H=(0),

0
ug =c, c €k, T/=(1>7

Kery (Pr+) = {v(t) _ ( ) ) 'c+( A ) cs(t) | s € K[t], cek}.

Dans cet exemple simple, remarquons que cette paramétrisation peut étre trouvée par un calcul direct. En effet,
soit v = (v v2)T € kery(Py+), c'est-a-dire,

ainsi nous avons

et enfin

)+ o =0 = { 4L

Nous avons donc v} (t) + v2(t) = ¢ € k, ce qui est entraine

Veek, Vs =u ekl v(t):(Z;gg):((l))'c—i-( 13)-3(0.

Calculons maintenant keryp;)(P+). Nous avons Ty = Ty = e et donc
TN71PQ:—€(C), TN71PTI:2€,
ce qui implique que nous devons appliquer l'algorithme 9 & (—e 9, —2 ¢) € (e) xk[t]. Nous obtenons alors la condition

linéaire s’(0) = 2 c et donc les solutions polynomiales de —e d(s(t)) = —2 ¢ sont données par s(t) = s(0)+2 ct+3(¢) t?,
ou s(0) € k et § € k[t] sont libres. Finalement, nous avons obtenu :

(@ _ (0, Ly, _ 2204). 3
kerypy (P )_{(UQ(t) )—( 1 ct{ g s(t) | s(t) =s(0)+2ct+t23(¢t), s€klt],ceky.
L’exemple suivant illustre I’algorithme 10 dans le cas d’un systéme inhomogeéne.

Exemple 4.2.3. Résolvons P(v) = w avec P = (tal :g) et w= (;)

Dérivons une premiére fois P. Nous obtenons :
_(t+1 e 2%2.
8P—(a2 ta2+a>¢A1
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Dérivons alors une deuxiéme fois pour obtenir :
o5 [tO+2 0 2%2
aP‘( o5 tor202) SR

Ainsi, nous avons N = 2 et P, = 9% P. Avec OreModules, nous calculons une matrice Q telle que kery, (P.) =
imy, (Q.). Nous trouvons alors @ = 0. Par conséquent, nous avons P’ = I5; ou I» désigne la matrice identité de

taille 2; TV = I, P" = Py et
 (td+2 0 o
H—( o t63+282>_aP_P2’

qui définit un A;-module de torsion et donc holonome. Posons alors ug = (y1 y2)" la solution générale de H (ug) = 0.
Nous avons :

tyr(t) +2y1(t) =0
0

H(ug) =0 <= { .
y B () + 557 (1) + 25 (2)

=10

= Y'(t)= Y (t)

2 o o

~
|

avec Y (t) = (11(t) v2(t) w5(t) yé’(t))T. Grace au package IntegrableConnections de Maple, nous pouvons
calculer les solutions polynomiales de la connexion Y'(t) = C(¢) Y (¢), qui sont les combinaisons k-linéaires des
colonnes polynomiales de la matrice ¢ suivante :

00 %

2

. t 1 —3%
1o 2
00 -%

On ne s’intéresse alors qu’aux deux premiéres lignes et colonnes, car on cherche y; et yo pour en déduire ug.

Rappellons que Y'(t) = (y1(t) y2(t) w5(t) yé’(t))T. Ainsi, nous obtenons :

kery [ (P2*) = {T'(ug) = (é (1)> . (ug)} = {u,} = {(g) s+ (g) cey|er,eq € k} = {(tc10+cQ> |e1,e0 € k}.

Par ailleurs, nous avons N =2 donc Ty_1 =11 = e+ ted, et

, B (0 0 0 e\ 0 te
hrr —T1P—€P+t€‘9p—<ea o)”(eaﬂ 68>_(68+t682 tea)'

De plus, nous avons
) B 0 te ) . 0 _(te
TlPT(ug)_<t63+te(92 te@) <t01+62>_(t61>.

emwmrrien= ()~ ()= (4220

L’étape 4 de l'algorithme 10, consiste & résoudre les solutions polynomiales de 77 P @ = 0 avec second membre w.
Nous obtenons alors les contraintes : ¢ = ¢; = 1. Finalement,

Kery(P+) = {a (1 f%) lac ]k}.
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Exemple 4.2.4. On considére le systéme d’équations integro-différentielles de Volterra étudié dans [173, Exemple 10.17,
p. 335] donné par

W(t) =202 + [ ((t — ) ule) + (t — z)v(z))de, u(0) =1,
v (t) = =312 — &5 + fg((t —x)u(x) — (t —x)v(z))de, ©(0)=1, (4.10)
u(0) =1, wv(0)=1.

Pour calculer les solutions polynomiales de ce systéme, nous appliquons ’algorithme 10 &

O—tI+1t —tI+1It 2t2
p— e 0 w — 1
| 141t o+tI—1t |0 T | =382 —t°
0 e 1
Nous avons N = 6 et
_84+a7 —84
0 0
Ps = _o 9t o7
0 0

Le Aj-module a gauche de présentation finie P = A}*?/(A1** Ps) est un module de torsion et nous avons

Y Clt3+63t2+65t+67
kerigr) (Ps )_{<02t3+04t2+66t+08 ’

ot les ¢; sont des constantes arbitraires dans k. Ensuite, on considére le systéme
(Tn-1PQ)(s) =w— (Tny-1 PT")(uy) & 0=q(t),
ot q(t) € k[t]* est donné par

(5+5)0+(B+8) 0+ (F+3) P+ Q-3+ F+%)2 2010

1767
(Ch+s- )+ (HE-BE (-9 (B-3a+ g -$) P -2t
1—68

En résolvant pour les constantes ¢;, on obtient finalement

kerypy (P+) = {( —tj3++11 >}

et on retrouve ainsi le résultat obtenu dans [173, Exemple 10.17, p. 335] en utilisant la transformée de Laplace.

Exemple 4.2.5. Considérons le systéme d’équations intégrales étudié dans [44, Exemple 1] et donné par

(oG [ Q) ()=-() .

Pour calculer les solutions polynomiales de ce systéme, nous appliquons 1’Algorithme 10 &
1 1 0
P(I tI—It)’ “’(0)'
9% 0
e (%0),
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Le Aj-module & gauche fini présenté P = A1*?/(A]”*? P;) est sans torsion et nous avons

nsotrr - {( )

(T PQ)s) = w = (Tya PTug) & ([, )5 =0

Vs € k[t]}.

Ensuite, on considére le systéme

ce qui entraine s(0) = 0. Finalement, on obtient

kerypy) (P+) = {( _13 )8

de sorte que les solutions polynomiales de (4.11) sont données par

u(t) = t3(t) et o(t) = —&(t) — (1)),

Vs =15 ¢ tk[t]},

pour tout polynome § € kJt].

Notons que dans [11, Exemple 1], les auteurs écrivent que les solutions sont données par u(t) = ¢(t) et v(t) =
—9(¢(t)) pour toute fonction ¢ € C1([0,1]). Mais la premiére équation de (4.11) implique alors nécessairement que
¢(0) = 0, si bien que si ¢ est un polynéme, on retrouve notre résultat.

Dans ce chapitre, nous avons présenté un algorithme général permettant de calculer les solutions polynomiales
de systémes linéaires inhomogénes rectangulaires d’équations intégro-différentielles ordinaires & coefficients poly-
nomiaux. L’algorithme est implémenté dans le package Bavula du logiciel Maple ([(9], disponible librement). Les
résultats théoriques sont publiés dans [70].

Enfin, il convient de noter que la méthode présentée dans ce chapitre (notamment I’algorithme 10) pourrait pro-
bablement étre étendue au calcul des solutions exponentielles (y compris rationnelles) des systémes linéaires inho-
mogénes d’équations intégro-différentielles a coefficients polynomiaux et a second membre polynomial. Le package
IntegrableConnections permet déja de calculer de solutions exponentielles (voir [12]) d’une connexion, ce qui
suggére que notre implémentation pourrait étre adaptée en conséquence. Expliquons briévement pourquoi cette
extension est simple dans certains cas particuliers.

Soit P = A;*™/ (AinPN). Supposons que P est un Aj-module & gauche (finiment présenté par la matrice Py
apparaissant a ’étape 2 de Palgorithme 10) de torsion. Dans ce cas, une paramétrisation des solutions exponentielles
de Py est donnée par {T"(ug)}, ol ug est la solution exponentielle générale du systéme différentiel linéaire homogéne
holonome défini par Py. Dans ce cas, a 'étape 4, on a Ty_1 P Q = 0 et, en supposant que uy(t) peut étre évalué
en t = 0, on obtient w — (Ty—1 PT")(u,) € k[t]'. Cela ne modifie pas le calcul des solutions polynomiales, puisque
'on doit seulement résoudre le systéme linéaire formé par les coefficients de w — (Ty—1 PT")(u,) € k[t]' pour les
constantes arbitraires apparaissant dans la solution exponentielle générale u,.

Nous illustrons cette idée avec ’exemple simple suivant, calculé avec le package Bavula, ol nous avons simplement
remplacé le calcul des solutions polynomiales du systéme différentiel linéaire homogéne holonome par celui de ses
solutions exponentielles.

Exemple 4.2.6. Considérons I’équation intégrale de Volterra étudiée dans [173, Exemple 3.18, p. 91| et donnée
par
u(t) =1+t+ 182+ 3 [1(t - 2)?u(z) dz. (4.12)
Posons alors . i i
P=1- §t21+tlt—§lt2 e, w= 1+t+§t2 € k[t].
Ona N =3 P3=0%—1,et P=A;/(A; P3) est un Aj-module & gauche de torsion et donc holonome.

En utilisant IntegrableConnections, nous trouvons que la solution exponentielle générale du systéme différentiel
linéaire homogéne holonome défini par Ps est donnée par

ug(t) = c1 exp(t) + c2 exp(—ai t) + c3 exp(—aat),
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oll a1, ap sont les deux racines complexes conjuguées de Z2 — Z + 1 et c1, ca, c3 sont des constantes arbitraires
dans k. Comme 7" = 1, nous obtenons que les solutions exponentielles de Ps sont données par ugy. Il reste alors
a résoudre w — (Tn—1 PT")(uy) = 0, ce qui revient & résoudre un systéme linéaire en ci, ¢z, c3. Nous obtenons
¢1 = 1, ¢ = ¢3 = 0. Finalement, nous retrouvons la solution u(t) = exp(t) de (4.12), comme obtenue dans [173,
Exemple 3.18, p. 91] par la méthode d’itération variationnelle.

Enfin, si le Aj-module a gauche P = A*™/(A}*'Py) (finiment présenté par la matrice Py de I'Etape 2 de
I’Algorithme 10) n’est pas un module de torsion, alors il reste a généraliser le contenu de la section 4.2.1 afin
de pouvoir Pappliquer au calcul des solutions exponentielles du systéme (Tn_1 PQ)(s) = w — (Tn—1 PT")(uy).
Un autre point & considérer est le cas des solutions exponentielles qui ne peuvent pas étre évaluées en zéro. La
généralisation de 'approche développée dans cette section au cas du calcul de solutions exponentielles aux systémes
intégro-différentiels de la forme P(v) = w ol w est un vecteur d’exponentielles fixé et v un vecteur d’exponentielles
recherché, est aussi intéressant pour les applications. Ces questions seront abordées dans de futurs travaux de
recherche.

Comme mentionné plus haut, ’algorithme 10 constitue une étape clé dans le développement d’une version effective
de la propriété de cohérence de I; qui sera développée dans le prochain chapitre, et donc d’une approche d’analyse
algébrique effective pour les systémes linéaires d’équations intégro-différentielles & coefficients polynomiaux. En effet,
comme montré dans les deux prochains chapitres, le calcul des solutions polynomiales est nécessaire pour déterminer
les modules des syzygies & gauche/droite, les inverses a gauche/droite, ainsi que les factorisations a gauche/droite
des matrices d’opérateurs intégro-différentiels. Ces études font I’objet des prochains chapitres.
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Chapitre 5

Preuve constructive de la cohérence de I

Nous rappelons que le but premier de ce travail de thése est de contribuer au développement d’une théorie de
I’élimination intégro-différentielle effective. En effet, bien que les équations intégro-différentielles soient trés présentes
dans le monde de la biologie et de I'ingénierie, elles ont été bien moins étudiées en tant que telles comparativement
aux équations différentielles. Le théoréme de [16, Théoréme 4.4] montrant que l'anneau des opérateurs intégro-
différentiels II; est cohérent est le point de départ du développement d’une approche effective par I’analyse algébrique
des systémes intégro-différentiels.

Dans le chapitre 3, nous avons rendu effectif le calcul de 'annulateur d’un élément de Iy, le calcul du noyau d’une
matrice a coefficients dans I'idéal bilatére (e}, ainsi que le calcul de 'intersection de deux idéaux d’évaluation de I;.
Pour plus de détails, voir le chapitre 3.

Dans le présent chapitre, nous allons rendre effective la propriété de cohérence de l'anneau I,. Pour cela, nous
commengons par rappeler la définition d’un anneau cohérent, qui consiste essentiellement & dire que le noyau a
gauche et & droite de toute matrice rectangulaire a coefficients dans I; est de type fini. Le chapitre sera alors
consacré au calcul effectif des générateurs du noyau a gauche/droite d’une matrice rectangulaire quelconque a
coefficients dans I;.

5.1 Rappel sur la propriété de cohérence

Dans cette section, on rappelle la notion de cohérence d’un anneau. Tout anneau peut étre vu comme un module
sur lui-méme, ce qui permet de donner plusieurs définitions toutes équivalentes.

Définition 5.1.1. ([171],[107, p. 140]) Un anneau A est dit cohérent & gauche si
Vp,ge N, YVRe AP kery(.\R)={Qe A |QR=0}

est un A4-module a gauche finiment engendré.
De maniére similaire, un anneau A est dit cohérent a droite si

Vp,geN*, VRe AP kerg(R.)={Qc AP*' | RQ = 0}

est un A-module & droite finiment engendré.
Un anneau A est dit cohérent si A est a la fois cohérent a gauche et a droite.

Définition 5.1.2. ([171, 25],[107, p. 140]) Un A-module a gauche M est dit cohérent si M est finiment engendré
et si tout sous-A-module a gauche de M finiment engendré est de présentation finie, c’est-a-dire isomorphe a
coker 4(.L) pour une matrice L & coefficients dans 4. De maniére équivalente, nous avons la caractérisation de la
cohérence donnée par la proposition 3.1.1, prouvée dans 'annexe A.2.

Remarque 5.1.1. Lorsque 'on considére un anneau .4 comme un module sur lui-méme, un sous-module est alors
un idéal. Ainsi, tout sous-module de type fini est de présentation finie signifie que tout idéal de type fini est de
présentation finie. Si 'on considére un idéal a gauche (resp. a droite) de type fini Z engendré par des éléments
fi,-.., fn mis dans un vecteur colonne R € A™*!, alors dire que I'idéal est de présentation finie & gauche (resp. a
droite) revient a dire que le noyau a gauche (resp. a droite) de ce vecteur R est de type fini. On voit ainsi le lien
entre les deux précédentes définitions.
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La catégorie des modules de présentation finie/modules cohérents sur un anneau cohérent est abélienne [166], ce
qui montre que les méthodes standard d’algébre homologique [166] peuvent étre utilisées pour étudier les systémes
linéaires polynomiaux intégro-différentiels. Cette catégorie ressemble fortement & celle des modules de type fini sur
un anneau noethérien, voir annexe A.1.5 et [166].

5.2 Le « Horseshoe Lemma »

Cette section illustre 'importance de 1'unique idéal bilatére (e) de 'anneau I. On va regarder avec précision les
restrictions de morphismes a cet idéal qui nous serviront par la suite. On rappelle les notations suivantes.
Soit R € [;2*P. Définissons ’homomorphisme & gauche .R de I; comme suit :

R — ptxp
A — (RN =A\R.

Le fait que (e) soit un idéal & gauche de I; induit le morphisme & gauche de I; suivant :

R:(e)tx1 — (e)txp
e — (\R)(e)=¢R.

On rappelle que B; = I; / (e) , voir la proposition 2.2.5. En combinant ces deux morphismes, on obtient le diagramme
commutatif exact suivant :

0 —— ker)(.R) —— kery, (.R) —  kerg, (.R)

0 — (e)1*4 — [ 1*¢ i B}*9 0

P » |

0 <e>1><p ]I11><p idp®7r

K

coker ¢y (.R) — cokery, (.R) — cokerg, (.R) — 0,

%

0 0
oll T et k sont respectivement les projections canoniques de I;'*? dans B%Xp = (]Il /<e>)1xp et de (e)1*P dans
cokery (.R). Enfin, 7 et 7 sont définis comme suit
m:; — By T PREal SR B%Xq
A — 7w(A) =X mod (e), A, Ag) > (A1), m(Ay)).
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D’apreés le lemme du serpent (voir [108, p. 157]), on a le diagramme commutatif de A-modules & gauche suivant

0 0

0 — ker(y (.R) — kery, (R) —"— kerp, (.R)

00— (e)Xa —y1xa T Blx4 0
R R LE
00— (e)x» —,b» WOT gl 0

: l

coker ¢y (.R) — cokery, (.R) — cokerg, ((R) — 0

|

0 0 0,

c’est-a-dire, nous avons la suite exacte longue de I;-modules & gauche suivante,
0 — ker(.y(.R) — kery, (.R) — kerg, (.R) N coker ) (.R) — cokery, (.R) — cokerg, (.R) — 0,

ol on définit § comme suit,

§ : kerg, (R) — coker((.R) = <€>1Xp/<e>1qu
T(p) — K(uR).

Proposition 5.2.1. Avec les notations précédentes, on a 6 = 0.

Démonstration. Grace au lemme du serpent on sait en particulier que § est un I;-morphisme a gauche bien défini

comme suit : —
6 : kerg, ((R) — coker(y(.R) = (e) /(e}lxq R
w(p) — k(pR).

Par ailleurs, pour tout m € N on a
0(7(p)) =08(c ™ o™ w(u) =1 6(c™r(p)) = IM6(7 (0™ u)) = I k(O™ u R). (5.1)

Ixp

Or, comme nous avons p R € (e) il existe donc mgy € N tel que 9™° 4 R = 0. En appliquant (5.1) avec ce myg et

7 = 7(p) € kerg, (.R) quelconque, on obtient §(7(u)) = 0. Ainsi, nous avons § = 0.
O

En conséquence, la suite exacte longue ci-dessus donne les deux suites exactes courtes de modules & gauche sur Iy
suivantes :

0 — ker()(.R) — kery, ((R) — kerg,(R) —— 0,

0 — coker(e)(.R) — cokery, (.R) — cokerg, (.R) — 0.

On peut maintenant énoncer un résultat important di au fait que 6 = 0.

Lemme 5.2.1. Soit i € kerg, (.R), c¢’est-a-dire que p € 1;'*9 satisfait p R € (e)'*P. Alors, il existe v € (e)'* tel
que u R =v R, ce qui montre que imy, (.(u—v)) =11 (u — v) C kery, (.R).

Démonstration. Si i € kerg, (.R), alors en utilisant §(z1) = x(u R) = 0, on obtient u R € (e)1*P, ce qui montre qu'il
existe v € (€)1*9 tel que u R = v R et ainsi, on a (u — v) R = 0, c’est-a-dire, v — u € kery, (.R). O
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Remarque 5.2.1. Le lemme 5.2.1 joue un réle important dans toute la suite, c’est pourquoi nous trouvons inté-
ressant d’en donner également une preuve alternative n’utilisant pas d’arguments d’algébre homologique. En effet,
si i € kerg, (.R), alors nous avons p R € ()P et donc, d’aprés le lemme 2.2.2, il existe M € N tel que 0™ y R = 0.
Par conséquent, nous avons 1™ M ;R = 0 et en utilisant le lemme 2.2.5, nous obtenons (1 — Th;_1) u R = 0. Cela
montre que v = Ty 1 pu € (e)1*? vérifie u R = v R.

Une conséquence directe de ce lemme est la proposition suivante.

Proposition 5.2.2. Soient R € quXpLE € B%Xpla matrice formée par les classes de ses coefficients dans By et
L € I,"™? une matrice telle que kerp, (.R) = img, (.L). Alors, il existe E € {(e)"*4 telle que :

LR=FR.
Ainsi, en notant L' := L — E € "%, on a imy, (.L') C kery, (.R).
Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme 5.2.1. O
Remarque 5.2.2. Notons qu’il est également possible de montrer la proposition 5.2.2 sans argument d’algébre
homologique. En effet, si L € I;"*? vérifie kerg, (.R) = imp, (.L) alors L R = 0, c’est-a-dire L R € (e)"*%. Il existe

alors, d’aprés le lemme 2.2.2, M € N tel que 0™ L R = 0. On peut alors choisir E = Th;_1 L qui vérifie ER = L R.
Ainsi, en notant L' := L — FE € ;"% on a imy, (.L') C kery, (.R).

Remarque 5.2.3. Notons qu’a chaque exemple oil nous devrons calculer un élément de B; nous ferons une iden-
tification By = IL; via I'isomorphisme de la proposition 2.2.5.
Exemple 5.2.1. Considérons R= (0 I t e)T ¢ I,**L. Alors, nous avons

R=(c o' (H-1)o"! O)T e B{*,

et en utilisant I'implémentation Bavula pour le calcul du noyau des matrices avec des entrées dans By (voir sec-
tion 2.4.3), nous obtenons kerg, (.R) = B}** L, ou

_ o2 -1 0 0 ’? -1 0 0
L= 0 H-1 -1 0 |=L=| 0 to -1 0 | el
0 0 0 1 0 0 0 1

Nous avons alors LR = (—te 0 e)T € (e)>*L. Si nous considérons la matrice E suivante

0 0 0
E=1000 0 € (e)®4,
0 00 e
alors nous pouvons vérifier que E R = L R, ce qui montre que imp, (.L") C ker, (.R), ot
I’ -1 0 te
L' =L-E=| 0 to -1 0 e 1,34, (5.2)
0 0 0 1-—e

Remarque 5.2.4. Notons que £ n’est pas unique. En effet, comme ker(.R) C kery, (.R), nous avons :
VFe(e)™: FR=0 = imy(.(L— (E+F))) C kery, (.R).

Ainsi, nous sommes amenés & étudier ensemble des solutions G € {e)"*?9 du systéme linéaire intégro-différentiel
non homogéne

GR=LRE (). (5.3)
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L’ensemble des solutions G € (e)"*? du systéme linéaire intégro-différentiel inhomogéne GR = LR € (e)"*P est
formé de la somme d’une solution particuliere £ € (e)"*? de GR = LR et de matrices de r lignes avec des
coefficients dans le I;-module & gauche défini par un ensemble de générateurs de ker .y (.R).

Supposons que ker . (.RR) soit un I;-module & gauche finiment engendré.
Alors, il existe M € (e)**? satisfaisant ker(.R) = imr, (.M) et nous avons le diagramme commutatif exact de
I;-modules & gauche suivant :

. id,®
]111><6 I[11><T 1d, 9T B%X’r‘ 0

LM L(LfE) Lf
0 — ker(y(.R) — kery, (.R) —— kerg, (R) —— 0.
0 0
Le Horseshoe lemma (voir, par exemple, [166, Proposition 6.24]) montre alors que nous avons le diagramme com-

mutatif exact de I1-modules & gauche suivant :

O HllXS HllXT®H11XS ]111><’l‘ 0
LM l( LB ) l.fo(idwgm)
0 — ker(y(.R) — kery, (.R) —— kerg, (R) — 0.

| | |

0 0 0

i [ L—E . L—E
w300 (1) ( (53 )

c’est-a-dire, un ensemble de générateurs de kery, (.R) est obtenu en concaténant un ensemble de générateurs de
ker .y (.R) définissant un ensemble de générateurs de la partie homogéne de (5.3), et des lignes de la matrice
L'=L—E,ou E € (e)"*? est une solution particuliére de (5.3).

Ainsi, nous obtenons

Notons que (e)!*" (L — E) C ker (. (.R). Dans la section suivante, nous montrerons que nous n’avons pas besoin de
calculer un ensemble fini de générateurs de ker(.R) pour obtenir un ensemble de générateurs de kery, (.R) mais
seulement de considérer un nombre fini d’éléments de ker (. (.R) qui ne sont pas des combinaisons linéaires a gauche
des lignes de L', c’est-a-dire qui ne sont pas dans (e)!*" (L — E).

Exemple 5.2.2. Si R € (e)?*?, alors R = 0 implique kerg, (.R) = img, (.I,). Ainsi, nous avons

r=gq, f:Tlp L:qu IqR:ER,
pour une certaine matrice E € (e)?*9.

Soit N € N tel que 9N R = 0 (voir le lemme 2.2.2), alors IV 0¥ R = 0, donc (1 — Tn—1) I, R = 0. On en déduit,
I,R = Tn_1 R et Tn_q11; € (e)?%. Ainsi, on peut poser E = Tn_11; € (e)?7*? une solution particuliére de
G R = LR, d’inconnue G € (e)"*P et ainsi, nous avons :

L—E:[q —TN_1 Iq, imHI(L—E) Ckerﬂl(.R).

Cet exemple est a rapprocher de la remarque 5.2.2.

5.3 Le calcul de kery, (.R)

Dans cette section, nous prouvons qu’un ensemble fini de générateurs de kery, (.R) existe toujours et peut étre calculé
pour tout R € 1;7°P. Comme expliqué dans la section précédente, un ensemble de générateurs de kery, (.R) peut
étre calculé en étudiant ’ensemble des solutions G € (e)"*? du systéme intégro-différentiecl GR = LR € (e)"*P.
On commence donc par essayer de trouver une solution particuliére F vérifiant ainsi F R = L R, puis on regarde
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comment calculer les solutions du systéme homogéne G R = 0, qui sont donc les éléments de ker (. (.RR). On verra
qu’on ne saura pas explicitement calculer une matrice M telle que imy, (.M) = ker (. (.R), mais qu’il nous suffira de
calculer des éléments de ker(.R) qui ne sont pas déja dans I'image de L — E.

Commengons donc par la recherche d’une solution particuliére E.

5.3.1 Solution particuliére de GR =L R € (¢)"*? avec G € (e)"™*1

Etudions les solutions G' € (e)"*9 du systéme linéaire inhomogéne G R = L R, ot kerg, (.R) = img, (.L). Pour
simplifier, notons H = L R.

Nous posons les notations suivantes :

H=>) teH(0), G=Y t'eGrd), Hmn(d)#0, Gu,(d)#0,
Hi(a) = Z?;OHiJ (9j, HiJ' c ]kTXp’ j:(),...,Oéi, i:O,...,m,
Gk(a) = Zf:ko GkJ 81, GkJ ek™% 1=0,....0k, k=0,...,n.

Nous rappelons la définition 2.2.7.

Définition 5.3.1. Soient a € k[J] et b € k[t]. Nous définissons :
— @ comme ’élément de k[t] obtenu en remplagant 9 par % dans a(9).

— b comme I'élément de k[0] obtenu en remplagant t¢ par i! 9° dans b(t).

Remarque 5.3.1. La définition précédente s’étend aux vecteurs et aux matrices.
Ainsi, pour R = (r;,;(9)) € k[0]7*P, R désigne la matrice dont les coefficients sont les r; ;(t) et, de maniére analogue,
@ désigne la matrice dont les coefficients sont les ¢; ;(9), pour Q = (i ;(t)) € k[t]?*P.

En utilisant 'involution 6 de I; (voir la proposition 2.2.7), nous avons
GR=H < 0(R)0(G)=0(H), (5.4)

ot 0(G) et (H) s’écrivent
=> G(I)"e(0t0)" Zak Teklo* =3 Gr(t)" ekl 0",
k=0 k=0
car, en utilisant ’identité [ e = t e, nous avons
B
Te:ZG Ile—Zlel'e—Gk() e.
1=0
De méme, nous avons 0(H) = 1" H;(t)T ei! 9'. Par conséquent, (5.4) donne

R) (Zn: Gr®)T ek! ak> =
k=0

En utilisant le lemme 2.2.1 et le fait que §(R) (Gx(t)T) € k[t]P*", I'égalité ci-dessus est équivalente & I'égalité des
deux formes normales suivantes :

T eil .

[1:
m(

Ze ") eklo* = ZH Teild'.
Nous obtenons ainsi les résultats suivants :
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1. Si m > n, alors G R = H n’a pas de solution.

2. Sim < n, alors G R = H est équivalent au systéme linéaire

{ O(R) (Gr()T) = H,()T, k=0,...,m, (5.5)

O(R) (Gx(®)T) =0, k=m+1,...,n.

L’existence de solutions de G R = H est alors équivalente & ’existence de solutions polynomiales d’un systéme
linéaire intégro-différentiel inhomogeéne de la forme P(v) = w, ou P € [17*? et w € Kk[t|’*" sont donnés, et
v € k[t]7*" est I'inconnue.

Remarque 5.3.2. L’exemple 5.2.2, permet de traiter G R = L R, avec kerg, (.R) = imp, (.L), dans le cas particulier
ot R € (e)9%P. En effet, R € (e)9*P si, et seulement si, (R) € (e)?*P. Ainsi, si R € (e)9*P et N vérifient " R = 0,
d’aprés l'exemple 5.2.2, nous pouvons prendre £ = T_; I; comme solution particuliére de I'équation G R = L R

avec L = I, kerg, (.R) = imp, (.L).

Dans le cas d’un opérateur scalaire, c’est-a-dire [ = m = 1, ce probléme est résolu dans [1441, 10]. Le cas général
est 'objet du chapitre 4 et son implémentation est réalisée dans le package Bavula [69], voir Pannexe B. On
rappelle les deux résultats suivants du chapitre 4 qui permettent de trouver les solutions polynomiales d’un systéme
intégro-différentiel général :

Théoréme 5.3.1 ([70]). Soient P € I,'*™, P ¢ ()™ et w € k[t]'. Soit N € N tel que Py := 9 P € AL™ et
ON(w) = 0. Nous définissons des matrices Q, P', M', P", H et T' a coefficients dans A, telles que

— kery, (Py.) = ima, (Q.),

— kerp, (.Q) = imy, (.P),

— kery, (.Q) = imy, (.P),

— kery, (\P') = imy, (M),

1

— Py=P'P,
_ H= (M/T P//T)T
— P'T"P' =P

L’ensemble de toutes les solutions polynomiales v € K[t]™ du systéme linéaire inhomogéne P(v) = w est paramétré
par

{v="T"(ug) +Q(s) | s €k[t]!: (Tn-1 PQ)(s) =w — (In—1 PT")(ug)},

ot ug est la solution polynomiale générale du systeme différentiel linéaire holonome homogene défini par la matrice H
et les conditions k-linéaires (Tn—1 P Q)(s) = w— (Tn—1 PT")(uy) sur le paramétre s € K[t]"*! peuvent étre rendues
explicites.

Remarque 5.3.3. Notons que toutes les matrices impliquées dans le théoréme 5.3.1 peuvent étre calculées a 'aide
du package OreModules [59] et que u, peut étre calculé grace a IntegrableConnections [12].

Théoréme 5.3.2. Soient P € (e)!*™ et w € k[t]'. Notons P =3 _,t* e Py(), avec P.(0) # 0, w = E?:o thawy,
avec wg # 0 et Pp(9) = 2?20 Py ; 0° pour tout k = 0,...,c. Considérons le systéme en les inconnues v; € k™
sutvant : min{der) -

{ ijo il Py v =ws, k=0,...,d,

Snldrd jip e =0, k=d+1,...c

(5.6)

Alors,

1. Sid > ¢, le systéeme linéaire P(v) = w n’a pas de solution.

2. Sid <c, les solutions polynomiales du systéme intégro-différentiel P(v) = w, avec v(t) € k[t]™ s’écrivent

w(t) =Y v+t (),
j=0

avec v; € k™ les solutions du systéme linéaire (5.6), s := max{dy,...,d.} et 0(t) un vecteur de k[t]™ quel-

conque.
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Enfin, remarquons que le calcul de E € {(e)"*? satisfaisant F R = L R correspond au calcul d’une solution polyno-
miale particuliére d’un systéme linéaire intégro-différentiel inhomogéne de la forme P(v) = w, et que le calcul de
ker . (.R) correspond au calcul de toutes les solutions polynomiales du systéme linéaire homogéne P(v) = 0.

Résumons dans un algorithme la méthode de recherche d’une solution particuliére de I’équation G R = L R d’in-

connue G € (€)™ ou kerp, (.R) = imp, (.L) pour R € I;7*? fixé.

Algorithme 11 Solution particuliére de G R = L R d’inconnue G € (e)"*9 avec kerg, (.R) = imgp, (.L).
Entrée R € 1,9%P.
Sortie Matrice L telle que kerg, (.R) = imp, (.L) et une solution particuliere G € {¢)"*? de G R = L R.
1: Si R € (e)?*P alors,
Calculer N tel que 0¥ R =0. (existe grace au lemme 2.2.2)
Retourner L :=1; et G :=Tn_1 .

2
3
4: Sinon

5. Calculer L telle que kerg, (.R) = img, (.L).

6:  Ecrire H = L R sous la forme H = Y"1" ' e H;(), H,, () # 0.
7 Calculer O(R). (grace a la proposition 2.2.7)

8 Former le systéme (5.5) d’inconnues les G (1) .

9

Résoudre le systéme (5.5).  (grace a Palgorithme 10)

10: Fixer les paramétres v; libres et la fonction ¥ & 0 pour obtenir une solution particuliére.
11: Former la matrice d’opérateurs G = Y ,_ t" e Gx(9).

12: Retourner L et G

13: fin Si

Exemple 5.3.1. Reprenons I'exemple 5.2.1. Montrons comment calculer une solution particuliére E € (e)** du
systéme inhomogéne ER=H :=LRe (e)3*', ou R=(0 I t el et H=(-te 0 e)T =eHy+teH, avec
Ho=0 0 DT et H =(-1 0 0)T.

Nous avons alors §(R) = (I 0 0td e) et, en posant E = e Fy(d) + te E1(d) € (e)*** avec Ey, E; € k[9]>*4,
I’équation O(R) O(E) = 0(F) est équivalente & la recherche de solutions polynomiales particuliéres (Eo(t)”, E;(t)T)
du systéme linéaire inhomogéne défini par

O(R) (E;()") =H! i=0,1

Ce probleéme est équivalent a (I 0 0td e)v(t) = w, c’est-a-dire,

/Ot 1 (7) dr + Ba(8) + £ B (t) + B3(8) + v2(0) = w, (5.7)

ot w = 0 ou 1. Notons que le systéme linéaire intégro-différentiel est sous-déterminé, cela signifie qu’il admet une
infinité de solutions.

Des solutions particuliéres sont v; = v = v3 =v4 =0 pour w =0et v1 =vy =v3=0¢et v4y =1 pour w =1, et
nous retrouvons ainsi la matrice £ donnée dans ’exemple 5.2.1. En effet,

0 0 0 0 00 00 0 —te
Ey(t)T = , Byt = = E=(0 00 0
0 0 0 0 0 O 00 0 e
0 0 1 -1 0 0
et on peut alors vérifier que
0 0 0 —te ? —te
ER=[0 0 0 O = 0 | =H.
0 00 e . e
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Enfin, ker(.R) définit '’ensemble des solutions polynomiales de (5.7) avec w = 0.

Remarque 5.3.4. Il est & noter qu’une solution particuliére de G R = H permet de factoriser & gauche H par R €
1;7%P donnée. Par ailleurs, notons que si R ¢ (e)?*P, alors I'algorithme 11 permet de calculer une factorisation dans
(e) par R d’une matrice H a coeflicients dans (e) quelconque. Savoir résoudre ce type de probléme de factorisation
sera également utile dans le chapitre 6 pour le calcul de 'inverse & gauche (ou a droite) d’une matrice R € I;97P.
Ecrivons ainsi I’algorithme correspondant, qui n’est alors qu’un sous-cas de l’algorithme 11.

Algorithme 12 Solution particuliére de G R = H d’inconnue G € (e)"*? ou H € (e)"*P
Entrée R ¢ (e)?*P, H € (e)"*P.
Sortie Solution particuliére G de G R = H.
1: Ecrire H = L R sous la forme H = Y_" t' e H;(0).
Calculer (R) (grace a la proposition 2.2.7).

Former le systéme (5.5) d’inconnues les G (1)
Résoudre le systéme (5.5)  (grace a Palgorithme 10).
Sélectionner la solution correspondant & 9(¢) = 0.

Former la matrice d’opérateurs G = >_,_ t" e G1,(0).

Retourner G.

5.3.2 Caractérisation effective de kery, (.R) pour R € I;7*P

Soit R € T; 7P, Dans cette section, nous allons montrer que le I;-module & gauche kery, (.R) est obtenu en complétant
les lignes de la matrice L' = L—E dans I,"*?\ (e)"*9 (voir la section 5.2) par un nombre fini d’éléments de ker .y (.R)
qui ne sont pas des (e)-combinaisons & gauche des lignes de L', c’est-a-dire, qui ne sont pas dans {(e)**"(L — E).

Enoncons un résultat préliminaire au résultat principal de cette section.

Proposition 5.3.1. Soit R € 1,9*P. On introduit les objets suivants :
— R € B, la matrice dont les coefficients sont les classes des coefficients de R dans By =11 /(e),
— L e1,"* tel que kerp, (.R) = img, (.L),
— E € (e)"*1? satisfaisant ER =L R € (e)"*P,
— P =0(R) € I,P*1,
— Le plus petit N € N tel que Py := 0N P € AY*Y,
— Q € AT tel que kery, (Py.) = imy, (Q.).
Alors, il existe G € [;"*" et F € (e)"*4 tels que

0(Q)=G(L—E)+F. (5.8)

Démonstration. Nous avons Py @ = 0, c’est-a-dire 9V §(R) Q = 0, ce qui, par application de I'involution 6, est
équivalent a 0(Q) RIY = 0. Ainsi, dans By, nous avons 0(Q) Ro~" = 0, soit §(Q) R = 0 puisque o~ est inversible
dans B;. Cela montre que img, (.0(Q)) C kerg, (.R) = imp, (.L), et donc, il existe G € I;"*" tel que 6(Q) = G L.
Par conséquent, il existe E' € (e)"*? tel que 6(Q) = G L + F’, et ainsi, nous obtenons 6(Q) = G (L — E) + F, ou

F=FE +GE € (e)", O

Le résultat principal de ce chapitre et de ce mémoire est le théoréme suivant qui donne une preuve effective du fait
que I; est un anneau cohérent en explicitant une méthode de calcul effectif des générateurs de kery, (.R) pour toute
matrice R de I 7%7.
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Théoréme 5.3.3. Soit R € [,7°P. On introduit les objets suivants :

— R e B{*?, la matrice dont les coefficients sont les classes des coefficients de R dans By = 1;/(e),

— L €1,"* tel que kerg, (.R) = img, (.L),

— E € (e)"*? satisfaisant ER =L R € (e)"*P,

— P = Q(R) S Hleq,

— Le plus petit N € N tel que Py := 0N P € AY*Y,

— Q € AT tel que kery, (Py.) = imy, (Q.),

— Gel;™" et F € (e)"* tels que 0(Q) =G (L — E)+ F

— P e Aﬁ',xq tel que kera, (.Q) = imy, (.P’),

— M’ e A‘{Xp/ tel que kerp, (.P’) = imy, (M),

— P" e AP tel que Py = P P/,

= (M/T P//T>T

— uy € k[t]P*1 la solution générale de keryy(H+) = {U e k[t]P ¥ |H(v) = 0},

— T e A?Xpl un inverse généralisé de P', c’est-a-dire, une matrice vérifiant P’ T" P' = P’.
Nous avons alors,

L—-F
. - . M,

kery, (R) =,V (L — E) + ) Iy My =, o,

i=1 .
M,,
ot {M;}i=1,..m est une base finie de l’espace vectoriel de dimension finie sur k suivant

&= {e@T(a) O(T') + e5(0)T F | s € K[t]" ! (Ty_1 PQ)(s) = —(Tn_1 pr)(ug)} : (5.9)

Démonstration. Comme expliqué précédemment, le calcul de ker .y (.R) est lié au calcul de kery(6(R)+). Rappelons
rapidement pourquoi. Nous avons X R = 0 si, et seulement si, 8(R) 8(X) = 0.
Sion écrit X =0t e X;() € (€)™, avec X,.(d) # 0, alors on obtient 8(X) = >""_ 0(X;(9))b(e) O(t") et

(R)O(X) =0 < ii!G(R) (xX;®)7") ed' =0.
=0

Ainsi, X;(t)T est une solution polynomiale de 6(R)(v) = 0.
En appliquant le théoréme 5.3.1 & P = §(R) € I;**? et w = 0, nous avons
keryp (0(R)*) = {v =T"(ug) + Q(s) | s € k[t]"*! : (Tn—1 PQ)(5) = —(Tn-1 PT")(uy)} . (5.10)

Caractérisons maintenant ker . (.R). En utilisant le lemme 2.2.1 et le point (2) de la définition 2.2.7, nous avons les
équivalences suivantes :

<= 0(ve) € ker(o)(.R).
Soit v € kery(0(R)*), détaillons 6(ve). Nous avons :
O(ve) = 0(T'(ug(t)) e + Q(s(t)) )
=0(T" ug(t)e+Qs(t)e)
=euy(0t0)T 0(T') +es(0t9)" 0(Q)
= eTg(9)" 0(T") + e5(9)" 0(Q),
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pour tout s € k[t]"*! satisfaisant les contraintes linéaires (Ty—_1 P Q)(s) = —(Tn—1 PT")(u,y). Maintenant, d’aprés
la proposition 5.3.1, nous avons 6(Q) = G(L — E) + F et donc

O(ve) = ety (0)T 0(T") +e5(0)T F +e35(9)T G(L — E). (5.11)

Comme montré dans la section 5.2, nous avons imy, (.(L — F)) C kerp, (.R). Ainsi, a partir de (5.11), pour calculer
un ensemble fini de générateurs de kery, (.R), nous devons uniquement considérer les éléments de ker(.(.R) qui
engendrent £ (voir section 5.2).

Il reste a prouver que £ est un espace vectoriel de dimension finie sur k.

Premiérement, u, est la solution polynomiale générale d’un systéme différentiel linéaire holonome (voir [70]) et
appartient donc & un espace vectoriel de dimension finie sur k d’aprés le théoréme 4.1.2. Ensuite, il existe £ > 0 tel
que 0 F =0 car F € (e)"*P (voir le point 1 du lemme 2.2.2), ce qui fournit une borne sur le degré de s et donc sur
la dimension de £. Cela conclut la preuve. O

5.3.3 Algorithme et exemples du calcul de kery, (.R) pour R € I;7*?

Nous combinons les résultats obtenus dans ce chapitre pour fournir un algorithme permettant de calculer un ensemble
fini de générateurs du module de syzygies kery, (.R) pour une matrice R € I;9”*? donnée.

Algorithme 13 Ensemble fini de générateurs de kery, (.R) pour R € [;7*P

Entrée R ¢ I,9%?

Sortie Matrice dont les lignes forment un ensemble générateur de kerr, (.R)
1: Calculer la paramétrisation de kery(6(R)).  (Voir (5.10))

2: Calculer L € ;"% tel que kerg, (.R) = img, (.L).  (Voir la section 2.4.3)
3: Calculer E € (€)"*? tel que ER = LR. (Voir l'algorithme 11)

4: Calculer G € ;" tel que (Q) = GL. (Voir la section 2.4.3)

5: Calculer F =60(Q) — G(L — E).

6: Calculer une base {M;}i=1, . m de 'espace vectoriel £ défini par (5.9).

T
7. Retourner ((L—E)T ME L. MTE) .

Nous avons une implémentation de cet algorithme dans Maple [(9]. Voir le package Bavula décrit dans l'an-
nexe B. Comme mentionné précédemment, elle repose sur les packages IntDiffOp [103] pour les calculs dans
I, OreModules [59] pour les calculs dans A; et By, et IntegrableConnections [12| pour le calcul des solutions
polynomiales d’une connexion. Les Etapes 1 et 3 peuvent étre réalisées en utilisant I’implémentation de I’algorithme
développée dans [70] (voir chapitre 4).

L’algorithme suivant est une version davantage « self-contained » de 1’algorithme 13.
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Algorithme 14 Ensemble fini de générateurs de kery, (.R) pour R € I;7*P

Entrée R € 1,7%P,

Sortie Matrice dont les lignes forment un ensemble générateur de kery, (.R).

1: Caleuler L € I;"*7 tel que kerg, (.R) = imgp, (.L).

2: Calculer E € (€)"*? tel que ER = LR (gréace a 'algorithme 11).
3: Calculer P = 0(R) € ;.
4: Calculer le plus petit N € N tel que Py := 9~ P € AP*%.
5: Calculer Q € A" tel que kery, (Py.) = imy, (Q.).
6: Calculer G € I;"*" tel que 6(Q) = GL.
7. Calculer F =0(Q) — G(L — E) € {(e)"*1.
g Calculer P’ € A”*7 tel que kera, (.Q) = imy, (.P').
9: Calculer M’ € A({,Xp/ tel que kery, (\P') = img, (.M").
10: Calculer P” € Apr, tel que Py = P" P'.
11: Calculer H := (M'T P”T)T.
12: Calculer u, € k[t]?*! la solution générale de keryp(H*) = {U e k[t]P" < | H(v) = O}.
13: Calculer 77 € AY*?P " un inverse généralisé de P’, c’est-a-dire, une matrice vérifiant P’ T P’ = P'.
14: Calculer une base {M;}i=1, .. m de espace vectoriel
&= {e @T(ﬁ) O(T") 4+ e35(0)T F | s e k[t Y Tn_1 PQ)(s) = —(Tn_1 PT’)(ug)} .
15: Retourner ((L - M ... MTZ)T

0

I) e 1,22, Nous

Exemple 5.3.2. Détaillons les étapes de l'algorithme 14 sur un exemple simple. Soit R = (

avons alors :
R—<Uil>, I=(1 -0, L=(1 -

On calcule alors le produit LR qul donne :
L R= (]_ —82) =0 E = L/ =1
[ ’ ’ .

Etudions maintenant ker .(.R). Posons P = 6(R) = (I ), ainsi, nous avons P; = 90(R) = (1 0?) € A;"* et
N = 1. Les étapes 5 et 6 donnent alors :

Q@i)’ 0Q) = (1 -1), 0@ =(0> -1)=g2(1 —0?), G=I

Ensuite, calculons F' comme suit :
F=0Q) -G(L—-E)=(I* -1)-I"(1 —8?)=(0 —eted).

Le noyau a gauche de Q vaut P’ = (1 82). Ainsi, nous avons M’ = 0 et P = 1. Finalement, H = 1 et uy = 0.
Ainsi, nous avons :

{e5(0) (0 —e—ted) |sek[t], To PQ(s) =0}.

£ =
82
On calcule Ty PQ =¢ (I 9) (_1 =—e0.
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Ainsi, nous avons

E=1{es(0) (0 —e—ted) |seKklt], s(0)=0}.

Maintenant, s € k[t] vérifiant s'(0) = 0 est équivalent & s = s + % () pour un certain ¢ € k[t] quelconque. Nous
pouvons alors calculer 'involution de s et nous obtenons ainsi,

e3(0)(0 —e—ted)=s50+2G(0)0* (0 —e—ted) = —spe,
et, donc nous avons
E={(0 —spe) |so €k}.
L’espace vectoriel £ est ainsi un k-espace vectoriel de dimension 1 ayant pour base (0 e).
Nous pouvons ainsi en conclure que :
1 92
kery, (R) = (0 e) .

Exemple 5.3.3. Nous poursuivons ’exemple 5.2.1 dans lequel nous avions imy, (.L’) C kery, (.R), ou L’ = L — E est
défini par (5.2). Etudions maintenant ker .y (.R). Pour cela, nous devons caractériser kery;)(6(R)+), ot P = 6(R) =
(I 0 0td e)¢ A** Ainsi, considérons P, = d0(R) = (1 9> 9°t0 0) € AI**. Les solutions polynomiales
de P;(v) = 0 sont alors définies par

—-0* —0%td 0

ax1 B N 0 0

Vs ekl o) =Q(s(), @=1] 1 o
0 0 1

Ainsi, les solutions polynomiales de §(R)(v) = 0 sont définies par v(t) = Q(s(t)), ot s € k[t]>*! satisfait
(0(R))(v(t)) = ((0 ed ed e) Q)(s(t)) = 51(0) + 82(0) + s3(0) = 0.
Ensuite, 0(v(t)e) = 0(Q(s)e) = 0(Q se) = e35(0)T 6(Q),

1 0 0
—tl 010
0 0 01
De plus, nous avons l'identité §(Q) = GL' + F, ou
-1 0 © 0 0 0 te
G=| -to -1 0], F=|0 0 0 te |,
0 0 1 0 0 0 e

ce qui donne §(v(t)e) = e5(0)T 0(Q) = e3(9)T (G L' + F). En utilisant
LU L Ckery, (R), $0)T = (51(0) $:(9) 53(9))7,
" 51(t) = 1(0) + 5 (0) 1+ 11 (1) 12

s2(t) = 52(0) + 82(0) t + 72(t) £,
s3(t) = —(81(0) + $2(0)) +73(8) ¢,

51(9) = 51(0) + 51(0) 0+ X010 ( +2)! ;0972
53(0) = 52(0) + 52(0) 0+ Xj2 (7 +2)ra; 0747,
53(0) = —(51(0) + 82(0)) + 2272 (G + 1)y 0942,
et nous pouvons considérer seulement le terme
eSO)TF=0 0 0 e(5(9)+52(0)te+es3(0)e) =0,

ce qui prouve finalement que kery, ((R) = I;'*? L = imy, (.L').
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Dans ’exemple suivant, nous allons calculer les conditions de compatibilités d’un systéme intégro-différentiel & deux
variables. On rappelle que les conditions de compatibilité du systéme Ry = z, avec R € 1;7*?, sont données par
Qz=0avec Q € ;77 telle que imy, (.Q) = kery, (.R). En effet, en multipliant par @ I'égalité Ry = z, on obtient
bien Q z = 0 car @ R = 0 et le noyau de R est bien généré par les lignes de Q.

Exemple 5.3.4. Calculons les conditions de compatibilité du systéme intégral linéaire inhomogéne

toi(t) + v (7) dT = w1 (1),
/0 (5.12)

tvl(t)+/0 (’l)g(T)—TUl(T))dT:'WQ(t).

_ t I 2%2
R_<t—It I>€H1 '

R AR

Pour ce faire, calculons kery, (.R), ou

Nous avons
E =

et un calcul de syzygies sur B; montre que kerg, (.R) = 0. Ainsi, nous avons kery, (.R) = ker,(.R). Caractérisons
ker .y (.R) a I'aide de keryp)(0(R)), ott O(R) est défini par

G(R):<8(1;6) ata—aataz):<tal+1 (ta+1i(1—a))a

Notons que P = 0(R) € A7*? et que P = A;*?/(A]”*? P) est un A;-module & gauche de torsion, et donc holonome,
voir la proposition 4.1.3. Calculons une base du k-espace vectoriel de dimension finie kery;(6(R)). En posant
y(t) = 0(t), 'équation §(R)(v(t)) = 0 donne

=0.

Dl 9Dl o 2(t) = —y1(1)
(t 1+ (t0+ i( )>(y(t)>0@{?ta+1)yzf(t)

De plus, (t9 + 1)(t") = (n + 1)t"™ ce qui montre que 1'équation indicielle en t = 0 de td + 1 est n+ 1 = 0 qui
n’admet aucune solution n € N [144]. Ainsi, I’équation différentielle ordinaire (¢ 9 + 1)(z(¢)) = 0 n’a que 0 comme
solution polynomiale, ce qui implique ¢ (¢) = 0, c’est-a-dire y1(t) = ¢ € k, et donc, y2(t) = —c. On en déduit que

vlt) = (Cstidf) ’

pour tous d, f € k. Ensuite, nous avons

ct+d
G(U(t)e)—9<< et f > e)

=e(cdtd+d —cdtd+f)
=e(c0+d —cId+f)
=ce(@ —09)+de(l 0)+fe(0 1),

ce qui montre finalement que

ed —ed
kery, (R) = I '3 e 0
0 e

Finalement, le systéme (5.12) admet les conditions de compatibilité suivantes :

’Lbl (0) — ’LUQ(O) = 0, w1 (0) = O, ’LUQ(O) = O
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Reprenons maintenant la suite de 'exemple 5.2.2 et traitons le cas ot R € (e)?*P. Soit R € (e)?*P. Nous avons
R =0, et donc, kerg(.R) = img, (.I,) = B1*9],, c’est-a-dire qu'on peut prendre L = I, et L = I,.

En utilisant le point 1 du lemme 2.2.2, soit M € N tel que 9 R = 0, et en utilisant I'identité 1 = IMOM + Th_1
(voir le lemme 2.2.5), on obtient R = Ths_1 R, ce qui montre que l’on peut poser E = Th;_11,, et ainsi :

imp(.(L — E)) C kerp(.R),

oul - F = (1 — ijjfl)]'q.

Maintenant, posons P = §(R) € {e)P*%. D’aprés le point 1 du lemme 2.2.2, il existe N € N tel que Py = 0V0(R) = 0,
donc P = Ty_1P. Par conséquent, on peut prendre ) = I, dans le théoréme 5.3.1 et H = 0, de sorte que :

ket (P+) = {v=1s| s €Kk[t]?*" et P(s) =0}.

De plus, on a 'identité :
0Q)=1,=L—-E+Ty_11,,

ce qui montre que 'on peut poser F' = E = Ty;_11,. Par conséquent, ’équation (5.9) donne :

E={e5(0) Tr-11y | s €k[t]”! et P(s) =0} .
En extrayant une base finie {M;};=1, ., du k-espace vectoriel £, on obtient :

kery(.R) = (1 = Tar—1)I)T MT - MI)".

Exemple 5.3.5. Nous considérons a nouveau 'exemple 3.3.3, & savoir R=te+ted € (e). On a M = 2, de sorte
que 1 — Ty =1 — e —ted appartient a kery, (.R). De plus, nous avons :

O(R)=ed+Ied=ed+teo.
Les solutions polynomiales de §(R) sont définies par
(1+1)p(0) =0,
c’est-a-dire p(0) = 0, ce qui donne
p(t) =po+£°p5(t), Vpo €k, pj € K[t].
On en déduit que :
&= {e (po +205(9) a?) T ‘ po ek, phe k[t]} = {epo | po € k1.
Ainsi,
kerp, (R) =I;(1 —e —ted) + I e.

Dans I'exemple 3.3.3, nous avons montré que
kery, (R) =1;(1 —t9) + T, 9%,

ce qui est correct puisque 'on a :

(3= (a2 (7)€ D)
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Exemple 5.3.6. Reprenons 'exemple 3.3.5 du chapitre 3 avec la méthode décrite par 'algorithme 14.

Soient Z=1; (t?+1)e =1 g et J =1;(te+t*ed) = I h. Pour calculer un ensemble fini de générateurs de ZN 7,

nous définissons d’abord @ )
_ t“+1)e\ (g 9%
R_<t6+t263)_(h>e<e> '

R=0, L=10, L=1I.

Nous avons alors :

On cherche alors a factoriser L R = R par R via une matrice E a coefficients dans (e). On peut prendre la matrice

suivante,
E— et+ted 0
N 0 6+t63+%632 ’

ER< et+ted 0 (t?+1e\ [ (#*+1)e _ R
"L 0 e+ted+fed?) \tett?ed)  \te+t?ed)

Etudions maintenant ker.,(.R). Nous avons P = 6(R) = (e +2e0* e+ 2ted?). Nous avons alors,

qui vérifie bien

N=2 P=0"P=0, Q=IL, P =0, M =1L, H=1I, u,=0

et
0@ =1 Q= (g |). G-l G=1.

Poursuivons en calculant la matrice F =60(Q) —G(L—E) =1, —1(Ia — E)=FE et
TiP=(ec+ted) (e+2e0* ed+2ted?) = (e+2ed* ed+2ted?®) =P
Ainsi, nous avons :
E=1{e3(0)F |sek[t]**', P(s)=0}.
Soit s = s1(¢) € k[t]?*!. Nous écrivons :
s2(t)
s1(t) = s+ 87t +spt> +...
so(t) =2+ 82t + 82t 4 ...

Ainsi, P(s) = 0 équivalent & s1(0) 4+ 27(0) + s5(0) + 2t s5(0) = 0 donne les contraintes linéaires suivantes sur les
coeflicients de s :

{sé+4s%+sf+4tsg =0

On écrit,

et

Ainsi, nous obtenons

. . e+ted 0
eS0) F=es(9) < 0 et+ted+Led?
2

Finalement, £ = {0} et

> = (spe+4sje+sie 2s3e¢d*)=(0 0).

1—(t2+1e 0
e (R =@ -p) = (T L) = 1),
2
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Enfin,ona Lig= Lo h = <2 €>. On en conclut que ZNJ =1  te =1 e ce qui est cohérent avec ce que I'on avait

trouvé précédemment.

Remarque 5.3.5. Le choix de la matrice £ dans l'exemple 5.3.6 n’est pas unique comme le montre la re-
marque 5.2.4. En accord avec I'exemple 5.2.2, nous aurions pu choisir F' = T} I,. Vérifions que E — E € ker((.R).
Nous avons ) Lo oo
P_p— —t‘etted+ 5t ed 0 ’
—te e+ted

et

~ _ [(—tPe+ted+ 2t2ed? 0 t2+1)e)
(E_E)R_( —te e+ted) \tettzea) =0

Etudions maintenant le cas de I'intersection de deux idéaux Z et J dans le cas oit Z C (e) et J ¢ (e). Notons alors
I=Y" TgeJ= Z;‘L:1 I, hi, avec g1,...,9m € {(€) et hy,...h, €I\ (e). Nous posons :

9
' g1 h1
Rl = (1) o= ]
: Im h,
h.n
Ainsi, nous avons :
0
R= h% ., kerp, (.h) = imp, (.Lg), Lo € B*", kerJBl(R)—(IgL £2> Bgmm)xq.
.

D’apreés la proposition 5.2.2, il existe Fy € I;"*"™ tel que (L — E) h = 0. Par ailleurs, d’apreés le lemme 2.2.2, il existe
M € N tel que OM g = 0 ce qui implique (I,,, — Ths_1)g = 0. Ainsi, on pose

_ T]\/I—llm 0
o= (M k)

o (In—Ty-il, O
L E‘( 0 LQEQ)’

et on obtient

qui vérifie imy, (L — E) C kery, (.R).
Regardons maintenant kery ) (6(R)+). On écrit
0(R) = (0(g) O(h)) e ™™ 9Ng(R) = (0 9N O(h)) € A",
Posons P = ON O(R) et v(t) = (pt)* q(t)T)T e k[t](m+tm)>1 une solution de P(v(t)) = 0. Alors P(v(t)) = 0 est
équivalent & OV 0(h)(q(t)) = 0 et p(t) € k[t]™*! arbitraire. Posons P = 9~ 6(h).

Sin =1 le systéme 0% 0(h)(q(t)) = 0 est déterminé, le module associé est de torsion, si n > 2 alors le systéme est
sous-déterminé et I'on note Qo € A7*"* une paramétrisation, c’est-a-dire, que 8% 6(h)(q(t)) = 0 si, et seulement si,
q(t) = Qa2(s2(t)) + Th(uy) ot sa(t) € k[t]™2*1, T} et u, sont définis dans les notations du théoréme 5.3.3 appliqué a
P = 6(h). D’aprés la proposition 5.3.1, on peut écrire :

0(Q2) = G2 (L2 — E3) + Ib,
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ainsi que
(I, O (1 -Tm)I, O _(Ty—1lm O
o=(5 @) o= (T a) e (e R

0(Q) = <I()" 0(222)> =G(L-E)+F.

Comme v(t) est une solution polynomiale de P nous avons

()-(5 8ot 2o

et vérifier que l'on a

Ainsi, nous avons

& ={ew,"(0)0(T5) + eSO) F |5 = (s152)" € k)" (T 0(k) Q2)(52) = —(Tn1 0() T3)(uy) }

Exemple 5.3.7. Soient Z =T e et J =1 (td +e) + I; 9. Calculons ZN J. Nous avons :

e 0 0
R=|t0+e|, R=|oc'Ho|=|H-1], 122(02 —(H—i—l)), L2:(62 —t8—2).
0? o2 o2

Comme 0%t9 =t 0% + 102 nous avons Ly h = 0 et donc Ey = (0 O). Ainsi, M =1 et :

e 0 0 l—-e O 0
E‘(o 0 0)’ L_E_< 0o 02 —t8—2)'

Nous avons bien imy, (L — E) C kery, (.R).

Regardons maintenant les solutions polynomiales de §(R) = (e td+e I?). On calcule N =2 et

P=0Y0R)= (0 0°td 1), kers, (°t0 1)) =imy, (1 —02t0).).

1 0
Q2:(1 782t8), Q=10 1 ,

0 —9%to

Ainsi nous avons

et

0(Q2) = (1 —tI)=1I" (0> —td-2)+(Ty 0),

G
2 F2
10 o0 1—c 0 1—e 0 0 e 00
9<Q):(0 1 ta):< 0 I )(0 o t82>+<0 T 0)'
——— ————
G F

S(l)it o(t) = (p(t) ¢1(t) g2(t))" une solution de P(v(t)) = 0, alors v(t) = Q(s(t)) pour s(t) = (s1(t) s2(t))" € k[t]2*1.
Plus précisément, nous avons :

. 0 s1(t)
s1(t)
ot) = Qs = |0 1 = o '
(t) (s(t)) (O —62t8) (Sz(t)) (—2 SQ(t)(-|)— 8/21(?5))

On réinjecte v(¢) dans I'équation O(R)(v(t)) = 0 et on obtient :

Sl(t)
O(R)(v(t)) =0« (e td+e I?) ( sa(t) ) =0
—2s9(t) + 85 (t) (5.13)
= 51(0) + 52(0) + tsh(t) + I*(—sa(t) + s5(t)) = 0.
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Ecrivons s; et sy de la maniére suivante :

{31 (t)
S92 (t)

tso(t) =sgt+s1t> + s3>+ ...

so+sit+syt+...
s%—l—s%t—!—s%tQﬁ—...

2 LA
I (32(15)):5054—3164—522—04—...
IP(sy(t)) = s3t> +s2t° + ...
Le terme en deg, = 0 de 1’équation (5.13) donne la condition s} = —s2. Le terme en deg, = 1 induit s = 0. Les

autres coefficients sont libres. Nous pouvons donc écrire s(t) sous la forme :

2, 1 2
_ (—sgsit+Eri(t) 9 1
s(t) = ( 2+ £27a(t) . Sg,81 €k, 1,19 € K]

On s’intéresse maintenant a e §(9) F. Nous avons :

e$(0)F =e (—s§+s10+71(0)0* s§+12(0)0%) <8 e+0teé) 8)258 (—e e 0).

Finalement, nous avons :

1—e 0 0
kerp, (.R) = 0 0% —to—2
—e e 0
1—e 0 0
Notons L; = 0 et Ly =— | 02 —t0—2|. Ainsi, nous concluons :
—e e 0
0
ng:LQh: 0 5 Iﬂjz]lle.
—e
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Chapitre 6

L’anneau [} est un anneau de Cramer
effectif

Le chapitre 4 introduit une méthode pour déterminer les solutions polynomiales v € k[t]*! d’un systéme intégro-

différentiel inhomogene de la forme P(v) = w, ot P € I;"*™ et w € k[t]". Cette méthode repose sur la résolution d’un
systéme différentiel inhomogéne et sur I’équation matricielle GR = L R, ol R est une matrice fixée a coeflicients dans
I;, L une matrice telle que kerp, (.L) = imp, (.R), et G une matrice inconnue a coefficients dans (e). Ces résultats,
sont essentiels pour le chapitre 5, qui traite du calcul explicite d’un systéme fini de générateurs de kery, (.R) pour
une matrice donnée R € I;'*™. Ce résultat permet en particulier de résoudre le probléme du calcul d’un ensemble

de générateurs du module des syzygies d’un idéal de I;.

Dans ce chapitre, nous exploitons les résultats des chapitres 4 et 5 pour résoudre des systémes linéaires de la forme
XA=YouAX =Y avec A,Y des matrices rectangulaires & coefficients dans I; fixées et X une matrice inconnues
a coefficients dans 1.

6.1 Anneau de Cramer

Commengons par donner la définition d’un anneau de Cramer.

Définition 6.1.1. 1. Un anneau A est appelé un anneau de Cramer & gauche si, pour toutes matrices fixées
Aec A et Y € A" le probléme consistant & trouver toutes les matrices X € A™*™ telles que X A=Y
est résoluble.

2. Un anneau A est appelé un anneau de Cramer a droite si, pour toutes matrices fixées A € AX™ et Y € A,
le probléme consistant a trouver toutes les matrices X € A™*™ telles que A X =Y est résoluble.

3. Un anneau A est un anneau de Cramer si A est a la fois un anneau de Cramer a gauche et a droite.

4. Un anneau de Cramer est dit effectif si les systémes linéaires AX =Y et X A =Y peuvent étre résolus de
maniére effective.

Remarque 6.1.1. La notion d’anneau de Cramer effectif est équivalente & un computational ring au sens de Barakat
et Lange-Hegermann [, 132], ou encore & un anneau fortement discret au sens de Mines-Richman-Ruitenburg [123]

La résolution du systéme X A =Y se décompose en deux sous-problémes que nous énoncons. Soient A € A™*! et
Y € A% deux matrices fixées. On considére alors les problémes suivants :

— Probléme de factorisation a gauche : Déterminer s’il existe une matrice X, € A"*™ telle que X, A=Y,
et en calculer une si possible.
Si une telle factorisation n’existe pas, alors le systéme linéaire inhomogéne X A = Y n’admet aucune solution.

121



— Probléme du calcul du noyau a gauche : Calculer le noyau a gauche de A, c’est-a-dire déterminer une
matrice B € AP*™ telle que
ker 4(.A) = im4(.B) .

Si I’équation X A = Y admet une solution particuliere X, € A™*", alors I’ensemble des solutions de X A =Y
est donné par :

(X, +@B|Qe A™ "}
Introduisons un troisiéme probléme.

— Probléme du calcul d’un inverse & gauche : Déterminer si la matrice A € A™*! admet un inverse a
gauche, c’est-a-dire une matrice C' € A telle que C' A = I;, ot I; désigne la matrice identité de taille [ x I.
Si un tel inverse existe, on souhaite également en calculer un.

Pour plus de détails, voir [3].

Notons que ces trois sous-problémes ont leur probléme équivalent énoncé « & droite » menant a ’étude du systéme
linéaire AX = Y. Soient A € A>™ et Y € A" deux matrices fixées. On considére alors les trois problémes
suivants :

— Probléme de factorisation a droite : Déterminer s’il existe une matrice X, € A™*" telle que A X, =Y,
et en calculer une si possible.
Si une telle factorisation n’existe pas, alors le systéme linéaire inhomogéne A X = Y n’admet aucune solution.

— Probléme du calcul du noyau a droite : Calculer le noyau a droite de A, c’est-a-dire déterminer une

matrice B € A™*P telle que
ker 4(A.) = im4(B.).

Dans le cas ou 'équation A X = Y admet une solution particuliére X, € A™*", I’ensemble des solutions
s’écrit alors :

{X, +BQ | Qe AP*"}.

— Probléme du calcul d’un inverse a droite : Déterminer si la matrice A € A>™ admet un inverse a
droite, c’est-a-dire une matrice C' € A™*! telle que AC = I;, ou I; désigne la matrice identité de taille [ x [.
Si c’est le cas, on cherche également & en calculer un.

Remarque 6.1.2. Notons que le probléme du calcul d’un inverse a gauche (respectivement a droite) est un cas
particulier du probléme de factorisation & gauche (respectivement a droite) avec Y = I;.

Comme évoqué précédemment dans ce mémoire, les équations matricielles AX =Y, AB =0, et AC = [}, sont
respectivement équivalentes aux équations 0(X) 6(A) = 0(Y), 0(B) 0(A) =0 et 6(C) 6(A) = I, on § est 'involution
de I; définie dans la proposition 2.2.7. Ainsi, nous avons le lemme suivant.

Lemme 6.1.1. Si A =14, alors nous avons les équivalences suivantes.

— Le probléme de factorisation o droite est résoluble si, et seulement si, le probléme de factorisation & gauche
est résoluble.

— Le probleme du calcul du noyau & droite est résoluble si, et seulement si, le probléeme du calcul du noyau a
gauche est résoluble.

— Le probleme du calcul d’un inverse a droite est résoluble si, et seulement si, le probléme du calcul d’un inverse
a gauche est résoluble.

Par conséquent, nous allons exclusivement étudier les problémes précédents énoncés a gauche, tout en gardant en
téte que leur résolution, dans le cas A = I, résout également leur version écrite a droite.

Dans la deuxiéme section, nous étudions le probléme d’inverse a gauche. Dans la troisiéme section de ce chapitre
nous nous intéressons au probléme de factorisation. Pour cela, nous montrons que le probléme de 'inverse & gauche
(resp. a droite) et celui du calcul du noyau a gauche (resp. a droite) sont équivalents au probléme de la factorisation
a gauche (resp. a droite) et & celui du calcul du noyau a gauche (resp. a droite). Enfin, nous terminons avec une
section sur les résolutions libres de modules et le calcul de modules d’extension. La propriété de Cramer effectif
pour un anneau 4 autorise une approche effective et algorithmique des méthodes d’algébre homologique.
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6.2 Calcul d’inverses a gauche

La proposition suivante donne une condition d’existence de 'inverse & gauche d’une matrice R de I; donnée. Il est
a noter que si 7' € [;7*? est un inverse a droite de R € [;7*?, c’est-a-dire que RT = I, alors 6(T") §(R) = I, donc
O(T) est un inverse a gauche de 6(R).

Proposition 6.2.1. Soit R € 1,9%P. Alors, avec les notations des chapitres précédents, nous avons l’équivalence
suivante :

R @ un inverse & gauche dans By,
R admet un inverse a gauche dans I} <= 61 ()1XT —y (e)ixp
A — AR

est une application surjective.

Démonstration. On rappelle le diagramme suivant (voir section 5.2) :
0 0 0

0 —— ker()(.R) —— kery, (.R) - kerp, (.R)

|

0 — (e)1*4 — 5 [, 1x¢ s B} ™4 0
R R lﬁ
0 —— (e)r — 5 ;1xP s B <P 0

: l

coker ) (.R) — cokery, (.R) — cokerg, (.R) — 0

|

0 0.

S —

D’aprés la proposition 5.2.1, on a § = 0 et donc la suite exacte courte de I[;-modules & gauche suivante :
0 —— coker(e)(.R) — cokery, (.R) — cokerg, (R) — 0.

Comme I et B; sont des anneaux avec une unité, cokery, (.R) = 0 (respectivement cokerg, (.R) = 0) équivaut a R
(respectivement R) admettant un inverse & gauche sur I; (respectivement By).

Détaillons cet argument pour A =1; ou By et 1 =14 € A l'unité de A.
Supposons coker 4(.R) = AlXp/(Alxq R) =0, alors, AP = AU R Le vecteur e; = (1 0 ... 0) € AP

donc il existe u; € A'X9 tel que e; = u; R. De méme, pour tout s = 1,...p, il existe u; € A'*? tel que e; = u; R.
Ainsi, en notant U € AP*9 la matrice dont les lignes sont les u;, nous avons U R = I, et U € AP*? est un inverse
a gauche de R. Réciproquement, si U € AP*? est un inverse a gauche, alors pour tout u € A'*P, nous avons
p=pURe RAY™I. Ainsi, nous avons l'égalité A *P = R A9 et coker 4(.R) = 0.

Finalement, nous avons les équivalences suivantes :

R a un inverse & gauche dans By,
cokerg, (\R) =0, —
coker(ey (\R) =0, ¢ (e)tx1 —  (e)txP
A — AR,

cokerp, (\R) =0 <= {
surjective.

En effet, cokerg, (.R) = 0 est équivalent a IB%%XP = B}Xg R. Or, comme B; est un anneau, cela revient a dire que R a
un inverse & gauche. De méme, coker(.y(.R) = 0 est équivalent a (e)'*? = (e)'*9 R. En revanche, comme (e) n’est
pas un anneau, mais seulement un idéal bilatére, il n’a pas d'unité, ainsi (e)!*? = (e)1*9 R implique seulement la
surjectivité de I'application de (€)1*? dans (e)!*P, qui & A € (e)}*4 associe A R € (e)1*4. O
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Supposons que nous cherchions & vérifier si B € 1;7°? admet un inverse a gauche & gauche. D’aprés la proposi-

tion 6.2.1, il nous faut vérifier la surjectivité de ¢. La proposition suivante permet de donner une caractérisation de
la surjectivité de 'application ¢.

Proposition 6.2.2. Soit R € [;9°P. Notons

¢: (e — (e)!*P P kT — kP!
A — AR, p(t)  — O(R)(p(1)

Alors, ¢ est surjective si, et seulement si, 1 [’est.

Démonstration. Soit I'équation A R = pu, avec R € T, 77 fixée, u € ()P et A € (). Ecrivons A = 3"t e \;(9)
et p=> 1"t eu;(d), les formes normales de p et A, avec \; € k[0]'*? et y; € k[0]*P. Alors, d’apreés les calculs

de la section 5.3.1, nous avons
n

ZG(R) (): )" ez'@k Z/JZ Teil ot

puis,
0(R) (/\Vl(t)T) =), i=0,...,min{m,n}.

Lorsque y décrit tout (e)!*?, S0 1i;(t)T eil 8 décrit également tout (e)**P. Donc gi;(t)” décrit tout k[t]P*!. A
inverse, si p;(t) décrit tout k[t]1*9, alors zi;(t)T décrit tout k[t]P*! et donc u décrit tout (e)**P. Ainsi, ¢ surjective
équivaut a ¢ surjective. O

Exemple 6.2.1. L'opérateur R = I admet un inverse a gauche puisque 01 = 1.
On peut vérifier a posteriori que 8(R) = 0 définit bien le morphisme surjectif
0: k[t] — K[t
p(t) — P(1),

et que R = o~ ! admet l'inverse & gauche o. Ainsi, les deux conditions de la proposition 6.2.1 sont bien remplies.

Exemple 6.2.2. Considérons R = 9. Alors, nous avons 0(R) = I.

Le morphisme
I: k[{] — K]

p(t) — fo T)dr,
n’est pas surjectif. En effet, 1 ¢ I(k[t]). Ainsi, 0 n’admet pas d’inverse a gauche.

Fixons une matrice R a coefficients dans I;. A Paide des résultats du chapitre 4 on peut tester les deux conditions
d’existence d'un inverse a gauche données par la proposition 6.2.1, c’est-a-dire, tester si R admet un inverse a gauche
dans B, et tester si ¢ est surjective. Quant & l'existence et le calcul de 'inverse de R dans B, ce sont des problémes
algorithmiquement résolus, car B; est isomorphe a LL;, un anneau des polyndémes de Laurent, qui est un anneau
effectif. Voir [112, 60, 56] et la section 2.4.3.

La surjectivité de 'application ¢ s’étudie par la résolution de I’équation F'R = E avec E dans (e)?*? fixée et F
inconnue. C’est exactement I'objet des sections 5.3.1 et 5.3.2 et plus précisément de ’algorithme 12.

Considérons R € I;7*? une matrice de I; admettant un inverse a gauche que 1’on souhaite calculer. On peut calculer
sa classe R € B{*”. Dans By, on peut alors déterminer son inverse a gauche, not¢ S € BY™?, que l'on sait exister
d’aprés la proposition 6.2.1 puisque R admet un inverse & gauche.

Si S est un relevé de S dans Iy, alors S R = I, + E pour une certaine matrice E € (e)?*P. Comme R admet un
inverse a gauche, toujours d’aprés la proposition 6.2.1, on sait qu’il existe une factorisation de E par R par une
certaine matrice F' € (e)P*9, c’est-a-dire satisfaisant F'R = E.
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Pour calculer une telle matrice F', on peut se référer aux sections 5.3.1 et 5.3.2 qui se basent sur le calcul des solutions
polynomiales d’un systéme inhomogéne rectangulaire de I; développée au chapitre 4. Notons que si R € (e)?*P, alors
R = 0 n’admet pas d’inverse a gauche dans By. Ainsi, on peut se limiter au cas R ¢ (e)?*? et utiliser 'algorithme 12
pour le calcul de F.

Par conséquent, si R € I,7%P est une matrice de I; admettant un inverse a gauche et S est un relevé de S, inverse
a gauche de R dans By, alors S R = I, + F' R. D’aprés ce qui précéde, on dispose de F' € (e)?*? telle que £ = F'R.
Ainsi, (S — F)R =1, et S — F est un inverse a gauche de R dans [;.

Ecrivons cette méthode & I’aide d’un algorithme.

Algorithme 15 Calcul de 'inverse & gauche d’une matrice R € I1;9*?

Entrée R c 1,977,
Sortie Une matrice C vérifiant C' R = I,, (si elle existe).
1: Calculer R la classe de R dans B;.

(si possible)

2: Si R admet un inverse a gauche alors

3: Calculer S un inverse & gauche de R.

4: Sinon

5: Retourner [].

6: fin Si

7. Soit S un relevé de S dans I;. Calculer E = SR — Ip.
8: Siil existe F' € (e)P*? tel que E = F R alors

9: Calculer F € (e)P*? tel que E = FR grace a l'algorithme 12.
10: Retourner S — F.

11: Sinon

12: Retourner []

13: fin Si

Exemple 6.2.3. Prenons R =1+ e avec y € k\{0}. Nous avons R = 1 qui admet bien sur un inverse a gauche
S =1 dans B;. De plus, SR = 1+ ve, c’est-a-dire, E = ye. On remarque que §(R) = R. Etudions la surjectivité
de

O(R): k[t] — K[t

p(t) +— p(t) + p(0).
Nous avons 6(R)(p(t)) = R(p(t)) = p(t) + vp(0). Notons p(t) = po+ p1t+ ... alors nous avons :

O(R)(p(t)) =vpo+po+pit+...
=(1+7y)po+pit+...
Ainsi, pour v # —1, "endomorphisme §(R) de k[t] est surjectif et donc R admet un inverse a gauche. Supposons

que v # —1 et calculons un inverse a gauche de R. Nous résolvons ainsi ’équation F R = FE avec E = vye. Pour
cela, il suffit de chercher un antécédent de v par §(R). Nous avons alors

O(R)(p(t)) = R(p(t)) =ve<= (1+y)po+pit+---=7

(:}{ po= 0 i1,

1+v)po = 7,

7 - 9 >17
<:>{ p _ 0 ~ ’

po T+’
—p(t) = —

(1+4+7)
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Ainsi, F' = ﬁ eet 8'=S—-F=1- (11—” e est un inverse a gauche de R. En effet, nous pouvons vérifier que

v 7 P Ee—ve—re

T+y° T+ V1 =

S'R= (1—(117)) 1+~ve)=14+~ve—

Exemple 6.2.4. Etudions R = 1+ uted, avec pu € k\{0}.

Comme précédemment, nous avons R = 1 qui admet S = 1 pour inverse & gauche dans B;. De plus, S R = 14t ed,
c'est-a-dire, F = pted. Par ailleurs, nous avons §(R) = R et

OR): k[t] — Kkt
p(t) = p(t) +ptp'(0).

En notant p(t) = po+p1t+ ..., nous avons :

O(R)(p(t)) = ptpr+po+pit+...
=po+(IL+p)pit+pt>+....

Ainsi, lapplication §(R) est surjective si, et seulement si, 4 # —1. En supposant donc que p # —1, nous pouvons

calculer F' € (e) tel que FR = E avec E = pted. Pour cela, on cherche un antécédent polynomial de ut par

I'application 6(R?). Nous avons ainsi, p(t) = { t et F'= {f-ted.

On en conclut que ' =S —F=1-— ﬁ ted est un inverse a gauche de R. En effet, nous avons :

12

14 p

rp_ (1 _H _ _ M _
SR-(I 1+ut66>(1+ut68) 1+pted 1+utea

ted =1.

Ces exemples, notamment les exemples 6.2.4 et 6.2.3 illustrent bien le théoréme de [16] suivant :

Théoréme 6.2.1. ([16, Corollaire 7.2, p. 520]) Un élément a € Iy admet un inverse & gauche si, et seulement si,
a = a' I pour un certain n € N et o' € k\{0} + (e) tel que l’'endomorphisme 0(a’) de k[t] dans K[t] soit surjectif.

Donnons maintenant quelques exemples matriciels d’application de I'algorithme 15.

. It oo .
Exemple 6.2.5. Soit R = ( ) Calculons, s’il existe, un inverse & gauche. Nous avons :

0 I
(o —oc—(H—-1)o g o —0—x0?
—\o0 o ’ —\0 0 ’
On calcule le produit S R et on obtient :

o —1 H—l —1
R:<0 (H-1)o )
0 —0—z0*\ (I t
SR:(O ax )(0 1)212'

0 o
Ainsi, E = F =0 et S est un inverse a gauche de R.

9

Exemple 6.2.6. Considérons R = (i tIe

r=(3 ). 5=(0 9. s=(5 9)

Calculons le produit S R. Nous avons :
1 0 1 te 1 te 0 te
SR:(O a) (e I):<O 1):I2+(0 1)'
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On cherche F € (e)2*2? tel que E = F R. A I'aide de notre implémentation Bavula dans Maple de ’algorithme 12,

nous trouvons :
0 teo
P (0 ] ) .

Ainsi, S — F est un inverse a gauche de R avec

6.3 Factorisation de matrices a coefficients dans I

La section précédente explique, comment le calcul des solutions polynomiales d’un systéme intégro-différentiel, et
plus particuliérement d’une solution particuliére a un systéme de la forme E = FR avec F € (e)P*?, résout le
probléme d’inverse & gauche d’une matrice a coefficients dans I .

De plus, le chapitre 5 résout le probléme du calcul du noyau d’une matrice a coefficients dans I; et donc du calcul
des modules de syzygies d’un idéal de type fini de I;. La proposition suivante énonce le lien entre les problémes de
factorisation, de calcul d’inverse et de calcul de noyau.

Proposition 6.3.1. Les probléemes d’inverse a gauche et de calcul de noyau & gauche sont résolubles si, et seulement
si, les problemes de factorisation & gauche et de calcul de noyau & gauche sont résolubles. De fagon schématique,
nous avons :

Inverse a gauche Factorisation & gauche
+ = +
Calcul de noyau & gauche Calcul de noyau a gauche.

Démonstration. ¢ Supposons que le probléme de factorisation soit résoluble. D’aprés la remarque 6.1.2, le probléme
d’inverse & gauche est alors résoluble en tant que cas particulier. Ainsi, la résolution du probléme de factorisation
induit la résolution du probléme d’inverse a gauche.

© Supposons maintenant que le probléme d’inverse a gauche et de calcul de noyau soient résolubles. Montrons que le
probléme de factorisation est alors résoluble. Soient A € A™*! et Y € A™*! deux matrices, on cherche X, € A"X™

tel que X, A =Y. Soient D; € A9*"™ Dy € A9*™ deux matrices telles que ker 4 ( (_YA)> = imy ( (D1 Dg)),

nous avons alors :

X, A=Y
= (I, X)) ( YA>:0

Y j—
A NP

calcul de noyau

<~ 3IUeA™, (I, X,)=U (D1 D)

— (I, X.) A" Ckery ( ( img (. (D1 D3)), Di€A?™, Dye ATX™

I, =U Dy, calculable car on peut calculer un inverse a gauche

— JU e A™*Y, . . -
X, =U Dy, vérifiable par produit matriciel.

Ainsi, cela montre qu’en sachant calculer un inverse a gauche et un noyau matriciel on peut en déduire le calcul
d’une factorisation matricielle. O

Ainsi, d’apreés la proposition 6.3.1, disposant de I'algorithme 14 pour le calcul de noyau et de 1'algorithme 15 pour
le calcul d’inverse & gauche, on peut en déduire 'algorithme de factorisation suivant.
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nxl mxl

Algorithme 16 Factorisation a gauche de Y € Iy par Aely (si possible)

Entrée Ac ;"% et Y € ;"%
Sortie X, tel que X, A =Y, si possible, sinon ||
T
1: Si kery, < (YT fAT> ) — 0 alors

2: Retourner | |

3: Sinon .
Calculer D tel que kery, (. (YT —AT) ) = imy, (.D) (grace a l'algorithme 14)

5. Eerire D = (D1 DQ) avec Dy € 7", Dy € T,9%™

6 Tester si D1 admet un inverse a gauche avec I'algorithme 15

7 Si D; admet un inverse a gauche alors

8 Calculer U un inverse a gauche de Dy (avec 'algorithme 15 )
9 Retourner U D,

10: Sinon

11: Retourner ||

12: fin Si

13: fin Si

Exemple 6.3.1. Soit Y = ed + I un opérateur que 'on cherche a factoriser & gauche par A = (?)

En suivant les étapes de l'algorithme 16, nous écrivons la matrice

<Y> ed+1
—A)~ —0 )
—I

dont nous calculons le noyau grace a ’algorithme 13.

ed+1
kery, ( (YA>> = kery, | . -0 ,
—I

—im 1 te 1
N0 Ler—tre+ 312 —1+3+¢%e0) )’

=imy, (. (D1 D2)),

Nous avons alors

1 te 1
avee Dy = (0) o Do = (§t2f—t1t+§lt2 —I+§t266)'

Un inverse a gauche de D; est alors U = (8 0). Ainsi, nous obtenons
te I
Xe=UDy=(9 0) (;tQI—tItJr; It? —I+3 t268> =1
On vérifie bien que X, A =Y.

tPe+ed t—te e
t P +te o

la matrice (YT —AT)T w et calculons son noyau a gauche grace a notre implémentation de ’algorithme 14 dans

Exemple 6.3.2. Factorisons Y = ( ) par la matrice A = <i

). Commencgons par former
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le package Bavula du logiciel Maple. Nous obtenons :
t?e+ed t—te
Y t P +te Y .
(—A) = 1 e , kery, ( (—A)) = imy, (.D)
—e -0

avec,

tI —1TIt 0 3t%ed ST —LtIt? + 1183
0 ST+ 3112 —tIt —tI¢2 + 1168 + 3021t 1 -1t —1t%e '

On pose alors :

tI —1It 0 1t2e0 T —Lt1e? + 1148
Dy = 1.2 1742 v De= 742 1 1743 4 142 7y 1.2 :
0 L2+ 1162 1t tIe2 + 1163 + 321t I -1t — L%

Avec notre implémentation de I'algorithme 15 dans Bavula, on trouve que D; admet U pour inverse & gauche avec
2 0

X, =UDy = (ef t;) ,

Finalement on trouve,

et on peut vérifier que X, A=Y.

Les deux algorithmes 16 et 15 ménent au théoréme suivant.

Théoréme 6.3.1. Sik est un corps effectif, alors 1; est un anneau de Cramer effectif.

Démonstration. En utilisant 'involution 6 de I; définie en (2.2.7), on a

XA=Y & 0(A)0(X)=0),

ce qui raméne le probléme & l'étude des systémes linéaires inhomogénes de la forme X A = Y, avec A e I;™

et Y e ;" La propriété de cohérence de I; montre que kerp, (.A) est de type fini. La preuve algorithmique de
la cohérence de Iy vue au chapitre 5 (voir aussi I'algorithme 14) établit quune matrice B € I;**™ satisfaisant
kery, (.A) = img, (.B) peut étre calculée. Etudions maintenant comment tester I’existence d’une solution particuliére
X, € ;™ ™. Comme expliqué ci-dessus, cela équivaut & tester I'existence d’une factorisation X, € I;"*™ telle que
X, A =Y. En utilisant le fait que la propriété de cohérence de I est effective, ce dernier probléme peut étre ramené
a tester l'existence d’une inverse & gauche d’une matrice R € I;7°P. Le probléme d’inverse & gauche étant effectif
d’apres la section 6.2 (voir aussi 'algorithme 15), cela conclut la preuve.

O

6.4 Analyse algébrique sur I

Le fait que I; soit un anneau de Cramer effectif ou un computation ring au sens de Barakat et Lange-Hegermann
[, 132], ou encore un anneau fortement discret au sens de Mines-Richman-Ruitenburg [123], permet de rendre les
méthodes d’algébre homologique effectivement calculables.

Maintenant que les problémes de calcul du noyau et d’inverse a gauche/droite de matrices de I; sont rendus effectifs,
nous pouvons calculer la résolution libre d’un I;-module & gauche de présentation finie.

L’intérét principal d’une résolution libre d’un module réside dans sa capacité a décrire les relations algébriques
intrinséques entre les équations constituant un systéme intégro-différentiel. Plus précisément, elle permet d’exhiber
les syzygies entre opérateurs, c’est-a-dire les relations structurelles cachées qui régissent l'interaction entre les
équations du systéme. Cette approche permet d’extraire des informations sur la résolution de systémes linéaires
inhomogenes. Voir [135, Section 1.6] et ses références.

Par ailleurs, la résolution libre offre un cadre adapté pour I’étude des foncteurs homologiques tels que Tor et Ext,
permettant ainsi de caractériser les obstructions a la résolution exacte du systéme.
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6.4.1 Définition d’une résolution libre et raccourcissement de résolution finie
Définissons la notion de résolution libre d’un module.

Définition 6.4.1. Soit A un anneau et M un A-module & gauche. Une résolution libre de M est une suite exacte
de la forme :

ALxTs R ALxT2 Ro ALxT Ry Alxro T o Ag 0,

avec pour i > 1, R; € A" X"i-1 et \R; : A" — A'XTi-1 le morphisme de A-modules défini par (.R;)(\) = A R;,
pour tout A € A",

S’il existe n € N tel que

0 Al X Ty 'Rn <R3

.R R
ALXT2 2, Alxm Ly, AlXro T s M — 0,

alors la résolution libre est dite finie de taille n.

La proposition suivante a pour but d’énoncer comment a partir d’une résolution libre finie, autrement dit qui se
termine, on peut, sous certaines conditions, réduire la taille de cette résolution.

Proposition 6.4.1. [145, Proposition 20 et Corollaire 21] Soit M un A-module défini par la résolution libre finie :

Rom—1 Ry

0 .Al X T R Alxrm,l A1><r1 Ry A1><T0 ™ M 0.

1. Sim > 3 et s’il existe une matrice Sy, € A™=1*"m tel que Ry, Sy, = I, alors M admet la résolution libre
plus courte suivante

Tm—2 Ryp—3

0 — ALxrm—1 Lmg AIx(rm—otrm—1) ZmoE ALxrgog m A gixre Ty 0,

avec les notations

Tm71 = (Rm—l Sm> c A7'm71><(7'7n72+7'7n)’
Tm72 = (R"é_2> c A(Tm72+"'m)><(7’m—3).

2. Sim = 2 et s’il eriste So € A™*"2 telle que Ry Sy = I,.,, alors M admet la résolution libre plus courte
sutvante

0 Alxm Ty A1><(7"o+7"2) T M 0’
avec T = (Rl Sg) € Arx(rotrz) oy

T=r®0: AXotr2) 5 M
)\:()\1,)\2) — T()\):ﬂ'()\l).

Remarque 6.4.1. Dans le cas 2 de la proposition 6.4.1, on a :

M = coker 4(.Ry) = Alxro /(AlX”‘l Ry = coker 4(.T1) = ALxrotr2 /(A1><r1 T)).

Du point de vue des systémes, nous avons d’un coté le systéme R;n = 0 défini par R;, et de l'autre, le systéme
Ry & + S92 &5 = 0 défini par T3. D’aprés la proposition 6.4.1, ces deux systémes sont isomorphes. Montrons ce point
par un calcul direct.

En appliquant Rs & gauche du second systéme, nous obtenons (Ry R1&1+R2 S2&2) = 0. Or, Ro Ry =0et Ry So = I,.,.
Ainsi, nous obtenons {&; =0 et R; & = 0.

Exemple 6.4.1. Prenons A = A; et considérons la matrice Ry suivante :

m=(2).
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Un calcul direct donne Ry = (8 —1) comme matrice génératrice du noyau.
Ainsi, kerp, (.Ry) = imy, (.R2). Par ailleurs, kery, (.R2) = 0 donc nous avons la résolution libre finie suivante :

Ry Ry

0 —— A*! AT*2 Ay "= M 0.

Avec les notations de la proposition 6.4.1, nous avons r; = 2 et ro = 1.

Poursuivons l'exemple. La matrice Ry admet un inverse & droite Sy = < > Nous pouvons alors définir la matrice

o 0
Tl == (82 _1) .

D’aprés la proposition 6.4.1, on a alors la résolution libre courte de M suivante :

-1
Ty de la fagon suivante :

0 A2 Ly g IXOFD . (6.1)

La matrice T7 n’admet pas d’inverse a droite, voir la section 2.4.2. Nous ne pouvons donc pas réduire davantage la
suite exacte (6.1).

Ainsi, pour calculer une résolution d’un A-module M de présentation finie nous avons besoin de savoir calculer des
noyaux de matrices & coefficients dans A. De plus, pour réduire une résolution finie nous avons besoin de calculer
des inverses a droite. Ces deux problémes sont maintenant effectifs sur I, on peut ainsi calculer une résolution libre.

6.4.2 Calcul de résolution libre et résolution libres finies de [;-modules

6.4.2.1 Comparaison des méthodes des chapitres 3 et 5 pour le calcul de noyau d’une matrice
R € (e)?*P

Cette section a pour objectif de souligner une différence importante entre les méthodes de calcul du noyau d’une
matrice R € (e)?*P des chapitres 3 et 5 utile pour le calcul de résolutions libres finies de I;-modules. Rappelons les
deux algorithmes correspondants & ces deux méthodes.

Algorithme 5 Calcul de générateurs de kery, (.R) avec R € (e)?*?
Entrée R € (e)9*P.
Sortie Matrice G telle que R € (e)?*? = imy, (.G).

1: Ecrire R ="} _, Ri(t) e 0",

2: Calculer m := maxy¢[o,,] deg; Rk,

3: Calculer la matrice C associée & R définie par

Ry . R,
C = : : e ka(m+2)xp(n+1)
Rém—i—l) . 7({m-‘,—l)

4: Calculer D tel que keryp)(.C') = imyp(.D).

5. Poser J la matrice suivante :

I, om

6: Calculer G = D J.

7. Retourner G.
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Algorithme 14 Ensemble fini de générateurs de kery, (.R) pour R € I;7*P
Entrée R € 1,7%P,

Sortie Matrice dont les lignes forment un ensemble générateur de kery, (.R).

1: Caleuler L € I;"*7 tel que kerg, (.R) = imgp, (.L).

2: Calculer E € (€)"*? tel que ER = LR (gréace a 'algorithme 11).
3: Calculer P = 0(R) € ;.
4: Calculer le plus petit N € N tel que Py := 9~ P € AP*%.
5: Calculer Q € A" tel que kery, (Py.) = imy, (Q.).
6: Calculer G € I;"*" tel que 6(Q) = GL.
7. Calculer F =0(Q) — G(L — E) € {(e)"*1.
g Calculer P’ € A”*7 tel que kera, (.Q) = imy, (.P').
9: Calculer M’ € A({,Xp/ tel que kery, (\P') = img, (.M").
10: Calculer P” € AfXPI tel que Py = P" P'.
11: Calculer H := (M'T P”T)T.
12: Calculer u, € k[t]?*! la solution générale de keryp(H*) = {U e k[t]P" < | H(v) = O}.
13: Calculer 77 € AY*?P " un inverse généralisé de P’, c’est-a-dire, une matrice vérifiant P’ T P’ = P'.
14: Calculer une base {M;}i=1, .. m de espace vectoriel
&= {eﬂ;T(a) O(T") 4+ e35(0)T F | s e k[t Y Tn_1 PQ)(s) = —(Tn_1 PT’)(ug)} .
15: Retourner ((L—E)T ML Mg)T

Appliquons maintenant ces deux algorithmes sur le cas simple, mais instructif R = e.

Proposition 6.4.2. Soit R =e € {e)**'. Alors :
kery, (.R) = imy, (.0) = imy, (.(1 — €)).

Démonstration. Appliquons les deux méthodes de recherche de noyau a R = e.

¢ Avec 'algorithme 5, nous avons R = 1 e ainsi :

Ainsi, nous avons G = D J = 9 et kery, (.R) = imy, (.9).

¢ Appliquons maintenant 1’algorithme 14 & R = 1 e. Nous avons :

R=0, L=1, L=1.
Comme LR = e = €2, nous avons de plus E = e et L' = 1 — e. Soit v € k[t] une solution polynomiale de
O(R) = 0(e) = e. Nous avons P = Q0(R) = 0. Ainsi, nous avons ) = 1 et la paramétrisation v(t) = Q(s(t)) induit
v(t) = s(t) libre. Par ailleurs, nous avons :

o@Q)=1, Q) =1, 06G) =1, G=1, F=e.
Enfin, 0(R)(v(t)) = 0(R)(s(t)) = 0 implique s(0) = 0 et donc s(t) = tr(t) pour r € k[t]. On en conclut :
e5(0)F =er(9)0e=0, kery,(.R)=imy(.L')=imp(.(1—¢)).
O

Remarque 6.4.2. On peut prouver ’égalité I; 9 = I; (1 — e) par double inclusion. En effet, nous avons 10 =1—e
donc;0CI;(1—€e)etd(1—e)=0doncly (1—e)Clo.
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6.4.2.2 Exemples de calcul de résolution libre de I;-modules

Cette section contient des exemples de calcul de résolution libres de I;-modules et illustre comment le choix présenté
dans la section 6.4.2.1 permet d’obtenir, dans certains cas, une résolution libre finie & partir d’une résolution libre
infinie cyclique.

Exemple 6.4.2. Considérons maintenant la matrice Ry = I € I; et le module M = cokery, (.R1) dont on veut
calculer une résolution, si possible finie. En utilisant ’algorithme 14, nous obtenons kery, (.I) = imp, (.€) et Ry = e,
puis kerr, (.€) = imy, (.(1 —e€)) et R3 = 1 —e. En utilisant & nouveau l’algorithme 14, nous obtenons ker, (.(1 —¢)) =
imy, (.e).

Nous obtenons ainsi la résolution infinie cyclique suivante :

) Sl SEECENG S Gl AN S SN 3 M 0.

Remarquons que Ry = e € (e). Ainsi, plutét que d’utiliser I'algorithme 14 pour calculer son noyau, nous pou-
vons utiliser I'algorithme 5 et, d’aprés la proposition 6.4.2, obtenir kery, (.Rz) = imy, (.0) et R3. Nous avons alors
kery, (.R3) = kery, (.0) = 0.

Ainsi, M admet la résolution finie suivante :

.R3 .R2 ‘Rl

0 I, I I I M 0.

Remarque 6.4.3. Lorsque la matrice R € 1;9%*P appartient & 'idéal (e)9%P, le choix de D'algorithme 5 plutot
que l'algorithme 14 permet d’obtenir des résolutions finies. En effet, la sortie de l'algorithme 5 est une matrice
différentielle, c’est-a-dire une matrice a coefficients dans A1, elle admet donc une résolution finie.

Tllustrons & nouveau la remarque 6.4.3 par un exemple matriciel.

I I?

Exemple 6.4.3. Calculons une résolution libre du module M = cokery, (.R1), avec Ry = <t 2

) . Avec notre

implémentation Bavula basée sur I’algorithme 14, nous trouvons :

—4ed? 2e0? 1—e 0 0 0
—ed el 0 1—e 0 0
RQ* e 0 5 Rgf 0 0 1_¢ 0 —(1*6)_[4, R4—€I4.
0 e 0 0 0 1—e

A nouveau, nous trouvons une résolution de M infinie cyclique. Remarquons maintenant que Ry € (e)**2. Supposons
que l'on applique 'algorithme 5 & Ry. On écrit,

0 0 0 0 —4 2
10 0 -1 1 0 0 9
Ry = 10 e+ 0 0 el + 0 0 ed”,
0 1 0 O 0 O
et
00 0 0 —4 2
00 -1 1 0 O
1 0 0 0 0 O
00 0O O 0 O
CiOOOOOO
00 0O O 0 O
00 0O O 0 O
00 0O O 0 O

On trouve alors D = (04 14) tel que keryp)(.C) = imy(.D), ou 04 désigne la matrice nulle de taille 4 x 4. On

trouve ainsi R3 = I, 9 est telle que kery, (.Ry) = imy, (.R3) et = kery, (.R3) = 0. Ainsi, nous avons la résolution libre
finie suivante :
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R R .R
0 H11><4 3 H11X4 2 ]111><2 1 ]111><2 M 0.

Intéressons-nous maintenant a la matrice ]%5 = I, 0. Elle admet un inverse a droite T3 = I4 I, car nous avons
01 =1. En notant Ry = (Ry T3), c’est-a-dire

—4ed ed I 0 0 O

By — —ed ed 0 I 0 O
e 0O 0 0 I O

0 e 0 0 0 I

D’aprés la proposition 6.4.1, en posant Ry = (Ry O4)T7 nous avons la suite exacte suivante :

0 — [ 14 2, pix6 Fi g 1x2 M 0. (6.2)

Il est légitime de se demander si Ry admet un inverse a droite pour recommencer le processus. Grace a notre
implémentation Bavula, nous pouvons vérifier que Ry n’admet pas d’inverse a droite. Ainsi, la suite exacte (6.2)
est de longueur minimale.

Notons que dans I'exemple 6.4.3, nous avons pu trouver une résolution libre finie en changeant d’algorithme pour
le calcul de la matrice Ry. Cette solution n’est pas toujours possible comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 6.4.4. Considérons Ry = (;i) et M = cokery, (.R;1). A I'aide de notre implémentation Bavula, on
obtient :
0 l1—e
_143.52
RQ:<0 ! 6”5), Ry=[6e2® 0 |,
e 0
e 0
0 1—e 0 0 0 1—e
Ry,=10 0 l—e], Rs=1|e O 0 , Re= R4
e 0 0 0 e 0

Ici, un cycle infini se crée avec les matrices R4 et R5. Néanmoins, ni R4, ni R5 n’est une matrice & coefficients dans
(e) & qui l'on peut appliquer Palgorithme 5. Cet exemple est donc une perspective d’approfondissement pour un
travail futur. En effet, il serait intéressant de savoir si M admet ou non une résolution finie et, si tel est le cas,
comment la calculer.

6.4.3 Calcul de modules d’extension

Nous introduisons la notion de module d’extension ([135, p. 15]).

Soient A un anneau et F un A-module & gauche. On peut penser a F = k[t] et A = Ay ou I;. De plus, soit Ry une
matrice de A"0*" définissant le systéme inhomogéne R;+n = & pour un & € FoX! fixé et M = AlXm J AT Ry
le module associé.

Les conditions de compatibilités de ce systéme sont Ry = 0 avec Ry une matrice définissant le noyau a gauche
de Ry, c’est-a-dire, ker 4(.R1) = im4(.R2). Cela signifie qu’une condition nécessaire pour que le systéme Ry+n = £
admette des solutions est Ro+£ = 0. On cherche maintenant & savoir dans quel cas cette condition est suffisante.

Expliquons pourquoi il nous faut étudier le défaut d’exactitude du complexe suivant

FT2 Ra- Fr Ry -

Fro (6.3)
avec R;*n = R;(n) pour i = 1,2.

Pour £ € F™ fixé, il existe un n € F™ tel que Ry1(n) = & si, et seulement si, £ € imzg(Ry°) et £ € kerz(Ra*)
d’apres les conditions de compatibilités (R Ry = 0). Ainsi, il existe n € F" solution du systéme R;(n) = & si, et
seulement si, la classe de ¢ dans kerz(Rz*) / imz(R;+) est nulle. Cela explique pourquoi le défaut d’exactitude du
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complexe (6.3) en ™ joue un role important. Ainsi, si le défaut d’exactitude est nul alors kerz(Ro*) = imz(R;*)
et la condition R2(&) = 0 est suffisante.

De maniére similaire, définissons les défauts d’exactitude de degré supérieur d’'un complexe.

Définition 6.4.2. ([135, p. 17]) Soient M = coker4(.R1) un module de présentation finie et le complexe de
A-modules suivant

R =y o 0,

avec R;*n = R;(n) pour tout i. On définit alors :

ker}-(Rl ‘)

ext% (M, F)
kerp(Riv1*) /imp(R;+), > 1.

ext’y (M, F)

1R

Remarque 6.4.4. Cette définition est bien posée, car extf4(/\/l, F) ne dépend que du module & gauche M et non
pas du choix d’une résolution. Voir, par exemple, [166, Proposition 6.40, p. 365].

Un cas particulier important de calcul de modules d’extension est le cas F = A. Considérons maintenant notre
contexte A = I;. D’aprés la définition 6.4.2, nous avons ext% (M, A) = kerz(R;+) = ker4(R;.) = kery, (R;.). Or,
grace a notre algorithme 13, nous pouvons caractériser kery, (R;.). Ainsi, le calcul du module d’extension ext% (M, A)
revient au calcul du noyau ker 4(Ry.).

Intéressons-nous maintenant au calcul de exth(M, A) = kerg(Riy1.) / im4(R;.). Alors, toujours avec un notre
algorithme de calcul des syzygies 13, nous pouvons calculer une matrice R} telle que ker 4(R;41.) = im 4(R}.). Ainsi,
calculer le quotient ker o(Rit1.) / imy(R;.) = im4(R.) / im 4 (R;.) revient a calculer, si elle existe, une factorisation
de la forme R} = R; F; avec F; une matrice a coefficients dans A. Ainsi, dans notre cadre A = I, cette factorisation
peut-étre calculée, si elle existe, grace a I’algorithme 16.

Une perspective de recherche future consiste & savoir si le théoréme 2.3.3 se généralise au cas de A =1 qui est un
anneau non noethérien et non intégre. Néanmoins, un « I;-module de torsion » n’est pas bien défini car I; est un
anneau avec des diviseurs de 0. Les deux exemples suivants ont pour but de comparer, pour un I;-module M donné,
la quantité exty (T'(M),I1) & la liberté de M. Cela offre également des exemples explicite de calcul de modules
d’extension et de résolutions libres dans le cas A = 1.

Exemple 6.4.5. Notons R=R; =0et M =1 /(]Il 9).

Appliquons Dalgorithme 14 pour calculer kerp, (.0). La classe de 0 dans By est o et kerp, (.0) =
inversible dans B;. Etudions les solutions polynomiales de 6(9) = I. Soit p(t) € k[t] alors I(p(t))
0I(p(t)) =p(t) =0, car 91 = 1. Ainsi, nous avons kery, (.0) = 0.

0, car o est
= 0 implique

Nous avons ainsi la suite exacte suivante :

En la transposant nous avons alors :

0+— T(M) +—— T <21,
ot T'(M) est le transposé d’Auslander de M, voir section 2.3.2, définition A.1.17.

Gréce a notre implémentation Bavula, nous calculons kery, (0.) = imy, (e.), kery, (e.) = imy, (I.) et kery, (I.) = 0.
Finalement, nous avons la suite exacte suivante :

0 «— T(M) 2T« «L 1, 0.

En dualisant cette suite exacte de I;-modules, nous obtenons le complexe de I;-modules & gauche suivant :

0 I L1 1, 21, 0.
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Ainsi, nous obtenons :

ext]?l (T(M),I;) = kery(.0)=

ext]%l (T(M),T;) = kery, (e )/ (.0) = imy, (. /nn]I1 (.0) =0
ext? (T(M),I;) = kery, (. )/lm]ll () = imy(e)/imy () =0
extd (T(M),I) = L /(1,1) =0.

La derniére égalité vient du fait que I admet un inverse & gauche 0. Ainsi, nous avons 01 =1 et I} I = 1.

De plus, puisque 0 I = 1, nous avons la suite exacte courte scindée suivante

0 L, 251, M 0.
<< _—
I.

Ainsi, nous avons I; = I; & M, donc M est stablement libre donc projectif et en particulier sans torsion (voir le
théoréme 2.3.2).

Exemple 6.4.6. Considérons R = (I —I) et M = I, 12 /(I R). Calculons ext] (T'(M),I;). Nous avons la suite
exacte suivante,

L 5 2 —— M ——0,
que nous dualisons, pour obtenir

0 — T(M) +—— TI; 2 1,1%2

Par ailleurs, nous calculons kery, ((I 2 I ) ) = imy, <<}> > Ainsi, nous pouvons prolonger la suite exacte
. 1
précédente et, en posant T' = 7] nous avons :

0+—TM) +—1T B2 T

En dualisant & nouveau, nous obtenons le complexe suivant :

Hl ]I 1x2 T 1[1 .

Enfin, on calcule kery, (.T)) = imy, (. (I —1)). Par conséquent, nous avons :

extﬁl(T(M),Hl) kery, (T /1m]11 (.R) = (]11 (})) /(1[1 (_72 —I)) — (]11 (] _1))/(]11 (I2 71))_

De plus, kery, (. (I —1))=0et (I? —I)=1 (I —1). Nous en concluons :

exth,(T(M), 1) = (L (T =1)) /1, (12 ~1)) =h/151
Enfin, comme I admet un inverse a gauche 9, cela implique I1 /T; I = 0. Finalement

ext] (T(M), 1) = 0.

Montrons maintenant que M est un module libre.

L’application qui & A = ()\1 /\2) e I,"*? associe AT € I est surjective. En effet, soit p € Iy, le vecteur v = (,u 0)
vérifie v0(T) = p. De plus, en posant @ = (I —1), nous avons kery, (.Q) = 0. Ainsi, nous avons la suite exacte

suivante :

H 1x2

0 —— 1, —25 L —0.
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Nous pouvons alors construire le diagramme suivant :

Q .
0 L 7 I, 12 (\T/ I, 0
.S .St
'4 I
Hl 41{) ]111><2 M 0

Oﬂ,V:I,Slz(l 0) et52=<_01)

Soit y = (y1 yg) € k[t]'*2 une solution du systéme défini par la matrice R. Alors, nous avons R+y = 0 ce qui
équivaut a I?(yy) — I(y2) = I(I(y1) — y2) = 0. En posant, 2 = I(y1) — y2 € k[t], nous obtenons I(z) = 0 donc
0I(z) = 0. Autrement dit, comme 91 = 1, nous avons z = 0. Alors, nous avons ’égalité I(y1) —y2 = 0 et y est
solution du systéme défini par Q. Soit ¢’ € k[t]'*? solution du systéme défini par la matrice @, il est évident qu’elle
est également solution du systéme défini par la matrice R.

Ainsi, nous obtenons M 2 cokery, (.Q) = imy, (.7) = I; donc M = 1; est un module libre.

Le fait que I; soit un anneau de Cramer effectif permet ainsi le développement effectif des méthodes classiques
d’algeébre homologique. Voir [8]. Nous venons de montrer briévement comment des résolutions libres peuvent étre
calculées. Cette direction de recherche sera explorée dans de futurs travaux.
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Conclusion et perspectives

Ce mémoire étudie la propriété de cohérence de I’algébre I; des opérateurs intégro-différentiels ordinaires & coeffi-
cients polynomiaux. Nous avons obtenu une preuve algorithmique de cette propriété et développé un algorithme de
calcul du noyau de matrices a coefficients dans Iy que nous avons implanté dans un package Maple. Cette preuve
utilise I'algébre linéaire, la théorie des anneaux d’opérateurs fonctionnels, la théorie des modules, 1’algébre homo-
logique ainsi que des méthodes de calcul formel. A notre connaissance, I’algébre I; est la premiére algébre non
noethérienne cohérente implémentée dans un logiciel de calcul formel. Ce résultat nous a permis le développement
d’une théorie de I’élimination pour les systémes linéaires d’équations intégro-différentielles ordinaires. De plus, nous
avons prouvé que Panneau Iy est un anneau de Cramer effectif (computational ring/anneau fortement discret), ce
qui permet le développement de méthodes effectives d’algébre homologique sur I; implémentables dans un logiciel
de calcul formel.

Ces résultats ouvrent la possibilité d’une future étude des systémes linéaires intégro-différentiels par des méthodes
effectives d’analyse algébrique. Pour cela, il serait utile de développer des approches effectives de résultats obtenus
par Bavula sur la théorie des I1-modules (classification des modules, en particulier des modules simples, générali-
sation du théoréeme de Stafford sur la possibilité de générer tout idéal de type fini par deux générateurs, etc.) et
sur la catégorie des I;-modules cohérents [16, 18, 17]. En particulier, le concept de I;-modules de torsion devra étre
étudié grace a la caractérisation explicite des éléments réguliers de I; et a la théorie de la localisation [111, 19]. Par
ailleurs, une étude effective des morphismes de I;-modules de présentation finie permettrait d’étudier une extension
des problémes de factorisation, de réduction (de Serre), de décomposition, d’équivalence, etc. [141, , , 62]
pour les systémes linéaires intégro-différentiels.

Une extension des résultats de ce mémoire (cohérence effective, calcul de noyaux, théorie de I’élimination, théorie
effective des modules, méthodes effectives d’algébre homologique, etc.) au cas de Panneau des opérateurs intégro-
différentiels & coefficients dans une algébre de fonctions exponentielles polynomiales serait importante pour ’étude
effective des systémes linéaires différentiels avec ou sans retard [136, 63, ]. Un autre type de généralisation
s’intéresserait au cas des anneaux d’opérateurs intégro-différentiels contenant plusieurs évaluations [144]. Dans le
méme esprit, il serait naturel de se poser la question de la cohérence de 'algébre des opérateurs intégro-différentiels
& coefficients dans un anneau de fonctions analytiques, de fonctions lisses, de séries formelles, etc., & coefficients
dans un anneau k'[t] avec k' = Q(«, 3,7, ...) ot a, 8,7, ... correspondent & des paramétres physiques d’un systéme.
Ce type de résultat a une importance en théorie des systémes et théorie du controle.

Bavula a prouvé que I, n’est pas cohérent pour n > 2 [17], ce qui montre que nos résultats ne s’étendent pas au cas
de plusieurs dérivées et intégrales. Néanmoins, il serait intéressant de caractériser les I,-modules de présentation
finie admettant des modules de syzygies finiment engendrés et d’étudier la possibilité d’en calculer un nombre fini
de générateurs (en étendant, si possible, les résultats obtenus dans ce mémoire). Est-ce qu’'une telle classe inclurait
les systémes intégro-différentiels classiquement étudiés en physique mathématiques et sciences de 'ingénieur ?

Le calcul de solutions rationnelles, exponentielles, hypergéométriques, etc. de systémes linéaires intégro-différentiels
rectangulaires est une autre piste de recherche pour de futurs travaux en calcul formel. Voir la fin du chapitre 4.

Une autre perspective naturelle de ce travail concerne ses applications, en particulier dans le domaine de la théorie
du controle et de l'analyse des systémes dynamiques et des systémes différentiels & retard (retards distribués)
[136, 63, |. Les opérateurs intégro-différentiels apparaissent naturellement dans la modélisation de systémes
linéaires comportant des effets mémoire ou des contraintes non locales. Dans ce contexte, disposer d’une structure
algébrique cohérente et d’algorithmes effectifs pour le calcul de noyaux ou d’annulateurs permet de développer des
méthodes symboliques pour 1’élimination de variables, la commande, ’observation et ’estimation de paramétres [50].
Ce lien entre structures algébriques et modélisation de systémes ouvre la voie & des interactions entre les champs
de l'algébre, du calcul formel, des mathématiques appliquées et des sciences de l'ingénieur.
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Annexe A

Quelques rappels d’algébre homologique

Cette annexe a pour but de fournir un catalogue des définitions et propriétés d’algébre homologique utilisées tout au
long de ce manuscrit. Le texte principal y renvoie fréquemment pour poser ou rappeler certains cadres théoriques.
Elle contient trés peu de démonstrations, a I’exception notable de la section A.2, qui présente la preuve de la
caractérisation de la cohérence en termes d’idéaux et d’annulateurs. Pour des démonstrations détaillées ou des
approfondissements, on pourra consulter les références classiques telles que [108], [166] et [171].

Sauf mention contraire, A désigne un anneau (non nécessairement commutatif), et M un A-module & gauche.
A.1 Définitions et propriétés d’algébre homologique

A.1.1 Suites exactes

Définition A.1.1. Une suite de morphismes de A-modules

) M, fi—1 M, fi M o

est appelée un compleze (de modules) si la composée de deux morphismes consécutifs est nulle, c’est-a-dire :
fio fic1 =0 pour tout i.
Autrement dit, I'image de chaque f;_1 est incluse dans le noyau de f; :

ima(fi-1) C kera(fi).

Définition A.1.2. Un complexe de A-modules M; de la forme

) M, fi—1 Mi fi Mi+1 o

est appelé une suite exacte en M; si 'image de f;_; est égale au noyau de f;, c’est-a-dire :

im4(fi—1) = ker4(fi).

On dit que la suite est exacte si elle est exacte en chaque M.

Définition A.1.3. Soit la suite exacte de A-modules :
fic1 fi
- — Mifl E— Mz E— MiJrl —_— -

On dit que cette suite est scindée en i s'il existe deux morphismes de A-modules,

S; - Mi+1 — M; et t;: M; — M;_4
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tels que l'on ait I'égalité,

idpm; = sio fi+ fim10ti.
Autrement dit, tout élément de M; peut étre décomposé de maniére unique en la somme d’une image de f;_; et
un antécédent par f;. On écrit alors :

) fiz2 M, fic1 M, fi M1+1 fit1 )

Définition A.1.4. Une suite de A-modules & gauche est dite exacte courte si elle est exacte en chaque terme et
de la forme

0 M M g M 0.

En d’autres termes, cela signifie que :
— f est injectif,
o Hn(f) = ker(g)v

— g est surjectif.

Proposition A.1.1. Les assertions suivantes sont équivalentes pour une suite exacte courte de modules :

0o— s M—T N2 P 0

1. Il existe une section s : P — N telle que go s = idp.
2. Il existe une rétraction r : N' — M telle que r o f =id .
3. Ona N=ZMaP.

Dans ce cas, la suite est scindée et on a la décomposition de l'identité sur N,
idy=for+sog,

et le diagramme suivant commute :

0 M ! N g P 0.

Démonstration. Soit la suite exacte suivante :

0— s M—F SN2 P 4

(1) = (8) : Supposons qu’il existe une section s : P — N telle que g o s = idp.
Soit n € N, posons p = g(n) et m tel que f(m) =n — s(p). Comme g(n — s(p)) = g(n) — g(s(p)) = p—p =0, alors
n — s(p) € ker(g) = im(f), donc m existe bien. Alors tout élément n € N s’écrit de maniére unique sous la forme

n=f(m)+s(p),
oumée Metp=g(n)eP.
De plus, cette décomposition est unique, car f est injectif et s est une section. On a donc un isomorphisme de

A-modules & gauche :

N=MaP.
(83) = (2) : Supposons N' = M ¢ P. Considérons la projection canonique sur M dans cette somme directe,

r: N — M.
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On vérifie facilement que
T o f = 1dM7
ce qui fait de r une rétraction de f.

(2) = (1) : Supposons qu’il existe une rétraction
r:N —->M

telle que r o f = id 4. Posons alors

s: PN

défini par le choix d’un relévement (section) de P =2 A /im(f). Plus précisément, pour p € P, choisissons n € N tel
que g(n) = p. Alors définissons
s(p) =n— f(r(n)).

On vérifie que s est bien un morphisme de modules, et que g o s = idp.

Finalement, on a donc montré ’équivalence des trois assertions.
O

Théoréme A.1.1. ([166, Exercice 3.16(i), p. 129]) Soit A un anneau intégre et K = Q(A) = {¢]a,be A, b#0}
son corps de fractions. Soit M un A-module & gauche et la suite exacte de A-modules & gauche suivante :

Rn

0 A1><Tn Alxrn,l o A1><7‘1 Ry

Ao Ty M 0.

Alors, nous avons :
rangAMfr0+7"1+-~-+(71)”’1rn:O, (A1)

ot rang 4 M = dimg (K @ 4 M) est la dimension du K -espace vectoriel K ® 4 M engendré par M. L’équation (A.1)
est appelée caractéristique d’Euler-Poincaré.

A.1.2 Modules de type fini et de présentation finie

Définition A.1.5 ([171, 166]). Soit A un anneau non commutatif et M un A-module & gauche (respectivement,
un A-module & droite). On dit que le module M est de type fini ou finiment engendré s’il existe une famille finie
(9i)icfo,p]» 01 gi € M et p est un entier naturel, telle que :

P p
Vme M, Jag,...ap € A, m= Zri gi (respectivement, m= Zgi ri).
i=0 i=0

Autrement dit, M est de type fini s’il existe un ensemble fini de générateurs pour M ou, de maniére équivalente,
si la suite exacte suivante est satisfaite
AP Ty M —— 0,

ou ’homomorphisme surjectif 7 est défini par

T AP M,

A2

€; — gi, ( )

otte; = (0,...,1,...,0) est le i élément de la base canonique de AP, c’est-a-dire le vecteur ligne de longueur
p avec un 1 & la i®™° position et 0 ailleurs.

Définition A.1.6. ([108]) Le module M est dit noethérien & gauche (respectivement, noethérien o droite) si tous

ses sous-A-modules a gauche (respectivement, a droite) sont de type fini. Un module est dit noetherien s’il est
noethérien a gauche et a droite. L’anneau A est noethérien (respect. noethérien a gauche, noethérien a droite) s’il
est noethérien en tant que A-module.
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Remarque A.1.1. Il est a noter que les sous-modules (respect. a droite ou a gauche) d’un anneau sont ses idéaux
(respect. & droite ou a gauche). Ainsi, 'anneau A est dit noetherien & gauche (respect. noetherien & droite) si tous
ses idéaux a gauche (respect. & droite ou & gauche) sont de type fini.

Définition A.1.7 ([171, ). Soit M un A-module & gauche (respectivement, un A-module & droite), et m
I’homomorphisme défini dans (A.2).
Alors, M est dit de présentation finie si

ker(m) = {\ = (A1,...,A,) € AV? | 7()\) = 0}
est un A-module & gauche (respectivement, a droite) de type fini.

Le fait que ker 7 soit de type fini est équivalent & I'existence d’un ensemble fini de générateurs de ker 7, c’est-a-dire
un ensemble fini d’éléments so, ..., s, € AP tels que :

q
VAekerm, dry,...,rq €A, )\:sti:(rl rq) =rS.
i=0 —

Sq

S

Ainsi, nous avons ker(m) = im4(.S) = {r S|r € AX9}, ot S € AP, ce qui est équivalent & l'existence de la suite
exacte suivante de A-modules & gauche :

Aa S, AP T, M 0.

Remarquons que, par définition, un module de présentation finie est également de type fini.

Remarque A.1.2. Si on représente un module M par générateurs et relations, alors un module de présentation
finie est un module avec un nombre fini de générateurs et un nombre fini de relations génératrices. En d’autres
termes, en plus d’avoir un nombre fini de générateurs, toute relation entre ces générateurs est combinaison linéaire
finie d’un nombre fini de relations.

Définition A.1.8. Le module ker(7) défini dans la définition A.1.7 est appelé le module des syzygies de M et est
souvent noté Syz(M).

Définition A.1.9. ([L71, 166]) Soit A un anneau non commutatif et M un .4-module & gauche/droite. Le module
M est dit cohérent a gauche/droite si M est un A-module & gauche/droite de présentation finie et si tout sous-
module de type fini de M est également de présentation finie. L’anneau A est appelé cohérent & gauche/droite si
tous ses idéaux a gauche/droite de type fini sont de présentation finie. Enfin, un anneau est dit cohérent s’il est
cohérent a la fois & gauche et a droite.

Exemple A.1.1. Les anneaux noethériens a gauche/droite sont des anneaux cohérents a gauche/droite. Des
exemples d’anneaux cohérents mais non noethériens sont l'anneau klz; | ¢ € N] des polynémes en un nombre
infini de variables {x;};en & coefficients dans un corps k, ou 'anneau des fonctions entiéres sur C.

Remarque A.1.3. D’un point de vue effectif et calculatoire, considérer un A-module de type fini M engendré
g1
par gi,...g, est équivalent a regarder I'image & gauche de la colonne G = | : | qui est 'ensemble des A G avec

In
A € A", On a alors I’épimorphisme (A.2) qu’on réécrit ici

T A — M,

& > g (A-3)

Si on veut que M soit de présentation finie, la définition A.1.7 nous dit qu’il faut que le A-module ker(w) = {\ =
A1, An) € A [ 7(N) =0} = {A € A" | A1 g1+ -+ Ay gn = 0} = ker(.G) soit de type fini. Ainsi, la cohérence
(a gauche/ droite) de 'anneau A, revient a demander que le noyau (& gauche/droite), de n’importe quelle matrice
colonne G € AP ou, de maniére équivalente, de n’importe quelle matrice R € A9%P, soit de type fini.
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Proposition A.1.2. (|25, 166]) Soit A un anneau cohérent & gauche/a droite et M un A-module & gauche/d droite.
Alors, M est cohérent a gauche/a droite si, et seulement si, M est de présentation finie.

La prochaine proposition montre que les propriétés des modules de type finis sur des anneaux noethériens peuvent
étre étendues aux modules de présentation finie sur les anneaux cohérents.

Proposition A.1.3. ([25, 166]) Soient M, N', M’, M" C M des A-modules a gauche/a droite et f € Hom 4(M,N).
Alors, nous avons :

— M/M  MOEN, MM et M'+ M"” sont des A-modules cohérents a gauche/a droite.

— ker f, im f, et coker f sont des A-modules cohérents & gauche/a droite.

De plus, si A est commutatif, si I est un idéal cohérent de A et si S est un ensemble multiplicativement fermé de
A, alors nous avons :

— M @4 N et Homg(M,N) sont des A-modules cohérents.

— La localisation S~ A de A par rapport a S est un A-module cohérent.
— IM={Y_,aim;|r €N, a; €I, m; € M} est un A-module cohérent.
— anng(M) ={re A|r M =0} est un idéal cohérent de A.

A.1.3 Classification de modules

Définition A.1.10. ([166, Chapitre 4, p. 154]) Soit M un module & gauche sur un anneau A.

— On dit que M est simple s’il est non nul et n’a pas de sous-modules & gauche propres non nuls.

— On dit que M est semi-simples s’il est une somme directe de .A-modules a gauche simples.

Définition A.1.11. ([166, 108]) Soit A un anneau et M un A-module.
On dit que M est un module libre de base B si B est un sous ensemble de M libre et générateur, c’est-a-dire,
vérifiant la propriété suivante

P
VmeM, F(g,...95) € B, F(ar,...a,) € (A", mzZaigi,
i=0

et m=>"_,a;g; =0 implique g, =--- =g, = 0.

Définition A.1.12. Si M est un .A-module de type fini (voir définition A.1.5) et libre alors il existe n € N tel que :
M= A"
Si 'anneau A est commutatif ou bien noethérien, alors 'entier n est unique et est appelé le rang du module M.
Définition A.1.13. Soit A un anneau. Un A-module P est projectif si, pour toute surjection de .A-modules
g: M — N et tout morphisme f : P — N, il existe un morphisme f : P — M tel que :
gof=1".

Cela signifie que le morphisme f se reléve & M, comme illustré dans le diagramme suivant :

De maniére équivalente, P est un module projectif s’il est facteur direct d’'un module libre, c’est-a-dire, s’il existe
L un A-module libre et @ un A-module tels que :

PoQ=L
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Définition A.1.14. Un A-module M est dit stablement libre s’il existe un A-module libre de rang fini F tel que
M & F soit un A-module libre de rang fini. En particulier, M est projectif et de type fini.

Théoréme A.1.2. ([140]) Nous avons les assertions suivantes.

1.
libre = stablement libre = projectif = sans torsion.

2. ([166, Corollaire 4.16, p. 163]) Si A est un anneau principal et intégre alors :

sans torsion = libre.

3. Si A est un anneau héréditaire, alors pour un module de type fini :

sans torsion = projectif.
4. ([166, Théoréme 4.100, p. 169]) Si A =k[z1,...,z,] alors pour un module de type fini :
projectif = libre.
5. ([145], [L70, Théoréme 2.2]) Si A = Ay, alors,
stablement libre = projectif,
et pour tous les modules de rang au moins 2 :

projectif = libre.

A.1.4 Reésolutions

Définition A.1.15. Un A-module M admet une résolution libre finie de longueur n, s’il existe une suite exacte
00— F, — ... = Fp — M — 0 de A-modules ou les F; sont libres de type fini. Si les modules F; sont
projectifs, on parle alors de résolution projective.

Définition A.1.16. On appelle dimension projective d’'un A-module a gauche M, notée pd 4(M), la longueur
minimale d’une résolution projective de M, s'il en existe une. La dimension globale de A, notée gldim(A), est alors
définie par :

gldim(A) = sup{pd 4 (M) | M est un A-module & gauche}.

Autrement dit, c’est la borne supérieure des dimensions projectives de tous les modules a gauche sur A.

Théoréme A.1.3. ([108, Chapitre 11|) Pour un A-module projectif M, les deux assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. M est stablement libre.

2. M admet une résolution libre de longueur finie.

Proposition A.1.4. ([145, Proposition 20, Corollaire 21]|) Soit M un A-module défini par la résolution libre finie :

R,

. R —1 R
0 _A1><7"m Alxrm,l A1><7“1 1 Alxm s M s 0.
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1. Sim > 3 et qu’il existe une matrice Sy, € A"m=1*"m telle que Ry, Sm = I, , alors M admet la résolution
libre plus courte suivante :

T, T Rpy—3

IXTrm—1 22l AIX (Prne24Tm) 222 ALXTmo3 1 o s
0 —  AXTmo1 TS AL (Pmatrm) T2 ATX g T APXTE 2y AlXro Ty M (),

avec les notations :

Tm—l - (Rm,I Sm) c ATm—lx(’l‘m_2+'r‘m)’
Tmo = (R"é_2> e Alrm—24rm)x(rm—3)

2. Sim = 2 et s’il eriste So € A% telle que Ry Sy = I,.,, alors M admet la résolution libre plus courte
sutvante :

0 —— Alxm i} Alx(rotra) _ T o Aq 0,
avee Ty = (Ry Sp) € AT1x(ot72) ¢y

T=71@0: AXotr2) A
/\:(/\1,/\2) — 7'(/\):7'('(/\1).

Définition A.1.17. Soit M un A-module finiment présenté par R € A™*!, c’est-a-dire, tel que M = coker 4(.R) =
ALXI /(Alxm R). On appelle le transposé d’Auslander de M, noté T'(M), le module suivant :

T(M) = A™ /(RAM) .
On a ainsi la suite exacte de A-modules & droite suivante :

0 ¢—— T(M) —— A™xT B gix1,

A.1.5 Catégories

Définition A.1.18. ([166, p. 8]) Une catégorie € est la donnée de :
— une classe Obj(%) d’ objets ;

— pour chaque paire ordonnée d’objets (A, B), un ensemble Hom(.A, B) d’applications appelées morphismes de

A vers B;

— une loi de composition des morphismes :
o: Hom(A, B) x Hom(B,C) - Hom(A,C), (f,g)—gof,

pour chaque triplet d’objets A, B,C € Obj(%).
Ces données satisfont les axiomes suivants :

(i) Les ensembles Hom(.A, B) sont deux a deux disjoints, ¢’est-a-dire que chaque morphisme f a une source A et
un but B bien définis.
(ii) Pour tout objet A, il existe un morphisme identité 14 € Hom(A, A) 15 € Hom(B, B) tel que pour tout
f € Hom(A, B) on ait :
fola=[f et lgof=/F

(iii) La composition est associative : pour toute suite de morphismes

on a :



Définition A.1.19. ([166, p. 17]) Soient € et 2 deux catégories. Un foncteur T : € — 2 consiste en les données
suivantes :

1. Pour tout objet A € Obj(¥), un objet T'(A) € Obj(2).
2. Soient A, A’ € €. Pour tout morphisme f : A — A’, un morphisme

T(f): T(A) — T(A)
dans 7 ;

3. Pour tout enchainement de morphismes dans % :
AL 2
on a:
T(go f)=T(g)oT(f).
4. Pour tout objet A € Obj(€), on a :
T(1a) = 1r(a).
Définition A.1.20. ([166, p. 19]) Un foncteur contravariant T : € — P, ou € et 2 sont des catégories, est une
application vérifiant les propriétés suivantes :

1. Pour tout objet C € Obj(¥), on a T(C) € Obj(2).

2. Soient C,C’ € €. A tout morphisme f : C — C’, on associe un morphisme
T(f): T — T(C)

dans 2 (notez 'inversion des fleches) ;

3. Pour toute composition

ctsco s

dans €, on a :
T(go f)=T(f)oT(g)
4. Pour tout objet C € Obj(%), on a :
T(lc) = 17(c)-

Proposition A.1.5. ([L66]) Soit F un A-module. Alors le foncteur contravariant exzact ¢ gauche Hom 4 (—, F), qui
a tout A-module M associe le groupe abélien Hom 4 (M, F) des morphismes de M wvers F, transforme les suites
exactes de A-modules en des suites exactes de groupes abéliens.

Définition A.1.21. ([166, p. 303]) Une catégorie € est dite additive si les conditions suivantes sont vérifiées :
1. Pour tous objets A, B € Obj(%), 'ensemble Hom(.A, B) est un groupe abélien (additif) ;

2. Les lois distributives sont satisfaites, c’est-a-dire, si I’on a des morphismes

f
X%A/\B%y
\g/r

alors on a les égalités suivantes,
bo(f+g)=bof+bog et (f+g)oca=foa+goa;

3. La catégorie € posséde un objet nul;

4. % admet les produits finis et les coproduits finis : pour tous objets A, B de €, les objets A x B (produit) et
A & B (coproduit) existent dans %.

Définition A.1.22. ([166, p. 307]) Une catégorie € est dite abélienne si elle satisfait les propriétés suivantes :
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(i) ¥ est une catégorie additive.

(ii) Tout morphisme f : A — B admet un noyau et un conoyau. Il existe donc une suite exacte :

0 — ker(f) —— A I ,B—< coker(f) — 0,

ol k est un monomorphisme, ¢ un épimorphisme, et les objets ker(f), coker(f) sont respectivement universels.

(iii) Tout monomorphisme est un noyau, c’est-a-dire : si m : A — B est un monomorphisme, alors il existe un
morphisme f : B — C tel que m = ker(f).

(iv) Tout épimorphisme est un conoyau, c’est-a-dire : si e : B — C est un épimorphisme, alors il existe un morphisme
f:+ A— B tel que e = coker(f).

A.1.5.1 Extension des coefficients avec le produit tensoriel

Proposition A.1.6. ([166, p. 76]) Soient A et B deuz anneauz et f un morphisme d’anneaur de A dans B.

— Si M est un B-module, on peut définir une structure de A-module sur M via ax = f(a)x pour x € M et
a € A. On appelle cela la restriction des scalaires.

— Si M est un A-module, on peut définir une structure de B-module sur B @4 M via b(b' @ ) = bb @ x pour
x € M,b,b € B. On parle alors d’estension des scalaires.

Remarque A.1.4. Notons que B est un 4-module par restriction des scalaires donc le produit tensoriel B® 4 M a
un sens. L’extension des scalaires consiste a faire des combinaisons linéaires d’éléments de M a coefficients dans B.

A.1.5.2 Lien entre module d’extention, foncteur Hom et module projectif

Proposition A.1.7. ([96 p. 8, p. 137])
Soit A un anneau et P un A-module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le module P est projectif

2. Toute suite exacte de la forme

0— NI sm—2sp 0,

se scinde. Voir la proposition A.1.1.

3. Soient € la catégorie des A-modules et €' la catégorie des groupes abéliens.
Alors, le foncteur M — Hom (P, M) de € dans €', est exact.

Définition A.1.23. ([135, p. 17]) Soient M = coker 4(.R;) un module de présentation finie et le complexe de
A-modules suivant

Ri+1~ fT'i R7 f”'i—l . RQ. ‘7:7'1 Rl. .7:7‘0 07
avec (R;)(n) = R;n pour tout ¢. On définit alors :
extY (M, F) = kerr(R;.)
extly (M, F) = kerr(Riy1.) /imz(R;.), > 1.

Remarque A.1.5. Cette définition est bien posée, car exti‘(./\/l, F) ne dépend que du module a gauche M et non
pas du choix d’une résolution. Voir, par exemple, [166, Proposition 6.40, p. 365].
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Définition A.1.24. ([108, p. 146]) Soit M un A-module & gauche.

— Un élément m € M est dit de torsion $’il existe un élément non nul a € A tel que am = 0.

— On note t(M) Pensemble des éléments de torsion de M, c’est-a-dire,
t(M)={meM|3Jaec A\ {0}, am=0}.

— Si (M) = M, on dit que M est un A-module de torsion.
— Si (M) =0, on dit que M est un A-module sans torsion.

De maniére générale, il suffit quun anneau A soit intégre et posséde la propriété de Ore & gauche pour que t(M)
ait une structure de A-module. C’est ce résultat que montre la proposition suivante.

Proposition A.1.8. Soient M un A-module et A un domaine possédant la propriété de Ore 4 gauche, c’est-a-dire
vérifiant la propriété suivante :

VY (a,b) € A% 3 (c,d) # (0,0) € A% ca = db.

Alors, Uensemble t(M) a une structure de A-module.

Démonstration. Soient mq, mo € t(M) et by, by € A. Montrons que by my + by mo € t(M). Comme mq,ms € t(M),
il existe a1, a2 € A\ {0} tels que :
airm; =
{ as Mo = 0.

Par la propriété de Ore, il existe (c1,cp) # (0,0) € A? tel que :

=

c1a; = caby.
De méme, il existe (dq,dz) # (0,0) € A? tel que :

dy ag = dg bs.
De plus, il existe (e, es) # (0,0) € A2 tel que :

e1co = egds.
Nous avons alors :

(61 02)(b1 mi + bg m2) = €1 (Cg bl) mi + (61 Cg)(bg mg) = €1C (a1 ml) +e2 (d2 bg) mo = €2 dl (CLQ mg) =0.
SN—— N—— N——

=c1 a1 =ez da =0 =dj a2 =0

Ainsi, by my + ba mg € (M) et donc t(M) est un A-module. O

Remarque A.1.6. Un anneau commutatif ou noethérien posséde la propriété de Ore & gauche et a droite.

Théoréme A.1.4. ([135]) Soient A un anneau noethérien integre et R € AP et M = AP /(Alxq R).
Les trois assertions suivantes sont vérifiées :
1. 1 existe un A-isomorphisme a gauche entre t(M) et exty (T (M), A), i.e.,

t(M) 2 exth (T(M), A).

2. Le module M est un module & gauche sans torsion si, et seulement si, ext (T'(M), A) = 0.
8. Le module M est projectif si, et seulement si, exti@(T(M), A) =0, pouri=0,1.
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A.1.6 Factorisation

Théoréme A.1.5. Soient M, M’ et N des A-modules. Soit f: M — ./\/li un homomorphisme . Soit N' C
ker(f). Alors il existe une unique factorisation f: M /N — M’ telle que f(x+N) = f(x) pour tout x € M.
De plus,

1. f est un épimorphisme si, et seulement si, f est un épimorphisme
2. f est un monomorphisme si, et seulement si, ker(f) = N

3. f est un ismorphisme si, et seulement si, f est un épimorphisme et N' = ker(f).

Théoréme A.1.6. Soient S, T des sous-modules de M. On définit S+ T {s+t|se€ S,t € T}. Alors, S+ T et
SN T sont des sous-modules de M et on a :

(S+T)/SNnT=S/SnT.

Théoréme A.1.7. Soient N, L, M des modules tels que N C L C M. Alors,

ML= M/N)/(L/N).

A.2 Caractérisation de la cohérence

Proposition A.2.1. ([171]) Soit A un anneau. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
1. A est un anneau cohérent & gauche.
2. (a) Pour tout d € A, anng(.d) ={a € A|ad =0} est un idéal & gauche de type fini.
(b) Pour tous les idéaux & gauche de type fini I et J, lVidéal I N J est de type fini.

De méme pour un anneau cohérent & droite A, ot ann4(.d) est remplacé par l’idéal & droite anny4(d.), et les idéaux
a gauche I et J sont des idéauz a4 droite.

La preuve de cette caractérisation n’est pas facilement trouvable sous cette forme dans les livres de théorie des
modules. Comme elle joue un role essentiel dans ce manuscrit on se propose de la détailler ici. Cette sous-section A.2
est donc consacrée & la preuve de la Proposition A.2.1 et commence par plusieurs lemmes utiles. Le premier est
célebre et s’appelle le Horseshoe Lemma tandis que les deux autres sont plus spécifiques et techniques.

Lemme A.2.1. ([166]) Soient A, B,C,P; et Q; des A-modules pour tout i € N. Soient une suite exacte courte de
modules

0 A B c 0

et
Py —Lp b p, T, g 0
0, fa o, f1 o) fo c 0

des résolutions projectives de A et C respectivement. Alors, il existe une résolution projective de BB

e P ®Qy 2 PIOQ 5 Pi®Qy —— B——0
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telle que le diagramme suivant commute :

0 0 0 0
7£ o 7£ & g@ b4

|

S P ® Q2 PO 2 P2 Qy —2> B —— 0

|

|
|

|
|

0, f2 0, f1 o) fo C
0 0 0 0
Remarque A.2.1. En particulier, si
0 A B C 0.

est une suite exacte et que A et C sont de type fini, alors B est de type fini, car la somme directe de deux modules
de type fini est de type fini.

Lemme A.2.2. Soient A un anneau et £, F, et G des A-modules a gauche/droite tels que la suite exacte courte
sutvante soit vérifiée :

0 Flsg-tse 0.
Si £ est de présentation finie et que G est de type fini, alors F est de type fini.

Démonstration. Soient Ly et £1 deux modules libres finiment engendrés sur A qui définissent une présentation de £.
Alors, nous avons le diagramme exact suivant, :

oy

Q‘T

)

o
™
~
Q
bS]
O g
o

Soit (e;)ier une base finie de L. Alors, nous avons s(e;) € € pour tout ¢ € I. Comme p est surjectif, il existe des
g; dans G tels que p(g;) = s(e;) pour tout ¢ € I. Nous pouvons alors définir 'homomorphisme v : Lo — G par
u(e;) = g; pour tout 7 € I. Alors, nous avons s = powu. Ainsi, nous pouvons compléter le diagramme ci-dessus pour
obtenir le diagramme commutatif suivant :

Ly

S

»

'

an}
Ry
-
Q
iS]
O t— tn—
o
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De plus, comme s or = 0, nous avons sor = powuor = 0, ce qui montre que u(r(£L1)) C kerp = imj. Ainsi, si
(fx)kex est une base finie de £; et si nous définissons ’homomorphisme v : £; — F par v(fi) = hg, ol hy est
I’élément unique de F tel que u(r(fx)) = j(hx) pour tout k € K, alors nous avons u o r = j o v et nous obtenons le
diagramme commutatif suivant :

Ly
v EO
0 F—2sG—"t=¢ 0
0
Nous pouvons réécrire le diagramme exact commutatif ci-dessus comme suit :
0 0
ker v ker u 0
L4 - Lo 2 & 0
| .
0 F J g——L—¢ 0.
coker v coker u 0
0 0
En appliquant le lemme du serpent ([L08, p. 157]) au diagramme ci-dessus, nous obtenons que coker v 2 coker u &

g / u(Ly) est un module de type fini, car G est de type fini. De plus, en utilisant la suite exacte suivante
0 —— v(Ly) —— F —— F Jo(Ly) — 0,

le fait que v(£q) et f/y(ﬁl) ~ coker v soient deux modules de type fini, et en appliquant le lemme A.2.1, nous
pouvons déduire que F est de type fini. O

Lemme A.2.3. Soient A un anneau et K, L et M des A-modules (a gauche/droite) tels que la suite exacte suivante
soit vérifiée :

B

0 K—=L M 0.
Si KC est de type fini et L est de présentation finie, alors M est de présentation finie.

Démonstration. Par hypothése, nous avons le diagramme suivant :

0 0
T 1
0 K - L M 0
il il
Al Xp A1><l
. pT
Alxm



ot p, [, m sont des entiers positifs, § et m sont des applications A-linéaires, et P € A™*! est une matrice de
présentation de £. Ce dernier diagramme peut étre complété comme suit :

0
|
0 K .

g o

— N — O

1xp C 1x1
AP —— A

ot C € AP*! et ao = § o (-C). Pour prouver que M est de présentation finie, étudions ker(3 o d). On a :
ker(Bo8) ={X € A" | B(6(N) =0} ={A e A | 5(N) € ker B} = {A € A [Tu e K,6(N) = a(p)}-
Puisque pour tout u € K, il existe n € AP tel que u = 7(n), et en utilisant oo ™ = 6 o (-C'), nous obtenons :
ker(B00) = {A € AV | 3n e AVP:5(N) = a(n(n) = (nC)}.

De plus, §(A) = 6(n C) implique §(A —nC) = 0, donc A — 1 C € ker § = im(-P). Par conséquent, il existe e € A*™
tel que A —nC = e P, c’est-a-dire A = (77 e) (g)

Cela implique ker(8 o d) = im(-Q), ou Q = (CT PT)T. On obtient donc la suite exacte suivante
Q Bod
Abptm) 2y AIXE 22 M —— 0,
et M est un module de présentation finie présenté par la matrice Q € A®P+m)xI, O
Prouvons maintenant la proposition A.2.1.

Démonstration. Commencons par démontrer que 2. implique 1. Pour montrer que A est un anneau cohérent, nous
devons prouver que tout idéal de A de type fini est de présentation finie. Soit Z un idéal de A engendré par un
nombre fini d’éléments aq, ..., a,. Nous allons prouver que Z est de présentation finie par récurrence sur le nombre
n de générateurs.

Sin =1, alors Z = Aa; et la suite exacte suivante est vérifiée :

0 —— anny(.a1) A Aay 0.

D’aprés 2.(a), ann4(.a1) est de type fini, il existe donc des éléments by, ..., b, tels que anng(.a1) = >, Ab;. La
suite de module suivante est alors exacte :

br -a
Alxr A—= Aay 0.

Ainsi, cela montre que Z = A a; est de présentation finie. Soit n € N fixé, supposons que la propriété H,, suivante
est vraie

H,, : « Tout idéal de A engendré par au plus n — 1 éléments est de présentation finie ».

Posons ZT=Aa1+---+Aa, =T1 +Zs,ou0Zy = Aay +---+ Aa,_1 et Iy = Aa, sont des idéaux de présentation
finie d’aprés H,,. Nous allons montrer que Z est de présentation finie.
Pour cela, commengons par prouver que

O*>11012*>11@IQ*>1211+12*>0 (A4)
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est une suite exacte.
Définissons ¢ : 7y ®Zy — Iy + I par ¢((b1,b2)) = by + ba pour tout by € I et by € Zy. Alors, ker ¢ est isomorphe
a I NI, via isomorphisme 1) défini par ¢ (b) = (b, —b) pour tout b € Z; NZ,. Nous obtenons ainsi la suite exacte :

0 ker ¢ T, 6T, —— I+ T, — 0.

La surjectivité de ¢ conduit a la suite exacte (A.4).
Montrons maintenant que Z; @ Z, est de présentation finie. Nous savons que Z; et Zy sont de présentation finie, et
nous avons les suites exactes suivantes :

Alxma i> ALx(n—1) L) 7, = ZZL:_EA% — 0,

Abxme T2y q Y2 T, — Aa, ——s 0,

ottmy,mg €N, = (ay...an_1)T et 1y = -a, sont des A-morphismes, et P; € Amix(n=1) ot P, e A™2%1 gont des
matrices de présentation de Z; et T, telles que ker; = im(.P;) et ker ¢ = im(.P;). Considérons le A-morphisme :

e Alxn — L3I
0= 1(61,02) > (1(d1),%2(02)),

qui envoie § = (6,082) € A" avec §; € A1) et 6y € A sur (¥1(01),¢2(82)) € Ty © Tp.

Soit (by,b) € Iy @ Tp. Comme by € T; et que 1, est surjective, il existe §; € A1 tel que by = v1(d;). De
méme, il existe d2 € A tel que by = 1)2(d2). Nous avons donc (b1, b2) = 10((d1,2)). Cela prouve que 1 est surjective.
Montrons maintenant que

kery =im(-P), P = (1(3)1 122) .

Soit § € ker) et écrivons & = (61,82) avec &; € A1) et 5 € A. Par définition de 1, 1(5) = 0 implique que
¥1(61) = 0 et ¥2(82) = 0. Etant donné que ker+; = im(.Py), il existe u; € A™>™ tel que 6; = 3 P;. De méme, il
existe po € AYX™2 tel que 9 = poPy. Nous avons donc

6= (1P, paPs) = (1 p2) P € im(.P),
ce qui prouve que ker = im(.P). Nous obtenons ainsi la suite exacte suivante :

AlX(’m1+m2) P R Alxn Y1 L&, 0.

Cela prouve que I; & I, est finitement présenté.

En résumé, nous avons la suite exacte (A.4) dans laquelle Z; N7y est de type fini par 2.(b) et 7y @ Z5 est finiment
présenté. En appliquant le résultat du lemme A.2.3, nous obtenons que Z est finiment présenté ce qui prouve
finalement que A est cohérent, c’est-a-dire que nous avons 1.

Nous allons maintenant prouver que 1. implique 2., c’est-a-dire 2.(a) et 2.(b). Soit A un anneau cohérent et a € A.
Nous avons la suite exacte
0 —— anny(.a) A Aa 0,

ot A est un A-module de type fini (généré par 1’élément unité 1) et A a est de présentation finie, car Aa est de type
fini et A est cohérent. D’aprés le lemme A.2.2, ann 4(.a) est donc de type fini, c’est-a-dire que nous avons 2.(a).

Maintenant, soient Z et J deux idéaux de type fini de A. Soit (u;);e[1,m] une famille de générateurs de l'idéal Z et
(Vi)ie1,n) une famille de générateurs de l'idéal J. Si a € ZN J, alors a peut s’écrire comme

m n
a = E a; Uy = E bj’l)j,
i=1 Jj=1
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ol ay,...,0m, b1,...,b, € A. Nous avons alors :

aelﬂjﬁiaiui—iijj:O,

i=1 j=1
U U1
< (CL1 - CLm> — <b1 - bn> =0,
Um Un
Uy
(a1 ... am b1 ... by) Um f_ g
-1 ?
—u,
<— (a1 e @y b1 ... bn) € ann g (.U),
oulU = (u1 cee U~V . —vn)T. De plus, AU est un idéal de A de type fini généré par uq, ... Uy, —U1, ..., —Un.

Puisque A est cohérent, AU est de présentation finie. En outre, nous avons la suite exacte suivante

0 —— anny (.U) A AU 0,

ot A est de type fini et AU est de présentation finie. Alors, d’aprés le lemme A.2.2, anny (.U) est de type fini, ce

qui implique que Z N J est de type fini, c’est-a-dire que nous avons 2.(b), ce qui termine la démonstration.
O
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Annexe B

Bavula : un package Maple pour I’étude des
systémes sur I

Nous avons développé un package Maple, appelé Bavula ([(9]), contenant une implémentation des différents algo-
rithmes développés dans ce mémoire. Il est basé sur les packages :

— OreModules pour le calcul dans A; [59],
— IntegrableConnections pour le calcul des solutions polynomiales de Aj-modules holonomes [12],

— IntDiff0p pour le calcul des formes normales sur I; [103].

Ce package, en cours de développement, vise a rendre effectives certaines méthodes théoriques développées notam-
ment par Bavula dans ses travaux sur cet anneau. Il intégre un ensemble de commandes de bas niveau permettant
de résoudre les systémes de la forme AX = B et X A = B avec A et B des matrices a coefficients dans I; (voir
chapitre 6). Une interaction avec le package CapAndHomAlg (voir [3]) ouvrira automatiquement un accés a une large
gamme d’outils d’algébre homologique constructive. L’objectif & terme est de fournir un environnement complet
pour le traitement symbolique et homologique des systémes intégro-différentiels, en étendant progressivement les
fonctionnalités du package.

Donnons la liste des fonctions importantes disponibles dans le package Bavula ainsi que leur description. Dans un
deuxiéme temps, nous illustrerons des exemples d’utilisation. Par conséquent, cette annexe se veut étre un petit
guide d’utilisation et de familiarisation pour le lecteur intéressé.
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B.1 Liste des procédures principales du package Bavula

Procédure Description

InvolutionMat (M) | Calcul de I'involution (M) = (0(mi7j))T de la matrice M € I;7*P. Plus précisément,
le coefficient ¢, j de la matrice 8(M) est 8(m; ;) ott m; ; est le coefficient en position
1,7 de la matrice M. Autrement dit, (M) est la matrice transposée de la matrice M
a laquelle on a appliqué 0 a chaque coefficient.

SyzygyIl (M) Calcul de L € 1,7 tel que kery, (M) = imy, (.L).

PolySolsI1(P,w) Calcul de l'ensemble des solutions polynomiales v € k[t]P*! du systéme intégro-
différentiel linéaire P(v) = w.

LeftInverseIl(M) Calcul, s’il existe, d’un inverse & gauche de M € I;?*P, c’est-a-dire une matrice
Q € ;7" telle que Q M = I,,, ou I, est la matrice identité de taille p.

RightInverseI1(M) | Calcul, §’il existe, d’ un inverse a gauche de M € I;7*P, c’est-a-dire une matrice
Q € I,P*7 telle que M Q = I, ou I, est la matrice identité de taille g.

FactorizeI1(M,N) Calcul, si elle existe, d’une factorisation de M par N a gauche, c’est-a-dire une matrice
Q telle que Q N = M.

TABLE B.1 — Principales procédures du package Bavula pour le calcul dans 'anneau I .

Remarque B.1.1. Notons que le package Ore_algebra de Maple ne contient pas I'implémentation de l’anneau
By =k[H] (o, 07" | 0* H = (H +1) 6*) des polynoémes de Laurent non commutatifs. Une raison est que By n’est
pas une algébre de Ore au sens de [60] mais la localisation de 'algébre de Ore S := k[H] (o |c H = (H + 1) o)
(resp., T:=Kk[H](r | T H = (H — 1) 7)) pour I'ensemble de Ore {0'};cn (resp., {7'}ien) [121]. En revanche, B; est
accessible en Singular [111], via CapAndHomAlg [7]| et en Mathematica dans le package OreAlgebraicAnalysis

[134, 65].

Afin de calculer kerg, (.R) dans notre package Bavula, nous avons utilisé les alternatives suivantes :

1. Soit N € Ntel que Ry := Ro™ € S7P. A I’aide des méthodes de bases de Grébner décrites a la section 2.4.2.1,
nous pouvons calculer une matrice M € S"*? telle que kers(.Ry) = img(.M). Nous avons la suite exacte
suivante de S-modules a gauche

slxr M Slxq Ry Sixp

Le fait que B; soit une localisation de S implique que B; est un S-module plat a droite. En appliquant le
fonctor B; ®s e 4 la suite exacte précédente et en utilisant B @gS1*¢ = IB%%XZ, nous obtenons alors suite exacte
de Bi-modules a gauche

M 1xq -R 1x
B1*" B 7 N B<P,

ce qui montre que kerg, (.Ry) = imgp, (.M). Finalement, nous avons kerg, (.R) = kerg, (.Ry) = imp, (.M) car
o est un élément inversible de B;.

2. Soit N’ € Ntel que Ry := o' R € S7%P. A I’aide des méthodes de bases de Grobner décrites a la section 2.4.2,
nous pouvons calculer une matrice M’ € S"* telle que kers(.Ry+) = img(.M’). Nous avons la suite exacte
suivante de S-modules & gauche

'ﬁN/

slxr M’ Slxq Sixp

Le fait que B; soit une localisation de S implique que B; est un S-module plat a droite. En appliquant le
fonctor B; ®s e 4 la suite exacte précédente et en utilisant B ®gS'*! =2 ]B%in, nous obtenons alors suite exacte
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de Bi-modules a gauche

‘EN/

1xr .M’ 1xq 1xp
IB%1 IB1 IB1 ’

ce qui montre que kerg, ((Ry+) = img, (.M’). Finalement, nous avons kerg, (.\R) = img, (M’ o™') car, en
utilisant le fait que o est un élément inversible de By, nous avons

>|
=

=0
XO'_N/RN/ =0

A € kerg, (.R)

Xo~ N ¢ kerg, (Ry+) = img, (.M")
IpeBX: Xo N =M
IpeBX: X=aM oV

A € imp, (.M/O'N/> :

[N A

Le calcul de factorisations sur By peut se faire en utilisant le méme type de stratégie que pour le calcul de noyau,
c’est-a-dire en se ramenant & un calcul de factorisation dans S.

B.2 Exemples d’utilisation du package Bavula

Ces premiéres lignes de codes sont communes a tous les exemples et permettent de charger les packages OreModules,
IntDiff0p, et IntegrableConnections sur lesquels est basé notre package nommé Bavula.

> with(LinearAlgebra):

> with(IntegrableConnections):
> with(OreModules) :

> with(IntDiff0p):

> with(IntDiffOperations):

> IntDiffAlgebra(variable = x):
> with(Bavula):

Par ailleurs, on définit également les algébres A; et I'algébre qui émule B;.

> Alg := DefineOreAlgebra(diff=[dt,t],polynom=[t],comm=[s]):
> Bl := DefineQOreAlgebra(shift=[tau,G],dual_shift=[sigma,H],polynom=[G,H]):

Remarque B.2.1. La variable « x » est utilisée dans les packages Maple , tandis que le mémoire adopte la variable
«t». De méme, 'opérateur « 9 » y est représenté par « D » en sortie et par « d » en entrée. L’opérateur d’évaluation
« e» correspond a « E(0) » en sortie et « ¢(0) » en entrée. Enfin, opérateur intégral « I » est noté « A » en sortie
et « a» en entrée.
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B.2.1 Solutions polynomiales d’une matrice de I;

Exemple B.2.1.
Soient vy, v2 et vs des polyndmes de k[t]. Regardons le systéme intégro-différentiel suivant :

3+ 4t

vi(t) + / vo(s) ds + tvh(t)

0
top(t) +v2(0) +tv3(0) = t2+2t+4
(1 I to 2%3 o B +4t 2x1 3x1 _
Posons alorsP-(ta . te)e]ll et w= 2 4ot44 € k[t]***. On cherche v € k[t]*** tel que P(v) = w.

Définissons les matrices P et w grace a la fonction PolySolsI1 et calculons les solutions polynomiales v du systéme
P(v) = w.

Matrix(2,3,[1, a, x.D, x.D, E(0), x.E(O)]):
:= Matrix (2,1, [x"3 + 4*x, x~2 + 2*x + 4]):
PolySolsI1(P, w);

vV VvV Vv
< = 9
|

a3 Cc1 +:c2(:3 +piax
vi= |22 co+acy +4+ (d%vl(x)) 2? + 522 (L v (z) +4zv(2)
*I2 ’1}1(13) + 2 + (*l’ — l)pl,l

La fonction polynomiale vy et les constantes py 1, c1,c3 et cs sont arbitraires.
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‘seareniqae quos £4d seyue)suoo sy 19 o sewguijod sor]
(z) 64T + 0'6d + x1'6d + mamd& + mamd& + wai& + mamd&
gedy + 0'tdg + x(&edg + 0'7dg—) + N&Am“m&@ + Vedgy + 1vdg—)+
(L(EEdg + Sed(g 4 TVdp—) + (£ de — VedT) + (@(VdY — SEdgT) 4 CVdgr)—
(z)va, 8 — (T)ayryT + (T)%,208 + A&vwa%wa - A&vm;%»am 4 Aavma%m&mﬁ + A&vwa%@a
(T)8agx + 0'8d 4 r18d + N&mhw& + m&mhw& + w&ww& + (98

(z)la 2 gr — ()10 237 w9g—

(z) 1232 L wogh — ()W L3 (00¥E — (%) 1L (x00Fs — ()l 20geR — () TagL — 0'6dg—
(z)tagw + 0'tdg — Tedg — STdog] — aVLd + w8Ld + w8id + av'id 4 wSLd
(z) 94T 0'9d + x1'9d + m&md& + m&md& + w&wd& + m&md&
()% ym + 0°9d — 0°8dg + E2dg + S1dOgT + Vidpg — wV'Sd + weed + w&ed + av'ed 4 assd
U'vd 4 ¢'edg + a?{& + m,m&mvm + N&Am»w&Lv im&iﬁ
(VT + S8dQ)y + (xS Tde + () Va9 + (T)Ea,208 + Aavﬁaw%@a + Aavma%mamﬁ + Aavmamw‘%wa
0ed — 01d — @(Vld — 0'8d—) + ,@(e1d — 0'td — Ted—) + @ (¢'1d — 07d + €2d—) + @(Eed — ¥'ed — V'Id—)+
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(x) la T + 0'Td + xT'1d + mam;& + mam;& + waw;& + mam;&

f(n ‘d)TIsTosftod
([0 ‘0] ‘TT)xXTIdR) =:
([0 ‘® “(0)® ‘P ‘0 ‘0 ‘0 ‘BxZ.X ‘P ‘P ‘(0)°*T.X ‘(0)°*X ‘0 ‘T B ‘(0)°*X+(0)® ‘(0)2 ‘(0)® ‘0 ‘Xx(0)® ‘Y.P]‘0T‘T)XTIIRK

|
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NN A
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B.2.2 Calcul du noyau d’une matrice de I
Soit R € I;7*?, on cherche L € I;"*? vérifiant kery, (.R) = imy, (.L).

Exemple B.2.3.

On définit la matrice R dans Maple et on applique la fonction SyzygyI1l de Bavula.

> R := Matrix(5,5, [d+e(0),1,2,0,a,d4,0,0,a,d,x.a - a.x,x,0,0,1,2,a,x,d+1,d°2,0,x.e(0),x.a,0,0]):

D+ E[0] 1 A 0 A
D 0 0 A D
R=|x-A-A-x x 0 0 1
2 A T 1+D D?

L 0 x-E0] z-A 0 0

> L := SyzygyIl(R);

L:=[0 0 0 0 E[0] |
Vérifions que L R = 0 avec la fonction MultMat.
> MultMat(L, R);

(000 00 0]

Exemple B.2.4.

On définit la matrice R en Maple et on lui applique la fonction SyzygyIl de Bavula.

> R := Matrix(3,3,[d"3+e(0), x*a, a, x~3+x, e(0), d, 0, 0, al);

D*+E0] z-A A

R:= ¥®+x  E[0] D
0 0 A
> L := SyzygyIi(R);
4838400 - E[0] + 241020 - E[0] - D 483840 - E[0] — 4838400 - E[0] - D — 40320 - E[0] - D 241920 - E[0] - D2 + 4838400 - E[0] - D* + 40320 - E[0] - D
I 25200 - E[0] - D —604800 - E[0] - D + 100800 - E[0] - D* — 5040 - E[0] - D®  —25200- E[0] - D + 604800 - E[0] - D® — 100800 - E[0] - D° + 5040 - E[0] - D7
' 2880 - (0] —2880 - E[0] - D + 8640 - E[0] - D> — 720 - E[0] - D* 2880 - E[0] - D* — 8640 - E[0] - D* + 720 - E[0] - D
0 0 E[0]

Vérifions que L R = 0 avec la fonction MultMat qui effectue le produit de deux matrices a coefficients dans ;.

> MultMat(L, R);

oo oo
(el en e an}
o O oo
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B.2.3 Inverse a gauche, a droite et factorisation

Exemple B.2.5.

Définissons une matrice M dont on veut calculer, s’il existe, un inverse a gauche U.

> M := Matrix(4, 3, [a, 0, e(0), 0, 1, x.e(0), O, 1, x~2%d, 1, x.a, 1]);

A 0 E0]
0 1 x - E[0]
M =
0 1 x2-D
1 z-A 1
> U := LeftInverseIl(M);
D 0 0 0
U := x-E[0]-D 1 0 —x - E[0]
—D—123-E[0]-D —z-A 0 1+ 3123 E[0]

On vérifie ’égalité matricielle U M = I3 grace a la fonction MultMat.

> I_3 := MultMat(U, M);

fen)

[
O O =
O = O
_ o O

Faisons maintenant I'opération inverse et factorisons I3 par M grace a la fonction FactorizeIl.

> F := FactorizeIl1(I_3, M);

D 0 00
F = —x - E[0] 1 00

~D+ 323 E[0] —z-A 0 1

On remarque que linverse & gauche F' obtenu n’est pas unique, comme expliqué précédemment au chapitre 6.
Vérifions que la différence entre ces deux inverses appartient bien au noyau de M.

> V :=AddMat (U,map(X->MultiplyOperator(X,-1),F));

0 00 0
G:= z-E[0]- D+ x- E[0] 0 0 —x-E0]
—123- E0]-D— 123 E[0] 0 0 iz°. E[0]

> MultMat(V, M);

Calculons maintenant une matrice L définissant le noyau de M et une factorisation de V' par L.
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> L := SyzygyIl(D);

10 2
—E[0] — E[0)D 0 0 E[0]

I —2x + 22D +2A + <ix5 — 1.%2) E[0]D (éx3 - 1) A+ %A:}:3 A —2® 4 24x + <713—0:r5 + %ﬁ) Ef0]

> FactorizeIl(V, L);

0 0
0 —z-E[0]
0 %:ﬁ - E[0]

Ainsi, V se factorise bien par L.

Regardons maintenant si M admet un inverse a droite avec la fonction RightInversell.

> RightInverseIl(M);

La matrice M n’admet pas d’inverse & droite. Retrouvons ce résultat en utilisant les fonctions InvolutionMat et
LeftInverselIl.

> InvM := InvolutionMat(M);

D 0 0 1
InvM := 0 1 1 2D? + zD?
E[0] E[0]D 2xD?+2?D? 1

> LeftInverseIl(InvM);

On retrouve bien que M n’admet pas d’inverse & droite.
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Annexe C

Publications

Les quatre articles présentés dans cette annexe sont des travaux que nous avons publiés dans les actes de la conférence
International Symposium on Symbolic and Algebraic Computation (ISSAC).
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ABSTRACT

This paper exposes some effective aspects of the algebra of linear
ordinary integro-differential operators with polynomial coefficients.
More precisely, we prove that the annihilator of an evaluation opera-
tor is a finitely generated ideal which can be explicitly characterized
and computed. This is an advance towards the development of an
effective elimination theory for ordinary integro-differential opera-
tors and an effective study of linear systems of integro-differential
equations with polynomial coefficients.
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1 INTRODUCTION AND MOTIVATION

Algebraic analysis, more specifically, algebraic D-module theory,
where D stands for “differential”, is a mathematical field which
studies linear systems of ordinary or partial differential equations
using algebraic theories such as ring theory of differential opera-
tors, module theory, homological algebra [2, 6, 9]. The main idea
of this theory is to use a correspondence between linear systems
of differential equations and finitely presented left modules over a
ring of differential operators (e.g., the Weyl algebra of differential
operators with polynomial coefficients). This theory is nowadays
well-known in fundamental mathematics. In the last decades, the
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development of an effective approach to algebraic D-module the-
ory was studied by the computer algebra community. It relies on
an effective differential elimination theory using, e.g., Grébner or
Janet basis methods. Different softwares can nowadays handle effec-
tive aspects of algebraic analysis: Macaulay?2, Maple (OreModules),
Singular, HomAlg, etc.

Based on our experience in effective algebraic D-modules theory,
we aim at extending the algebraic analysis approach to handle linear
systems of ordinary integro-differential equations with polynomial
coefficients. In other words, we would like to replace the Weyl alge-
bra by the ring of ordinary integro-differential operators with poly-
nomial coefficients, denoted by I; in what follows. Contrary to the
Weyl algebra case, Bavula proved in [1] that I; is not a noetherian
ring, a fact which seems to compromise the possibility to develop
an effective integro-differential elimination theory, and thus, an ef-
fective algebraic analysis approach to ordinary integro-differential
linear systems. However, he also proved that I; is coherent [1],
namely, that every finitely generated left/right ideal of I; is finitely
presented [2, 18, 20]. As explained below, this result is at the core of
the future development of an effective integro-differential theory.
Yet, Bavula’s proof of the coherence of I; remains not algorithmic.

This paper aims at effectively characterizing the annihilator of
an integro-differential operator with polynomial coefficients, i.e.,
of an element of Iy. In [17], such an effective characterization was
obtained and implemented for an element of Iy which is not a so-
called evaluation operator. In this paper, we handle the second case,
namely, the case of an element of I; which is an evaluation operator.
This result completes the algorithmic characterization of the first of
the two standard conditions characterizing the coherence property
of I;. The second one asserts that the intersection of two finitely
generated left/right ideals is also finitely generated. This problem
will be studied in a future publication.

To further motivate this work, let us explain why the devel-
opment of an effective version of the coherence property of I
plays a central role towards an effective study of linear systems
of integro-differential equations with polynomial coefficients and
towards the development of dedicated implementations built upon
modern computer algebra systems. Within the algebraic analysis
approach, a linear system of integro-differential equations with
polynomial coefficients is defined by a matrix R € ]I?XP ,ie., by
Rnp = 0, where n € FP*1 and F is a left I;-module (e.g., k[t],
C*®(R)). It can be proved that the linear integro-differential system
Rn = 0 is associated with the finitely presented left I;-module

M = cokery, (.R) = HiXp/(]Iiqu). Hence, the theory of linear

integro-differential systems deals with the category of finitely pre-
sented left I;-modules [2, 9]. Now, a standard result in module
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theory [2, 18, 20] asserts that if R is a left coherent ring, then a
left R-module M is coherent (namely, M is a finitely generated
left R-module and all of its finitely generated left R-submodules
are finitely presented) if and only if M is finitely presented. Com-
bining this result with the fact that [; is coherent, we obtain that
the finitely presented left I;-module M = cokery, (.R) — associated
with the linear system Rn = 0 — is coherent. In other words, due to
the coherence property of Ij, the linear system theory over [; deals
with the study of the category of left coherent I;-modules. Now,
standard theorems on finitely generated modules over noetherian
rings can be extended to finitely presented modules over coherent
rings. Moreover, the coherence property is compatible with all the
standard algebraic operations (e.g., direct sum, intersection, quo-
tient, tensor product, homomorphism, kernel, image, cokernel). For
more details, see [2, 18, 20]. Therefore, if the coherence property
of I; is made algorithmic and implemented in computer algebra
systems, then the algebraic side of linear system theory over I can
also be made effective. Note that, to our knowledge, I; would be the
first example of a coherent but not noetherian ring implemented in
a computer algebra system, that has important applications (e.g.,
calculus).

2 THE RING OF INTEGRO-DIFFERENTIAL
OPERATORS

In what follows, let k be an algebraically closed field of character-
istic 0 (e.g., k = @ or C), ty a base point of k. Let us consider the
noncommutative k-endomorphism ring & = endy (k[t]) of k[¢] and
the k-linear endomorphisms defined on the basis ("), e of k[#]
as follows:

t:k[t] — k[£], " —> 1",

9: k[t] — k[t], "+ nt"] (1)
g+l il

I:k[t] —k[t], t"r— -
n+l n+1

These k-endomorphisms respectively define the following linear
operators acting on k[¢]:

t: k[t] — k[¢],
a: k[t] — k[t],

pr—otp,
pr—p,

t
I:k[t] —k[t], p+— p(r)dr.
ty
Definition 2.1 ([1]). A is the k-subalgebra of & generated by ¢
and 9, and I; is the k-subalgebra of & generated by ¢, 9, and I.

Then, A (k), or simply A4, is called the Weyl algebra defining the
ordinary differential operators with polynomial coefficients. Simi-
larly, I (k), or simply Iy, is the ring of ordinary integro-differential
operators in the variable t with polynomial coefficients in k[¢].

In particular, we have the inclusion A; C 1. The first fundamen-
tal theorem of calculus can be rewritten as oI = 1, where 1 stands
for the identity of &. Moreover, we can see that for every p € k[¢],
(1-19)(p) = p(ty), which shows that the operator

e: k[t] —k[t], pr— p(to),
belongs to I. We shall refer to it as the evaluation operator. Note that
e is multiplicative, i.e., e(p1 p2) = e(p1) e(p2), for all p1, po € k[¢].
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The second fundamental theorem of calculus then rewrites I 9 = 1—e.
In what follows, we shall simply set t to 0.

Contrary to its subring A1, the ring I has nontrivial zero divisors
sinceet =0andel = 0.

For p € k[t], we have the following fundamental identities in I;:

ap=pa+p’, ep=e(p)e=p(0)e.

See, e.g., [15]. We can deduce the following extra identities:
Ipo=p-e(p)e—1Ip
IpI=I(p)I-11(p), Ipe=I(p)e.

Note that the first of the aforementioned identities corresponds to
the Leibniz rule and the last but one to the integration by parts.
We state again that an element P of I; can be written uniquely

n m q
P:Zaiai+ZbJch+Zf}ceak’
i=0 =0 k=0

where a;, bj, ¢j, fi € k[t] and n, m, ¢ € N. For more details, see
[1, 10, 17]. The identity (2) is called the normal form of P.

For instance, let us give the explicit normal form of I". First,
setting p = 1 in the identity I = I(p) I — I I(p) and using I(1) = t,
we obtain the identity I? = ¢ I — I t, which corresponds to the double
integration. More generally, we have the following explicit result on
multiple integrations (that does not seem to appear in the literature).

ol=1, Id=1-e,

ezze, de=0,

as

@)

PROPOSITION 2.2. The operator I"* can be written as a polynomial
of degree 1 in I. More precisely, we have

n-1 g n-1-k
t*  (-t)
Vn>1 I"= — ] —. 3
"= Z_:k! (n—1-k)! ®
n=1 g n—-1-k
t -t
Proor. The operators I" and kz_;) T I h are two k-

endomorphisms of k[¢], i.e., two linear operators uniquely deter-
mined by their value on the basis ("), cn of k[t]. Let m be a non-
negative integer. On the one hand, we have

n-1 .k n-1 itk (_l)n—l—k

" _pn-1-k
2 mfﬁ(”):gjmw" )
_nz—:li (—)n=1-k  n—kem
prd '(n—-1-k)! (n—-k+m)
n-1 ptm (_l)n—l—k

P K(n—-k+m) (n-1-k)!"

(=]

On the other hand, we have

tm+1 tn+m

r(m =r == . (4
( ) (m+1) (m+1)(m+2)---(m+n) @
To conclude, we thus have to prove the following identity:

DO L : s
k_ok!(n—l—k)!(n—k+m) (m+1)(m+2)---(m+n)’

To do so, let us note ¢ = and compute its partial

1

1 1 1 1 1 = _0(1 cee Xn
fraction expansion, l.e., write it as ¢ = a1 T + where
ai,...,an € k The k" coefficient ay, of this decomposition is given
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by ar = [(m+k)cllpe—ik = (—k+1)(—k+2)1<~(—1)(n—k)' so that we
—1)" k-1

get oy = Hence, we have a,,_j = H—k=DT

1
(CDF T (k=D!(n-k)!"
which proves (5) and thus (3). O

Note that Formula (3) holds for any ty € k in the definition of I
(see (1)) and not only for £, = 0.

ProposITION 2.3 ([1]). The set (e) =11 e Iy is the only two-sided
ideal of 11. Moreover, we have:

(e) =k[t] ek[d] = {kaeaklfkek qu}.

Using (2), every P € I; can be decomposed as P = P; + Py + Ps3,
where Py € A, Py € T = {Z;":O bjlcj|bj,cjek[t],me N},
and P3 € (e). Moreover, using the identity I pI = I(p) I — I 1(p) for
all p € k[t], we can see that J is a nonunital ring.

If p € k[t], then we note

Ky, (p) ={P €1 | P(p) = 0},
where P(p) stands for the application of (1) to p. Note that K, (p) is
a left ideal of I;. Similarly, we note K, (p) = {P € A1 | P(p) = 0}.
Let us state a result that will be useful in what follows.

LEMMA 2.4. LetP €1; anda = 22:0 ay e 9 € (e). We have

1
Pa= ZP(“k) eak,
k=0

where P(ay) € k[t] is obtained by applying P € & to ay using (1).

ProOOF. Let us consider P € ;. Then, there are P; € A1, Py € 1,
and P3 € (e) such that P = P; +P,+P3. By linearity and associativity
properties, we only have to prove that Ppe = P(p)e, forall p €
k[t].If Py = X7 ai &, then, using the identity de = 0, we get

If Py = Z;.":O bj ch-, then, using the identity Ipe = I(p) e, for all
p € k[t], we have
m m
Pype= ijlcj-pe = ijI(CjP)e =Pa(p)e.
Jj=0 Jj=0
If P = Zzzofk e dF, then, using e p = e(p) e, for all p € k[t], and

€2 = e, we obtain

9 9
Pspe=Y fred pe= fie@ (p)e* =Pi(p)e.
k=0 k=0
Thus, we have Pp e = P(p) e, for all p € k[¢]. This ends the proof.
]
We state again that the annihilator of a € I; is defined by
anng, (.a) ={P €I | P a=0}.

By Lemma 2.4, the annihilator of a = Zzzofk ed* € (e) can be
described by anny, (.a) ={P € I; | P(fy) =0,k=0,...,q}.
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It is well-known that A; is a noetherian ring, i.e., is a left and
a right noetherian ring (see, e.g., [2, 6]). As for [;, the situation
is different. Indeed, we have seen that the identities 01 = 1 and
Id=1-eholdinI;. Now, a theorem due to Jacobson [8] asserts
that the existence of a left/right inverse, which is not a two-sided
inverse, of an element in a noncommutative ring R implies that R
is not left/right noetherian. We thus have the following result.

PROPOSITION 2.5 ([1]). The ring Iy is neither a left nor a right
noetherian ring.

A more explicit proof of Proposition 2.5 consists in considering
the chain of left ideals generated by the Taylor operators defined by

n tk
VneN, Tnzzgeak. (6)
k=0
One can check that T, Ty+1 = T, and I[; Tj; # 11 Tj41, foralln € N,
sothat1 To CI1 1 CI1 To € --- is a strictly ascending chain of
left ideals of I;. This proves that I; is not a left noetherian ring.
Recall that an involution 6 of a k-algebra R is a k-linear endo-
morphism of R satisfying 6(d; d2) = 0(dz) 0(d1), forall dq, dy € R,
and 6% = 1.

ProposITION 2.6 ([1]). Iy admits the involution 0 defined by
0(t)y=(to+1)0, 0()=I 06()=a. (7)

An important consequence of (7) is that 6(e) = e and 0({e)) =
(e). Moreover, the involution 6 defined in Proposition 2.6 can be
used to turn the strictly ascending chain of left ideals exhibited
above into a strictly ascending chain of right ideals of I1. This proves
that I; is also not a right noetherian ring.

At first sight, the fact that I; is not a noetherian ring seems to
be a strong obstruction to a pure algebraic, and thus to an effective,
study of I;. The next section explains why an effective study of
linear systems of integro-differential equations with polynomial
coefficients remains feasible.

3 THE COHERENCE PROPERTY OF [;
In this section, let R be a ring and M a left R-module.

Definition 3.1. A left R-module M is said to be finitely generated
if there is a finite family (gi);e[y,p] of elements of M satisfying

P

VmeM, 3ry,....rp eR, m:Zrig,-. (8)
i=1

(gi)ie[1,p] is then a finite set of generators of the left R-module M.

A left R-module M is finitely generated if there exist some sur-
jective R-homomorphism 7 : R1XP —s M, i.e., a R-epimorphism.
Lete; =(0,...,1,...,0) be the ith element of the standard basis of
RIXP namely, the row vector of length p with 1 at the i* h position
and 0 elsewhere. If (g;);[1,p] is @ set of generators of M, then we
can consider the following R-epimorphism:

7 RYP S M, ej—g;i=1,....p.

Definition 3.2. Let M be a finitely generated left R-module and
(9i)ic[1,p] @ finite set of generators of M. Then, M is said to be
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finitely presented if the left R-module of all the relations among the
gi’s, namely,

p
ker 77 = {(Al,...,ap) e RIXP | Zzigi =0}

i=1
is finitely generated.

By definition, a finitely presented module is finitely generated.

The fact that ker 7 is finitely generated is equivalent to the ex-
istence of a finite set of generators of ker x, i.e., a finite set of
elements Ry, .. Rgqe € RIXP satisfying that, for all A € kerx,
there are y, ..., Hq € R such that

q Alc
A= Z Hi Rie = (11 Hg) : =pR
i=1 — .
4 —Rq
R

Thus, we can write ker 7 = img (-R) = {yR | p € R1X9}, where
R € RI*P is the matrix having the R;s’s as rows, which is equivalent
to the following exact sequence of left R-modules:

Rixg _R_gixp T pq 0.

Equivalently, we have M = cokerg (.R) = R1*? /(R*X4 R), where
= means “isomorphic to”. For more details, see [2, 18, 20].

Definition 3.3. Let R be a noncommutative ring.

o Aleft R-module M is said to be left coherent if M is a finitely
generated left R-module and if every finitely generated left
R-submodule of M is finitely presented.

e The ring R is said to be left coherent if R is a left coherent
R-module, i.e., if every finitely generated left ideal of R is
finitely presented.

Similar definitions hold for right R-modules and a ring is said to
be coherent if it is both left and right coherent.

According to Definitions 3.3 and 3.2, a ring R is left coherent if
for every finitely generated ideal J of R, the left R-module of the

relations among a finite set of generators of J is finitely generated.

Example 3.4. Left (resp., right) noetherian rings are left (resp.,
right) coherent rings. Two examples of coherent rings which are not
noetherian are the ring k[x; | i € N] of polynomials in an infinite
number of variables {x;};cn with coefficients in a field k, and the
ring of the entire functions on C. For more details, see [18].

Let us state a useful characterization of a coherent ring.

ProprosITION 3.5 ([18, 20]). Let R be a ring. The following two
conditions are equivalent:
(1) R is a left coherent ring.
(2)(a) Foreverya € R, anng(.a) is a finitely generated left ideal.
(b) For all finitely generated left ideals J1 and Ja, the left ideal
J1 N Jo is finitely generated.

A similar result holds for a right coherent ring (anng (.a) is then
replaced by anng (a.) and left ideals by right ideals).

We can now state a result that is at the core of this paper.
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THEOREM 3.6 ([1]). I; is a coherent ring.

Using the involution 6 of I; (see Proposition 2.6), the left coher-
ence property yields the right coherence property, and vice versa.

We point out that the proof of Theorem 3.6 given in [1] is not
constructive. The main goal of the present paper is to contribute to
the development of an effective version of the coherence property
of I; and its implementation in the computer algebra software
Maple. Here, we shall focus on Condition (2)(a) of Proposition 3.5.
The second condition will be studied in a future work.

Note that, to our knowledge, I; would be the first example of
a coherent but not noetherian ring implemented in a computer
algebra system, which has important applications (e.g., calculus).

4 ANNIHILATOR OF AN EVALUATION
OPERATOR

4.1 Preliminary remarks and results

In Section 3, we have recalled that the ring I; was coherent. Yet, the
proof of the coherence property given in [1] remains not algorith-
mic. To make it so, we shall rely on Proposition 3.5 which shows
that the coherence property is equivalent to two conditions: one
on the annihilator of elements of I; and one on the intersection of
finitely generated ideals. In this paper, we shall only focus on the
first one, letting the second one for a future work.

Let us then consider Condition (2) (a) of Proposition 3.5. In the
case a € I \ (e), the characterization of a finite set of generators for
anng, (.a) was obtained in [17] and implemented in the IntDiffOp
package [10]. Hence, it remains to study the case a € (e).

Note that anny, (.a) is the left ideal of I; defining all the com-
patibility conditions of the inhomogeneous linear equation ah = g,
where g is fixed in a left I;-module ¥ and h is sought in ¥ . Indeed,
if P € anny, (.a), then by definition, Pa = 0, i.e., P g = 0. This last
equation is a necessary condition for the above system to have a
solution, i.e., P g = 0 is a compatibility condition.

We now state two lemmas that will be used in what follows.

LEMMA 4.1 ([4]). Let P € 1y. Then, there is N € N such that the
operator 3N P belongs to Ay. In particular, using the normal form (2)

of P, we can take N = max;j r)e[o,m]x[o.q] {de8: (b)), deg, (fi)}+1.

LEMMA 4.2. Foralln € N, we have I"0" + T,,_1 = 1, where T, is
defined by (6). For every P € i, there is N € N such that P can be
written asP = IN 9N P+Ty_1 P, where NP € A; andTyy_1 P € {e).

ProOF. Using (1), let us compare (I" ") (tl) and (1= Tp_y) (t’ )
forall [ > 0.1f ] < n — 1, we have
(1=Ty_1) (tl) =0, (I"o") (tl) - 1"(0) = 0.
Now, for [ > n — 1, we have
(1-Th1) (tl) =i, (o) (t’) =l...(I-n+1)I" (t"") .
Using (4), we obtain

n(J-n) _ tl
I (t )_(l—n+1)(l—n+2)...l'

Then, we have

(1" o) (t’) ... (-n+DI" (tl_") -
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The second assertion is a direct consequence of the first one, Lemma 4.1,

and Proposition 2.3. O

Using Proposition 2.2, for all n > 1 and p € k[t], we have

" )n 1-k (
I (p)-Z k,/ A k)'p(r)dr—/ o

Hence, the identity I"9" + T,—1 = 1 of Lemma 4.2 yields
Vpekltl, p=Tua(p)+(I"") (p)

N =" &
kz p<’<>(o)+/ 1)’ ()(r)dr

for all n > 1. This shows that Lemma 4.2 encapsulates the Taylor’s
theorem with an integral form of the remainder into a simple identity.

p(r) dr.

4.2 Annihilator of a simple evaluation operator
Let p € k[¢] and let us exhibit a generating set of the left I;-ideal
anny, (.p e). From Lemma 2.4, we have

anng, (.pe) ={P el |Ppe=P(p)e=0} ={P el | P(p) =0}.

According to [5, Proposition 3.2], Ka, (p) == {Q € A1 | Q(p) = 0}
is the left ideal of A; generated by Q1 := ™" and Q; = p o™ —
p(m). In other words, we have Ky, (p) = A1 Q1 + A1 Q>.

LEMMA 4.3. Let p € k[t] be a polynomial of degree m, Q1 = 3™,

and Qz = p ™ —p(m). Then, we have
anny, (.pe) N (e) €11 Q1 +11 Oo.

Proor. If P € anny, (.p e) N {e), then, from Lemma 2.4, we have
P =31 fied*, where fi € k[t], k = 0,..
P(p) =0.1If g > m, then we can write

P:ifkeak+( Zq: fkeak_m_l) Q
k=0

k=m+1

.,q, and P satisfies

Thus, P € I; Q;+I; Qg ifand only ifP = Z;C":O fre el 01+11 Q2.
Since P(p) = 0, then P satisfies P(p) = 0. Then, we have:

Pp)=0 o Y fiedp=0 o > fir® (=0
k=0 k=0

Since deg, (p) is exactly m, we getp(m) = p(m)(O) # 0. Therefore,
_p(m) Zk Olfkp(k)(O) Substituting

this expression into P and using p(k) (0)e= e(p(k)) e= ep(k), we
obtain

we obtain the identity f,, =

m—1
P= (fkeak fkp<’<)(0)ea'")

k=0
m—1

= (fkea ——)fkep(k>a’"),
k=0
m—1

=Y fre—0 (p<m> ok — po am)
et p(m)

Therefore, P(p) = 0 yields p(™ o* — p(K) 9™ € K (p), for k €
[0, m—1]. From [5, Proposition 3.2], we get K, (p) = A1 Q1+A; Qo,
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which shows that the term fi. € — ( (m) gk _ p(k) a’") belongs

tol; Q1+ Qg,fork =0,...,m— l.ThlsprovesPel[l 01+ Q2. O

PROPOSITION 4.4. Let p € k[t] be of degree m, Q1 = d™*!, and
Q2=po™ —p(’”). Then, we have

anny, (.pe) =1; Q1 +11 Qa.

Proor. Let P € anny, (.p e). From Lemma 2.4, we have P(p) = 0.
According to Lemma 4.1, there is N € N such that NP e Aq.
Thus, we have 9N P ¢ K, (p). Since Ku, (p) = A1 Q1 + A1 Qz,
there is (a, f) € Af such that 8V P = a Q1 + 8 Qa, which yields
INON P = (IN a) Q1 + (IN B) Q3. Using the identity of Lemma 4.2,
ie, INN+Ty_1=1,wegetTy_1P=P-(INa) 01 -(IN ) Qs €
anng, (.p e) N {e) because P, Q1, Q2 € anny, (.pe) and Ty_1 P € (e)
since Tyy—1 € (e) and (e) is a right ideal of I; (by Proposition 2.3).
Using Lemma 4.3, Ty P € [; Q1 + 11 Q2 and sois P = Ty_1 P +
(IN @) 01 + (IN B) Oz, which finally proves the result since we
clearly have Iy Q1 +1I; Q2 C anny, (.pe). ml

4.3 Main results

Let us now extend Proposition 4.4 to a general element a € (e). In
what follows, for R € k[¢]9*P, we use the following k[¢]-modules:

kery 4 (.R) =
imy[;)(.R) =

{X ek[t]™ | AR =0},
{AR| A ek[t]"9}.

We shall need the next lemma which characterizes the differ-
ential operators which annihilate a finite family of polynomials

LemMA 4.5. Leta; € k[t],i =0,...,r,m = max;e[o, r] {deg,(a;)},

1
ap ar

C= : : € k[t] (m+2)><(r+1)’ Jims1 =
a(()m+1) a’(.m+1) an;+1
©)

Let D € k[t]“*("*2) be q full row rank matrix, where u € [1,m + 2]

is the rank of D such that

kery[;](.C) = imy ;) (.D),
and the vector

(A oo fi)" = DJmer € AL,

Then, we have
r u
(K@) =" A f.
i=0 j=1

ProoF. Since ! (q;) = 0,fori =0,...,r, 0" € N_) Ka, (ai).
Hence, if P = Z?:o cjd € Ni—o Ka, (ai), where n > m + 1 and
cj € k[t], for j =0,

m n
P=ch'3j+( Z Cj&j—m—l)aﬂﬁl’
j=0

j=m+1

., n, then we can write
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and we get P = ;.”:0 cj & e m;:o Ka, (a;i). To simp_lify the ex-
position below, we keep the term of order m + 1 in P. We then

have:
m+1

vi e [o,r], P(a;) = chagj) =0 (c ...

Jj=0

where the matrix C € k[t]("*2)*(r+1) is defined by (9). This shows
that (co ... cm+1) € kerg[;1(.C). Now, since k[¢] is a noetherian
ring, the k[¢]-module kery [, (.C) is finitely generated (see, e.g., [7]),
and thus, there is a finite set of generators for kery[;(.C). Stack-
ing the corresponding polynomial rows into a matrix, we obtain
a matrix D € k[t]“*(m*2) guch that kery[;(.C) = imyp)(.D).
Note that ker[;](.C) is a k[t]-submodule of the free k[¢]-module
k[£]1%(m+2) " and thus, kery[;](.C) is a free k[t]-module because
k[t] is a principal ideal domain (see, e.g., [18]). Hence, the rows
of the matrix D can be chosen so that they are k[¢]-linearly inde-
pendent, i.e., such that the matrix D has full row rank (i.e., vD =0
yields v = 0). Therefore, we have the following exact sequence of
k[¢]-modules:

emt1) C=(0 ... 0),

0—>k[t]1x“ #k[t]lx(m+2) #k[t]lx(ﬂ'l). (10)

Thus, (co ... cms1) = a Dforacertain o € k[t]'**. Let us consider
T . f—
(fi fu) = D Jm+1. Using P = (co ... cmr1) Jme1, We
then get P = aD J41 = Z?:l ajfj, ie, P € Z?zl Aq fj. Now
(0 ... 01) € imy[;)(.D) since the last row of C has zero entries.
This yields (0 ... 0 1) Jyp1 = 3™ € Z';zl k[t] f;. Hence, we have
PeP+A o™ C Z}le Ay fj, which proves the first inclusion.
For the converse, we note that each entry of the column vec-
tor D J;u41 is an element of A which annihilates all the a;’s be-
cause the rows of D belong to kery[;](.C). Hence, we obtain that

(fi --- fu)T =D Jm+1 is a generating set of Nizp Ka, (ai). o

Note that the generators f;’s of Lemma 4.5 can be explicitly
obtained by the computation of a Hermite normal form (or a Smith
normal form) of the matrix C. For more details, see, e.g., [11]. Such
a computation is implemented in computer algebra softwares.

Example 4.6. Let us consider ag = t,a; = 2+1,anday = 3 -2¢.
Then, we have m = max;¢ [, z7{deg,(a;)} = 3 and

t 1 0o 0o o\
C=|t2+1 2t 2 0 o ek[:]>3.
B-2t 312-2 6t 6 0

Using, e.g., Maple, we can compute a matrix D whose rows generate
the k[¢]-module kery ;) (.C). We find

p (6 6t -3t2+3 -3t 0
“lo o 0 0 1"

Thus, two generators f; and f> of m?:o Ka, (a;) are defined by

fi\ _ _[~6+6ta+(-3t2+3)*+ (13 -31)
(fz)—DJ4—( P! )

i.e, we have m?:o Ka,(ai)) =A1 i+ A1 fo.

Using Lemma 4.5, the next proposition characterizes a finite set
of generators of the left ideal anny, (.a) (N(e) of I;, where a € (e).
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PROPOSITION 4.7. Leta = }¥_ a; ed € (e), a; € k[t], fork =
0,...,r, m = max;e[o, ] {deg,(a;)}, and C € k[¢](m+2)x(r+1) gng
Jms1 be the matrices defined by (9). IFE € k¥<("*2) s q full row
rank matrix such that kery(.e(C)) = imy(.E) (where e(C) is the
evalutation of C att = 0), then we have

anny, (.a) [ )(e) = Z I gk,
k=1

where the g ’s are defined by

T
(g1 go) = EeJme € (). (11)
Proor. Let P € anny, (.a) ((e). We have P = Zi‘:o aj ed and
Pa = 0. Using Lemma 2.4, Pa = }7_  P(a;i) e & = 0 if and only
if P(a;) = 0, fori = 0,...,r. As a consequence, anny, (.a) [ {e) =
( = K, (ai)) N{e).Now, fori = 0,...,r, if wenote m; = deg, (a;),
then we have ™*! € K, (a;). Hence, we get 9™ € NI_ K3, (a;).

Consequently, e ™1 € anny, (.a) (\{e). Therefore, we can, without
loss of generality, assume | = m+ 1, ie, P = ;.”;61 aj ed €
anny, (.a). We then have
Pa=0= P(a;))=0, i=0,...,r,
m+l1 .
— P(aq;) = Z aje(d!a;) =0, i=0,...,r,
Jj=0
— () ... am+1)e(C)=(0 ... 0),
& (ap ... am+1) € kerg[;)(-e(C)),

where the matrix C is defined by (9). Let E € k?*(M*2) be a full
row rank matrix whose rows define a basis of kery (.e(C)), where
v = dimy kery (.e(C)). Then, we have the following exact sequence
of k-vector spaces:

.E

.e(C)
—_— R

klx(m+2) klx(r+1).

0 5 klxv
The above exact sequence of k-vector spaces splits (see, e.g., [18]).
Thus, taking the tensor product of this exact sequence by the free
k-module k[t] yields the following exact sequence of k[¢]-modules

(see, e.g., [18]):

k[l’]lx(m+2) .e(C)E

Oék[t]lxu-_E> k[f]lx(r+1), (12)
ie., kery[;)(.e(C)) = imy[;](.E). From the exactness of (12), we
can deduce that Pa = 0 if and only if (a0 ... am+1) € imy[;)(.E),
ie., if and only if there is v € k[t]!*? such that (&g ... am+1) =
v E. Hence, P can be written P = vEe Jj;+1. Therefore, Pa = 0
if and only if P € I[%X” E e Jm+1- Now, using the standard basis of
k[t]'X?, we obtain that the g;’s defined by (11) generate the left
ideal ]I%X” E e Jm+1 of I1. The last row of the matrix e(C) is the zero
row. Thus, we have (0 ... 0 1) € kerg(.e(C)), which implies
that (0 ... 0 1)eJms1 = ed™! € ZZZI I; gi. This proves that
(11) is a set of generators of anny, (.a) ((e), i.e., anny, (.a) ((e) =

ZZ:I I G- [m]
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Example 4.8. We continue Example 4.6. The evaluation of the
matrix C defined in Example 4.6 at t = 0 is

0o 1 0 0 o
=1 0 2 o o,
0 =2 0 6 0

and kery (.e(C)) is generated by the rows of the matrix
2 0 -1 0 O
E= (0 0 0 0 1) '
Hence, a set of generators of anny, (.a) ((e) is defined by

g1\ _ _ 2e—ed?
(92)_Ee]4_( edt |

i.e., anny, (.a) (N{e) = {al (2e—ed)+aredt | ay, az € ]Il}.
We can now state the main result of the present article.

THEOREM 4.9. Let a =
i=0,...,r. Then, we have

u (4
anny, (.a) = Z I fj + Z Ii gg,
j=1 k=1

where the f;’s (resp., g ’s) are the differential (resp., evaluation) oper-
ators defined in Lemma 4.5 (resp., Proposition 4.7). In particular, the
left ideal anny, (.a) of 1 is finitely generated.

oaied € (e), wherea; € k[t] for

ProOF. Let us considera = }7_; aj e dandP e anny, (.a). From
Lemma 4.1, there is N € N such that 9N P € A;. Then, (0N P)a =
N (Pa) =0,ie, Zyzo(aN P)(a;) ed" = 0, and thus, according to
Lemma 2.4, (8N P)(aj) = 0, fori = 0,...,r. Therefore NP e
Nizp Ka, (ai) = Z?zl A1 fj (see Lemma 4.5). Using Lemma 4.2, P
can be written as P = Ty_1 P+ S, where S=IN oV P ¢ Z;’:l I fj.
Now, note that Tyy_1 P € anny, (.a) ({e). Thus, by Proposition 4.7,
In-1P € 3}_, T1 gk, which shows that P € Z;le L fi+ 252 T g
and anny, (.a) C Z?=1 I fj + lezl I; g Finally, by construction,
we have Z;’:l I fj + 23_, I gk < anny, (.a), which ends the proof.

a

Example 4.10. Applying Theorem 4.9 to a € (e) defined in Ex-
ample 4.8 and using the results obtained in Examples 4.6 and 4.8,
we obtain anng, (.a) = Iy fi + 11 o + 11 g1 + 11 g2, where fi, f2, g1,
and g are defined in Examples 4.6 and 4.8.

In the case r = 0, Proposition 4.4 shows that anng, (.a) can
be generated by two differential operators. Thus, we can won-
der if the same result holds for the general case, i.e., for all r €
N. Comparing the exact sequences (10) and (12), we note that
kery[;](.C) = imy[;1(.D) and kery[;1(.e(C)) = imy[; (.E), where
D e k[1]**(m+2) and E e k¥*(M*2) are full row rank matrices.
Therefore, we can wonder if we can take E = e(D) in Proposi-
tion 4.7.

Example 4.11. Considering again Example 4.10, we can check
that g1 = —e fi/3 and g2 = e f>, which shows that anng, (.a) =
]Il fl + 1[1 fg
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PROPOSITION 4.12. Leta = X[, aied € (e), a; € k[t], for
k =0,....r,m = max;e[o,,]{deg;(ai)}, and C and Jm+1 be the
matrices defined by (9). Let N = cokery[;(.C) denote the k[t]-
module finitely presented by C. If N = 0, then, in Proposition 4.7, we
can always choose E to be e(D), a fact which implies
T T
U =1u, (91 gu) ZeD]m+l=e(fl fu)
and thus

anng, (.a) ﬂ(e) = Z Iief;, anng(.a)= Z I f5.
J=1 j=1

>

Proor. According to the proof of Lemma 4.5 (see (10)) and by
definition of N = cokery[;)(.C), we have the following exact se-
quence

0—>k[t]1xu'—D>k[t]1X(m+2)'—C>-k[t]lx(r+l)LN—>0

>

where 7 denotes the standard projection of k[¢]"*("*1) onto N.
Now, if N = 0, then we deduce the short exact sequence

0 R k[t]lxu -DE k[t]lx(m+2) -CE k[t]lx(rﬂ) >0,

which ends with the free k[t]-module k[¢]"*("*1) . Hence, the

above exact sequence splits (see, e.g., [18]). Thus, the application of
the functor k[t]/(t) ®[; - to this split exact sequence yields the
following exact sequence of k-vector spaces (see, e.g., [18]):

0 o lxu 'E(DE) X (m+2) (€) X (r+1) 0, (13)
which yields kery (.e(C)) = imy (.e(D)), i.e., we can take E = e(D).

]

Proposition 4.12 shows that, under the hypothesis N' = 0, the
left ideal anny, (.a) of I; can be generated by differential operators.
In the following, we shall prove (see Proposition 4.16 below) that
the condition NV = 0 can always be assumed to be fulfilled. To do so,
let us first introduce the concept of the Fitting ideals of a module.

Definition 4.13 ([7], Section 20.2). Let R be a commutative ring,
M a finitely presented left R-module, and C € R7*? a presentation
matrix of M, ie., M = cokery[;(.C). The ith Fitting ideal of M is
R if p—-i<o,

Fp-i if 0<p—i<min(p,q),

(0) if p—i>min(p,q),

where F; stands for the ideal of R generated by all the minors
(determinants of submatrices) of size j of the matrix C.

Fitt;( M) ==

We recall that a finitely generated R-module M is said to be
projective if there are a R-module # and s € N such that we have
MaP = R5.If R is an integral domain, the rank of a R-module M
is the dimension of the Q(R)-vector space Q(R) ®r M obtained
by extending the coefficients of M from R to its quotient field
Q(R) ={ri/r2 | 0 # rp, r1 € R}. See [7, 18]. Let us now state a
standard result on Fitting ideals.

THEOREM 4.14 ([7], ProP. 20.8, P. 495). Let R be a commuta-
tive ring, M a finitely presented left R-module, and C € RI*P g
presentation matrix of M. The following assertions are equivalent:

(1) M is a projective module of rank r.
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(2) Fitt;(M) = (0), fori =0,

Note that if M is a projective R-module of rank 0, then M = 0.

Also, while considering the annihilator anny, (.a) of an element
a=3Y_,a ed € (e), we can always suppose that the a;’s are
k-linearly independent. Indeed, if we have }.}_; ¢; a; = 0, where
ciek fori=0,...,rand ¢ # 0, then ag = — Yo<izi<,(ci/ck) ai,
which yields ([_, Ka, (ai) = No<izk<r Ka, (a;i). Consequently,
for our purpose, the matrix C defined by (9) can always be assumed
to have k-linearly independent columns.

.,r — 1, and Fitt,(M) =R

LEMMA 4.15. Letay, ..., a, € k[t] bek-linearly independent poly-
nomials and m = max;e o, rﬂ{degt(ai)}. IfCe Kk[¢] (m+2)x(r+1) g
the matrix defined by (9), then we haver + 1 < m + 2 and, for all
h € k, rankg C(h) = r + 1, i.e., the columns of C(h) are k-linearly
independent.

ProoF. Let us fix h € k. Considering the Taylor expansion of
the polynomial g; at h, we have

m+1 ) m+1 (j)( )
ai®) = Y ayt = > Gy,
Jj=0 Jj=0

Expanding the latter expression yields

(])() m+1 j (])()
Z (t-h) = ZZ() (=hyI Kk,

Jj=0 J=0 k=0
(S

k=0 \ j=k

a7 (ny | .

Hence, we obtain the linear system

m+1 i—k
y %aﬁj)(h):ai,k, i=0,....,r, k=0,....m+1,
which can be written as
1 -n B %
0 1 —h hTZ ((_I,;;l%r!zm1 ao,o ... ar,o
o o L -k T | () = apy ... a1
ao,m+1 ar.m+1
0 0 ... ... 0 m H
G

where C(h) denotes the value of the matrix C defined by (9) at h € k.
Now, the fact that ay, . . ., a, are k-linearly independent means that
Yipaici = 0,ie, X _ja;;ci = 0,forl =0,...,m+ 1, implies
ci =0,fori=0,...,r. Consequently, considering the linear map
H. : k)Xt g(m+2)X1 e haye kery (H.) = 0, which shows
that ranky (H) = dimgim,(H.) = r + 1 < m + 2. The fact that
det(G) # 0 finally yields rank, (C(h)) =r + 1. O

PrOPOSITION 4.16. Letay, ..., ar € k[t] bek-linearly independent
polynomials, m = max;e[o,,]{deg,(a;)}, and C € k[t 1] (m+2)x(r+1)
the matrix defined by (9). Then, we have N = cokery[;](.C) = 0.
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Proor. First, from Lemma 4.15, we have r + 1 < m + 2. Then,
Fitto () is the ideal of k[¢] formed by all the r+ 1 minors of the ma-
trix C. Moreover, Lemma 4.15 also implies that the affine algebraic
set V(Fittg(N)) = {t € k | VF € Fitto(N), F(t) = 0} is empty,
which, by the Nullstellensatz, shows that Fitto(N) = k[¢]. Thus,
Theorem 4.14 implies N = 0. O

The proof of Proposition 4.12 shows that N' = 0 yields the
existence of a left inverse U of C, i.e.,, UC = I,4+1. The converse
result also holds. If U C = Ir+1, then imy ) (.C) = k[¢](r+D) e,
N = 0. Thus, for k-linearly independent a;’s, Proposition 4.16 states
the existence of a left inverse of C.

COROLLARY 4.17. Leta = }¥T_, aijed € (e), where a; € k[t],
fori = 0,...,r. Moreover, we assume that the a;’s are k-linearly
independent. Then, we have anny, (.a) = 21;:1 I fj, where the f;’s
are the differential operators defined in Lemma 4.5 andu = m—r + 1.

Proor. Theorem 4.9, Proposition 4.12, and Proposition 4.16 im-
ply the first part of the result. Using the fact that C has a left inverse,
i.e., .C is surjective, we have the following standard exact sequence

0_>k€1‘k[t](,C) —>k[t]lx(’"+2) -_C)k[t]lx(r+1) ——

which yields ranky [, kery[;j(.C) =m+2-(r+1) =m-r+1
[18]. Since kery |4 (.C) is a k[t]-submodule of a free k[t]-module
and k[¢] is a principal ideal domain, kery[;(.C) is then a free k[¢]-

module of rank m — r + 1 [18], i.e., kerk[t](.C) = k[¢]1x(m=r+1)
Thus, we can take u = m — r + 1 in Lemma 4.5, which completes
the result. O

Example 4.18. Let us consider again Examples 4.6 and 4.8. Using,
e.g., Maple, we can see that the matrix C admits the left inverse

0 1 -t 22+% 0
u=[o o 3 -3t 0.
00 0 3 0

This yields N' = cokery[;(.C) = 0 and we can use the result of
Proposition 4.12. In Examples 4.6 and 4.8, we found that e(D) # E.
But the matrices E and e(D) generate the same k-vector space since
.
0
implies that we can choose E to be e(D) so that gy = e fi and
g2 = e f. Finally, Corollary 4.17 yields anny, (.a) = I1 fi + 11 f2,
where fi and f, are defined in Example 4.6.

we have E = Ve(D), where V = (1)) . Proposition 4.12 then

Note that Proposition 4.4 is a direct consequence of Corollary 4.17.
Indeed, in the case a = pe, we have C = (p ... p(m) O)T, where
™ = mllc(p) € k\{0},and thus, N = k[t]/(p,...,p{™) =0.In
this case, r = 0 yields u = m+1 = deg,(p)+1,ie.,anny, (.p e) canbe
generated by m + 1 elements. However Proposition 4.4 shows that
anng, (.p e) can be generated by two elements. Indeed, this result
comes from Stafford’s theorem [19] stating that every left ideal of
Aj can be generated by two elements and the fact that [5, Proposi-
tion 3.2] gives two explicit generators for K, (p). An extension of
Stafford’s theorem, namely, that every finitely generated left/right
ideal of Iy (e.g., anny, (.a) for a € I;) can be generated by two ele-
ments of I, was proved in [1]. Reducing the set of generators of
anng, (.a) obtained in Proposition 4.4 to two elements is out of the
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scope of the present paper. For the case of Aj, see [16] and the
references therein.
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This paper provides a step forward to developing an algorithmic study of
linear systems of polynomial ordinary integro-differential equations over
a field k of characteristic zero. Such a study can be achieved by first ob-
taining a constructive proof of the coherence property of the ring I; (k) of
linear ordinary integro-differential operators with coefficients in k[#]. To
do that, the finiteness of the intersection of two finitely generated ideals has
to be algorithmically studied. Three cases must be considered: first when
evaluation operators generate the two ideals; second, when only one ideal
is generated by evaluation operators; and third, when none is generated
by evaluation operators. In this paper, we first explicitly characterize the
intersection of two finitely generated ideals defined by evaluation operators.
As for the second case, a key result is that the ideals generated by evaluations
are semisimple I;-modules. We develop an algorithmic proof of this result.
In particular, we show how a finite set of generators, defined by “simple”
evaluations, can be obtained, that characterizes the class of finitely generated
evaluation ideals of I; as finitely generated k[#]-modules. Due to lack of
space, the second and third cases will be developed in other publications.
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1 INTRODUCTION
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to the standard calculus relations between the differential, integral,
function multiplication, and evaluation operators — has recently
regained interest in computer algebra, control theory, physics, etc.

The fine algebraic study of the ring I; (k) of polynomial ordinary
integro-differential operators, where k is a field of characteristic 0,
was initiated in [1]. See also [11]. It can easily be shown that I; (k) is
not a left nor a right noetherian ring. An important result of Bavula
(see [1, Theorem 4.4]) proves that I; (k) is a coherent ring, namely,
the left/right I (k)-module of relations between the generators of
any finitely generated left/right ideal of I; (k) is finitely generated.

A linear system of polynomial ordinary integro-differential equa-
tions naturally defines a finitely presented left I; (k)-module: its
representation as a linear system Ry = 0 yields a matrix of integro-
differential operators R € I;(k)9*P, and thus, the finitely pre-
sented left I;-module M = cokery, (1) (.-R) =4 (k)P /(11 (k)1 X9 R).
Within the algebraic analysis approach [2, 8, 9], the solution space
of the corresponding integro-differential linear system can then
be interpreted as the k-vector space homy, (i) (M, F) of all the left
I; (k)-homomorphisms from M to a left I;-module ¥ where the
solutions are sought. Hence, the study of linear systems of poly-
nomial ordinary integro-differential naturally lies in the category
of finitely presented left I; (k)-modules. In homological algebra, it is
well-known that finitely presented left modules over a coherent ring
are stable by all the standard algebraic operations, exactly as the cat-
egory of finitely generated left modules over a left noetherian ring.
Bavula’s result on the coherence of I; (k) thus opens the possibility
to develop an algorithmic study of polynomial ordinary integro-
differential systems within the algebraic analysis approach. Such
an approach would be the extension of the effective algebraic analy-
sis approach to linear systems of polynomial ordinary differential
equations defined over the Weyl algebra A1 (k) (see, e.g., [3, 9]).

To develop such a research program, we first have to obtain an
algorithmic version of Bavula’s proof, i.e., an algorithmic elimination
theory for polynomial ordinary integro-differential linear systems.

The goal of this paper is to further develop the algorithmic proof
of the coherence of I; (k) initiated in [5].

The coherence property relies on a characterization that includes
two conditions. The first one states that the left/right annihilator
of an element of I; (k) is finitely generated. An algorithmic proof
of this condition was developed in [10] for the elements of I; (k)
that do not belong to the only two-sided ideal (e) of I; (k) defined
by evaluation operators, namely, the elements of (e) = k[t] ek[d],
where 0 = d/dt denotes the differential operator with respect to t,
I = fot -drt the indefinite integral operator, and e = 1 — I 9 the
evaluation at t = 0. The case of the annihilator of the elements
of (e) was algorithmically developed in [5].

ISSAC ’24, July 16-19, 2024, Raleigh, NC, USA.
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In this paper, we study the second condition of the coherence
property that states that the intersection of two finitely generated
left/right ideals of I; (k) is finitely generated. We first show how the
method proposed in [5] can be extended to effectively characterize
the intersection of two left ideals 7 and J finitely generated by
evaluation operators, i.e., 7, J C (e). To study the case where
only one ideal is included in (e), a key ingredient of the proof of [1,
Theorem 4.4] relies on the fact that ideals defined by evaluations are
semisimple I; (k)-modules. We then develop an algorithmic proof of
this result by showing how a finite set of generators {g; }=1,...s of 7,
formed by “simple” evaluations, namely, elements of e k[d], can be
computed. This result exhibits the semisimple property of I since
we then have T = 37 I1 (k) g; = X5, k[t] gi = Kk[t]°, where k[¢]
is a simple left I (k)-module (see [1]). The fact that 7 N 7 is finitely
generated in the case of two finitely generated ideals 7 C (e) and
g ¢ (e)orI ¢ (e)yand J ¢ (e) will be constructively studied in
other publications.

2 GENERALITIES ON THE RING OF
INTEGRO-DIFFERENTIAL OPERATORS

In the rest of the paper, k will denote a field of characteristic zero
(Q while studying the computational aspects) and k[¢] the ring of
polynomials with coefficients in k.

2.1 The ring of integro-differential operators

Let endy (k[t]) be the endomorphism ring of k[¢], namely, the ring
of all the k-linear maps from k[¢] to itself. This paper studies some
properties of the ring Iy of ordinary integro-differential operators
with polynomial coefficients which is defined as follows.

Definition 2.1. The ring I (k) of ordinary integro-differential oper-
ators with polynomial coefficients is the k-subalgebra of endy (k[t])
generated by the following three linear operators:

t:k[t] — k[t], pr—otp,

a: k[t] — Kk[t], — df;—(tt)

t
I:k[t] —Kk[t], p r—>/0‘ p(7)dr.

In what follows, I1 (k) will simply be denoted by I;.

Notice that I; contains the Weyl algebra A; of ordinary linear
differential operators with polynomial coefficients defined as the k-
subalgebra of endy (k[¢]) generated by the operators t and 9 above.

Among the elements of the ring I, let 1 denote the identity of
endy (k[t]) and let us consider e := 1 — I 9. It satisfies:

Vpek(t], e(p)=(1-19)(p)=p(0).

Hence, e corresponds to the evaluation operator at 0. Note that e is
multiplicative, namely, e(p1 p2) = e(p1) e(p2) for all p1, p2 € k[t].
In the ring I;, certain identities between the operators ¢, 9, I,
and e hold [1, 5, 10, 11]. For instance, we have 9] = 1and[d = 1—e,
which correspond respectively to the first and second fundamental
theorems of calculus. It can be proved that every element f € I; can
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be written uniquely as

n m r
f:Zaiai+ijch+deeak,

i=0 j=0 k=0
where aj, bj,cj,di € k[t] and n,m,r € N. For more details, see
[1, 5, 10, 11]. The above writing is called the normal form of f.In
what follows, an element of I; with a normal form of the form
Yo ke 9%, where dj. € k[t], will be called an evaluation operator.
We shall see that ideals of [; generated by such evaluation operators
have interesting properties. We recall that the set (e) := Ij el is
the only two-sided ideal of I; (see [1]). We further have:

9
(&) =Kk[t] ek[o] = {d eIy | d= Z dped dp €k[t], ge N
j=0
Thus, (e) is the ideal formed by all the evaluation operators of I;. A
left/right ideal I C (e) will be called an evaluation ideal.
An interesting family of evaluation operators is formed by the
Taylor operators T,, defined by:

n tk
VneN, Tnzzgeak. (1)
k=0

One can first prove the following identity
VneN, T,+["o™ =1, @)

which is the operator-theoretic interpretation of Taylor’s theorem
with integral remainder. See [5, Lemma 2.4]. In particular, (2) shows
that the sequence (T;,),en plays the role of an approximate identity
in (e). It explains why (2) plays a central role in [5] and in this paper.

The operators T,’s satisty T,, T, = T, for 0 < m < n. They pro-
vide the strictly ascending chain (I3 T;),en of left ideals of I; ([10]),
which proves that I is not left noetherian. Using the involution € of
I; defined by 0(9) = 1,6(I) = 9,and 0(t) = ot p = (t 2+1) p (see [1]),
we can deduce that I; is also not a right noetherian ring.

Therefore, contrary to its noetherian subring A (see, e.g., [2]),
I is not noetherian. This negative result seems to be an important
obstruction for the development of an algorithmic study of the linear
systems of integro-differential operators. In the next section, we
shall explain why this is fortunately not the end of the story.

2.2 The ring of integro-differential operators is coherent

As explained in [5], the fact that one can develop an algorithmic
study of linear systems over [; relies on the so-called coherence
property of I;. Let us recall it hereafter.

Let R be a noncommutative ring. A left R-module M is said to
be finitely generated if it admits a finite set of generators, i.e., there
is a family {g;}i=1,...,p, Where g; € M and p € N, such that every
element m € M can be written as m = Z‘:’:l ri gi for some r; € R.

A left R-module M, finitely generated by {g;}i=1,... . is said to
be finitely presented if the left R-module of relations between the
generators {g; }i=1

,,,,,

P> ie.,

p
Syz(M) = {(Al,...,xp) € RIXP | Z)L,- gi = o}

i=1

is finitely generated.
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Let {e;}i=1,...p be the standard basis of R1*? (ie., the ith entry
of e; is 1 and the other entries are 0) and 7 : R1*? — M the left
R-epimorphism defined by sending e; onto g; fori = 1,...,p, ie.,
() = Zle i g; for all A € R1XP. Then, we have ker = = Syz(M).

Let us suppose that Syz(M) is a finitely generated left R-module
and {Rje }i=1,...q is a set of generators of Syz(M), where R;e € RIxp
andR= (R, ... R{,)" € RTP_If R: R™*9 — RV*P is the left
R-homomorphism defined by (.R)(y) := pR for all u € R1*4, then
S = img (.R) := R1*4 R and we have the following exact sequence

Rlxq -R Rlxp i M 0,

namely, ker 7 = img (.R) and r is surjective, which then yields

M = coker(.R) = RXP /(R%4 R). The left R-module M is said

to be finitely presented by R € R9*P. For more details, see [2, 12].
We can now give the definition of a coherent ring.

Definition 2.2. Let R be a noncommutative ring. A left R-module
M is said to be left coherent if M is a finitely generated left R-
module and if every finitely generated left R-submodule of M is
finitely presented. The ring R is said to be left coherent if R is a left
coherent R-module, i.e., if every finitely generated left ideal of R
is finitely presented. Symetric definitions hold for right R-modules
and a ring is said to be coherent if it is both left and right coherent.

In [1], Bavula proved the following important result for I;.
THEOREM 2.3 ([1], THEOREM 4.4). 1 is a coherent ring.

To prove the latter theorem, Bavula used the following standard
characterization of coherent rings.

PRrOPOSITION 2.4 ([13], PROPOSITION 13.3). A ring R is left coherent
if and only if the following two conditions hold:

(1) For everya € R, anng(.a) := {r € R | ra = 0} is a finitely
generated left ideal.

(2) For all finitely generated left ideals I and [, the left ideal
I NJ is finitely generated.

A similar result holds for a right coherent ring (anng (.a) is then
replaced by anng (a.) and left ideals by right ideals).

The proof of the coherence of I; given in [1] is not algorithmic. In
order to develop an effective algebraic analysis approach to linear
systems over I, we aim at providing such a constructive proof. To
do that, we rely on the characterization of Proposition 2.4. In [10],
an algorithmic characterization of anng (.a) for a € I; \ (e) was ob-
tained. In [5], we provided an explicit characterization of anng (.a)
for a € (e) and gave an algorithm for computing a finite set of gen-
erators for anng (.a). Therefore, Condition (1) on the annihilators
of elements of I; was made algorithmic. It thus remains to obtain a
constructive version of Condition (2). It is the goal of the present pa-
per. More precisely, to do that, we distinguish three cases depending
on the fact that both, one, or none of the ideals is an evaluation ideal,
i.e, is included in (e). In this paper, we shall handle the first case.
Due to lack of space, the second one will be developed in another
publication (based on the results of Section 4 in the present paper).
The last one will be investigated in the future (see Section 5).

3 THE INTERSECTION OF EVALUATION IDEALS

In this section, we shall provide an algorithmic version of Con-
dition (2) of Proposition 2.4 in the case where both I and J are
finitely generated left evaluation ideals.

For instance, if we consider the principal ideals generated by the
Taylor operators defined by (2), namely, 7 =13 T, and J =1 T for
two integers r, s € N such that r < s, then, the relation T, Ty = T,
implies that I} T, c I} Ts so that we have 7 N J =T, = 1.

To develop a method for all evaluations ideals, we shall first gen-
eralize the algorithm developed in [5], which computes generators
of the annihilator of a scalar evaluation operator, to the matrix case.

3.1 Annihilator of a matrix evaluation operator

LetR = ZZ:O Re(t)e 9 € (e)9*P, where Ry € k[t]9*P, be a matrix

whose entries are all evaluation operators. Let us show how to deter-

mine a finite set of generators for kery, (.R) = {u € Iixq |uR= O}.
To do that, we shall need the following definition.

Definition 3.1. If A is a matrix with entries in k[¢], then the degree
of A, denoted by deg(A), is the maximal degree of all its entries.

Note that the proofs of Lemma 4.5, Proposition 4.7, and Theo-
rem 4.9 of [5] can easily be generalized to the matrix case by adapting
the dimensions of the matrices. Hence, we have the following result.

TuroREM 3.2. Let R € (e)?*P and write R = ¥} _, Ri(t) ek,
where Ry € k[t]9P. Let m = maxyc[o,,] deg(Rg), and

R ... R, Ilqa
C= : : c kq(m+2)><p(n+1)’ Jims1 = q
1 1 :
Ry™ Ry Iy

Finally, let D € k[t]"%9(m*2) qnd E € k%9 (m*+2) pe two full row
rank matrices satisfying

kerk[t] (C) = imkm (.D),

and let us define the following matrices

keri (.e(C)) = imy (.E),

u1 01
=D Jm+1, =EeJm+1,
ur Us
1Xq
whereu, ..., ur and vy, ..., 0s belong tol;”*. Then, we have:

r S
kery, (.R) = Z]Il Uj +ZI[1 vj = imy, ((ulT urT vlT UZ)T).
i=1 j=1

Thus, kery, (.R) is a finitely generated left 11 -module and a set of gener-
ators {uy, ..., ur, v1,...,0s} ofkery, (.R) can effectively be computed.

In [5, Corollary 4.7], for a € Iy, it is proved that kery, (.a) can be
generated by the sole u;’s. This result was obtained by proving that
the k[t]-module finitely presented by C, i.e, N := cokery[;1(.C), is
reduced to 0, a fact that implies that we can take E = e(D), so that
s=rando; = ewu; fori=1,...,r. For more details, we refer to [5].

In the matrix case, we can extend [5, Corollary 4.7] by showing
that the k[t]-module N is free, i.e., N is isomorphic to k[¢]9 for a
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certain d € N, which is denoted by N = k[t]9. Note that d is called
the rank of N and the k[¢]-module 0 is free of rank 0. For more
details, see [12, Ch. 2, p. 56-60]. As a consequence, kery, (.R) can
be generated by the u;’s. To prove this result, we shall need the
following lemma.

LEmMa 3.3. Let A € k[t]9°P, m = deg(A), and

A
Dm(A) = Jm(A) =| 1 |ek[t]am)=p,
Alm)
Iy tly ... Lo
tm—l
U= 0 I (m—l)qu Ek[t]Q(mH)Xq(mH).
0 ... Iy

Then, we have U~ € k[¢]4(m+D)xq(m+1) gng
A(0)
U™ D) = D)) =| |- 3
Am)(0)

Proor. Clearly the matrix U is invertible and

(Il
I, —tly ... SH-Ig
(=t)™!
ul=|0 g -7 |,
: I :
0 ... I

Then, we have

t2 -
A—tA(1)+—A(2) 4.4 (_t)' A(m)
2! m!

U Di(A) = | 4() _y g1 4o O™ 4 (m)
(m—i)!
Am)
LetT; = A _p AGHD) ooy %A<m) fori =0,...,m. Differ-

i)!
entiating T; with respect to ¢ produces the telescoping sum

ATi _ 1) _ 4 (41) _p gG42) |
dt
—i-1 —i-1
(—t)".’ T, (—t)”" T lme) —0,
(m—-i-1)! (m—-i-1)!

which finally shows that T; = T;(0) = AD©) fori=0,....m. O

With the notations of Theorem 3.2, if we consider the matrix
A= (Ry ... Ry) € k[t]7*P("*1) then using Lemma 3.3, we obtain

_ (Dm(A)(0)\ _ (UT1Dwm(A)) _ (U1 0) (Dm(A)
co = (P08 ) )

ul o
B (0 Iq) < @

ISSAC °24, July 16-19, 2024, Raleigh, NC, USA.

PROPOSITION 3.4. With the notations of Theorem 3.2, the k[t]-
module N' = cokery[;](.C) is such that N = cokery|;(.C(0)), and

thus, is a free k[t]-module, namely, N = k[t]9, where
d = p(n+ 1) — rank (C(0)).
PRrOOF. Let us consider A = (Ry ... Rp) € k[t]?9*P(n+1) Us-

ing (4) and the fact that U is unimodular, i.e., U~ ek[t] q(m+1)xq(m+1)
RIxq(m+2) ¢ = R1xq(m+2) C(0), which yields
N = COkeI‘k[t] (.0) = cokerk[t] (.C(0)) = cokerk[t] (.Dm (A)(0)),
where
Ry .. Ry,
D (A)(0) = € ga(m+1)xp(n+1)
R{™ (0) ™ (0)

Finally, using the fact that Dy, (A)(0) is a matrix with entries in k,
N = k[t] ® cokery(.Dpy(A)(0)), where cokery (.Dp, (A)(0)) is a
k-vector space of dimension

d =p(n+1) — ranky (D, (A)(0)) = p(n + 1) — ranky (C(0)),

and thus, N = k[t]d, ie, N is a free k[t]-module of rank d. O

Example 3.5. Let us consider R = te +t e d € (e). Thus, we have
p=q=1,R=Rye+Riep,where Ry =Ry =t,m=n=1,and

tot 0 0
C=(; ;)5C<°>=(; ;)’D=(3 P R |
_fur} _[(1-t2d (o) [ e
U= uw| —\ 8 ) v= vy \ed?]”

By Theorem 3.2, we then have

kerﬂl(.R) = annﬁl(‘R) =L (1-td)+] Fd +le+1y ed.

Moreover, we can check that (4) holds

1t _ 1 -t U=l o
Uz(o 1)’ Ul:(o 1)’ (0 1)C=C(O)'

We have rank, (C(0)) = 1, which, by Proposition 3.4, shows that
N = k[t]2/(k[t]P3 C) = k[t]™?/(k[t]*3 C(0)) is a free k[¢]-
module of rank 1. This last result can easily be checked again [3, 7].

Note that Proposition 3.4 generalizes and simplifies the proof of
Proposition 4.16 of [5] as follows.

COROLLARY 3.6. With the above notations, N = 0 if and only if
C(0) is a full column rank matrix.

If p = q = 1 and if the polynomials Ry ’s are supposed to be k-
linearly independent, then N = 0.

Proor. The first result is a direct consequence of Proposition 3.4.
Let us now write R = Z;r:’() Ry; t!, where Ry; € k. Using Propo-
sition 3.4, N' = cokery[;|(.C) is then a free k[t]-module of rank
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d =n+1-ranky(C(0)), where

Roo Rno
coy=| : :
m' Rom ... m'Rym
0 0
1 ... 0 O\ /Ry ... Rno
0 ... m! O0||Rm ... Rum
o ... 0 1 0 . 0

Over the infinite field k, the fact that the Ry ’s are k-linearly inde-
pendent as formal polynomials implies that the right matrix factor
of C(0) has column rank n + 1. Thus ranky (C(0)) = n+1,ie,d =0,
and thus, N = 0. m]

THEOREM 3.7. LetR = ZZZO Ri (1) ed* € (e)T*P with matrices
Ry € k[t]9*P. With the notations of Theorem 3.2, we have

.

T

kery, (\R) = Z]Il u; =imy, (.U), U= (u{ . urT) ,
i=1

where r = g(m + 2) — ranky (C(0)) and m = maxgc[o, ) deg(Ry).-

Proor. With the notations of Theorem 3.2, we have the following
long exact sequence of k[t]-modules

O—>k[t]1><r-_D>k[t]l><q(m+2)-_C>k[t]1><p(n+1) o N 0

5

where o denotes the canonical projection onto N. By Proposition 3.4,
N is a free k[t]-module of rank d = p(n + 1) — ranky (C(0)). Since
the alternative sum of ranks in an exact sequence is zero (see [12,
Exercise 3.16(i), p. 129]), we have

r—qm+2)+pn+1)—-d=0 = r=q(m+2)—rank,(C(0)).

The freeness of N also implies that the latter exact sequence splits
(in other words, we have a contractible complex [12, Ch. 6, p. 337]),
i.e., that there exist X € k[¢]90M*2) %7 and Y € k[¢]P(n+1)*q(m+2)
satisfying the identities DX = I and X D + CY = Ij(;42)- Using
DC = 0, we have D(0) C(0) = 0, i.e,, imy(.D(0)) C kery(.C(0)).
Now, if v € kery(.C(0)), using X (0) D(0) +C(0) Y(0) = Iy(n+2), we
obtain v = (vX(0)) D(0), which yields v € imy(.D(0)), and thus,
kery (.C(0)) = imy(.D(0)). Thus, we can take E = e(D) in Theo-
rem 3.2. With the notations of Theorem 3.7, using the identity ea =
e(a)eforalla e k(t],v =EeJm+1 =e(D)eJm+1 =eD Jms1 = eu,
i.e., the v;’s are evaluations of the u;’s, which ends the proof. m]

Example 3.8. Continuing Example 3.5,eu; =e(1—-1t9d) =e=10;
and euz = e 9* = vy yield kerp, (R) =T (1-td)+1; .

REMARK. Let us explain how a full row matrix D € Kk[¢]7*a(m+2)

satisfying kery[;](.C) = imy[;](.D) can directly be computed. Let
E € k5%4(m+2) pe 4 full row rank satisfying kery (.C(0)) = imy (.E).
Such a matrix can easily be computed using linear algebra methods.
If we denote by V € k[¢]9(m+2)%q(m+2) the first matrix in the right-
hand side of (4), using (4), we then get kery ;) (.C) = imy[;)(.(EV)).

3.2 Generators of the intersection of evaluation ideals

We shall now use the results of Section 3.1 to show how to compute
a finite set of generators of the intersection of two finitely generated
evaluation ideals, i.e., finitely generated ideals of I; included in (e).

THEOREM 3.9. Let I = 2?211 Iipiand J = Z;‘il I; qj be two
finitely generated evaluation ideals. Moreover, let
T T
p=(prpm) s q= (a1 qn.)

and

>(n1+n2)><1‘

T T
R:(PT qT) =(p1-Pny g1 qny)" € e

Iful,.,

ie, kery, (R) = XI_ I u;, where u; = (uj;
1xny
1

., ur are the generators of kery, (.R) given by Theorem 3.7,
uiz2) € Hix(mﬂ”),

uj1 €l ,andujy € ]Iixnz, then, we have

r r
Ing-= ZHI (uinp) = 211 (ui2q).
i=1 i=1

In particular, I N J is finitely generated and a set of generators
can explicitly be computed.

Proor. With the notations of Theorem 3.7, kery, (.R) = ¥7_; Iy u;,

1X(ni+n 1x
where u; = (w1 uj2) € 1) (m 2), ujp €1 ™ andu;y €

Therefore, we have u; 1 p = —uj2q for i = 1,...,r, which shows
that 37_ Ty (ui1p) = X i (wizq) €I NYJ.

Let us now consider x € 7 N 7. Thus, x € I so that there exist
ai,...,an, €I suchthatx = Z:lzll ajpi =ap witha = (a1 . -~an1).
Similarly, x € J so that there exist by,...,bn, € Ij satisfying
X = Z?zzl biqi = bq with b := (b1 ---bp,) . Therefore, we have
the relation x = ap = bgq, which implies (a - b)R = 0 so that
(a —b) € kery, (.R). We thus have (a  —b) = XI_, f; u; for some
fi € Iy, and thus, a = ¥7_, fiuj1 and b = — 37_, fi uj2. Then, we
have x = ap = X7_, fiui1p = bqg=—3X_, fiuiz2 g, which proves
the reverse inclusion and the result. O

1Xny
xn

We obtain Algorithm 1 displayed at the end of the paper.

Let us illustrate our algorithm for computing generators of the
intersection of two finitely generated evaluation ideals.

Example 3.10. Let I =T (t? + 1) eand J = I (te + t?ed). To
compute a finite set of generators of 7 N 7, we first define

(P +1)e)  [P+1 0
R_(te+t2ea e )t e el
~——— ——

Ry Ry

and then we can consider the following matrix

2+1 0

t 12

Ry Ry 2t 0
o I B B 3T

R(§3) Rf” 0 2

0 0

0 0
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Using, e.g., the OREMODULES package ([4]), we can compute a full
row rank matrix D satisfying kery[;] (.C) = imy ;| (.D). We get

-2 0 ¢t 0 1 0 0 0
0 -4 1 2t 0 0 0 O
p-|0 0 -1 0 r 0 00
1o o o0 -2 1 2t 0 of
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
so that kery, (.R) = imy, (.U), where
P+ro-2 0
I 3 2t9—4
ox:) t3% -9 0
U=D = .
I, &2 9 219229
L& > 0
0 »

Using Theorem 3.7, we have p = 1, ¢ = 2, m = 2, rank (C(0)) = 2,
and thus, r = 8 — 2 = 6. Partitioning U = (u3 uz), where u; (resp.,
up) is the first (resp., second) column of u, we finally have

w (P+1)e=uy(te+t’ed) = (0 2te 0 2e © O)T
sothat 7 N J =Iite+I;e=1;ebecauseedte=e(td+1)e =e.

>

Finally, the above computations show that the syzygy module
Syz(K) ={(a p) e I%xz |a(t?+1)e+ B (te+t?ed) =0} of the
ideal K =11 (t2 +1) e +11(t e + 12 e 9) is generated by the rows of U.

In Example 3.10, we have considered two principal ideals. First
note that the algorithm applies similarly for ideals which are not
principal. Moreover, in Proposition 4.7, we shall constructively prove
that any finitely generated ideal of (e) is principal.

4 STRUCTURE OF FINITELY GENERATED EVALUATION
IDEALS AS SEMISIMPLE MODULES

In this section, we study the left ideal structure of finitely generated
evaluation ideals. Using the involution 6 of I; given in Section 2.1,
which satisfies 0({e)) C (e), we can similarly handle finitely gener-
ated right evaluation ideals of Iy. In [1], these ideals are proved to
be finitely generated semisimple left I1-modules (see the definition
below). More precisely, they are finitely generated k[t]-modules.
Below, we show how to constructively prove these results. In partic-
ular, we explain how to effectively compute a finite set of generators
of these ideals as k[t]-modules. In the next section, this last result
will be used to algorithmically characterize the intersection of two
finitely generated ideals in the case when at least one is in (e).

Using the fact that k[¢] is a subring of I, a left ideal 7 ofI; inherits
ak[¢]-module structure. Hence, the generators of an evaluation ideal
T ofI; as a k[t]-module also generate 7 as a [;-module.

Definition 4.1 ([12], Ch. 4, p. 154). Let M be a left module over a
ring R.
e M is said to be simple if it is non-zero and has no non-zero
proper left R-submodules.

e M is said to be semisimple if it is a direct sum of simple left
R-modules.

We give examples that will play important roles in what follows.
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Example 4.2. In [1], itis shown thatk[¢] is a simple left I;-module.
It is finitely presented as left I;-module because (2) and e? = e yield

Li/I10)=11/(I; (1—e)) =Ty e =k[t] e = k[¢].

As a consequence, k[¢]" is a finitely generated semisimple left I;-
module for all n € N.

Before stating the main result of this section, we need to introduce
another concept.

Definition 4.3. An element a of (e) is called a simple evaluation if
it is of the form a = e q(9), where q € k[9], i.e., a € ek[d].

Using [5, Lemma 2.4],if P € [; and a = erc:o dre 9 € (e), where
dp €k[t] fork=0,...,r, then we have

Pa= ZP(dk) ek, (5)
k=0

where P(dy) is an element of k[¢] obtained by applying the operator
P €I to the polynomial dj. .

If a = e q(9) is a simple evaluation, then, using (5), for any b € Ij,
we have ba = b(1) eq(9) = b(1) a € k[t] e q(9), which shows that
Ij a = k[¢] a. For instance, we have I; e = k[¢] e. More generally, we
have btk a = btk e q() = b(t%) e q(3) = b(:X) aforn e N.

The main result of this section is Theorem 4.5, stated below, which
shows that, as a k[¢]-module, every finitely generated evaluation
ideal of I; can be generated by simple evaluations.

Let us consider an evaluation ideal 7 C (e) finitely generated
by evaluation operators aj, ..., ag. We can then form the column
vector A = (a1 ... aq)T of (e)?*! and write its normal form
A= ZZ:O Ar(t) e ok, where Ay € k[t]9* fork = 0,...,n. Using
the notations of Theorems 3.2 and 3.7, let m = max¢[o,,] deg(Ax),

I
A ... A q
° " I 0
C= : : , Jmir = : s
+1 +1 :
Alm+D) Al I+

D € k[t]*9(m+2) be a full row rank matrix generating kery[;1(.C),
ie, satisfying kery[;](.C) = imy[;)(.D) = k[t]" (see Remark 3.1). If
wenote D = (Dg ... Dm+1), where D; € k[t]™ 9 fori=0,...,m+1,
and B = D Jjm1 = Do + D19 + - -+ + Dpyq ™1, then we have
kery, (.A) = imy, (.B).
Notice that, by definition of m, we have C = (C’T OT)T, where
Ay . Ap

C = : e k[t]q(m+l)><(n+1)’ (6)
Alm Al
. . D 0
so that we can choose D with a block-partition D = o L[
q
where D’ € k[t]("=9*a(m+1) i 5 full row rank matrix satisfy-
ing kery[,1(.C") = imy[,](.D’). As a consequence, the matrix B =
D Jm+1 can be written as B = (B'T  g™+1 Iq)T, where

m
B'=Y Djol en ™", ()
i=0
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and D’ = (Dj Dy,), where D € k[t]-D*dfori=0,...,m.

By the proof of Theorem 3.7, D has a right inverse X € k[]7(m+2)x7

i.e., DX =I,. Using the above structure of D, we then get

D' 0\ (X11 X2 _ Ir—q 0
0 Iq X21 X2 0 Iq ’
which yields D’ X1y = I—q, i.e., D’ has a right inverse.
We first have the following lemma.

LEMMA 4.4. With the above notations, if M = cokery, (.B) is the
left 11 -module finitely presented by the matrix B and  is the canonical
projection onto M, then the following map

y: M — I=im(A)=3]_ TLia,

= 8
x(d) > AA VieL, ®)

is well-defined and is an isomorphism of left 1 -modules, i.e, M = I.

Proor. Let us check that ¢ is an isomorphism whose inverse is
0:I — M
M — 2(d), VAiel%

Let us first show that the two maps i and ¢ are well-defined. First,
if m(A) = w(u), where A, p € ]Iixq, then we have 7 (A —p) = 0 which
implies A — y = v B for some v € ]Iixr. Thus, AA-pA=vBA=0
so that AA = pA. Regarding ¢, if x € 7 and x = AA = pyA for
Ape ]Iixq, then (A —p) A =0, so that A — p € kery, ((A) = img, (.B).
Thus, there exists v € ]I%” such that A — g = v B. Then, we have
(A —p) = nw(vB) = 0, so that 7(1) = n(y). Finally, we have
(poy)(m(A)) =n(A) and (Yop)(LA) =AAforall A € ]Iixq, which
proves that i and ¢ are isomorphisms, M = 7,andp =¢~'. O

THEOREM 4.5. Let I C (e) be an evaluation ideal finitely gener-
ated by elements ai,...aq and let A = (a7 ... aq)T. Then, I is a
semisimple k[t]-module that can be generated by a finite set of simple
evaluations.

More precisely, if we consider
C’ the matrix defined by (6),

s = ranki (C(0)), r=q(m+2) —s,
o U the unimodular matrix defined in Lemma 3.3,
{ex}k=1,...q the standard basis of]Iixq,
y=(x(er) ... n(eq))T, where : Iin —> M = cokery, (.B)
is the canonical projection onto M and the matrix B € ]I;Xq
satisfies kery, (\A) = imy, (.B) as explained in Theorem 3.7,

e z=(eyl eay’ edmyn)T,

o Q' € KIM)Xs g gyl column rank matrix whose columns

define a basis of imy (C’(0).),

o T e k%9(m+1) g [efi inverse of O,

e w=Tze MS,
then the entries w; of the vector w are simple evaluations and the finite
family {g; = ¥ (w;) = 771 (w;) A}i=1,.. s generates the left ideal I as
ak[t]-module, ie, I = Y3  k[t] g;.

ProoF. Let us consider the following exact sequence

H%Xr $ Hixq M= cokery, (.B) ——0,

where 7 is the canonical projection onto M. If ey, ..., eq denotes
the canonical basis of ]Iin, then {y; = m(ej)}i=1,...q is a set of
generators of M and these generators of M satisfy the left I1-linear
relations By = 0, where y = (y1 ... yq)T. For more details, see,
eg.,[3,9]

Now, using B = (BT gm+l Iq)T, where B’ € I[Er_q)xq, in the

left I;-relation By = 0, we then have gm+l

y=0.
Let T, = XL, 2—1: e * be the m'! Taylor operator. Using (2),
™y = 0 yields I ™1y = 0, and thus, (1 - Ty) y = 0, ie,

y = Ty y. Conversely, using (5), y = T y yields

m k m
t
am+1 y= am+1 T y= E am+1 F eak _ E am+1

!
k=0 ’ k=0 k!

k
t
—) ed* =0.

Therefore, ™! y = 0 is equivalent to y = Ty, y. Hence, if we set
zr =edye MIfork =0,...,mand denote by 2z ; the j™ entry
of zx for j =1,...,q, we then obtain

which shows that {zy j}x=q,...m,j=1,...q is another set of generators
of M defined by means of simple evaluations, which yields

m q m. 9
M= Tz =y > Ktz

k=0 j=1 k=0 j=1
Thus, {2, j }k=0,...,m, j=1,....q als0 generates M as a k[t]-module.
Using (5), for any P € Ij, we have Py = Z;{”ZO P (%) Zk, where
P (%) € k[t] fork =0,...,m. If P € k[¢], then we state again that

k
P acts in I; as the multiplication by P, and thus, Py = P ZZ’:O % Zk.

Let us now find the relations satisfied by the generators zj ;’s.
We first have that e z; = z; for all k = 0. .. m. Using (9), we obtain:

m m
0=p8 =B’Zfz = § B il z
y K1 K / Kl |k

=0

k=0

zI)T and

B (%)) c k[t](r—q)xq(mﬂ)’

Ifwenotezz(zOT
p= (B’(l) B (1)

then the relations satisfied by the generators z; ;’s are e z = z and
Pz =0, so that we have

p
M = M’ = cok : .
o ( ((1 -) Iq(m+1)))
Let us now compute kery[;](P.) = {n € k[t]2(m+DX1 | pp = 0}.
Using (7), we first have

P:(D(’) t Dy + D %D6+---+D;n),

= (D, D D;,) U=D"U,

where U is the unimodular matrix introduced in Lemma 3.3. Now,
if n € kery[,)(P.), then we have D’ Uy = 0 which is equivalent
to D’ { = 0 and { = U n. Now, kery[;(D".) = imy[,1(C".) implies
{ =D’ Eforacertain & € k[¢]90™*DX1 and thus, n = U~ C’ & This
shows kery[;)(P.) = imkm((U—1 C’).). If we note Q = U™,
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then Lemma 3.3 shows that Q = C’(0) € k(m*Dxq(m+1) 4n4
thus, kery[,(P.) = imy[;}(C’(0).). Let us consider a basis of the
finite-dimensional k-vector space imy(C’(0).) and stack the cor-
responding column vectors into a matrix Q' € k9(m+*1)*s where
s = ranky (C’(0)). Then, we have kery[,](P.) = imy[;1(Q".)

We state again that D’ has a right inverse X1 € k[¢]2(m+*D)x(r=q)
ie,D’ X1 = Ir_g, which showsthat S = U1 Xy, € k[1]9(m+D)x(r=q)
is a right inverse of P = D’ U because U is unimodular. Therefore,
we have the following split exact sequence of k[¢]-modules

0 —> k[t]SX1 i k[t]q(m+l)XI L k[t] (r-q)x1 _ 0,
which implies s = gq(m+ 1) — (r — q) = q(m + 2) — r (see [12,
Exercise 3.16(i), p. 129]). From Theorem 3.7, we then have r =
g(m +2) — ranky (C’(0)), which shows again that s = ranky (C’(0)).

Using P S = Ir—q, we have P (Iy(m+1) =S P) = 0, which shows that
imk[t] ((Iq(m+1) -SP).) c kerk[t] (P.) = imk[t] (Q’.) and proves
the existence of a matrix T € k[¢]3¥9("*1) satisfying the identity
Igms1)—SP=0Q'T,ie,SP+Q' T = Iy(my1)- Hence,using P Q" = 0,
we have SPQ’'+ Q' TQ' = 0, ie, Q' TQ' = Q’ or, equivalently,
Q' (TQ' —Is) = 0, and thus, T Q" = I; because kery[,](Q".) = 0.

Now, we have kery, (.P) = 0 because yP =0 and PS = I, yield
p = pPS = 0. Therefore, we have the following split exact sequence

0 —> k[1]1¥(-a) % K[ 1xa (m+1) Yo cokery ;) (.P) — 0,
which shows that cokery[;](.P) is a stably free k[t]-module [12,
Ch. 4, p. 204], and thus, a free k[¢]-module of rank qg(m +2) — r =
ranky (C’(0)) because k[#] is a principal ideal domain (see, e.g., [9]).

Using PQ’ = 0, i.e., imy[;](.P) C kery[,1(.Q"), we can consider
the following complex

’
Q sX1

0 —> k[t]X0=0) Lo pixalm+1) E_ st o g

The identiy PS = I,—q (resp., T Q" = Is) shows that .P is injective
(resp., .Q” is surjective). Now, let A € kery[,1(.Q"). Using the iden-
tities SP + Q' T = Iy (;n41), We then have A = (AS) P € imy[;(.P),
which shows that kery[;)(.Q") = imy[,|(.P) and proves that the
above complex is a split short exact sequence (see [12, Ch. 2, p. 52]).

We have the following commutative exact diagram of k[#]-modules

0 s k[t]lx(r—q) %k[t]lxq(m+l) %k[I]SXI >0

AN

0 —> k[1]X (=) Z==[¢]¥a(m+) Lo cokery,y(.P) — 0,
.S

where y is the canonical projection and ¢ the isomorphism of k[¢]-
modules defined by: for A € k[¢]1*4(™*1) ¢ (y (1)) = AQ’. This ap-
plication is well-defined: if y(1) = y(y), where A, p € k[¢]1*9 (m+1),
then there is v € k[¢]*("~9) such that A — 1 = vP. Then, we
have AQ" — uQ’ = vPQ’ = 0, which yields AQ" = pQ’, ie,
#(y(1) = ¢(y(p)). Clearly, ¢ is injective and surjective. Finally,
¢! is defined by ¢~ 1(1 Q") = y(p) for all i € k[¢]1*q (m+1),

Let us set w = Tz € M1, Since the z; = e d* y’s are formed
by simple evaluations and the entries of T belong to k, the wy’s are

ISSAC °24, July 16-19, 2024, Raleigh, NC, USA.

formed by simple evaluations. Now, SP+ Q' T = Iy (m+1) yields z =
Q’ w because P z = 0. The entries w; of w are then generators of M
as a I[;-module, and thus, as a k[¢]-module. Finally, if ¢ : M — T
is the isomorphism of Lemma 4.4, 7 is then finitely generated by
{gi}i=1,..s» where g; = ¢(w;) = m7 1 (w)) Afori=1,...,s. O

We obtain Algorithm 2 displayed at the end of the paper.

Let T € k[¢]9%90m*1) be the matrix satisfying y = I z (see (9)).
Using z = Q" w, we have y = (I' Q') w, which yields A = T Q' G,
where A and G are defined in Algorithm 2, and expresses the original
generators a;’s of I in terms of the second set of generators g;’s.

Example 4.6. Let 7 =T (t? + 1) e and J = Ij(te + t2 ed). Let
us explicitly show that 7 and J are two semisimple k[¢]-modules,
that they can be generated by simple evaluations, and finally find
again the result of Example 3.10.

ForI,wehaveA:((t2+l)e),q: 1,n=0,m=2,r=3,and

2 +1 1 -t % 1
Cr=| 2t |.U'=[o 1 -t|.Qr=U;"Cy=|0].
0 2

2 0 1

Then, we have s = rank, (C(0)) = 1 and Ty = (O 0 %) is a left

inverse of Q 7, and thus,

e
1 1 1
wI:TIz:T]( eaz ):Eeaz = w]AZEeaz(t2+1)e:56,
ed

which yields I = k[t] e. Note that if we consider, e.g., the left
inverses T} =(1 0 0)or T}' =(3 0 =—1)ofQy, we obtain

-

I
w}’zT}’zzSe—Ze&z = W}’A:(Se—Zeaz)(t2+1)e:e,

w Tl'_z:e=>w}A:e(t2+l)e:e,

which also yields 7 = k[¢] e.
For J,wehave A= (te+t?ed),q=1,n=1,m=2,r=2,and

t 2 1 -t & 0 0
Y -1 _ _gr—1 -~ _
Cy=|1 2t), Uy =0 1 ~-t|,Qy=UsCqg=(1 0f
0 2 0 0 1 0 2

Then, we have s = 2,

(4
0 1 0 0 1 0 eod
(oo g %)(:;)‘(%ef)

ed(te+t’ed) )z(e)

ed 9
ﬁWJA_(%eaz) (te+t ea)_(%eaz(te+tzea) ed

and thus, we have J = k[t] e + k[¢] e 0. Finally, we can then check
that 7 N J =k[t] e =1 e (see Example 3.10).

The next proposition shows that every finitely generated eval-
uation ideal is principal, i.e., can be generated by a single element.
This result first appears in [1, Theorem 4.5]. We give here an explicit
proof.

PROPOSITION 4.7. Let I C (e) be a finitely generated evaluation
ideal. Then, I is principal, i.e., can be generated by a single element.
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ProoF. Let 7 C I be a finitely generated evaluation ideal. From
Theorem 4.5, there is a finite number of simple evaluation {h;};=1,.
that generate 7 as a k[t]-module, i.e., 7 = 3.1 k[t] h;. Now, set
h = ZZ:I 2—]7 hy € I.Then, using the results in the paragraph af-
ter (5), we have e d' h = ZZ:I ed (% ) hy =hyforalll =1,...,n.
Thus, hj belongs to the ideal generated by hforalll =1,...,n, so
that 7 = I; h, which ends the proof. m]

5 PERSPECTIVES

In this paper, we have first generalized a result obtained in [5] —
on the explicit characterization of the annihilator of an evaluation
operator — to the matrix case. Using this result, we have shown
how to compute a finite set of generators for the intersection of
two finitely generated ideals included in (e). Finally, we have effec-
tively characterized the fact that a finitely generated ideal in (e)
is semisimple. More precisely, we have explained how a finite set
generators, defined by simple evaluations, can be obtained for such
an ideal. It gives an explicit description of this ideal as a finitely
generated k[t]-module.

This characterization of finitely generated ideals in (e) as semisim-
ple modules can be used to compute a finite set of generators of the
intersection of two finitely generated ideals in the case where one is
in (e). The main idea is to transform this problem into a simple k[¢]
problem. For lack of space, this result will be explained elsewhere.

Finally, the last case to be considered for an effective proof of
the coherence of I; is the case where both finitely generated ideals
7 and J are not in (e). The main idea of the proof given in [1] is
first to determine an element 0 # a € 7 N J which is not in (e)
and then use the fact that the length of the left I;-module I1 /(I a)
is finite. Such an element a can be obtained as follows. We can
consider h € I and g € J such that neither A nor g belongs to
(e). Using [5], there are N, M € N such that N h, ?M g € A; \ {0}.
Finally, using the left Ore property of A1, there are u, v € A \ {0}
such thata = udN h = v&Mg € I N g\ (e). But the use of the
finite length condition of Iy /(I a) still has to be made algorithmic.

Algorithm 1 Compute generators of 7 N J where 7, J C (e)

Require: py,...,pn, generatorsof 7, qy, ..
®SetR=(p1 ... Py Q1 --- qnz)T.
o Compute the matrix C corresponding to R.
e Compute D such that kery[;](.C) = imy[;](.D).

., qn, generators of J

e Compute u = (uy, ..., ur)T =D Jm+1, where u; = (uj1 ui2).
return {ui1p, ..., Un,1p}
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In this article, we consider the problem of computing polynomial solutions
of general linear systems of ordinary integro-differential equations with
polynomial coefficients. This algorithmic problem is a key step for many com-
putations with matrices having linear integro-differential operator entries
such as the computation of left/right syzygies, left/right inverses, left/right
factorizations, and thus, for the development of an effective algebraic analy-
sis approach for linear systems of ordinary integro-differential systems using
effective elimination methods and effective homological algebra. The linear
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1 INTRODUCTION

Systems of linear ordinary differential equations have been studied
extensively by the computer algebra community. Algorithms for
computing most closed-form solutions, such as polynomial, rational,
or exponential solutions, are now available, and implementations
of these algorithms in computer algebra software such as MAPLE
are available to the user (see, e.g. [4] and references therein). The
study of linear differential systems boils down to considering rect-
angular matrices with coefficients in the so-called (first) Weyl al-
gebra A of linear ordinary differential operators with polynomial
coefficients. An important property of A; is that it is a noetherian
ring [17, 20, 27] which implies that left/right syzygies of a matrix

Authors’ addresses: Thomas Cluzeau, Univ. Limoges, CNRS, XLIM, UMR 7252, F-87000
Limoges, France, thomas.cluzeau@unilim.fr; Camille Pinto, Sorbonne University — Inria
Paris, Paris, France, camille.pinto@inria.fr; Alban Quadrat, Sorbonne University - Inria
Paris, Paris, France, alban.quadrat@inria.fr.

Permission to make digital or hard copies of all or part of this work for personal or
classroom use is granted without fee provided that copies are not made or distributed
for profit or commercial advantage and that copies bear this notice and the full citation
on the first page. Copyrights for components of this work owned by others than the
author(s) must be honored. Abstracting with credit is permitted. To copy otherwise, or
republish, to post on servers or to redistribute to lists, requires prior specific permission
and/or a fee. Request permissions from permissions@acm.org.

© 2025 Copyright held by the owner/author(s). Publication rights licensed to ACM.
XXXX-XXXX/2025/4-ART $15.00

https://doi.org/

with coefficients in A; are finitely generated. Based on this prop-
erty, an effective algebraic analysis approach to linear systems of
ordinary differential equations has been developed [8, 23]. This ap-
proach, based on algebraic D-modules [6, 17, 18] and homological
algebra [26], uses an effective elimination theory and an effective
homological algebra [8, 16]. Again, the corresponding algorithms,
based on non-commutative Grébner or Janet bases computations,
are implemented in most computer algebra systems [8, 9].

The linear systems that arise in applications are not always sys-
tems of differential equations. Another important class of linear sys-
tems that we encounter are systems of integro-differential equations.
Consider the equation of a simple RLC circuit, or any of Volterra’s
linear integral or integro-differential equations [28]. It is only re-
cently that the computer algebra community has begun to take
an interest in this class of systems. As far as the computation of
closed-form solutions is concerned, the only existing works and im-
plementations deal with the computation of polynomial and rational
solutions of scalar equations [2, 3, 24]. Linear systems of integro-
differential equations can be studied via matrices with coefficients
in the ring I; of ordinary linear integro-differential operators with
polynomial coefficients which is studied in [5, 25]. Unlike Wey!’s
algebra A, the ring I; is not noetherian [5, 11], but the fact that
Bavula has proved that it is a coherent ring [5] opens up the possibil-
ity of developing an algebraic analysis approach to linear systems
of integro-differential equations. Unfortunately, Bavula’s proof is
not constructive and if we want a constructive algebraic analysis
approach, we need a constructive proof of the coherence of I as well
as algorithms for computing a finite set of generators of left/right
syzygies, left/right inverses, and left/right factorizations of given
matrices with entries in I;. This is the goal of the second author’s
Ph.D. thesis. A constructive proof of the coherence property, based
on an algorithm for computing the syzygies of a matrix with en-
tries in [j, is given in [13] (preliminary results have already been
published in [11, 12]), and a proof of the Cramer property of I; in-
cluding algorithms for computing left/right inverses and left/right
factorizations, will appear in a future article [15]. The algorithms
for computing left/right syzygies, left/right inverses, and left/right
factorizations have in common the fact that some of their steps are
based on the calculation of polynomial solutions of inhomogeneous
rectangular linear systems of integro-differential equations, which
is the subject of this article.

The main contribution of this article is to provide the first algo-
rithm, and its implementation in the computer algebra software
MapLE, for computing polynomial solutions of inhomogeneous rect-
angular systems of integro-differential equations with polynomial
coefficients in k[¢], where k is a computable field of characteristic
zero. By sufficiently deriving the integro-differential equations with
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polynomial coefficients, we obtain a homogeneous rectangular lin-
ear system of ordinary differential equations. Existing algorithms
for computing polynomial solutions of linear differential systems
are mainly limited to holonomic systems [21] or connections [4]. See
also [8, 23] for other classes of systems. Using algebraic D-module
theory [6, 17] and homological algebra techniques [26], we provide
an explicit parametrization of polynomial solutions of general ho-
mogeneous rectangular linear differential systems (see Theorem 3.1).
The parametrization is divided into two parts. The first corresponds
to the torsion submodule of the left A;-module finitely presented by
the differential system matrix, which leads to a finite-dimensional
k-vector space of polynomial solutions of a holonomic system. The
second part corresponds to the torsion-free part of the same module
and depends on arbitrary polynomial vectors. From this parametriza-
tion, using the Taylor operators of I; (see Definition 2.2), the original
problem boils down to computing a finite set of k-linear conditions
on the parameters of the parametrization, which can be done using
basic linear algebra methods. Theorem 4.2 then provides an explicit
parametrization of polynomial solutions of general inhomogeneous
rectangular linear integro-differential systems.

The paper is organized as follows. Section 2 recalls the necessary
definitions and properties of the rings A and I;. Section 3 presents
the first contribution of the paper, i.e. an algorithm providing an
explicit parametrization of the polynomial solutions of a homo-
geneous general rectangular differential system. Next, Section 4
contains the main contribution of the article, i.e. the first algorithm
for computing polynomial solutions of inhomogeneous rectangular
systems of linear integro-differential equations with polynomial
coefficients. Section 5 presents our MAPLE implementation based on
other packages and provides some examples from the integral equa-
tions literature. Finally, Section 6 concludes and gives some hints
on a possible extension of our algorithm to the computation of ex-
ponential solutions of general linear systems of integro-differential
equations with polynomial coefficients. Throughout the document,
for ease of reading, the algorithms are given in boxes and illustrated
with simple examples.

2 THE RINGS OF DIFFERENTIAL AND
INTEGRO-DIFFERENTIAL OPERATORS

Let k be a computable field of characteristic zero (e.g., k = Q, the field
of rational numbers), k[¢] the ring of polynomials in the variable ¢
with coefficients in k, and Endy(k[¢]) the ring of endomorphisms
of k[t] as a vector space over k, i.e., the ring of all k-linear maps
from k[¢] to itself.

Definition 2.1. The ring of ordinary differential operators with
polynomial coefficients, i.e. the (first) Weyl algebra, denoted by Aj,
is the k-subalgebra of Endy(k[t]) generated by the two k-linear
operators m; : p — my(p):=tpand d : p — d(p) = p = dp(t)/dt.

The ring of ordinary integro-differential operators with polynomial
coefficients, denoted by I, is the k-subalgebra of Endy (k[¢]) gener-
ated by the k-linear operators m;, d,and I : p — I(p) = /Ot p(r)dr.

For more details, see [5, 6, 18]. Note that, by construction, we
have A; c I;. If A is a noetherian ring [17, 20], I; is not [5, 11],
which leads to some complications when computing in I;.
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It is well known [17] that every differential operator L € Aj can
be written uniquely as

1
L= Za,-a", leN, a; € k[t].
i=0

For integro-differential operators, finding a normal form like the
unique writing of L above is a little more complicated, as the gen-
erators of I} satisfy many relations (see [11, 24, 25]). However, if 1
denotes the identity of Endy (k[¢]) and e := 1 — I J the evaluation
operator at 0 satisfying e p = p(0) for all p € k[¢], then it has been
proved [5, 25] that any integro-differential operator P € I; can be
uniquely written as

~

m n
_ . qi X j k
P= g a; 0" + bi It/ + E cred”,
i=0 Jj=0 k=0

where I, m, n € N and a;, bj, ci € k[t].

IfE = ZZ:O ¢k e 9%, then E is called an evaluation operator. In
the following, some particular evaluation operators called Taylor
operators will play an important role.

Definition 2.2. The Taylor operators Ty, for n € N are defined by

n tk
Tn = F e 8k.
k=0 "'
Taylor’s operators satisfy that T,(p)(t) = Z:o %p“‘)(o), for

all p € k[t] and Taylor’s theorem with integral reminder can then
be written as follows:

1=Ty1 +1"0". (1)
We recall the following useful property of evaluation operators.

Lemma 2.3 ([11]). IfE = £7_ ¢ e 0%, withn € N and ;. € K[t],
is an evaluation operator and P € 11, then we have

n
PE= ZP(ck)eak,
k=0

where P(cy) denotes the application of the element P € Endy(k[t])
tocy € k[t] forallk =0,...,n.

Let us consider the two-sided ideal of I generated by the evalua-
tion e, i.e., (e) := Iy ely. Then, from [11, Proposition 2.3], we have
that (e) = k[t] ek[0] and (e) is the only two-sided ideal of I;.

We finally state the following useful lemma that can be proved
by straightforward calculations.

LEMMA 2.4. We have the following:

(1) IfE= X}, ck(t) e 0% € (e) andM = 1+maxg—g, . deg; ck,
then M E = 0. . '

(2) IfP = Xi_gai() 0" + T bi() Tt + 37 cp(t) e oF ¢ (e)
andN = 1+max{maxy—q, _,deg, ck, maxj=o,...,m deg, b},
then N P € A; \ {0}.
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3 POLYNOMIAL SOLUTIONS OF HOMOGENEOUS
RECTANGULAR DIFFERENTIAL SYSTEMS

In section 4, we will present the main contribution of this paper,
i.e. an algorithm for computing polynomial solutions of inhomoge-
neous rectangular integro-differential systems. A key step will be the
computation of polynomial solutions of homogeneous rectangular
differential systems.

The problem of computing polynomial solutions of linear differ-
ential systems has been studied by the computer algebra community,
but existing works are limited to the case of holonomic systems [21]
or systems written as a connection Y'(t) = C(¢) Y(t), where C(¢) is a
square matrix of rational functions in k(#) [1]. In this section, we use
algebraic D-module theory and homological algebra techniques to
provide an algorithm for computing polynomial solutions of general
linear differential systems.

3.1 Finitely presented left A;-modules

Any homogeneous linear system of ordinary differential equations
can be written as Py = 0, where y is a vector of unknown functions
and P € Aixm is a rectangular [ X m matrix with coefficients in A;
which defines the finitely presented left A1-module [26]

P = cokery, (.P) = A>™ /(A p),

i.e., P isfinitely generated by the residue classes {y; = 7(e;)}i=1,....m
of the standard basis {e; }i=1,...,m ofA%Xm — e; is defined by 1 at the
ith entry or 0 elsewhere, and 7 : A%xm — P is the canonical left
Aj-homomorphism sending A € Aixm to its residual class 7(1) in
P — satisfying the finite generating set of left A;-relations Py = 0,
where y = (y1 ... ym)? € P™. Thus, linear differential systems
can be studied by considering the category of finitely presented left
modules over A1. This idea is at the core of algebraic analysis [6, 18].

To parametrize all the polynomial solutions of Py = 0, we will
need to consider the torsion-submodule of . The domain A; is
noetherian [20], and thus, a left Ore domain [20]. As a consequence,
the set of torsion elements of P

t(P)={yeP|JachA;: ay =0}

is a left Aj-submodule of P. The left Aj-module P is said to be
torsion if t(P) = P and torsion-free if t(P) = 0.

Let us now characterize explicitly #(#). The right A;-module
kery,(P.)={n € A;"Xl | Py = 0} being noetherian, there exists a
matrix Q € A" such that kery (P.) = imp (Q.) := Q AT*1. We
then have the following exact sequence of right A;-modules

P. Q.

0 T(P) AbA AmX1 AP (2)
where T(P) = cokery (P.) = AiXI /(P A;"Xl) is the right A1-module
finitely presented by P, i.e. the so-called Auslander transpose of P.

The identity P Q = 0 shows that

P -0

1x1
AI

1Xm 1Xn
Al A1

is a complex of left Aj-modules [26] obtained by application of
the contravariant left exact functor Homg (-, A1) to the exact se-
quence (2). A standard result (see [8, 23] and the references therein)

asserts that the defect of exactness Ext}%1 (T(P), A1) of the above
complex at A%X’” defines ¢(P), i.e., that we have
HP) = Extxl (T(P), A1) = kera, (.Q)/img, (.P).

Similarly as above, kera, (.Q) being a noetherian left A;-module,
there exists a matrix P’ € A’f ™ such that
kers, (.Q) = img, (P) = AP P,
Similarly, there exists a matrix M’ € A?XP such that
kerg, (\P") = img, (.M"). (3)
Thus, we have the long exact sequence of left Aj-modules
-Q

M’ P’

1Xq 1Xp 1 1
Al Al Alxm Alxn, @)

We then have
HP) = kera, (.Q)/imp, (P) = imy (.P)/imp, (.P).
Now, using imp, (.P) C imp, (.P’), there exists P”’ € Aixﬁ such that
p=p"P. (5)

LetH = M'T P ¢ A(lq+l)><p. Using [16, Lemma 3.1], we then
have
H(P) = cokery, (.H) = AiXP/(Aix(qH) H) .

The matrices Q, P/, M’, and P”’ can be computed from P using
Grobner basis methods [8] and using the OREMoDULES package [9].
The algorithm is summarized in Algorithm 1.

Algorithm 1 Torsion decomposition of P = Aix’"/(A%Xl P).

Require: P € Aixm
1- Compute Q € A" such that kera (P.) = imp, (Q.)
2- Compute P’ € A‘fxm such that kerg (.Q) = img (.P’)
3- Compute M’ € AfXP such that kerg, (.P’) = imy, (.M")

4- Compute P € AiXp such that P = P’ P’

return Q, P, M’, and P”’

Steps 1, 2, and 3 involve calculating right and left syzygies, while
Step 4 is a left factorization.
3.2 Explicit description of the set of polynomial solutions
Let P € Aixm. Our goal is to compute/parametrize
kery[,)(P) = {v € k[t]™ | P(v) = 0}.
From (5) and (3), we obtain

P'(v) =u,
P)=0 & (P”P)(v)=P"(P(0)=0 <1 P’(u)=0, (6)
M’(u) = 0.

Therefore, with the notation of Subsection 3.1, we must first study
kery|;)(H) and then we have to consider the inhomogeneous system
of linear differential equations P’(v) = u to obtain kery;](P). The fol-
lowing theorem asserts that kery[;)(H) is always finite-dimensional
and provides an explicit parametrization of kery;|(P).
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THEOREM 3.1. LetP € Aixm and Q, P’, M’, and P”’ be defined as
in Subsection 3.1 (see also Algorithm 1). Then, we have:

(1) Setting H = (M'T PN ¢ A(lq+l)><p, the set kery|;)(H)
of all polynomial solutions of the linear ordinary differential
system defined by H is finite-dimensional.

Let d be its dimension and {bi};=1,.. 4 a basis of kery[;(H).

(2) The matrix P’ € A‘fxm admits a generalized inverse, i.e., there
exists T’ € A;nXp satisfying P’ T’ P’ = P’.

(3) Letug = 2?21 ci b; be the general solution ofkery[;)(H), where
the c;’s are arbitrary constants. Then, we have

kery)(P) = {v = T'(ug) +0(s)|Vse k[t]"} .

Proor. The left Aj-module #(#) being torsion, it is a holonomic
left Aq-module ([17, Ch. 10, Corollary 1.2]) and thus the linear ordi-
nary differential system

P"(u) =0,

Hu) =0 { M(w) = 0,

is holonomic. A result of algebraic D-modules theory asserts that
the k-vector space of the polynomial solutions of a holonomic
left Aj-module is finite-dimensional. See, e.g., [6] and [4, 21, 22]
for algorithmic proofs and implementations of the computation
of bases of the polynomial solutions of holonomic Aj-modules.
Let d := dimy (kery(;(H)) < oo and {b;};1, .. g be a basis of poly-
nomial solutions of H(u) = 0. We now have to solve the inho-
mogeneous linear ordinary differential system P’(v) = ug4, where
ug = 2?21 ci b; is the general polynomial solution of H(u) = 0, i.e.
C1,...,Cq are arbitrary constants. The general solution of P’(v) = ug4
is the sum of a particular solution v, € k[t]™ of P’(v) = ug and the
general polynomial solution of the homogeneous linear differential
system P’(v) = 0.

Using the long exact sequence (2), we have Q := cokerg, (Q.) =
imp, (P.), which shows that Q is torsion-free because we have
imp (P.) € Aim and Ain is a torsion-free right A;-module. Using
the fact that the global dimension gld(A) of A1 is equal to 1 (see
[20, Theorem 7.5.8]), Q is projective, namely, there exist r € N and a
finitely generated right A;-module R such that Q @ R = A™! [26].
Moreover, any projective Aj-module is stably free (see [27, Theo-
rem 2.2]), namely, there exist r, s € N such that Q & A?ﬂ = A{Xl.

Let us give a more explicit characterization of the stably freeness
property of Q that will be useful to solve the linear ordinary differ-
ential system (6). Set Q; := Q and mg := m. Using Grobner basis
methods [8], we can compute a finite free resolution of Q, i.e., a long
exact sequence of right Aj-modules of the form

mex1 Q1 Or. m, X1
0 Q AT A]

0

s

where Q; € A;ni‘lxmi for i = 1,...,r. The fact that Q is projec-
tive implies that the above finite free resolution splits [26]. Note
Q* =Homy, (Q, A1). Applying the contravariant left exact functor
Homy, (-, A1) to the above split exact sequence yields the following
split long exact sequence of left Aj-modules [26]

-O1 -Q
A}Xmg r Aixmr

0 Q*

—0.
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The left Aj-homomorphism .Q; is surjective, which shows that
there exists a matrix S, € A;"’xm”l satisfying Sy Qr = Iy, . A left
inverse S, of Q, can be computed using Grébner basis methods [8]

and the OREMoDULEs package [9]. We also have
kerA1(~Qi) = imAl(.Qi_l), i=r,...,2.

Setting IT, := Iy, , — Qr Sy € A;””‘xm”l, we have II, Q, =
Or —QrS5rQr =0, 1e, imAl(-Hr) < kerA1(~Qr) = imAl(-Qr—l)’
which shows that there exists a matrix S,_1 € A;"”lxm”z satis-
fying IT, = Sy—1 Qr—1, i.e,, Qr Sy + Sr—1 Qr—1 = Imm,_,. The matrix
Sr—1 can be computed using the OREMODULES package [9]. Pre-
multiplying this last identity by Q,—1 and using Q,—1 O = 0, we
get Or—1 5,1 Qr—1 = Qr—1, which shows that 5,_ is a generalized
inverse of Q,_1. Repeating the same arguments inductively and
setting S = S1 and Q = Q1, we finally obtain a generalized inverse
SeA™MofQ ie, 0SQ = Q.

Setting I := I, — QS € AT”™, we have 1Q = Q- QSQ =0,
ie., imy, (.II) C kery, (.Q) = imy, (.P’), and thus, there is a matrix
7' € AP such that I = T'P’, ie, QS + TP’ = Iy, which
yields P’ T’ P’ = P’. Similarly, there exists U’ € Alexq such that
we have P’ T’ + U’ M’ = I,. The matrices T’ and U’ can also be
computed with the OREMoDULES package [9]. Therefore, we have

the following split long exact sequence of left Aj-modules
M Aixp P A%Xm L A%Xn .
U’ T .S

1Xq
A1

Now, applying the contravariant left exact functor Homg, ( -, k[¢])
to the above split exact sequence, we obtain the following split exact
sequence of k-vector spaces

Q. P

M.
R[] == [P == k[]77,
S. T. U’'.

k[t]"X1

which proves that kery,(P’) = imy(Q), i.e., every solution of
P(v) = 0 is of the form v = Q(s) for a certain s € k[¢]™!. The
identity P’ T’ + U’ M’ = I, yields ug = P'(T'(ug)) + U'(M’(ug)) =
P’(T"(ug)), which shows that v, := T’(ug) is a particular solution
of the inhomogeneous linear system P’(v) = ug. Thus, we have
kery[,1(PN) = {v=T"(ug) + Q(s) | s € k[t]™}. m]

3.3 Algorithm and example

The different steps of the algorithm for computing a parametrization
of kery,1(P) for P € Aixm are given in the following algorithm.

Algorithm 2 Polynomial solutions of homogeneous rectangular
linear differential systems P(v) = 0 with P € A{xm

Require: P € A{X’"
1- Apply Algorithm 1 to compute Q, P/, M’, and P”’
2- Compute the general solution ug = Z;.jzl ci bi of kery,)(H),
where H=(M'T p"T)T ¢ A(1q+l)><p
3- Compute a generalized inverse T’ € A;"XP of P/
return T/, ug, and Q which are such that

kery(,)(P) = {v =T"(ug) + Q(s) | V s € k[t]"} .
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Steps 1 and 3 can be performed directly using the OREMODULES
package [9]. For Step 2, we need to calculate the general polyno-
mial solution of a holonomic linear differential system. In our im-
plementation, we use the fact that any holonomic linear system
of ordinary differential equations can be written as a connection
Y’(¢) = C(t) Y(t), where C(t) is a square matrix of rational func-
tions in k(¢) (see [10, Proposition 2.1]) and there is a one-to-one
correspondence between the polynomial solutions of the holonomic
linear differential system and those of Y’(¢) = C(t) Y(¢). The general
polynomial solution of Y’(¢) = C(¢) Y(¢) can be calculated using
the algorithm in [1]. It is implemented in the package INTEGRABLE-
CONNECTIONS [4]. An alternative for Step 2 would be to use the
algorithms developed in [21, 22], which do not need to write holo-
nomic linear differential systems as a connection.

Example 3.2. Let us describe the different steps of Algorithm 2
applied to the matrix

0 20%+1t33 0 93
P‘(a P+ )EAI '
Applying Algorithm 1 using OREMODULES [9], we get
-0-1
,_[1 0 0+1 ,_
Q= 0 ,P-(O1 0),M_o,
1
and , ,
v [0 20°+t0
(g PR,

Then, the next step consists in computing the general polynomial
solution u, of the homogeneous holonomic linear differential system
given by P”’. This holonomic system can be written as a connection

0 1 0 0

soo 0 =3/t 0 0
0 t/2 0 0
C(1)

and there is a one-to-one correspondence between the solutions
in k[¢]% of P’ '(ug) = 0 and the first and third components of the
solutions of Y’(t) = C(t) Y(t) in k[t]*. Using the package INTE-
GRABLECONNECTIONS [4], we can compute the general polynomial
solution of Y'(t) = C(¢) Y(t) and we get

0 0 1

0 0 0
Y(t)—Cl ¢ +c2 1 +c3 ol

1 0 0

where c1, c2, c3 are arbitrary constants in k. Thus

o oo oo ), 2.

is the general polynomial solution of the homogeneous holonomic
linear differential system given by P”’. Finally, we have

1 0
"= 0 1|,
0 0

and
c3 —s'(t) —s(t)
c1t+co

s(t)

4 POLYNOMIAL SOLUTIONS OF
INTEGRO-DIFFERENTIAL SYSTEMS

In this section, we characterize the solutions of inhomogeneous

kerk[,J(P) = | Vs € Kk[t]

linear integro-differential systems P(v) = w, where P € ]Iixm and

w € k[t]! are given, and v € k[t]™ is the unknown. As is often the
case when working in [; (see for example [5, 11, 12]), we need to
distinguish between the case P € (e)’*™ and the case P ¢ (e)!*™.

4.1 Case P e (e)m

Let us consider P € (e)!*™ and write P = Zi:o tk e Pr(0), where
Pr(9) € K[a]>*™ for k = 0,....c,and w(t) = T ' w;, with
wy € k! for! = 0,...,d. Then, P(v) = w is writen as

c d
D e Pe@)@) = )t wi,
k=0 1=0

where (e P(0))(v) € k!, and thus, we have

(1) If d > c, then the linear system P(v) = w has no solutions.
(2) If d < c, then the linear system P(v) = w is equivalent to

(e P(0))(v) = wg, k=0,....d,
(e Pr(d))(v) = 0, k=d+1,...,c.

We now study the linear system (7). Write Py (d) = Z?:o Py 9,
where Py ; € K>XmM for i = 0,...,dyand k =0,...,c, and consider
the ansatz v(t) = Z]r.zo t v;j for v, where the degree r and the

™)

vj € k™ for j = 0,...,r are unknown. Then, (7) is equivalent to the
following linear system

( ?ioepk,iai)< ;:Otjvj)zwk, k=0o0,...,d,
d . .

(Ziio ePk’,- 6’) (Z_;::O t/ U]) =0,
d . .

PP =€)t P jvj = w, k=0,....d,
d . .

2o Zioo(ed)(#) Py i vj = 0,

Using (e 3")(t/) = j! di,j, where §; j = 1if i = jand 6; j = 0if i # j,
the last linear system is equivalent to

k=d+1,...,c.

e jip oy =, k=0,...d, o
Zfl:ig{d"’r}ﬂPk,jvj=0, k=d+1,...,c.

Let s := max{dp, . ..,dc}. The solutions v € k[t]™ of P(v) = w
can then be written as

S
o(t) = Z tvj + 1571 5(1),
j=0
where © € k[t]™ is an arbitrary vector of polynomials and vy, . . ., vs
are solutions of the inhomogeneous k-linear system (8) defined by
¢ + 1 equations in the s + 1 unknown vectors v; € k™, j=0,...,s.
Taking min{dy,r} = di fork =0, ..., c (without loss of generality),
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the linear system (8) can be solved using standard linear algebra
methods.

We summarize the above discussion in the following algorithm
which only involves the resolution of a linear system.

Algorithm 3 Polynomial solutions of inhomogeneous linear
integro-differential systems P(v) = w with P € (ey*m v e k[1]!

Require: P € (¢)*™ and w € k[t]!
1— Write P = 22:0 ke Pr(8) and w = Zfl:o hw
2—1Ifd > ¢, then return [ |
3— Write Pr(d) = Z?ﬁo Py 9" and set s := max{dp, .. .,dc}
4— Solve the linear system (8) in the s + 1 unknown vectors v;
5— Set 0(t) = Z;:o t vj, where the v;’s are solutions of Step 4
return o(t) = o(t) + 571 3(t), where & € k[t]™ is an arbitrary
polynomial vector

Example 4.1. We consider the following matrix

% 9 1 9 252
P _6(6 _l)+te(0 l)e(e)
(10, 0 1 0 0
—e(o 0)6+e(1 0)6+e(0 _1)
+t 01 0+t Lo
‘Lo o Lo 1)
Let us study the linear system P(v) = w, where w = 271:0 tlw,
and w; = (wy 4 wl’z)T € k%, is a fixed vector. If d > deg, P = 1,

then P(v) = w has no solutions. Assume d < 1,i.e, w = wy + t wy.

Considering v(t) = 220 tk vy, where vk = (Vg1 vk’z)T € k?,

the k-linear system (8) is then defined by
1 0 02,1 0 1 1,1
(ool )05 o) (i)
+ 0 0 vo,1 | _ [ wo,1
0 -1 o, 2 h wo,2 ’
0 1 v1,1 . 1 0 20,1 | _ [ W1,1
0 0 V1,2 0 1 00,2 N w12 ’

Solving the above linear system in the deg4 P + 1 = 3 unknown
vectors {vg, v1, v}, ie.,in 3 X 2 = 6 unknowns, we finally obtain

o(t) = w11 — W1+ 2021 4t wo,2 + W12
wi,2 wo,1 — 2021
(9% ~
2| %1 )+t3 (1),
02,2

where v21 and vy 2 are arbitrary constants in k, and 9(t) is an
arbitrary polynomial vector in k[¢]2.

42 CaseP ¢ (e)*m

The goal of this section is to parametrize all the polynomial so-
lutions v of an inhomogeneous linear integro-differential system
P(v) = w, where P € ]Iix’", P ¢ ()™ and w € k[t]' is fixed. We
state the main result.
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THEOREM 4.2. Let P € I[ixm, P ¢ (&)™ and w € k[t]'. There
exists N € N such that Py := 0N P € Aixm and ON(w) = 0. Let us
assume, according to Theorem 3.1, that

kerk[t](PN) = {Z) = T’(ug) +0(s)|Vse k[t]n} .

Let Tn-1 = ZkN;Ol % e 8% be the (N - 1)”’ Taylor operator.

Then the set of all the polynomial solutions v € k[t]™ of the inho-
mogeneous linear system P(v) = w is defined by

{v =T'(ug) + Q(s) | Vs ek[t]":
(TN-1PQ)(s) = w = (Tn-1 PT')(ug)} .
Using TN-1 PQ € (eY!*" the k-linear conditions
(IN-1PQ)(s) = w = (In-1 P T")(ug)

on the parameter s € k[t]" of the parametrization (9) can be made
explicit using Algorithm 3 in Subsection 4.1.

©)

PRrOOF. LetP ¢ (e)*m, By Point (2) of Lemma 2.4, thereis N € N
such that M P ¢ Aixm and M P # 0. Let N, be the maximal
degree in t of the entries of w and set N = max{Nj, Nz + 1}. There-
fore, we have N (w) = 0 and the inhomogeneous linear integro-
differential system P(v) = w yields the homogeneous linear ordi-
nary differential system Py(v) = 0, where Py := NV P € Aixm
and Py # 0. Let us now suppose that v € k[t]™ is a solution of
PN(v) = 0. By (1), we have the identity 1 = Tyy_y + IV N, where
Tn—1 is the (N — l)th Taylor operator (see Definition 2.2). We then
have P(v) = ((TN_1 +IN gN ) P) (v) = (Ty_1 P) (v). Thus, the
equality P(v) = w yields (Ty-1 P)(v) = w and the polynomial
solutions of P(v) = w are those of the linear system

{ Pn(v) =0,
(IN-1P) (v) = w.
Theorem 3.1 provides a parametrization of the polynomial solutions
of Pny(v) = 0 which can be written as
v =T(ug) + O(s),
Now, substituting v = T'(ug) + Q(s) into the second equation of (10),
ie., (Tny-1 P)(v) = w, we obtain
(Tn-1PQ)(s) = w = (Tn—1 PT")(ug),

with's € k[t]", (Ty—1 P Q) € (e)™, w—(Tn—1 PT")(ug) € k[t]". We
are then reduced to the problem studied in Subsection 4.1. Applying
Algorithm 3, we finally obtain a finite number of k-linear conditions
on the free polynomial vector s € k[t]" of the parametrization
v =T'(ug) + Q(s) of kery;)(PN). O

(10)

s € k[t]™.

4.3 Main algorithm

The result of Theorem 4.2 leads to an algorithm based on Algo-
rithms 2 and 3 for computing polynomial solutions of inhomoge-
neous linear systems of integro-differential equations.

Note that ug is the general solution of a holonomic linear dif-
ferential system, so it depends on certain arbitrary constants in k
(see Theorem 3.1). It implies that the right-hand side of the inhomo-
geneous system (Ty_1 P Q)(s) = w — (Ty—1 P T")(ug) has parame-
ters. However, Algorithm 3 can be easily adapted to handle the case
of a right-hand side with parameters.
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Algorithm 4 Polynomial solutions of inhomogeneous linear
integro-differential systems P(v) = w with P € ]I{X’", w e k[t]!

Require: P € ]Iixm and w € k[t]!
1-If P € (e)*™  then apply Algorithm 3 to (P, w) end
2- Compute N € N such that Py := 9N P € A{X’", Nw)=0
3- Apply Algorithm 2 to Py. Let
kery[;(PN) = {T'(ug) + Q(s) | V s € k[t]"} .

4- Apply Algorithm 3 to (Tn—1 P Q, w — (Tn—1 P T')(ug))
return T'(ug) + Q(s), where s is the ouput of Step 4.

Example 4.3. Let us illustrate all the steps in Algorithm 4 on a
simple example. Let P = (8 1+e) ¢ (¢)*? and w = 0. We have
N = 1thus weset P, = 9P = (8*> 9) € A%Xz. Let us compute
kery[;)(P1) by applying Algorithm 2 to P;. We first get

P=(d 1), Q:(_la), H=(9),

so that we have
0
ug:c,cek, T':( ),

and
kery(;)(P1) = {v(t) = ( (; ) c+ ( —1(9 ) s(t)|[Vse k[t]} .

Note that in this simple example, this parametrization can be found
by hand calculations. Indeed, let v = (v; v)T € kerg4)(P1), ie,

dv1(t) + v2(t) = u(t),
du(t) =0,

ie., dv1(t) + va(t) = ¢ € k, which is equivalent to

Vs = o ek[t], U(t)=( vi(t) ):( (1’ )c+( —la )s(t).

o) +0u(t) =0 & {

va(t)
Let us now compute kery(,|(P). We have Ty—; = Tp = e and thus
TN_1PQ=—-ed, Tn_1PT =2e,

so that we must apply Algorithm 3 to (—e d, —2 ¢). We then obtain
the linear condition s’(0) = 2 ¢ and thus the polynomial solutions
of —e d(s(t)) = —2 ¢ are given by s(t) = s(0) + 2¢ct + §(t) t?, where
s(0) € k and s € k[¢] are free. Finally, we have obtained

ke = {( ) )= (5 ) e+ ( Ly )0
s(t) =s(0) +2ct +t25(t), VS € k[t]}.

5 IMPLEMENTATION AND EXAMPLES

All the algorithms presented above have been implemented in the
BavuLa package developed in MAPLE [14].
Our implementation relies on three other MAPLE packages:
(1) InTD1FFOP [19] for arithmetic calculations in [ (including
normal forms),
(2) OReMobpuULEs [9] for all calculations with matrices with en-
tries in A (Algorithm 1, Step 3 of Algorithm 2, and writing
the holonomic linear differential system as a connection),

(3) INTEGRABLECONNECTIONS [4] for computing the general poly-
nomial solution of the holonomic linear differential system
written as a connection (Step 2 of Algorithm 2).

The literature on integro-differential equations contains many
interesting examples on which we tested our implementation. Here
are two particular examples.

Example 5.1. Let us consider the system of integral equations
studied in 7, Example 1] and given by

10\ (u(t) Blo 1) (u)), (o
1 R A VS e S

To compute the polynomial solutions of this system we apply Algo-

rithm 4 to
1T 0
P_(I tI—It)’ W‘(o)'

We have N = 2 and
% d
el 7))

The finitely presented left A;-module P = A1*?/(A1*? Py) is torsion-
free and we have

kery[;1(P2) = {( —16 )s |Vse k[t]} .

Then, we consider the system

(Tn-1PQ)(s) = w = (Tn-1 PT')(uy) & ( tee )5 =0,

which yields s(0) = 0. Finally, we obtain

kery(;)(P) = {( —18 )s |[Vs=t5e tk[t]},

so that the polynomial solutions of (11) are given by u(t) = t §(t)
and v(t) = —58(¢) — t (5(t)), for any polynomial § € k[¢]. Note that,
in [7, Example 1], the authors write that the solutions are given
by u(t) = ¢(t) and v(t) = —0(¢(t)) for any function ¢ € C1([o0, 1]).
But the first equation of (11) then implies that we necessarily have
¢(0) = 0 so that if ¢ is a polynomial, we find again our result.

Example 5.2. We consider the system of Volterra integro-differential
equations studied in [28, Example 10.17, p. 335] and given by

w(t) =202+ [ ((t =) ux) + (t = x) v(x)) dx, u(0) = 1,

V(1) = =312 - 1—10 £+ fot((t —x)u(x) — (t —x)v(x))dx, v(0) = 1.

(12)

To compute the polynomial solutions of this system we apply Algo-
rithm 4 to

O—tI+It —tI+1t 2t2
p= e 0 _ 1
T —tr+1t 8+ti-1t |0 VT -312 - Lo
0 e 1
We have N = 6 and
A L
0 0
=l gt otrd
0 0

, Vol. 1, No. 1, Article . Publication date: April 2025.
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The finitely presented left Aj-module P = Aixz/(.A%><4 Pg) is tor-
sion and we have

kery(+)(Ps) = {(

Clt3+C3tz+C5t+C7
Czt3+C4t2+C6t+Cg ’

where the ¢;’s are arbitrary constants in k. Then, we consider the
system

(IN-1PQ)(s) = w = (IN-1 PT')(ug) & 0 = q(t),
where g(t) € k[t]* is given by

€L C2),5, (3 L Ca) 4, (S5 L %63 (2-3c,+ ST + 5842 _gcar—
(ﬁ+%)t +(ﬁ+ﬁ)[ +(T+T)t +(2 361+2+2)t 2c3t —c5
1-c¢y
1 1 €2\ ,5 <3 4\ 4 S5 6,3 <7 <8\ ,2
(—ﬁJrﬁ—%)t +(ﬁ—ﬁ)t +(?—T)t +(—3—302+777)t —2c4t —cq
1-cg

Solving for the c;’s, we finally get

3
kery)(P) = {( _tt3++11 )}

and we find again the result obtained in [28, Example 10.17, p. 335]
using Laplace transform.

6 CONCLUSION AND EXTENSION

In this article, we have presented the first algorithm for computing
polynomial solutions of general inhomogeneous linear systems
of integro-differential equations with polynomial coefficients. The
algorithm is implemented in the MAPLE package BavuLa [14] (freely
available). As mentioned in the introduction, this algorithm is a key
step in the development of an effective algebraic analysis approach
to linear systems of integro-differential equations with polynomial
coefficients. Indeed, the computation of polynomial solutions is
necessary to compute left/right syzygies, left/right inverses, and
left/right factorizations of matrices of integro-differential operators.

Finally, it should be noted that the method presented in this
paper (e.g. Algorithm 4) could probably be extended to compute
exponential (including rational) solutions of inhomogeneous linear
systems of integro-differential equations with polynomial coeffi-
cients. In addition, the INTEGRABLECONNECTIONS package includes
the computation of exponential solutions (see [4]) of a connection
so our implementation could also be adapted. Let us explain how
easy this extension is in some special cases. If the left Aj-module
P = Aixm/(A%XlPN) — finitely presented by the matrix Py in-
volved in Step 2 of Algorithm 4 — is torsion, then a parametrization
of the exponential solutions of Py is given by {T’(ug)}, where ug4
is the general exponential solution of the homogeneous holonomic
linear differential system defined by Py . Then, in Step 4, we have
Tn-1 P Q = 0 and, assuming that uy(t) can be evaluated at t = 0,
w—(Tn-1PT")(ug) € k[¢]%. Thus in a similar way to what happens
when calculating polynomial solutions, we only have to solve the lin-
ear system formed by the coefficients of w — (Ty—1 PT")(ug) € k[t]!
for the arbitrary constants appearing in the general exponential
solution u4. We illustrate this with the following simple example
computed with the Bavura package, where we have just replaced
the computation of polynomial solutions of the homogeneous holo-
nomic linear differential system by the computation of its exponen-
tial solutions.
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Example 6.1. We consider the Volterra integral equation studied
in [28, Example 3.18, p. 91] and given by

wt)=1+t+ 52+ 1 1t - 0% u(x) dx. (13)
We set

P:(l—%t2I+t1t—%It2), w:(1+t+%t2).

We have N = 3, P3 = (63 - l), and P = A1/(Aq P3) is a torsion
left Aj-module. Using INTEGRABLECONNECTIONS, we find that the
general exponential solution of the homogeneous holonomic linear
differential system defined by Ps is given by

ug(t) = c1 exp(t) + cz exp(—ay t) + c3 exp(—az t),

where a1, az are the two complex conjugate roots of Z? — Z + 1 and
c1, 2, c3 are arbitrary constants in k. As T’ = 1, we get that the
exponential solutions of P; are given by u;. We then need to solve
w — (Tn—1 PT")(ug) = 0 which consists in solving a linear system
for c1, c2, c3 and we get ¢1 = 1, c2 = c3 = 0. We finally obtain the
solution u(t) = exp(t) of (13) as found in [28, Example 3.18, p. 91]
using the variational iteration method.

Finally, if the left Aj-module P = Aixm / (A%XIPN) — finitely
presented by the matrix Py involved in Step 2 of Algorithm 4 — is
not a torsion module, then we still have to generalize the content of
Subsection 4.1 so that we can apply it to the calculation of exponen-
tial solutions of the system (Tn—1; PQ)(s) = w — (Ty—1 PT")(ug).
Another point is to take into account the case of exponential so-
lutions that cannot be evaluated at zero. These questions will be
addressed in future research.
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Bavula proved that the ring I; of polynomial ordinary integro-differential
operators over a field k of characteristic zero is coherent in the sense that
the left/right kernel of any rectangular matrix with entries in I is a finitely
generated left/right I;-module. Unfortunately, his proof is not algorithmic.
The contribution of this paper is to give an algorithmic proof of the coher-
ence property of I;. We show that the kernel computation can be reduced
to a kernel computation in a certain ring of skew Laurent polynomials
and the computation of polynomial solutions of linear polynomial integro-
differential systems. These two problems are shown to be effective. The
algorithmic proof of the coherence of I; allows us to develop an algorithmic
elimination theory for linear systems of polynomial integro-differential equa-
tions with separable polynomial kernels. Finally, the algorithms presented in
the paper are implemented in the freely available MAPLE package BAVULA.
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1 INTRODUCTION

Differential systems have been studied extensively in the computer
algebra literature. Unfortunately and despite their interests in natu-
ral sciences (e.g., mathematical physics, biology) and engineering
sciences (e.g., control theory), integral systems and, more generally,
integro-differential systems do not seem to have attracted much
attention from the computer algebra community. To our knowledge,
the only exceptions are the works of Rosenkranz-Regensburger in
the direction of the computation of Green functions and boundary
value problems [33-36] and, more recently, the work of Boulier-
Lemaire and their co-authors on integro-differential elimination for
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nonlinear systems and its applications to the parameter estimation
problem [8, 25, 26]. See also [10, 15, 16, 31] for related studies.

This paper aims to develop an algorithmic elimination theory for
the simplest class of linear integro-differential systems, namely, the
class of linear integro-differential systems with polynomial coeffi-
cients and polynomial separable kernels. Recall that the kernel K of
an integral operator fot K(t,7)y(r) dr is polynomial and separable if
K(t,7) = ¥i_, pi(t) qi(r) for some polynomials p;’s and g;’s. This
class of linear integro-differential systems corresponds to linear
systems defined by matrices with entries in the ring [; of ordinary
integro-differential operators with polynomial coefficients over a
given field k of characteristic zero [7, 36].

Considering a matrix R € I[;IXP , a natural question is to char-
acterize its left kernel kery, (.R) := {A € ]Iin | AR = 0} and its
right kernel kery, (R.) := {n € 11117><1 | Rp = 0}. This issue can
be studied algebraically if kery, (.R) is a finitely generated left I;-
module so that kery, (.R) can be generated by a finite set of gener-
ators, and similarly for kery, (R.). In [7], Bavula proved that Iy is a
so-called (left/right) coherent ring [9, 37, 38], namely, that kery, (.R)
is a finitely generated left I;-module and kery, (R.) is a finitely gen-
erated right I1-module for all R € ]I;]Xp and p, g > 1. The coherence
property of I shows that an elimination theory can be developed
for this class of linear polynomial integro-differential systems. In-
deed, considering the linear polynomial integro-differential system
Ry y1(t) + Rz y2(t) = 0, where R € I[;IXP1 and Ry € I[?sz, the prob-
lem of finding a generating set for the linear integro-differential
equations on y; alone (i.e., the equations obtained by eliminating
y2 from the above system) corresponds to the computation of a
set of generators of the finitely generated left I;-module kery, (.R2):
let Sp € ]I;xq be such that kery, (.Rz) = img, (.S2) = ]Iixr Sy. Then,
we have Sy Ry y1(t) + S2 Ra y2(t) = 0, i.e., (S2 R1) y1(¢) = 0, which
shows that imy, (.(S2 R1)) = ]I%xr (S2 Ry) is a generating set of linear
integro-differential equations on y; alone. For instance, the problem
of computing the compatibility conditions of an inhomogeneous
linear integro-differential system Ry y2(t) = y1(¢) corresponds to
the case where Ry = —Ig, which shows that S y1(t) = 0 generates
the compatibility conditions of the inhomogeneous linear system.

Unfortunately, the proof of the coherence of Ij given in [7] does
not seem to be effective. More precisely, we could not make it al-
gorithmic (in particular, the use of simple left I;-modules and the
length function [37]). Combining ideas and results of [7] with the ef-
fective computation of the polynomial solutions of inhomogeneous
(underdetermined) linear systems of ordinary integro-differential
equations with polynomial coefficients — using effective algebraic
D-module theory [9, 12, 14, 21, 30]) — we develop here an algorith-
mic proof of the coherence of I;. The corresponding algorithm is
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implemented in a MAPLE package called BavuLra [18], built upon
the three packages INTDIFFOP [22], OREMODULES [13], and INTE-
GRABLECONNECTIONS [2]. For instance, using the BAvura package,
we can show that elimination of y, of the following linear system

{ yi(0) + [ yi(r)d + ga(t) = 0,
g1(t) + J () dr =0,

yields the following linear integro-differential system in y; only

t

{ u®+ [ yi@de-yP =0,
71(0) = 0.

Note that the results of this article go hand in hand with those of

the other article [17] published in the same proceedings.

2 THERINGI; OF POLYNOMIAL ORDINARY
INTEGRO-DIFFERENTIAL OPERATORS

Let k be a field of characteristic zero. For explicit computations, we
shall assume that k is an effective field, in particular k = Q.

Let Endy (k[¢]) be the noncommutative endomorphism ring of k[#]
and ty € k a fixed point. Consider the following k-endomorphisms
of k[¢], i.e., the following elements of Endy (k[¢])

9 :k[t] — k[t], p—dp)=p,
Vaceklt], mg:k[t] —Kk[t], p— malp)=ap,
t
L:k[t] — K[t],  p— 1), [p)1) = [, p(z)dz,
e:klt] — k[t p— e(p) = p(to).
Thus, 0 is the standard derivation, m, is the multiplication by a
fixed polynomial a € k[¢], I is the indefinite integral, and e is the
evaluation at ty. To simplify the notation, in the rest of the paper,

we shall suppose that ty = 0 but the results of the paper remain
valid for t( € k and the computational ones for ¢y € Q.

Definition 2.1 ([7]). With the above notations, we can define the
following two k-subalgebras of Endy (k[¢]):

(1) The k-subalgebra A;(k) of Endy(k[¢]) generated by 9 and
mq for all a € k[t], namely A;(k) is the first Weyl algebra of
ordinary differential operators with polynomial coefficients.

(2) The k-subalgebra I; (k) of Endy (k[t]) generated by 9, m, for
all a € k[t], I, and e, namely I;(k) is the ring of ordinary
integro-differential operators with polynomial coefficients.

The index 1 of A; and I; comes from the fact that the above
constructions can be generalized to k[x1, . . ., x,]. See the references
in [7]. Since the base field k is fixed once and for all, to simplify
notation, in what follows, we shall simply note A; and I;.

By construction, A; is a subring of I;. Even if A; is a noether-
ian domain [9, 27], we shall see that I; is neither a domain nor
noetherian, which makes the study of Iy more complicated.

In what follows, to simplify notation, the composition o will
be written multiplicatively and m, will be identified with a in
Endy (k[#]). Furthermore, 1 will denote the identity endomorphism
of Endy (k[t]) and if P € I;, P(p) will stand for the element of k[¢]
obtained by applying P € Endy (k[¢]) to p € k[¢].

We then have the following relations among the generators of I;

0l=1,10=1-e, Yack[t], da=ad+0d(a), ea=e(a)e. (1)
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The first (resp., second, third) identity corresponds to the first fun-
damental theorem of calculus (resp., the second one, Leibniz rule).
We can easily prove that (1) yields the following identities
e=e el=0 0e=0,Iad=-18(a)+a—e(a)e,
Iae=1(a)e, Ial =1(a)I-II(a),
R i (_t)n—l—k
k=0 k1" (n—1-k)!"

Y a € k[t],
neN.

()
See [31, 34] and the references therein. The fourth (resp., sixth, last)
identity of (2) corresponds to the integration by parts (resp., double
integration, multiple integration). Furthermore, it can be shown that
the identities (1) and (2) for all a = " and n € N define an infinite
Groébner basis for a graded partial order 0 > ¢t and I > t [34].

THEOREM 2.2. ([7, 36]) Every element P of 1y can be uniquely writ-
ten as a finite sum of terms of the form (normal form)

! m n
p= Zai(t)ai + bj(t)ltj+ch(t)e8k,
j=0 k=0

i=0
N—

differential op.

—_—
integral op. evaluation op.
where a;, bj, ci € k[t], andl, m, n € N.

The integral part of P can be rewritten as I K(¢, 7), where the ker-
nel K(t,7) = Zj";o bj(t) ) € k[t, 7] of the integral operator is poly-
nomial and separable/degenerated since K(t,7) = j”io Aj(t) Bj(r)
with Aj(t) = bj(t) and Bj(’[) =,

Definition 2.3. The Taylor operators defined by T, = X7, i—: ed!
for n € N act by

Vb ek[t], Ta(b)(t) = ). i—' b(0).
i=0

k (_t)nflfk

n—-1 t_

k=0 Lo 4

The multiple integration identity I" =
fines the following convolution

t _ ~\n-1
me) ) = /0 %b(r)dt

Let us state two lemmas that will be often used in what follows.
LEmMMA 2.4 ([15, 28]). Foralln € N, the identity
1=T,_1+1"0", (3)

holds in 1y. This identity corresponds to the Taylor theorem with inte-
gral reminder, ie.

b(t) = b(0) + b(0)  + ... + bD(0) -
(n—1)!
t (t _ T)n—l )
+ ‘/0 W b (T) dr.

LEmMA 2.5 ([15, 36]). LetE = ka:() ci(¢) e p.(9), where ¢ € k[t]
and py. € k[d] fork =0, ..., m. Then, we have

Y b € k[t],

VPely, PE= ) Plcp)(t)epi(d) € Klt]ek[d],
k=0

where P(cy.) denotes the application of P € Endy (k[¢]) to cp € k[¢].
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A theorem due to Jacobson [20] asserts that a ring in which an
element has a left/right inverse but not a two-sided inverse is not
noetherian. Thus, [; is not a noetherian ring because 91 = 1 and
Id=1-e.

Example 2.6. Using Definition 2.3, we have

N P
il 0. k>n

If pr.(0) € k[d] for k = 0,...,r, then, using Lemma 2.5, we get

r r min{r,n}
T, (Ztkepk<a>)=ZTn<rk>epk<a>= >, tFep(d.
k=0 k=0 k=0

In particular, the identities T,, = T, T+1 hold in I for all n € N,
which yields the following ascending chain of left ideals of Iy

Lhhchihchh G - ChiTh ChiTher &--- .
This ascending chain is not stationary because, by Lemma 2.5,

Ij Tny1 = 11 Ty, is equivalent to the existence of P € Ij satisfying
the identity

n+l ; n i
thoi P ;i
Tps1 —Zﬁeﬁ =PT, _ZTea .
i=0 i=0
This last equality yields a contradiction because the (n + 1) term
of T, +1 cannot vanish, which shows that I; is not left noetherian.

Definition 2.7 ([6, 7]). The ring I; has an involution 6 — namely,
a k-algebra anti-isomorphism (i.e., 8(P; P2) = 6(P2) 6(P;) for all
Py, P, € 1)) satisfying 6% = 1 — defined by
O(ty=0ta, 0(0)=1, 6(I)=09, 6(e)=e.
Example 2.8. Using the involution 6 defined above and the iden-
titiese (At 0)' = ei!'0' and I e = t e, we have

n i n n i
; (0td)! _— o
_ i _ i i_ L i_
6Tn)=) Ie——=)Ted =) —ed =T,
i=0 i=0 i=0
Considering again Example 2.6 and the following equivalences
Tn=ThTh+1 © Tn= Q(Tn) = Q(Tn+1)9(Tn) = Tn+1 Tn,
Tn+1 =P Ty © Tyt = 0(Tnv1) = 0(Ty) O(P) = T, O(P),
the following ascending chain of right ideals of I;
Lhhenhhchhic - Ty STy G-
is not stationary, showing that I; is also not a right noetherian ring.

The fact that the ring [; is not noetherian seems to prove that an
algorithmic study of linear systems over I is not possible. But, as
explained in [9, 29], a theory of R-linear systems only requires the
assumption that the ring R is coherent. Recall this key concept.

Definition 2.9 ([38]). A ring R is called left coherent if
VReRTP  kerg(R)={0eR™ |QR=0}
is a finitely generated left R-module.

Similarly, a ring R is called a right coherent if
VReRPP,  kerg(R.)={0 e RP*'|RQ =0}
is a finitely generated right R-module.

A ring R is called coherent if R is left and right coherent.

Y p, g € N,

Vp,qu*,

Equivalently, R is left coherent if for every finitely generated left
ideal of R, 7 = Y1 RR; = R™P Rwith R = (Ry ... Rp)T, where
Rij el fori=1,...,p, the left R-module of relations of 7, namely,

P
s~ (o= . pex™* o= Sroim o,
i=1

is finitely generated. Similarly for a right coherent ring [38].
THEOREM 2.10 ([7]). The ring Iy is coherent.

Unfortunately, Bavula’s proof does not seem to be algorithmic, or
at least, we were not able to develop an algorithm from it. Bavula’s
proof uses the following equivalent formulation.

THEOREM 2.11 ([38]). A ring R is left coherent if and only if
(1) VreR,anng(.r) = {qg € R | qr = 0} is finitely generated.

(2) For all finitely generated left ideals I and J of R, T N J isa
finitely generated left ideal of R.

A similar characterization holds for right coherent rings.

Remark 1. If 7 = 372 R fiand J = Z;’Il R g;j are two finitely
generated left R-modules and R=(fi ... fm ¢1 ... gn)', then
any (1 — p) € kerg(.R), where 1 € R™>™™ and y € RX", yields
>rAifi = Zj'il pjgi € I N J. Conversely, every element in
I NJ clearly defines (A —p) € kerg(.R). Hence, 7 N 7 is finitely

generated if and only if kerg (.R) is finitely generated. Finally, note
that anng(.r) = kerg(.r) forallr € R.

In [31], an algorithmic characterization of ann, (.r) is obtained
when r is not purely an evaluation operator, i.e., r ¢ k[t] ek[0].
In [15], anng, (.r) is effectively characterized when r € k[t] ek[0].
Thus, the first condition for the coherence of I; was made construc-
tive. In [16], the second condition was algorithmically solved when
7 and J are two ideals finitely generated by evaluation operators.
These ideals are semi-simple as proved in [7]. An explicit description
of these ideals as finitely generated k[¢]-modules is given in [16]. In
the case where 7 and J are not generated by only evaluation oper-
ators, Bavula’s proof uses his classification of simple I;-modules [7]
and the length function of a module [37]. We could not develop
an algorithmic proof from these arguments and results. We had to
follow another approach, explained in Section 3, that covers the
case where 7 or J are not defined by only evaluation operators.

Finally, let us state a few consequences of Theorem 2.10 for the
study of linear systems of polynomial integro-differential equations.

It is important to notice that every linear integro-differential
system is defined by a finite matrix R € ]I;IXP , and thus, defines the
following finitely presented left I;-module [9, 38]

M = cokery, (.R) = 1P /(17 R).
The left I;-module M is finitely generated by the residue classes
{yi = n(ei)}i=1,...,p of the standard basis {e; };=1,...,p ofllixj), where
e; is defined by 1 at the ith entry or 0 elsewhere, and 7 : I[iXp — M

is the canonical left I;-homomorphism sending A € ]IiXP to its
residual class 7(4) in M. Moreover, the generators {y;}i=1,....p
satisfy the finite generating set of left [;-relations Ry = 0, where
y=(y1 ... yp)T € MP*1. Thus, linear integro-differential systems
can be studied by considering the category of finitely presented left
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modules over the coherent ring ;. This idea is at the core of algebraic
analysis [9, 21]. Let us explain why. We need the next definition.

Definition 2.12 ([9, 38]). A left R-module M is coherent if M
is finitely generated and every left R-submodule of M is finitely
presented, i.e., isomorphic to cokerg(.L) for a matrix L.

Aring R is left coherent if it is coherent as a left R-module.

THEOREM 2.13 ([9, 38]). A ring R is left coherent if and only if
every finitely presented left R-module is coherent.

The category of finitely presented modules/coherent modules
over a coherent ring is abelian [37, Ch. 5, p. 307], which shows that
standard homological algebra methods [37] can be used to study
linear polynomial integro-differential systems. This category highly
resembles that of finitely generated modules over a noetherian ring.

3 ALGORITHMIC PROOF OF THE COHERENCE OF I
3.1 The unique two-sided ideal (e) of I;
Here we state some results from [7] that will play an important role.
Let us consider the two-sided ideal of I; generated by the evalua-
tion e, i.e., () := I el;. Let us first show that (e) = k[t] ek[].
Let P = X! ai() o' + STy biOTH + X7 ex(t) edk e L.
Using el =0,0e=0,1t/ e = I(t/) e ((2)), and Lemma 2.5, we get

eP=e (zg=0 ai(0)0" + I_, ¢k (0) ak) € ek[d],
Pe=P(1) e = (ag(t) + Zj"io bj(t) IH) + co(t)) e € k[t] e,

which shows that (e) = k[¢] ek[d]. Let us now prove that (e) is the
only two-sided ideal of I;. To do that, we first state a useful lemma
that can be proved by direct calculations:

LEMMA 3.1. We have the following results:

(1) fE= 2%}, ci(t) e O € (e) andM = 1+maxy—, _ pdeg; ck,
then ™M E = 0. A )

@) IfP = Si_gai() ' + S bi(t) [H + X7 c(t) e 9% ¢ (e)
andN = 1+max{maxj=o, ... m deg, bj, maxy—q . ,deg, ck},
then N P € Aq \ {0}.

Suppose that 7 is a two-sided ideal of 1. If 7 ¢ (e), then there
exists P € Iy \ (e). Using Point (2) of Lemma 3.1, there exists N € N*
such that 3N P € A;\{0}. Now, using the fact that A is a simple ring
(see [27, Theorem 1.3.5]), the nonzero two-sided ideal A; N P A of
Aj is equal to Ay, i.e., there exist Q, R € A; such that Q ONPR=1,
which shows that 7 = Ij. Let us now suppose that 7 C (e) and
let E=Y; ¢t/ edX € T\{0}. Then, (e )E(tke) = jlklc; e,
which shows that e € 7, and thus, (¢) C 7, which finally yields
I = (e).

We have the following short exact sequence of algebras [37]

Lol — X1y (e 0,

0 (e
where y is defined by

X =F x@) =0=0, x()=1=0 =o', ye)=0. (4)

We have [ /(e) = A1(k)g, where Aj(k)g stands for the localization
of Aq(k) by the left Ore set {3" | i € N} [7, 27, 36].
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ProrosITiON 3.2 ([7]). Leth=8t=td+1andH = h € I, /{e).
We have 1 /(e) = By(k) := k[H] (o, 07! | o*' H = (H £ 1) 6*1),
where B1(k) is a skew Laurent polynomial ring, also denoted by B1.

ProoF. The identity 9h = 9 (10 +1) = 02 +20 = (19 +1)0 +
0=hd+0 =(h+1)0yields c H = (H + 1) 0 in By. Moreover,
ITh =10t =(1-e)t =t implies that f = ¢~! H in B;. Finally,
(h—-1)I=t8I=tshowsthat(H-1)o '=t=0¢"1HinB;. O

We can prove a similar result using the eulerian operator t 0.

PROPOSITION 3.3. Letg =t J € I; be the eulerian operator and
G =g = H -1 € I;/(e) with the notation of Proposition 3.2. Then, we
havel;/(e) = By =k[G] (0, 07! | 6*1 G = (G £ 1) o*!).

ProoF. The identity dg = 0 (td) = td> + 9 = (t9)d + 0 =
go+9d = (g+1)dyields 6 G = (G + 1) 0 in B;. Moreover, [ g =
Itd = -I+t =-1+@d)I = -I+glI = (9— 1)I shows that
o 1G= (G-1) o 1inB;. Finally, g = t 4 implies that G =t 7, i.e.,
t=GolinB;. o

For more details on skew Laurent polynomial rings, see [27].

3.2 Two important short exact sequences

This section generalizes some results of [7] obtained for scalar op-
erators to the matrix operators. They will play important roles.
LetR € I[;]X‘D and define the left I;-homomorphism

. riXq 1xXp
R:T; — I

A — (R@) =AR

The fact that (e) is a left ideal of I; yields the left I;-homomorphism
R:(e)X9 — (e)IxP

e — (R)(e)=¢R.
Combining these two left I;-homomorphisms, we obtain the fol-
lowing commutative diagram with exact rows and columns [37] of

left I1-modules

0 0

| |

0 —— ker(,)(.R) —— kery, (R) —— kerBl(ﬁ) 2,

]

<o

1 Ixq IXq
00— (e)1*4 I B 0
l/.R l/.R i.ﬁ
0 —— (e)IXP HiXP BiXp 0

I | l

o, coker (¢y(.R) — cokery, (.R) — cokerp, (R)—0,

| | |

0 0 0
where R € B‘IIXP is the matrix obtained by applying y defined by (4)

to each entry of the matrix R € ]I?X‘D ,

kers, (R) = {ﬁ eBXT | pel™: yRe <e>1XP} ,
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and the connecting left I;-homomorphism ¢ is defined by
8 :kerg,(R) — coker(.)(.R)
B — x(uR),

andforallaeljandj € kerBl(.ﬁ), ad(u) = 8(ap) = k(apR).
The Snake lemma (see, e.g., [37, Cor. 6.12]) yields the following
long exact sequence of left I;-modules

0 — ker ) (.R) — kery, (.R) — kerg, (.R)
. coker oy (.R) — cokery, (.R) —> cokerBl(.}_Q) —0.

Using the fact that 6™ ¢ = 1 in By, we first obtain

VMeN, 5(ﬁ)=5(a-MaMﬁ)=1M5(m)=IMK(aMyR).

Moreover, for i € kerBl(.ﬁ), we have R € (e)1*P, and thus, there
exists M € N such that 8™ g R = 0 (see Point (1) of Lemma 3.1),
which implies that §(iz) = 0 and shows that § = 0. As a consequence,
the above long exact sequence yields the following two short exact
sequences of left [1-modules

0 — ker ) (.R) — kery, (.R) — kerg, (R) —= 0,

0 — coker (¢)(.R) — cokery, (.R) —> cokerBl(.}_Q) —0.

3.3 Horseshoe lemma

We state a more explicit formulation of the vanishing of §.

LEMMA 34. Let p € I[in such that u € kerBl(.l_Q). Then, there
exists v € (e)19 such that u R = v R, which shows that

imy, (1= v) =T (s = v) € kery, ().

Proor. If i € kerp, (.R), then i R € {e)*? and §(i) = k(uR) = 0
implies that pR € ker(.(k) = im)(.R) and thus there exists
v € (e)1*4 satisfying u R = v R. We thus have (u — v)R = 0. O

REMARK 2. Lemma 3.4, which plays a key role in what follows, can
be proved directly without using the homological algebra arguments
leading to the fact that § = 0. Indeed if 11 € kerp, (.R), then we have
UR € ()PP and thus, there is M € N such that 9 yR = 0 (see
Point (1) of Lemma 3.1). This implies M oM 4R =0 and using (3),
we get (1 — Ty—1) £ R = 0. This proves that v = Ty_ p € (e)*4
satisfies yR = vR.

Grobner basis methods can be used in the skew Laurent polyno-
mial ring B1. Hence, a matrix L € ]I;Xq can be computed satisfying
kerBl(.l_Q) = imBl(.Z) (see, e.g., [5, 23, 24]). For implementations
of this kernel computation, see SINGULAR subsystem PLURAL [24],
the OREALGEBRAICANALYSIS package [14] built upon the MATH-
EMATICA package HoLoNomICFUNCTIONS [23], and the package
CarANDHoOMALG (GAP) [3, 5].

The package OREMODULEs [13] can also be used by first left or
right multiplying R by oV for a certain N € N so that the result be-
longs to the Ore algebra S = k[H] (0o | 0 H = (H + 1) ) and using
the fact that By is a flat left S-module [27] because B; is the local-
ization of S by the left Ore set {c™ | n € N} (see [27, Section 2.1.5]).
Similarly with T = k[H]|{r | tH = (H — 1) 7), where 7 := o1

LetL € ]I;Xq satisfy kerBl(.ﬁ) = imBl(.z). We have LR = 0, ie.,
LR € {e)"*P. Using Lemma 3.4, there exists E € (e)"*? satisfying
ER = LR. Note that from Remark 2, if 8™ LR = 0, we can always
choose E = Tyy_; L. If we set L’ := L — E, then we have

imy, (L) = ;" L' C kery, (.R). )
Example 3.5. ConsiderR=(0 I t )T eI¥! Using (4),
R= -1 -1 T 4x1
R—(O’ o H-1)o 0) e B,

and using an implementation for the kernel computation of matrices
with entries in By, we obtain kerg, (.R) = B?@ L, where

I -1 0 o0 c? -1 0 0
L= 0o té6 -1 o, T=| o H-1 -1 o
0 0 0 1 0 0 0 1

We then have LR = (—te 0 ¢)! € (e)*1.If we consider

0 0 0 —te
E=| 0 0 0 0 |e(e)4
00 0 e

then ER = LR, which shows that imy, (.L”) C kery, (.R), where

Z -1 0 te
L''=L-E=[ 0 td -1 0 . (6)
0 0 0 1-e

In general, the matrix E € (e)"™9 satisfying ER = LR is not
unique because ker (,)(.R) C kery, (.R), ie.,

VFe(e)”?: FR=0 = imy,(.(L - (E+F))) C kery, (.R).

Therefore, we are led to study the set of the solutions G € (e)"*¥ of
the inhomogeneous linear integro-differential system

GR=LRe€ (e)™P, (7)

This set is formed by the sum of a particular solution E € {e)">4
of GR = LR and matrices formed by r rows with entries in the left
I1-module defined by a set of generators of ker (¢)(.R).

In other words, using the language of homological algebra, let us
suppose that ker (,)(.R) is a finitely generated left I;-module. Then,
there exists M € (e)’*9 satisfying ker(¢)y(.R) = img, (.M) and we
have the commutative diagram of left I;-modules with exact rows
and columns

X@r
1Xs 1xr 1Xr
I! I! B! 0

oo Jes b

0 — ker ¢y (.R) — kery (R) — kerBl(.E) —0,

J )

0 0

where y®" : ]I%Xf — B%x’ is the canonical morphism obtained

by applying y defined by (4) to each entry of a row vector in I[%X' .
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The Horseshoe lemma (see, e.g., [37, Proposition 6.24]) then shows
that we have the commutative diagram of left [;-modules with exact
rows and columns

1 1 1 1

0 1[1><s H]Xr 1) HIXS ]IIXV 0
l.M l/( L;,IE ) l.fo)(@’

0 —> ker¢)(.R) — kery, (.R) — kerg, (R) —= 0.

l l ;

0 0 0

As a consequence, we obtain

e 0 = 77 (L )i [ £,5))

which proves that a set of generators of kery, (.R) is obtained by
concatenating a set of generators of ker()(.R), i.e., the homoge-
neous part of (7), and L’ = L — E, where E € {e)"*9 is any particular
solution of (7). Note that (e)'*" (L — E) C ker (¢y(-R). In Section 4,
we shall show that we do not need to compute a finite set of gen-
erators of ker . (.R) to obtain a set of generators of kery, (.R) but
only to consider a finite number of elements of ker (,)(.R) that are
not left {e)-linear combinations of the rows of L’, i.e., that are not
in ()" (L - E).

3.4 Polynomial solutions of integro-differential systems

The previous section shows that computing kery, (.R) is reduced
to solving (7). Let us then study the solutions G € (e)"*9 of the
inhomogeneous linear system GR = U, where U € (e)"*? is fixed.
To do that, we first write

m n
U= ZO tieUs(d), G= kz tK e GL(9), Um(d) # 0, Gn(d) # 0,
= =0

Ui(a)ZZ;ZOUi,jaj, Ui,j ek™P, j=0,...,ai,, i=0,...,m,
Gr(@) = S Gy 19!, Gy e k™9, 1=0,... fr, k=0,....n.

Definition 3.6. If a(0) = Z?zao a; 8  and b(t) = Z?ﬁo b; t!, we note
e i the element of k[¢] obtained by replacing 8* by i—: in a(d).
o b the element of k[d] obtained by replacing t* by i! 8" in b(t).
The transforms © and ~ apply to vectors/matrices component-wise.
Using the involution 6 of I; (see Definition 2.7), we have
GR=U o 0(R)0(G) = 6(U), (8)
where 6(G) and O(U) are defined by

n n n
0G) = > G e@10) = > GeDT ekt 0k = " Gr(n) ekt oF,
k=0 k=0 k=0

because, using the identity I e = t e, we have
Br Pr i §
Gk(I)Te = ZG;LIIE = ZGIZ,I Ee = Gk(t)T e.
1=0 1=0
Similarly, we have 6(U) = X2, Ui(t)T e it 8. Therefore, (8) yields

n m
Z Gr()T ek! ak) = Z Uit eitd'.
i=0

k=0

O(R)
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Using Lemma 2.5 and 6(R) (Gk(t)T) € k[t]P*", the above equality

is equivalent to the following equality of normal forms
n m

> o) (Gk(t)T) eklok = > Ut eitd’.
k=0 i=0

We thus obtain the following results

(1) If m > n, then GR = U has no solution.
(2) If m < n, then GR = U is equivalent to the linear system

O(R) (Gk(t)T) = U0, k=0,....m,

6(R) (G0 =0,

The existence of solutions of GR = U is then equivalent to the exis-
tence of polynomial solutions of the inhomogeneous linear integro-
differential system of the form O(R) (v) = w, where 0(R) € ]If *4 and
w € k[t]P*" are given and v € k[t]7*" is the unknown.

In the case of an operator, i.e., p = g = 1, this problem is solved
in [1, 31]. The general case is the subject of [17] and its implemen-
tation is done in the BavuLa package [18]. We summarize the main
results of [17] in the following theorem.

k=m+1,...,n.

THEOREM 3.7 ([17]). Let P € ]Ifxq, P ¢ (e)P*9 and w € Kk[t]P.

Let N € N be such that Py = 0N P € Afxq and 0N (w) = 0. We
define matrices Q, P’, M’, P"’, H, and T” with entries in A1 such that

o kery, (Py.) = imp (Q.), Q € AT, kera, (.Q) = imy, (.P"),
o kerAI(.P’) = imAl(.M/), PN =p” P’,
e H= (M/T PNT)T P'T' P =P

The set of all the polynomial solutions v € k[t]9 of the inhomogeneous
linear system P(v) = w is parametrized by

{o=T"(ug) +Q(s) | s€k[t]™:

(Tn-1PQ)(s) = w — (Tn-1 PT')(ug)} ,
where ug is the general polynomial solution of the homogeneous holo-
nomic linear differential system defined by the matrix H and the
k-linear conditions (Tn—1 P Q)(s) = w — (Ty—1 P T")(ug) on the pa-

rameter s € k[t]™! can be made explicit.

Note that all the matrices involved in Theorem 3.7 can be com-
puted using OREMoDULES [13] and ug4 can be computed using IN-
TEGRABLECONNECTIONS [2]. Moreover the case P € {(e)?*? can be
handled using simple linear algebra techniques [17].

Finally, let us note that the computation of E € (e)"*9 satisfying
ER = LR corresponds to the computation of a particular polynomial
solution of an inhomogeneous linear integro-differential system
of the form P(v) = w, and the computation of ker)(.R) to the
computation of all the polynomial solutions of the homogeneous
linear system P(v) = 0.

Example 3.8. We consider again Example 3.5. Let us show how
to compute a particular solution E € (¢)3** of the inhomogeneous
system ER = U := LR € (e)®!, whereR = 8 I t ¢)T
and U = (-=te 0 ) = elUy+telUy, withUy = (0 0 1)T,
Uy = (-1 0 0)'. Wethushave 9R) = (I 8 9td e)and
considering the ansatz E = e Eg(d) + teE1(d) € (e)>**, where
Eo, E1 € kK[0]>4, we get that O(R) 0(E) = O(U) is equivalent to the
search for a particular polynomial solution (Eg(¢)T, E1(t)T) of the
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inhomogeneous linear system defined by 6(R) (El-(t)T) = UiT for
i = 0, 1. This problem is equivalentto (I 9 0td e)ov(t) = w,
ie.,

/t 01(7) dt + Va(t) + £ D3(t) + 03(t) + v4(0) = w, )
0

where w = 0 or 1. Note that the linear integro-differential system (9)
is underdetermined. For w = 0, v1 = vy = v3 = v4 = 0 provides a
solution of (9) whereas, for w = 1, we can take v1 = v = v3 = 0
and v4 = 1. We thus find again the matrix E given in Example 3.5.
Finally, ker .y (.R) is related to the set of all the polynomial solutions
of (9) with w = 0.

4 SYZYGY MODULE COMPUTATION

4.1 Parametrization of kery, (.R)

In this section, we prove that a finite set of generators of kerr, (.R)
always exists and can be computed for any R € I[;IXP .

LetR € I[;]x‘b and let us see how the results developed earlier in
this paper can be used to determine a finite set of generators of
kery, (.R) obtained by completing the rows of the matrix L’ = L — E
in ]I:Xq (see Section 3.3) by a finite number of elements of ker (¢)(.R)

that are not left (e)-combinations of the rows of L, i.e., that are not
in ()" (L - E).

REMARK 3. Using Remark 1, the case of R ¢ (e)("**1 corre-
sponds to the characterization of 7 N J, where I = ¥, I; f; and
J = Zj”il I gj are not both included in {e) (see Theorem 2.11). The
case R € (e)(™*m*1 considered in [16], corresponds to 7, J C (e).
If r ¢ (e) (resp., r € (e)), an effective characterization the left ideal
anny, (.r) = kery, (.r) is obtained in [31] (resp., [15]). We shall see
that, for R ¢ (e)(m*"X1 the approach developed below generalizes
the approach developed in [31] for r ¢ (e).

PROPOSITION 4.1. LetR € ]I;IXP and consider the following data:

eRe B?Xp, the matrix whose entries are the residue classes of
the entries of R in B1 =11 /(e),
Le ]I;Xq such that kerBl(.E) = imBl(.f),
E € (e)"™9 satisfying ER = LR € (e)"™P,
o P=9(R) eI,
The least N € N such that Py := 0N P € Ajl)xq (Point (2) of
Lemma 3.1),
e Qe A?Xn such that kerp, (PN.) = img, (Q.).
Then, there exist G € I™" and F € (e)™*? satisfying the identity

0(Q) = G(L—E) +F. (10)

Proor. We have Py Q = 0, i.e, oN O(R) Q = 0, which, by ap-
plication of the involution 6, is equivalent to 8(Q) RIV = 0. Thus,
in B1, we have FQ)ﬁ o N=yie, 9(Q)§ = 0 because oV is in-
vertible there. This shows that imBl(.rQ)) c kerBl(.I_?) = imBl(.z),
and thus, there exists G € I[’fxr satisfying @ = G L. Hence, there
exists E/ € ()" 9 such that (Q) = GL + E’, and thus, we have
0(Q)=G(L—E)+F,where F=E’ + GE € (e)™4. m]

We now state the main result of this section.

THEOREM 4.2. LetR € ]I;IXP. With the previous notation, we have

L-E

d 1x(r+d q) My
kery,(R) = IPT (L-E)+ ) LMy =140

i=1 .
Mg
where {M;};=1 .. q is a finite basis of the finite-dimensional k-vector
space

& ={eug(d)T O(T") +e5()T F | s e k[t]™!:

(Tn-1PQ)(s) = =(TN-1 PT')(ug)}-

ProOF. Asexplained in Section 3.4, the computation of ker ) (.R)
is related to the computation of kery[;)(6(R)). Applying Theorem 3.7

toP=06(R) I[qu and w = 0, we have
kery[)(O(R) = {v = T"(ug) + Q(s) | s € k[t]™ :
(Tn-1PQ)(s) = —(Tn—1 PT')(ug)} .

Let us now characterize ker (¢)(.R). Using Lemma 2.5 and (2) of
Definition 3.6, we have

O(ve) = O(T (ug(t) e + Q(s(t)) €)
=0T’ ug(t)e+Qs(t)e)
=eug(3td)T O(T") +es(dtd)T 6(Q)
= eug(0)" 0(T") +e5(0)" 0(Q),

for all s € k[t]™! satisfying (Tn_1 PQ)(s) = —(Tn_1 PT')(ug).
Now, by Proposition 4.1, there exist G and F such that we have
0(Q) = G(L — E) + F and thus

Ove) = eug(d) O(T") + eS()T F+es(0) G(L-E). (13)

From (5), we have imy, (.(L — E)) C kery, (.R). Hence, from (13), to
compute a finite set of generators for kery, (.R), we only have to
consider elements of ker (.)(.R) which generate & (see Section 3.4).
It remains to prove that & is a finite-dimensional k-vector space.
First ug is the general polynomial solution of a holonomic linear dif-
ferential system (see [17]) and therefore lies in a finite-dimensional
k-vector space. Second, there exists £ > 0 such that ¢ F = 0 because
F € (e)™ (see (1) of Lemma 3.1) which provides a bound on the
needed degree of the polynomial vector s. This ends the proof. O

(11)

(12)

4.2 Algorithm and examples

We combine the results obtained in Sections 3.3 and 4.1 to provide
Algorithm 1 below for calculating a finite set of generators of the
syzygy module kery, (.R) for a given matrix R € I[quP .

We have implemented this algorithm in a MAPLE package called
Bavutra [7]. As already mentioned, it is based on the packages INTD-
1rrOP [22] for calculations in I;, OREMoDULEs [13] for calculations
in A; and B, and INTEGRABLECONNECTIONS [2] for calculating
polynomial solutions of a connection. Steps 1 and 3 can be per-
formed using the implementation of the algorithm developed in [17]
(see Section 3.4).

Example 4.3. We continue Example 3.5 in which we proved that
img, (.L") C kery, (.R), where L’ = L — E is defined by (6). Let us now
study ker (¢)(-R). To do that, we have to characterize kery[;)(0(R)),
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Algorithm 1 Finite set of generators of kery, (.R) for R € ]I{IIXP

Require: R € ]I?X‘D
1- Compute the parametrization (12) of kerg[;1(0(R))
2- Compute L € I[:Xq such that kerBl(.ﬁ) = imBl(.Z)
3- Compute E € ()7 such that ER = LR
4- Compute G € I} such that 0(0)=GL
5- Compute F = 0(Q) — G(L — E)
6- Compute a basis {M;};—y, 4 of (11)

T
7-return((L—E)T MIT M;)

where P=60R)=(I 0 0td e)¢ A}X4. Thus, let us consider
Py =86R) =(1 0* 8°td 0) € A4 The polynomial solu-
tions of P;(v) = 0 are then defined by

92 -0%td 0
Vsed™, wn=06t). 0= o | o
0 0 1

Therefore, the polynomial solutions of 8(R)(v) = 0 are defined by
o(t) = Q(s(t)), where s € k[t]>*! satisfies

(e0RN@®)=(0 ed ed ) Q)s(t)) = 31(0)+52(0)+s3(0) = 0.
Then, 8(v(t) €) = 0(Q(s) e) = O(Q s e) = e5(d)T 6(Q), where
- 1 0 0
6(Q) = ( —tI 0 1 0 )
0 0 0 1

Furthermore, we have the identity 6(Q) = GL’ + F, where

-1 () 0 0 0 te
G=| -td -1 0|, F=[ 0 0 0 te |,
0 0 1 0 0 0 e

which yields 0(v(t) e) = e5(9)T 0(Q) = eS(d) (GL’ + F).
Using ]I}X3 L’ C kerp,(.R) and SO)T = G10) %(9) $3(9)),
where
s1(t) = s1(0) + s1(0) ¢ + rq(t) tz,
s2(t) = s2(0) + $2(0) ¢ + ro(t) tz,
s3(t) = =($1(0) + 52(0)) + r3(t) 2,

forallry, ro, r3 € k[t], and thus, if ;(¢) = Z;.iio rij t fori=1, 2,3,

§1(0) = 51(0) + 51000 + T2, + 2 ry 9742,
5(0) = 52(0) + $2(0) 0 + T2 +2) ra 9742,
$(0) = ~(51(0) + 52(0)) + XE G + Dirs j 7,

we can only consider the term
eS@TF=0 0 0 e(d)+520)te+es3(d)e) =0,

which proves that kery, (R) = ]I%X3 L.
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Example 4.4. Let us compute the compatibility conditions of the
inhomogeneous integral linear system

tuy(t) + /()t up(t)dr = wy(t),
(14)

t
bu(t) + /0 () — 7 s (0) dr = wa).

To do that, let us compute kery, (.R), where

R=( ot )eﬁ“.

t—It I
We have
= (H-1)07" o! 2x2
R_((H—l)cfl—(H—Z)(f2 o1 € By

kerBl(ﬁ) = 0, and thus, kery, (.R) = ker(,)(.R). Let us characterize
ker .y (.R) by means of kery[;(6(R)), where O(R) is defined by

_ 2 _
Q(R):(a;a atod aata ):(t(91+1 (t8+li(1 ‘”)a.

Note that P = 6(R) € A®? and P = AP*?/(A*?P) is a torsion
left A;-module, and thus, holonomic. Let us compute a basis of the
finite-dimensional k-vector space kery[;)(6(R)). Setting y(t) = 0(2),
O(R)(v(t)) = 0 then yields

y2(t) = —y1(0),

(to+1)y1(t) =0.

td+1 (to+1)(1-0)
1 1

)(y(t)) =0e {

Note that (t 9 + 1)(t") = (n + 1) t" and the indicial equation n + 1
of t 0 + 1 has no solutions n in N. Thus, the ordinary differential
equation (t d+1)(z(¢)) = 0 has only 0 as polynomial solution, which
yields y1(t) = 0, ie., y1(t) = ¢ € k, and thus, y2(t) = —c and

v(t)=(ct+d —ct+f)T for all d, f € k. Then, we have
oo =of[ ¢ (catd+d —-catd+f)
= = + - +
u(t)e et+f el =e(c c f
=e(cd+d —cd+f)=ce(@ —-09)+de(l 0)+ fe(0 1),
which finally shows that
ed —ed
kerp, (.R) = ]I}X3 e 0 .
0 e

System (14) then has the following compatibility conditions:

w1(0) —w2(0) =0, w1(0) =0, w2(0)=0.

Finally, we give a few remarks about the case R € (e)?*P. We
first note that R = 0, and thus, kerBl(.}_?) = Bixq, i.e., we can take
L= Iz and L = I. Using (1) of Lemma 3.1, let M € N be such that
OMR =0and using the identity 1 = M OM £ Tpr_; (see Lemma 2.4),
we obtain R = Ty;—; R, which shows that we can take E = Ty;—1 Iy,
and thus, imy, (.(L — E)) € kery, (.R), where L — E = (1 = Ty—1) Ig.
Now, P = O(R) € (e)P*9, and thus, by (1) of Lemma 3.1, there exists
N € N such that Py = 9N 0(R) = 0, and thus, P = Tny_1 P. Thus,
we can take Q = I in Theorem 3.7 and H = 0 so that

kery((P) = {v =s | s € k[t]7! : P(s) = 0} .
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Furthermore, we have the identity 6(Q) = Iy = L — E + Tyr—1 I,
which shows that we can take F = E = Ty;_; I. Hence, (11) yields
& ={eS(0) Tm—11q | s € k[t]T" : P(s) = 0}.

Extracting a finite basis {M;};=1,... m of the k-vector space &, we ob-

T
tain kery, (.R) = (((l - TM_I)Iq)T MIT M,Tn) . Note that
[16, Theorems 3.2 and 3.7] provides another algorithm for comput-

ing kery, (.R) with R € (e)?*P.

Example 4.5. We consider [16, Examples 3.5 and 3.8], namely,
R=te+ted e(e).Wehave M =2sothat1-Ty =1—e—ted €
kery, (.R). Now, 0(R) = ed +Ied = ed + ted. The polynomial
solutions of 8(R) are defined by (1 + t) p(0) = 0, i.e., p(0) = 0, which
yields p(t) = po + t2 r(t) for all py € k, r(t) = Z]“.lzo rj # € K[t], and

d
E={e(po+ ) (i+2)!rj )Ty | po, 1j €k} = {epo | po € K}
Jj=0

We obtain kery, (.R) =I; (1 -—e—ted)+1; e. In [16, Example 3.8], it
is proved that kery, (R) = I; (1 -t 0) +I; 82, which is correct since

1-t0 1—td e\ [(l—-e—ted
d? % 0 e ’
1-e-ted) _ (0 I?\(1-t0
e e o 9 |
5 CONCLUSION

In this paper, we have provided an algorithmic proof of the co-
herence of I by giving an algorithm for computing a finite set
of generators of the syzygy module kery, (.R) for a given matrix

Re ]I‘IIXP. In [19], we prove that [; is an effective Cramer ring in the
sense that any linear system of the form AX = Y or X A = Y, where
Aand Y are two fixed rectangular matrices with entries in Iy, can
be solved effectively and, if a solution exists, all solution matrices X
with entries in I can be explicitly parameterized. This property is
also called computable ring in [4]. The corresponding algorithm is
implemented in the Bavura package. The algorithmic proofs of the
coherence, the Cramer property of Iy, and their implementation in
the BavuLa package allow us to develop an algorithmic elimination
theory and an effective algebraic analysis approach — using effective
homological algebra [4] — for linear systems of polynomial ordinary
integro-differential equations with separable kernels.
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