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Résumé

Le but de cette thèse est de développer une théorie de l’élimination effective pour les systèmes fonctionnels intégro-
différentiels ordinaires permettant leur manipulation et leur étude algébrique.

Ayant pour objectif une élimination intégro-différentielle, nous avons été amenés à étudier les propriétés de l’al-
gèbre I1 des opérateurs intégro-différentiels ordinaires à coefficients polynomiaux, c’est-à-dire, l’algèbre d’opérateurs
définie par la dérivation ordinaire ∂ = d

dt , l’intégrale indéfinie I =
´ t
t0

, l’évaluation et0 en t0 et les opérateurs de
multiplication ma par des fonctions polynomiales a en la variable t. Cette algèbre a une structure d’anneau de
polynômes non commutatifs en ces opérateurs satisfaisant les identités classiques du calcul intégro-différentiel telles
que : ∂ ◦ I = 1, où 1 désigne l’opérateur identité ; I ◦ ∂ = 1 − et0 ; ∂ ◦ ma = ma ◦ ∂ + m∂(a) ; ∂ ◦ et0 = 0 ;
et0 ◦ I = 0 ; e2t0 = et0 ; etc. Ce point de vue permet de reformuler certaines identités du calcul intégro-différentiel
comme différentes expressions d’un même opérateur. Cela conduit naturellement à l’étude des formes normales de
ces polynômes non commutatifs et aux problèmes de réécriture. Par exemple, l’intégration par parties s’écrit comme
l’identité I ◦ma ◦ ∂ = −I ◦m∂(a) + (1− et0) ◦ma. Nous pouvons alors « algébriser » une partie du calcul intégro-
différentiel classique en ramenant des problèmes du calcul intégro-différentiel à de simples calculs algébriques. Par
exemple, le théorème de Taylor avec reste intégrale se réécrit comme une identité algébrique dans I1.

Contrairement aux algèbres d’opérateurs différentiels, intensivement étudiées en mathématiques pour leurs liens avec
les systèmes différentiels et la mécanique quantique (algèbres des opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux,
aussi appelées algèbres de Weyl), l’étude des propriétés algébriques de l’algèbre I1 n’a été menée que récemment.
Le fait que l’opérateur intégral I soit un inverse à droite de ∂ mais non un inverse à gauche implique que l’algèbre
I1 n’est pas noethérienne par un résultat classique de Jacobson. Cela est, a priori, une obstruction forte à un
développement algorithmique de I1 dans un système de calcul formel.

Cependant, Bavula a pu montrer que cette algèbre est cohérente, ce qui signifie que le noyau d’une matrice à coeffi-
cients dans I1 est finiment engendré. Comme un système linéaire d’équations intégro-différentielles définit un module
de présentation finie, une étude algorithmique de ces systèmes peut alors être développée et implémentée dans un
système de calcul formel. Pour cela, nous avons dû obtenir une preuve effective du théorème de Bavula démontrant
la cohérence de l’algèbre I1. Notre preuve, bien différente de l’originale non algorithmique, a été implémentée dans
le logiciel de calcul formel Maple dans un prototype nommé Bavula. Ainsi, à l’aide de cette implémentation, nous
pouvons maintenant calculer des noyaux de matrices à coefficients dans I1, des inverses à gauche/droite de telles
matrices, calculer les conditions de compatibilités des systèmes linéaires intégro-différentiels inhomogènes, etc.

Nous avons également prouvé que I1 est un anneau de Cramer effectif (aussi appelé computational ring ou anneau
fortement discret dans les communautés du calcul formel ou de l’algèbre constructive). Ce résultat montre que tout
système linéaire de la forme AX = B ou X A = B, où A et B sont deux matrices fixées à coefficients dans I1 et X
une matrice inconnue à coefficients dans I1, peut être résolu de manière effective. La propriété de Cramer effectif est
la condition connue permettant le développement d’une version effective de l’algèbre homologique. L’implémentation
de ce résultat dans le package Bavula nous donne ainsi un accès aux méthodes homolgiques effectives sur I1 en
utilisant, par exemple, une interface avec la librairie CapAndHomalg.

Finalement, les résultats obtenus dans ce mémoire montrent la possibilité d’une future étude des systèmes linéaires
intégro-différentiels ordinaires à coefficients polynomiaux à l’aide des méthodes de l’analyse algébrique effective.

Mots clés

Systèmes linéaires d’équations intégro-différentielles ordinaires, anneau d’opérateurs intégro-différentiels, anneau
cohérent, élimination intégro-différentielle, solutions polynomiales, systèmes linéaires d’équations différentielles or-
dinaires, modules sur l’algèbre de Weyl, algèbre homologique effective.
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Abstract

The goal of this thesis is to develop an effective elimination theory for ordinary integro-differential functional
systems, enabling their manipulation and algebraic study.

With the objective of integro-differential elimination, we were led to study the properties of the algebra I1 of ordinary
integro-differential operators with polynomial coefficients. That is, the algebra of operators defined by the ordinary
derivation ∂ = d

dt , the indefinite integral I =
´ t
t0

, the evaluation et0 at t0, and the multiplication operators ma by
polynomial functions a in the variable t. This algebra has a structure of a noncommutative polynomial ring in these
operators, satisfying the classical identities of integro-differential calculus such as : ∂ ◦ I = 1, where 1 denotes the
identity operator ; I ◦ ∂ = 1− et0 ; ∂ ◦ma = ma ◦ ∂+m∂(a) ; ∂ ◦ et0 = 0 ; et0 ◦ I = 0 ; e2t0 = et0 ; etc. This perspective
allows us to understand certain identities of integro-differential calculus as different representations of the same
operator, which naturally leads to the study of normal forms of these noncommutative polynomials and rewriting
problems. For instance, integration by parts can be written as the identity I ◦ma ◦ ∂ = −I ◦m∂(a) + (1− et0) ◦ma.
This allows us to “algebraize” part of classical integro-differential calculus by reducing integro-differential problems
to simple algebraic computations. For example, Taylor’s theorem with integral remainder can be rewritten as an
algebraic identity in I1.

Unlike algebras of differential operators, which have been extensively studied in mathematics for their connections
with differential systems and quantum mechanics (differential operators with polynomial coefficients, also named
Weyl algebras), the study of the algebraic properties of the algebra I1 has only recently been explored. The fact
that the integral operator I is a right inverse of ∂ but not a left inverse implies that the algebra I1 is not noetherian,
according to a classical result by Jacobson. This poses a significant obstacle to the algorithmic development of I1
in a computer algebra system.

However, Bavula has shown that this algebra is coherent, meaning that the kernel of a matrix with coefficients in
I1 is finitely generated. Since a system of linear integro-differential equations defines a finitely presented module,
an algorithmic study of such systems can then be developed and implemented in a computer algebra system. To
achieve this, we needed to obtain an effective proof of Bavula’s theorem demonstrating the coherence of the algebra
I1. Our proof has been implemented in the Maple computer algebra software in a prototype named Bavula. Thanks
to this implementation, we can now compute kernels of matrices with coefficients in I1, left/right inverses of such
matrices, compatibility conditions for inhomogeneous linear integro-differential systems, and more.

We also proved that I1 is an effective Cramer ring (also known as a computational ring or strongly discrete ring in
the computer algebra or constructive algebra communities). This result shows that any linear system of the form
AX = B or X A = B, where A and B are fixed matrices with coefficients in I1 and X is an unknown matrix
with coefficients in I1, can be solved effectively. The effective Cramer property is the known condition that enables
the development of an effective version of homological algebra. The implementation of this result in the Bavula
package thus gives us access to effective homological methods over I1 by using, for example, an interface with the
CapAndHomalg library.

Finally, the results obtained in this thesis demonstrate the potential for a future study of ordinary integro-differential
systems with polynomial coefficients using methods from effective algebraic analysis.

Keywords

Linear systems of ordinary integro-differential equations, ring of integro-differential operators, coherent algebra,
integro-differential elimination, polynomial solutions, linear systems of ordinary differential equations, modules over
the Weyl algebra, effective homological algebra.

8



Notations

N désigne l’ensemble des entiers naturels.

J1, nK désigne le sous ensemble d’entiers naturels {1, . . . , n}, pour n ∈ N.

N∗ = N \ {0} désigne l’ensemble des entiers naturels non nuls.

Q désigne le corps des fractions rationnelles.

k désigne un corps de base calculable infini, souvent Q pour les calculs.

R désigne le corps des nombres réels.

A désigne un anneau, souvent un anneau d’opérateurs comme A1 ou I1.

A∗ désigne l’anneau A privé de 0, c’est-à-dire, A \ {0}.

Aq×p désigne le A-A-bi-module des matrices de taille q × p à coefficients dans A.

C∞(R) désigne l’algèbre des fonctions de R dans R infiniement différentiables.

F désigne un A-module à gauche de fonctions comme k[t] ou C∞(R).

Soit d ∈ A avec A un anneau, et y ∈ F avec F un A-module à gauche.

annA(.d) désigne l’idéal à gauche {a ∈ A | a d = 0}.

annA(d.) désigne l’idéal à droite {a ∈ A | d a = 0}.

d·y désigne l’action de l’opérateur d sur la fonction y, autrement dit, d·y = d(y).

d· désigne l’application de F dans F qui à y ∈ F associe d·y = d(y).

kerF (d·) désigne le groupe abélien {y ∈ F | d·y = d(y) = 0}.

annA(·y) désigne l’idéal à gauche {d ∈ A | d·y = d(y) = 0}.
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Soit R ∈ Aq×p avec A = A1 ou I1.

kerA(.R) désigne le A-module à gauche
{
λ ∈ A1×q |λR = 0

}
.

kerA(R.) désigne le A-module à droite
{
λ ∈ Ap×1 |Rλ = 0

}
.

imA(.R) désigne le A-module à gauche A1×q R =
{
λR |λ ∈ A1×q}.

imA(R.) désigne le A-module à droite RAp×1 =
{
Rλ |λ ∈ Ap×1

}
.

R·y désigne l’action de R sur y définie par R·y = R(y).

R· désigne l’application de Fp×1 dans Fq×1 qui à y ∈ Fp×1 associe R·y = R(y) ∈ Fq×1.

imF (R·) désigne le groupe abélien
{
R·y = R(y) | y ∈ Fp×1

}
.

Soient p ∈ k[t], M = (mi,j(t))(i,j)∈J1,qK×J1,pK ∈ k[t]q×p et A = A1 ou I1.

degt p désigne le degré en la variable t du polynôme p.

degtM désigne le maximum des degrés en t des polynômes mi,j(t), pour i = 1 . . . q et j = 1 . . . p.

kerA(·M) désigne le A-module à gauche
{
λ = (λ1 . . . , λq) ∈ A1×q |λ·M = λ(M) = 0

}
où λ(M) est le vecteur dont

le coefficient j est
q∑

k=0

λk (mk,j(t)).
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Chapitre 1

Introduction

Les équations différentielles, aux dérivées partielles, intégrales et intégro-différentielles occupent une place centrale
dans la modélisation de nombreux phénomènes physiques, biologiques et de problèmes de sciences l’ingénieur, où
les effets de mémoire, d’héritage ou de dépendance temporelle sont essentiels. Elles permettent notamment de
formaliser des dynamiques dans lesquelles l’évolution d’un système dépend non seulement de son état actuel, mais
également de ses états passés, intégrés dans le temps. Ce type d’équations se retrouve dans des domaines aussi
variés que la mécanique des milieux continus, la biologie cellulaire, l’électromagnétisme, ou encore en théorie du
contrôle. Ce mémoire se concentre sur les équations et les systèmes d’équations intégro-différentielles linéaires à
une variable, dites ordinaires, excluant ainsi les équations et les systèmes d’équations aux dérivées partielles et
intégro-différentielles (non linéaires).

Dans cette introduction, nous rappelons la classification historique des équations intégrales introduite par Fredholm
et Volterra au XIXe siècle, car elle reste un fondement théorique incontournable dans l’étude contemporaine des
équations intégro-différentielles [172, 148, 3]. Ensuite, nous présentons différentes méthodes numériques modernes
utilisées pour leur résolution (telles que les méthodes de collocation, spectrales, « multisteps » ou de transformation
différentielle) avec quelques références bibliographiques. Enfin, nous introduisons une approche plus algébrique dans
laquelle les opérateurs différentiels et d’intégration sont étudiés au sein d’algèbres spécifiques, comme les algèbres de
Weyl, les algèbres de Weyl généralisées, les algèbres différentielles et les algèbres intégro-différentielles. C’est dans ce
cadre plus algébrique que s’inscrit le travail de cette thèse. Enfin, cette introduction se conclura par la présentation
des contributions de ce mémoire, suivie d’un résumé de son contenu détaillé, chapitre par chapitre.

1.1 Généralités sur les équations intégrales et différentielles
D’un point de vue mathématique, les équations intégrales peuvent être classées selon plusieurs critères fondamen-
taux, qui influencent tant leur analyse théorique que leur traitement numérique. Ces critères incluent notamment
l’homogénéité, la place de la fonction inconnue dans l’équation, la variabilité des bornes d’intégration, la linéarité
de l’équation, ainsi que la régularité des intégrales considérées.
Comme pour les équations différentielles, on qualifie une équation intégrale d’homogène lorsque le second membre
est nul, et d’inhomogène dans le cas contraire. Par exemple, l’équationˆ x

0

t y(t) dt = 0

est une équation intégrale homogène, tandis que l’équationˆ x

0

t y(t) dt = x2

est inhomogène.

Une autre distinction essentielle concerne la place occupée par la fonction inconnue dans l’équation. Une équation
intégrale est dite de première espèce lorsque la fonction inconnue apparaît uniquement sous le signe intégral. En
revanche, si cette fonction apparaît à la fois à l’intérieur et à l’extérieur de l’intégrale, on parle alors d’équation de
deuxième espèce. Par exemple, ˆ x

0

sin(x− t) y(t) dt =
√
x
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est une équation de première espèce, tandis que

3 y(x) +

ˆ x

0

sin(x− t) y(t) dt =
√
x

est une équation de deuxième espèce. Cette classification n’est pas anodine : les équations de première espèce
posent généralement plus de difficultés analytiques et numériques, car elles peuvent être mal posées. En effet, les
équations intégrales de première espèce sont plus délicates car elles consistent à inverser le processus d’intégration
qui « filtre » l’information. De plus, comme l’inconnue n’apparaît qu’à l’intérieur de l’intégrale, on ne peut pas
l’isoler directement, ce qui complique fortement la résolution, tant théorique que numérique.

Sur le plan historique, les équations intégrales se répartissent en deux grandes familles introduites aux XVIIIe et
XIXe siècles par Fredholm et Volterra. On parle d’équation de Fredholm lorsque les bornes d’intégration sont fixes et
d’équation de Volterra lorsque la borne supérieure de l’intégrale dépend de la variable indépendante. Par exemple,
l’équation ˆ 1

0

(t− x) y(t)2 dt = 2x

est une équation de Fredholm, tandis que ˆ x

0

y(t)2 dt = 2x

est une équation de Volterra.

Un autre critère important est celui de la régularité de l’équation. On dit qu’une équation intégrale est régulière
lorsque toutes les intégrales intervenant dans l’équation sont bien définies au sens de Lebesgue. Sinon, l’équation
est dite singulière. Par exemple, l’équation

ˆ x

0

sin(t) y(t) dt = x2

est régulière, tandis que l’équation ˆ x

0

dt√
x− t

= x2

est singulière. Ce dernier exemple appartient à une famille bien connue : les équations intégrales d’Abel, de la forme
ˆ x

0

y(t)

|x− t|α
dt = f(x),

où α > 0 et f est une fonction donnée. Historiquement, l’équation d’Abel,√
2g f(x) =

ˆ x

0

y(t)√
(x− t)

dt,

joue un rôle fondateur. Elle apparaît dans la modélisation du mouvement d’une bille glissant sous l’effet de la gravité
le long d’un fil, et constitue un exemple typique d’équation de Volterra, inhomogène, singulière, de première espèce.

Enfin, une composante essentielle d’une équation intégrale réside dans la fonction appelée noyau, notée K, qui
intervient sous le signe intégral. De manière générale, un terme intégral s’écrit

ˆ x

0

K(t, x, y(t)) dt,

où la fonction K est le noyau de l’équation. Si ce noyau est de la forme K(t, x) y(t), alors l’équation est linéaire.
L’analyse des équations intégro-différentielles à noyau séparable, c’est-à-dire, pouvant s’écrire comme une somme∑
i gi(t)hi(x), où gi et hi sont des fonctions données, est simplifié. Notons que cette classification est adaptable aux

équations intégro-différentielles. En effet, une équation de la forme suivante

u′(x) +

ˆ x

a

K(x, y)u(y) dy = f(x),

est une équation intégro-différentielle du type Volterra, de deuxième espèce, inhomogène.
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Notons qu’il y a une correspondance entre les équations intégrales linéaires en une variable de type Volterra,
respectivement Fredholm, et les équations différentielles linéaires ordinaires avec des conditions initiales de type
Cauchy, respectivement des conditions aux limites.

Un problème de Cauchy pour une équation différentielle ordinaire d’ordre n consiste à chercher une fonction y(t)
satisfaisant une équation différentielle du type

y(n)(x) = f
(
x, y(x), y′(x), . . . , y(n−1)(x)

)
sur un intervalle I ⊂ R, sous la contrainte que les n premières dérivées de y prennent des valeurs données au point
initial a ∈ I, c’est-à-dire :

y(a) = y0, y′(a) = y1, . . . , y(n−1)(a) = yn−1.

L’équation suivante est un exemple d’équation différentielle d’ordre 2 avec conditions de Cauchy :

y′′(x) + y(x) = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0.

Ce type de contrainte rappelle les équations intégrales de Volterra, dans lesquelles l’information sur la solution est
entièrement spécifiée à partir d’un point initial a. En effet, un problème de Cauchy peut être réécrit à l’aide d’une
équation intégrale de Volterra.

Un problème aux limites pour une équation différentielle ordinaire consiste à chercher une fonction y(x) définie sur
un intervalle I = [a, b] et satisfaisant une équation différentielle du type

y(n)(x) = f
(
x, y(x), y′(x), . . . , y(n−1)(x)

)
,

sous des conditions imposées en plusieurs points de l’intervalle, typiquement aux extrémités. Ces conditions contrai-
gnent la solution à satisfaire certaines valeurs aux bornes de l’intervalle, ce qui est caractéristique des phénomènes
stationnaires ou symétriques (comme les vibrations d’une corde/poutre fixée aux extrémités). Un exemple de tel
problème est le suivant :

y′′(x) = −π2y(x) sur [0, 1], y(0) = 0, y(1) = 0.

Ce type de contrainte rappelle les équations intégrales de Fredholm, dans lesquelles l’intégration s’effectue sur
un intervalle à bornes fixes [a, b], et où l’on cherche une solution qui respecte des conditions imposées aux deux
extrémités. De manière analogue, dans un problème aux limites pour une équation différentielle ordinaire, la solution
est contrainte en plusieurs points, souvent aux bornes de l’intervalle. Un problème aux limites peut se réécrire sous
la forme d’une équation intégrale de Fredholm.

Ces deux types de conditions reflètent des contextes physiques différents, évolution dans le temps d’une part et état
d’équilibre de l’autre.

Les équations différentielles, intégrales ou intégro-différentielles linéaires sont généralement plus accessibles que
leurs homologues non linéaires, car elles permettent d’exploiter les outils puissants de l’algèbre linéaire. Toutefois,
comme on le verra dans les chapitres suivants, même dans le cadre linéaire, ces équations offrent encore un terrain
riche pour la recherche théorique et numérique.

1.2 Quelques équations intégro-différentielles linéaires classiques
Cette section donne un inventaire de quelques équations intégro-différentielles linéaires classiques. Beaucoup d’équa-
tions non-linéaires peuvent être rendues linéaires en les regardant au voisinage d’un certain point fixé. On peut alors
considérer leur linéarisé qui sont des équations linéaires et en faire leur étude.

Cette section donne des exemples de modèles linéaires ou d’approximations linéaires d’équations connues de la
physique, de la biologie et de la finance. Bien sûr, il est très intéressant de regarder les équations non-linéaires pour
chercher « à coller au plus près » à la réalité. Mais ce cadre d’étude dépasse le contexte de ce mémoire.
On notera que les équations suivantes de cette section sont déjà résolues par différentes méthodes : différentiation,
passage dans le domaine de Laplace, et changement de variable (notamment pour découpler des équations), etc. L’ob-
jectif de cette sous-partie n’est pas dans l’identification d’une famille non résolue d’équation intégro-différentielle,
mais plutôt de se convaincre de la forte présence de ce type d’équations dans différents domaines des sciences.
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Circuit électrique RLC série [128, 35]

Considérons un circuit RLC série contenant une résistance R, une bobine d’inductance L, un condensateur de
capacité C et un générateur de courant générant une tension v(t), dépendant du temps.

v(t)

i(t)

R

L

C

La relation entre l’intensité du courant i(t) et la tension v(t) appliquée au circuit, peut être modélisée par l’équation
intégro-différentielle suivante :

L
d i(t)

dt
+R i(t) +

1

C

ˆ t

0

i(s) ds = v(t).

Dans certaines conditions (surface plane...), on peut faire une analogie avec la conduction thermique d’une quantité
de chaleur injectée Q(t) dans un matériau de capacité C et de résistance thermique R qui vérifient une équation de
la forme

C
dT (t)

dt
+

1

R

ˆ t

0

T (s) ds = Q(t),

où la notation T (t) désigne la température.

Circuit électrique RLC couplé [93, 35]

Considérons deux circuits RLC (résistance, inductance, condensateur) couplés par une inductance mutuelle M .
On représente la situation par le schéma suivant :

R1 R2

C1 C2

L1 L2

M

v1(t) v2(t)

i1(t) i2(t)

Ce système électrique complexe peut être décrit par deux équations intégro-différentielles linéaires liées, avec pour
inconnues les courants dans chaque boucle, i1(t) et i2(t) :

L1
d i1(t)

dt
+R1 i1(t) +

1

C1

ˆ t

0

i1(s) ds−M
d i2(t)

dt
= v1(t),

L2
d i2(t)

dt
+R2 i2(t) +

1

C2

ˆ t

0

i2(s) ds−M
d i1(t)

dt
= v2(t).

Remarque 1.2.1. Pour « découpler » les deux équations on peut effectuer un changement de variable. En effet,
posons I+ = i1 + i2 et I− = i1 − i2. Nous avons alors i1 = I++I−

2 et i2 = I+−I−
2 . Les équations deviennent ainsi

deux équations différentielles linéaires découplées en les variables I+ et I− :
(L1 + L2 −M)

d I+(t)

dt
+ (R1 +R2) I+(t) +

(
1

C1
+

1

C2

)ˆ t

0

I+(s) ds = v1(t) + v2(t),

(L1 − L2 +M)
d I−(t)

dt
+ (R1 −R2) I−(t) +

(
1

C1
− 1

C2

)ˆ t

0

I−(s) ds = v1(t)− v2(t).
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Modélisation des prix d’un actif avec mémoire des performances passées [36]

Considérons un modèle où le prix P (t) d’un actif financier est influencé par un indice économique I(t) et une mémoire
intégrée des performances passées de P (t), capturée par une intégrale. On cherche deux fonctions inconnues : P (t)
(le prix) et I(t) (l’indice économique). On a alors un système d’équations dépendant des paramètres α, β, γ, δ, κ, de
la forme suivante : 

dP (t)

dt
+ αP (t) + β

ˆ t

0

P (s) ds = γ I(t),

d I(t)

dt
+ δ I(t) = κ

dP (t)

dt
.

Dynamique linéaire de populations interconnectées [75]

Dans ce modèle, deux populations N1(t) et N2(t) évoluent sous des influences mutuelles linéaires. C’est le cas par
exemple lorsque deux populations interagissent faiblement par exemple, deux espèces voisines qui partagent une
ressource commune. On peut alors modéliser l’interaction entre ces populations via le système suivant, dans lequel
α1, α2, β1, β2 et γ sont des paramètres :

dN1(t)

dt
+ α1N1(t) + β1

ˆ t

0

N1(s) ds = γ N2(t),

dN2(t)

dt
+ α2N2(t) + β2

ˆ t

0

N2(s) ds = γ N1(t).

Météorologie [116]

On modélise trois variables liées : T (t) la température à l’instant t, C(t) la concentration de CO2 à l’instant t et
H(t) la teneur en vapeur d’eau dans l’atmosphère à l’instant t. Les interactions entre ces trois grandeurs peuvent
être modélisées par le système suivant :

d T (t)

dt
+ α1 T (t) + β1

ˆ t

0

T (s) ds = γ1,2 C(t) +H(t),

dC(t)

dt
+ α2 C(t) + β2

ˆ t

0

C(s) ds = γ2,1T (t),

dH(t)

dt
+ α3H(t) + β3

ˆ t

0

H(s) ds = γ3,1T (t).

Les paramètres αi sont des taux de dissipation (ex : perte de chaleur, dissipation de CO2 par absorption...). Les
paramètres βi sont des paramètres de mémoires (ex : stockage de chaleur dans l’océan, cycle du carbone. . .) et enfin
les paramètres du type γi,j sont des paramètres d’interaction (ex : contribution du CO2 à la température, effet de
la température sur l’humidité...).

Déformation d’une poutre avec relaxation ou hystérésis [109]

Notons y(t) la déformation d’une poutre à l’instant t, c(t) un coefficient d’amortissement, k(t) la rigidité de la poutre
qui peut être variable dans le temps, α un coefficient de relaxation et enfin F (t) la charge extérieure appliquée sur
la poutre à l’instant t. On obtient alors une équation du type :

d2 y(t)

dt2
+ c(t)

d y(t)

dt
+ k(t) y(t) + α

ˆ t

0

F (s) ds = F (t).

Le terme intégral α
´ t
0
F (s) ds modélise un effet de relaxation (comme un effet viscoélastique où la réponse à la

force appliquée dépend de l’intégrale de celle-ci).
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1.3 Approches analytiques et numériques

Les équations différentielles, aux dérivées partielles, intégrales et intégro-différentielles jouent un rôle fondamental
dans la modélisation mathématique de nombreux phénomènes physiques, biologiques et techniques. Leur résolution
analytique étant souvent difficile, le développement de méthodes numériques et semi-analytiques efficaces est devenu
un enjeu central en analyse appliquée et calcul scientifique. En particulier, les systèmes de type Volterra-Fredholm,
c’est-à-dire mélangeant des équations de type Volterra et de type Fredholm, ainsi que des équations à noyaux
singuliers suscitent un intérêt croissant en raison de leur présence dans des domaines variés tels que la mécanique
des structures, l’électromagnétisme, ou encore le contrôle des systèmes dynamiques [133, 40, 42].

De nombreuses approches numériques ont été développées pour approcher les solutions de ces équations complexes.
Les méthodes de collocation, par exemple, consistent à approximer la solution par une combinaison de fonctions
simples (souvent des polynômes) et à forcer cette approximation à satisfaire l’équation en des points précis appelés
« points de collocation ». Ces méthodes sont particulièrement adaptées aux équations intégrales de Volterra ou
Fredholm, et s’avèrent efficaces même en présence de noyaux singuliers [129, 176, 35, 48].

Les méthodes spectrales, quant à elles, reposent sur l’approximation de la solution à l’aide de fonctions globales,
comme les polynômes de Chebyshev ou de Jacobi. Lorsqu’elles sont formulées dans un cadre de collocation, on parle
alors de méthodes spectrales de collocation. Elles offrent une convergence rapide pour des solutions régulières et
sont souvent privilégiées dans les problèmes où une grande précision est requise avec peu de points [89, 130, 80].

Parmi les approches itératives, les méthodes multisteps permettent de calculer les solutions d’équations différen-
tielles ou intégro-différentielles en utilisant plusieurs valeurs précédentes de la solution pour avancer dans le temps.
Contrairement aux méthodes à un seul pas (comme Runge-Kutta ou Euler implicite [40]), elles exploitent une mé-
moire des itérations passées, ce qui améliore la précision sans alourdir le coût de calcul [46, 43, 151, 45, 41]. Nous
renvoyons vers [28, 82] et leurs références pour les méthodes numériques du type Runge-Kutta pour la résolution
numérique de systèmes d’équations intégro-différentielles. Pour une implémentation, voir [26].

Une autre classe d’approches semi-analytiques particulièrement puissantes repose sur la transformation différentielle.
Cette méthode convertit une équation en une suite de relations algébriques sur les coefficients d’une série (similaire
à une série de Taylor), facilitant ainsi la résolution de problèmes même non linéaires ou avec retard. Elle a été
appliquée avec succès à divers types d’équations de Volterra-Fredholm, qu’elles soient linéaires ou non [125, 91, 100,
4, 118, 120, 174, 177, 127, 5, 149, 150, 22, 147, 167].

Les méthodes de perturbation, enfin, constituent un cadre puissant pour approximer les solutions lorsque le pro-
blème dépend d’un petit paramètre ε. L’approche consiste à développer la solution en série selon les puissances
de ce paramètre, en résolvant d’abord le problème simplifié (non perturbé), puis en introduisant des corrections
successives. Ces méthodes sont particulièrement utiles dans le cas de systèmes où une variation faible induit des
effets mesurables, comme en mécanique des milieux continus ou en dynamique des fluides. On distingue notamment
les perturbations régulières — adaptées aux problèmes lisses — des perturbations singulières, qui nécessitent des
techniques comme la théorie des couches limites [24, 175, 23].

L’ensemble de ces techniques — numériques, analytiques ou hybrides — offre un large éventail d’outils pour aborder
la résolution des équations intégro-différentielles, en particulier celles de type Volterra-Fredholm. De nombreux
travaux récents, notamment ceux de Bulatov, Chistyakova, ou encore Behiry [40, 81, 45, 81, 22], ont permis d’enrichir
ce champ en développant des schémas numériques précis et robustes, tout en établissant des garanties théoriques
sur l’existence, l’unicité et la convergence des solutions.

1.4 Approches algébriques et effectives
Les équations différentielles, intégrales et intégro-différentielles sont classiquement étudiées sous des angles analy-
tiques ou numériques. Toutefois, leur formulation en termes d’opérateurs offre une ouverture précieuse vers une
approche algébrique, notamment dans le contexte de la théorie des algèbres différentielles ou des anneaux d’opéra-
teurs. Dans cette optique, les opérateurs de dérivation et d’intégration peuvent être formalisés au sein d’algèbres
particulières, offrant ainsi un cadre algébrique pour l’étude des équations et la mise en évidence de leurs propriétés
structurelles. C’est ce qu’on appelle, en toute généralité, l’analyse algébrique. C’est dans ce champ des mathéma-
tiques que s’inscrit le travail de cette thèse.
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1.4.1 Systèmes d’équations différentielles et d’équations aux dérivées partielles

1.4.1.1 Approches théoriques

Au cœur de l’analyse algébrique se trouve la théorie des D-modules, où D est l’initiale de « différentiel ». Cette
théorie a pour but l’étude des systèmes différentiels ou systèmes aux dérivées partielles à l’aide des méthodes de
la théorie des anneaux d’opérateurs différentiels, la théorie des modules, l’algèbre homologique et la théorie des
faisceaux. Voir [73, 99] et leurs références. Elle a été initiée par Malgrange, Bernstein et l’école japonaise de Sato,
en particulier par Kashiwara (lauréat du prix Abel 2025). Il s’agit essentiellement de construire une correspondance
entre le système que l’on souhaite étudier et les propriétés algébriques du module de présentation finie canoniquement
associé au système. Plus précisément, considérons R ∈ Dq×p une matrice d’opérateurs différentiels (on peut prendre
D comme étant, par exemple, l’algèbre des opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux, appelée l’algèbre de
Weyl). On cherche alors les solutions η du système présenté par R, c’est-à-dire, les η ∈ Fp×1 tels que R(η) = 0
(où F est un D-module à gauche ; on peut penser à F = C∞ ou k[t] avec k un corps). Le D-module associé à ce
système est alorsM = cokerD(.R) = D1×p

/(
D1×q R

)
, autrement dit,M est le module finiment présenté par R et

donc de présentation finie. Ici se dessine l’importance de la classe des modules de présentation finie dans l’étude des
systèmes différentiels. On reviendra plus tard sur ce point dans cette introduction et surtout dans ce mémoire. Un
résultat central de cette théorie, dû à Malgrange, énonce que kerF (R·) = {η ∈ Fp×1 |R(η) = 0

} ∼= HomD(M,F),
où HomD(M,F) est le groupe abélien ou le k-espace vectoriel des D-morphismes de M dans F . Cela signifie que
l’ensemble des solutions du système, défini en correspondance intrinsèque avec R, est en bijection avec l’ensemble
des applications D-linéaires à gauche de M dans F . Cette dualité entre l’algèbre et l’analyse est analogue à celle
entre l’algèbre et la géométrie, avec d’un côté les équations algébriques écrites dans un système de coordonnées
(approche de Descartes) et de l’autre les solutions de l’intersection de polynômes (par exemple, de droites et de
cercles) en géométrie telle qu’étudiée par les Grecs. Ce cadre de travail général peut être utilisé avec plusieurs
classes d’anneaux D en fonction des contextes analytiques. Ces dernières années, l’analyse algébrique a trouvé des
applications en physique mathématiques, en théorie du contrôle et en traitement du signal.

Une algèbre différentielle est une algèbre commutative munie d’une ou plusieurs dérivations, c’est-à-dire d’opéra-
teurs linéaires satisfaisant la règle de Leibniz. Ce cadre permet d’étudier des systèmes d’équations différentielles
polynomiales (en les dérivées) sous une forme purement algébrique. La théorie a été initiée par Ritt dans les années
1930, qui a formalisé les notions de polynômes et d’idéaux différentiels. À partir des années 1960, Kolchin approfondit
cette approche en développant la notion de corps différentiels. Ces travaux fournissent les fondements de l’algèbre
différentielle moderne [154, 102, 101]. L’algèbre différentielle peut être vue comme une extension de la géométrie
algébrique. Elle permet d’étudier les systèmes d’équations aux dérivées partielles comme des variétés algébriques.

Ajoutons aussi que la théorie de Spencer permet l’étude de l’intégrabilité formelle des systèmes d’équations aux
dérivées partielles à l’aide de la théorie des jets, de la cohomologie de Spencer, des concepts de prolongations et
projections, etc. [169, 131]. Cette approche s’intéresse à la possibilité d’obtenir des solutions sous la forme de séries
formelles ou localement convergentes (systèmes involutifs, caractères de Cartan, etc.). Ce cadre théorique permet de
prouver rigoureusement des résultats énoncés par E. Cartan sur les systèmes différentiels dans le cadre des systèmes
de formes différentielles extérieures et des systèmes de Pfaff, et généralisés par Kuranishi et Kähler [37]. Finalement,
notons que les liens entre les bases de Janet [95, 156] et la théorie de Spencer ont été étudiés dans [131].

L’algèbre différentielle trouve une application importante dans l’étude des systèmes différentiel-algébriques (DAE
pour « Differential Algebraic Equations »). Un système différentiel-algébrique se présente généralement sous la forme

E(x)
dx(t)

dt
= f(x(t), t),

où E(x) est une matrice singulière, c’est-à-dire non inversible. Il peut être linéaire ou non linéaire. La singularité
de la matrice E(x) empêche d’isoler explicitement les dérivées des variables d’état, contrairement aux équations
différentielles ordinaires non singulières, et d’appliquer le théorème de Cauchy montrant l’existence et l’unicité des
solutions d’un tel système. De manière plus générale, si on considère un système d’équations différentielles

F (ẋ(t), x(t), t) =


F1(ẋ(t), x(t), t)
F2(ẋ(t), x(t), t)

...
Fn(ẋ(t), x(t), t)

 = 0,
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avec ẋ(t), x(t) ∈ Rn, alors ce système est un système différentiel-algébrique si la matrice jacobienne

∂F

∂ẋ

est singulière, c’est-à-dire non inversible. Les DAE combinent ainsi des équations différentielles avec des contraintes
algébriques. Une méthode classique consiste à de dériver le système un certain nombre de fois pour obtenir un système
différentiel sur lequel on puisse appliquer des méthodes numériques, comme par exemple celles de la section 1.3. Cela
donne lieu à la notion d’indice d’un système différentiel-algébrique. Les DAE trouvent, par exemple, une application
en théorie du contrôle, notamment dans l’étude de l’observabilité des systèmes non linéaires, comme le montre par
exemple l’article de Diop [79] et ses références.

1.4.1.2 Approche Calcul Formel

Dans le cas des systèmes fonctionnels, c’est-à-dire des systèmes dont les inconnues sont des fonctions, les algèbres
d’opérateurs fonctionnels, ont été étudiés ces dernières années dans la communauté du calcul formel. Ces travaux
sont motivés par des applications à l’étude des fonctions spéciales, de problèmes de combinatoire, de physique
mathématiques, de théorie du contrôle, etc. En particulier, de nombreux efforts ont été faits dans l’étude des bases
de Gröbner et des bases de Janet pour les algèbres d’opérateurs fonctionnels (par exemple les algèbres de Ore)
[49, 85, 60, 111, 155], ainsi que leurs implémentations telles que Ore_algebra [55], JanetOre [155], LDA (Linear
Difference Algebra) [87], développées en Maple, Singular [111], etc.

Les résultats précédents ont permis le développement effectif de méthodes de théorie des modules, d’algèbre ho-
mologique et d’analyse algébrique [57, 8, 64, 71] et leurs implémentations dans les packages OreModules [59],
OreMorphisms [72], CapAndHomalg [9], etc.

Une étude effective de l’algèbre différentielle a été développée ces dernières décennies dans la communauté du calcul
formel, en particulier par Hubert et Boulier [92, 30]. Le package DifferentialAlgebra de Maple, contient une
implémentation des algorithmes clés de l’algèbre différentielle [27] ainsi que des méthodes d’élimination pour les
systèmes différentiels polynomiaux. Avec Lemaire, Boulier a formalisé la notion de chaîne différentielle régulière : une
suite de polynômes différentiels ordonnée d’une manière rendant le système hiérarchisé et apte à l’élimination [31].
Une alternative consiste à utiliser la décomposition de Thomas [6, 156] implémentée dans le package TDDS [88].
Enfin, une approche algorithmique de la théorie de l’intégrabilité formelle de Spencer a été développée pour les
systèmes linéaires d’équations aux dérivées partielles et implantée dans le package Spencer développé sous le
logiciel Maple [51, 52].

1.4.2 Les systèmes d’équations intégro-différentiels

Algèbre intégro-différentielle

Une extension de l’algèbre différentielle aux systèmes intégro-différentiels a été étudiée ces dernières années, en
particulier par Boulier, Lemaire et leurs co-auteurs. Ces travaux ont pour but d’obtenir une théorie de l’élimination
pour les systèmes intégro-différentiels polynomiaux, de développer des implémentations dédiées et des applications,
en particulier à l’estimation de paramètres (des systèmes biologiques, modèles de réactions chimiques, optimisation
de paramètres dans des modèles génétiques, analyse qualitative de réseaux de gènes et de neurones) [32, 146, 110].

Anneaux d’opérateurs intégro-différentiels

L’introduction d’une approche symbolique algébrique de l’intégrale via un opérateur est due à Baxter dans son
papier [20]. Prenons par exemple une algèbre intégro-différentielle (F , I, ∂) sur un corps k (penser, par exemple, à
F = k[t]). Ainsi, (F , I, ∂) n’est autre que F muni de deux applications linéaires ∂ et I de F dans lui-même. Pour que
∂ encode l’opération de dérivation, elle doit satisfaire la règle de Leibniz, c’est-à-dire, pour a, b ∈ F , ∂ doit vérifier
∂(a b) = ∂(a) b+a ∂(b). De même, pour que I encode l’opération d’intégration, elle doit satisfaire l’axiome de Rota-
Baxter qui consiste à ce que pour un certain λ ∈ k, et pour tous a, b ∈ F , on a I(a)I(b) = I(I(a) b)+I(aI(b))+λ I(ab).
On remarque que l’intégration analytique classique, sur, par exemple F = k[t] ou C∞(R), vérifie l’axiome de Rota-
Baxter de poids λ = 0. Si on veut que ∂ et I symbolisent respectivement la dérivation et l’intégration, il faut poser
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∂ ◦I = 1, où 1 désigne l’opérateur identité. Malheureusement, la composition inverse n’est pas l’identité, mais plutôt
I ◦ ∂ = 1 − e, où e est alors une application linéaire qui représente l’évaluation en un point fixe correspondant à
la borne de l’opérateur intégral I. Voir aussi les travaux de Bavula [16], Boulier-Lemaire [32], Quadrat [135] et
Regensburger [144].

Une contribution majeure est celle de Bavula à travers son concept d’algèbre de Weyl généralisée [14]. Cette structure
généralise naturellement l’algèbre de Weyl usuelle qui encode l’opérateur de dérivation ∂ et l’identité de Leibniz
pour la dérivation d’un produit de fonctions. Cette approche permet d’interpréter les équations intégro-différentielles
comme des relations entre éléments d’une algèbre non commutative et d’étudier leurs modules d’équations comme
modules sur une algèbre de Weyl généralisée comme expliqué précédemment. L’approche de Bavula fournit alors
une base algébrique qui permet la formalisation symbolique. Par ailleurs, Bavula s’intéresse, notamment dans [15],
à la conjecture jacobienne qui énonce que : si f = (f1, . . . , fn) est un n-uplet de polynômes en n variables et le
déterminant jacobien det

(
∂fi
∂xj

)
= c ̸= 0, où c est une constante, alors f est inversible, avec un inverse également

polynomial. Cette conjecture est encore ouverte pour n ≥ 2. Sa motivation est de formuler la conjecture jacobienne
comme une propriété algébrique liée au caractère localement nilpotent de certains morphismes polynomiaux. C’est
ce a qui motivé Bavula à introduire les algèbres In [16, 15, 14], les algèbres d’opérateurs intégro-différentiels à
coefficients polynomiaux à n variables. La première algèbre I1 (cas ordinaire), et plus particulièrement l’approche
constructive de sa propriété de cohérence prouvée par Bavula dans [16], est l’objet d’étude de ce mémoire.

Calcul formel

Rosenkranz et Regensburger ont joué un rôle central dans le développement d’outils algébriques pour le calcul
symbolique appliqué aux problèmes aux limites. Avec Korporal, ils ont conçu le package IntDiffOp, qui permet
de manipuler efficacement des opérateurs intégro-différentiels à l’aide du calcul de formes normales [159, 160, 161].
Ce package intègre la gestion de plusieurs opérateurs d’évaluation, ce qui est essentiel pour traiter efficacement
des problèmes aux limites réguliers et singuliers. Par ailleurs, ils ont travaillé sur des approches algébriques pour
la résolution symbolique de ces problèmes, notamment en introduisant des opérateurs de Green et des bases de
Gröbner paramétrées adaptées à ce contexte [165, 164, 162], etc.

D’autre part, Regensburger a développé, avec Raab, des méthodes symboliques ciblées pour l’algèbre des opérateurs
non commutatifs. Il est notamment l’un des auteurs du package SageMaths OperatorGB, qui permet de certifier
automatiquement des identités d’opérateurs linéaires via des bases de Gröbner non commutatives et travailler sur
les problèmes de réécriture [153, 53, 76, 53]. Ses travaux portent également sur le calcul effectif d’annulateurs
d’opérateurs et de calcul d’inverses dans le cadre des anneaux intégro-différentiels [144, 152].

Une approche possible pour l’analyse d’un système intégro-différentiel consiste à étudier ses solutions polynomiales.
Celles-ci offrent une représentation explicite du comportement du système et facilitent l’analyse symbolique. Elles
interviennent également dans plusieurs méthodes numériques, en particulier les méthodes spectrales ou de collocation
(voir la section 1.3). Dans ce cadre, on peut citer les travaux de Barkatou-Cluzeau [10], Quadrat-Regensburger [144],
qui proposent une approche algébrique pour caractériser et calculer les solutions polynomiales pour les équations
intégro-différentielles linéaires.

Le problème d’estimation de paramètres est central pour identifier les caractéristiques internes d’un système à
partir de données observées. Il trouve notamment des applications en automatique, où la connaissance précise des
paramètres est essentielle pour la commande et la stabilisation de systèmes dynamiques. Ce type de problématique
est abordé dans l’article de Chartouny, Cluzeau et Quadrat [50], qui étudie l’inverse du problème de Cauchy (qui
s’intéresse à déterminer l’équation différentielle à partir d’une solution générique) dans le cadre des équations
différentielles linéaires et ouvre la voie à des extensions vers les systèmes intégro-différentiels.

1.5 Contribution
L’objet d’étude de ce mémoire est l’algèbre des opérateurs intégro-différentiels à coefficients polynomiaux I1 intro-
duite par Bavula dans [16]. Le fait que ∂ soit un inverse à gauche de I et non un inverse à droite montre, d’après
un résultat de Jacobson [94], que l’anneau I1 est nécessairement non noethérien. On rappelle qu’un anneau est
noethérien (respectivement, à gauche ou à droite) lorsque tous ses idéaux (à gauche ou à droite) sont de type fini,
c’est-à-dire finiment engendrés. Cela semble fortement compromettre une étude effective du point de vue calcul
formel de cet anneau. En effet, un ordinateur ne peut gérer qu’un nombre fini de calculs sur un nombre fini d’objets.
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Néanmoins, en 2011, Bavula a prouvé dans [16] que bien que non noethérien, l’anneau I1 est cohérent. Cela signifie
que toute matrice d’opérateur R ∈ I1q×p de taille q × p donnée, a un noyau à gauche et à droite de type fini,
c’est-à-dire, kerI1(.R) =

{
λ ∈ I11×q |λR = 0

}
et kerI1(R.) =

{
λ ∈ I1p×1 |Rλ = 0

}
peuvent être engendrés par un

nombre fini de générateurs. Ceci est une bonne nouvelle pour le développement d’une théorie de l’élimination
intégro-différentielle dans le cas des systèmes linéaires.

Cependant, la preuve de Bavula de la cohérence de I1, donnée dans [16], ne semble pas être constructive. En
d’autres termes, elle ne permet pas le calcul explicite des noyaux de matrices d’opérateurs de I1. Le résultat central
de cette thèse est d’avoir rendu cette preuve effective. Nous avons ainsi une méthode explicite pour calculer les
noyaux de matrices à coefficients dans I1. Cette méthode de calcul est implémentée dans le système de calcul formel
Maple dans un prototype nommé Bavula ([69]), utilisant différents packages tels que OreModules, IntDiffOp et
IntegrableConnections [59, 12, 103]. À notre connaissance, I1 est la première algèbre cohérente non noethérienne
implémentée en machine.

Un argument permettant de comprendre l’intérêt du calcul de noyau effectif pour le développement d’une théorie de
l’élimination intégro-différentielle est le suivant. Considérons un système de la forme R1(y1(t)) +R2(y2(t)) = 0, où
y1 et y2 sont les inconnues, R1 ∈ I1q×p1 , R2 ∈ I1q×p2 , et on cherche à avoir un système uniquement en l’inconnue
y1. Autrement dit, on cherche à éliminer l’inconnue y2 du système précédent. En calculant le noyau à gauche de
la matrice R2 , c’est-à-dire, en calculant une matrice S2 telle que kerA(.R2) = imA(.S2) alors, en appliquant S2

à gauche au système précédent, on obtient le système (S2R1)(y1(t)) = 0. Ce processus correspond à l’élimination
de la variable y2. Donnons un exemple explicite. Pour la définition précise des notations des opérateurs de I1 nous
invitons le lecteur à lire le début du chapitre 2.

Exemple 1.5.1. Considérons le système intégro-différentiel linéaire homogène suivant :
t v1(t) +

ˆ t

0

v2(τ) dτ = 0,

t v1(t) +

ˆ t

0

(v2(τ)− τ v1(τ)) dτ = 0.

(1.1)

Écrivons alors le système (1.1) sous la forme R1(v1(t)) +R2(v2(t)) = 0 avec

R1 =

(
t

t− I t

)
, R2 =

(
I
I

)
.

Grâce aux résultats de ce mémoire, nous calculons

kerI1(.R2) = imI1 (.S2) , S2 =

(
1 −1
0 e

)
.

En éliminant la variable v2, c’est-à-dire en multipliant R1 v1(t) +R2 v2(t) = 0 par S2 à gauche, nous obtenons

S2R1(v1(t)) =

ˆ t

0

τ v1(τ)dτ = 0,

qui est une équation en la seule inconnue v1.

Un autre argument naturel en faveur du calcul du noyau de matrices d’opérateurs intégro-différentiels repose sur
l’analyse des conditions de compatibilité pour un système linéaire inhomogène. Considérons un système de la forme
R(y) = z, où R est une matrice d’opérateurs intégro-différentiels, y est l’inconnue et z une donnée fixée (par exemple
un vecteur polynomial). Supposons que L soit une matrice telle que le noyau de R soit donné par l’image de L,
c’est-à-dire kerI1(·R) = imI1(·L), ce qui implique en particulier que LR = 0. En appliquant L à l’équation R(y) = z,
on obtient alors (LR)(y) = L(z), d’où la condition nécessaire L(z) = 0. Les équations L(z) = 0 sont appelées les
conditions de compatibilité du système. Illustrons à présent cet argument à l’aide d’un exemple.

Exemple 1.5.2. Calculons les conditions de compatibilité du système intégral linéaire inhomogène
t v1(t) +

ˆ t

0

v2(τ) dτ = w1(t),

t v1(t) +

ˆ t

0

(v2(τ)− τ v1(τ)) dτ = w2(t).

(1.2)
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Pour ce faire, calculons kerI1(.R), où

R =

(
t I

t− I t I

)
∈ I12×2.

Grâce aux résultats de ce mémoire, nous calculons

kerI1(.R) = imI1(.S), S =

e ∂ −e ∂
e 0
0 e

 .

Ainsi, le système (1.2) admet les conditions de compatibilité suivantes :

w′
1(0)− w′

2(0) = 0, w1(0) = 0, w2(0) = 0.

Pour la preuve de la cohérence, nous avons eu besoin de déterminer les solutions polynomiales d’un système intégro-
différentiel inhomogène rectangulaire. Plus précisément, étant donné P ∈ I1l×m et w ∈ k[t]l×1, on cherche v ∈ k[t]m
tel que P (v) = w. À notre connaissance, dans le cadre différentiel, des algorithmes ont été développés pour le
traitement des connexions et des modules holonomes (voir [25, 61]). En revanche, le cas général des systèmes intégro-
différentiels rectangulaires, homogènes ou inhomogènes, est nouveau. Ce résultat fait donc partie des apports de
cette thèse et est un résultat intéressant dans le domaine du calcul formel indépendamment de son utilisation dans
la preuve de la propriété de cohérence de I1. Dans la preuve de ce résultat, nous pourrons voir que la résolution
du système d’équations homogène P (v) = 0 est étroitement lié au calcul des générateurs du module ker⟨e⟩(.R) où
R = θ(P ) et θ est l’involution de I1.

Exemple 1.5.3. On considère le système d’équations integro-différentielles de Volterra étudié dans [173, Exemple 10.17,
p. 335] donné par 

u′(t) = 2 t2 +

ˆ t

0

((t− x)u(x) + (t− x) v(x)) dx, u(0) = 1,

v′(t) = −3 t2 − 1
10 t

5 +

ˆ t

0

((t− x)u(x)− (t− x) v(x)) dx, v(0) = 1,

u(0) = 1, v(0) = 1.

(1.3)

Pour calculer les solutions polynomiales de ce système, nous appliquons les résultats de ce mémoire aux matrices
suivantes :

P =


∂ − t I + I t −t I + I t

e 0
−t I + I t ∂ + t I − I t

0 e

 , w =


2t2

1
−3 t2 − 1

10 t
5

1

 .

Nous obtenons alors
kerk[t](P·) =

{(
t3 + 1
−t3 + 1

)}
,

et on retrouve ainsi le résultat obtenu dans [173, Exemple 10.17, p. 335] en utilisant la transformée de Laplace.

Au-delà du calcul de noyaux de matrices à coefficients dans I1, nous avons également caractérisé les conditions
d’existence d’un inverse à gauche ou à droite pour une matrice donnée, et proposé une méthode effective pour le
calcul de ces inverses lorsqu’ils existent. Cela permet notamment de résoudre de manière constructive tout système
matriciel de la forme AX = B, où A et B sont des matrices à coefficients dans I1. Cela montre que I1 est un
anneau de Cramer effectif (ou un computational ring au sens de Barakat et Lange-Hegermann [8, 132], ou encore un
anneau fortement discret au sens de Mines-Richman-Ruitenburg [123]). Ainsi, ce mémoire contient des algorithmes
de factorisation et de calcul d’inverse lorsque cela est possible. Ces algorithmes sont les briques élémentaires pour
rendre les méthodes d’algèbre homologique effectivement calculables [8, 41]. En particulier, le futur interfaçage du
package Bavula avec CapAndHomalg [9] nous permettra d’accéder aux méthodes d’algèbre homologique développées
dans CapAndHomalg [8].
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1.6 Plan du mémoire chapitre par chapitre

Le chapitre 1 donne une brève introduction aux équations intégrales et intégro-différentielles, illustrée par quelques
exemples classiques. Il présente ensuite plusieurs méthodes de résolution, tant analytiques que numériques, telles
que les méthodes de collocation, de perturbation, etc. Il présente ensuite les différentes approches algébriques pour
l’étude des équations différentielles ordinaires et aux dérivées partielles, ainsi que le point de vue du calcul formel,
en particulier la manipulation et l’élimination symboliques. Il aborde également les travaux visant à étendre ces
cadres théoriques au cas des systèmes d’équations intégro-différentielles. Enfin, il expose les contributions de ce
mémoire de thèse et se conclut par un aperçu du plan détaillé, chapitre par chapitre.

Dans le chapitre 2, nous introduisons les notations nécessaires pour formuler les objets algébriques centraux du
mémoire. Nous définissons d’abord l’algèbre de Weyl en une variable, notée A1, ainsi que l’algèbre des opérateurs
intégro-différentielle à coefficients polynomiaux, notée I1. Nous introduisons aussi l’unique idéal bilatère de I1, noté
⟨e⟩, engendré par l’opérateur d’évaluation, ainsi que l’algèbre quotient B1 := I1

/
⟨e⟩ isomorphe à un anneau de

polynômes de Laurent non commutatif. La troisième section est consacrée à une brève introduction à la théorie
des D-modules et à l’énoncé du théorème de Malgrange. Nous poursuivons par quelques rappels sur la théorie des
modules, indispensables pour la suite. Enfin, la dernière section étudie le caractère effectif de l’algèbre de Weyl A1

et du quotient B1, que nous chercherons à reproduire dans le cadre de I1.

Le chapitre 3 présente une méthode de calcul de l’annulateur annI1(.d) d’un opérateur d ∈ I1, dans le cas où
d ∈ ⟨e⟩. Ce travail complète l’étude entamée dans [144] qui étudiait annI1(.d) dans le cas où d est un opérateur de
Fredholm, c’est-à-dire d /∈ ⟨e⟩. Nous généralisons ensuite cette approche au cas matriciel, ce qui permet de calculer
explicitement kerI1(.R) pour une matrice R ∈ ⟨e⟩q×p donnée. Ces résultats constituent une première avancée vers
une théorie effective de la cohérence de I1.

Le chapitre 4 résout le problème du calcul des solutions polynomiales du système P (v) = w, où P ∈ I1l×m et
w ∈ k[t]l×1 sont fixés et où l’on cherche v ∈ k[t]m×1. Pour cela, on étudie le module finiment présenté par la matrice
PN = ∂N P ∈ Al×m1 , qu’on note P. L’existence d’un entier N ∈ N tel que ∂NP ∈ A1 exprime une idée intuitive : en
dérivant suffisamment de fois un système intégro-différentiel, on finit par éliminer les intégrales et les évaluations et
obtenir un système purement différentiel. On décompose ensuite ce module P en sa partie de torsion et une partie
sans torsion pour obtenir

P = t(P)⊕ P
/
t(P) .

D’après le théorème de Malgrange, on obtient alors

HomA1 (P,k[t]) ∼= HomA1 (t(P),k[t])⊕HomA1

(
P
/
t(P) ,k[t]

)
.

Le module t(P) définit un module holonome dont la littérature fournir une méthode de calcul des solutions [25, 12,
126]. La résolution d’un système inhomogène de la forme P̃ (v) = w, avec P̃ à coefficients dans ⟨e⟩, permet alors de
calculer les solutions du système intégro-différentiel d’origine. Comme énoncé précédemment, les cas généraux d’un
système intégro-différentiel rectangulaire homogène et inhomogène sont nouveaux.

Le chapitre 5 contient une preuve constructive de la cohérence de l’anneau I1, une preuve dont on déduit un
algorithme pour calculer, étant donné une matrice R ∈ I1q×p, son noyau à gauche kerI1(.R). Comme l’anneau
I1 admet une involution, il nous est alors possible de calculer le noyau à droite kerI1(R.). Cet algorithme repose
sur le résultat du chapitre 4 qui calcule les solutions polynomiales d’un système intégro-différentiel rectangulaire
inhomogène. Ce résultat est le résultat central de cette thèse et rend constructif le théorème énoncé dans [16]
démontrant que I1 est un anneau cohérent.

Enfin, dans le chapitre 6, nous utilisons le résultat central du chapitre 5 pour résoudre des systèmes linéaires de
la forme X A = B ou AX = B avec A,B,X des matrices à coefficients dans A = I1. Ce problème passe par la
résolution des problèmes de factorisation, de calcul d’un inverse à gauche ou à droite. Ce chapitre montre que I1
est un anneau de Cramer effectif (ou un computational ring au sens de Barakat et Lange-Hegermann [8, 132], ou
encore un anneau fortement discret au sens de Mines-Richman-Ruitenburg [123]). Ainsi, ce chapitre contient des
algorithmes de factorisation et de calcul d’inverse lorsque cela est possible, ce qui représente les briques élémentaires
effectives pour rendre les méthodes d’algèbre homologique effectivement calculables [8].
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Chapitre 2

Les anneaux d’opérateurs différentiels et
intégro-différentiels

Ce chapitre motive et présente les anneaux d’opérateurs comme un outil pour l’étude de systèmes linéaires. Les
deux premières sections de ce chapitre présentent chacune un anneau d’opérateurs. Le premier est l’algèbre de
Weyl en une variable, le second est l’anneau des opérateurs intégro-différentiels ordinaires. Ce dernier est l’objet
d’étude principal de ce mémoire. Dans ces deux premières sections, on définit leur construction et leurs premières
propriétés. La troisième section de ce chapitre est une introduction à l’analyse algébrique pour l’étude de systèmes
linéaires. Elle introduit la notion de matrice de présentation d’un système à coefficients dans un anneau d’opérateurs
A, généralement non commutatif. La quatrième et dernière section de ce chapitre aborde les aspects effectifs et
calculatoires de l’algèbre de Weyl A1, introduite en première section, et de l’algèbre quotient B1, introduite en
deuxième section.

2.1 L’anneau des opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux
Soient k un corps de caractéristique zéro calculable (par exemple, k = Q) et k[t] l’anneau des polynômes en la
variable t à coefficients dans k. On considère la k-algèbre endk(k[t]) des k-endomorphismes de k[t], autrement dit
les applications k-linéaires de k[t] dans lui-même. Par linéarité, un élément de endk(k[t]) est entièrement déterminé
par son action sur la base monomiale (tn)n∈N. Ainsi, les deux endomorphismes d’algèbre

mt : k[t] −→ k[t]

tn 7−→ tn+1,

∂ : k[t] −→ k[t]

tn 7−→ n tn−1
, n ∈ N∗,

définissent les endomorphismes de k[t] suivants :

mt : k[t] −→ k[t] ∂ : k[t] −→ k[t]

p 7−→ t p(t), p(t) 7−→ p′(t) :=
dp

dt
.

(2.1)

Définition 2.1.1. On notera A1(k) (ou plus simplement A1 lorsqu’il n’y aura aucune confusion sur le corps de
base k), la sous-k-algèbre de endk(k[t]) engendrée par les endomorphismes mt et ∂. Il est sous-entendu que la loi
multiplicative de endk(k[t]) est la loi de composition entre endomorphismes. L’algèbre A1 est appelée première
algèbre de Weyl.

Remarque 2.1.1. De manière analogue, on peut définir An, l’algèbre de Weyl à n variables pour n ∈ N∗.

Notons 1 l’endomorphisme identité de endk(k[t]). Nous avons,

∀ p(t) ∈ k[t], (∂ ◦mt)(p(t)) = ∂ (mt (p(t))) =
d

dt
(t p(t)) = t

dp

dt
+ p(t) = (mt ◦ ∂ + 1)(p(t)).

Ainsi, dans A1, on a montré l’identité suivante : ∂ ◦mt = mt ◦ ∂ + 1. Pour des soucis de simplification et de clarté,
on omettra le symbole ◦ de composition et on notera simplement t pour désigner mt. On écrira alors dans la suite
de ce mémoire

∂ t = t ∂ + 1,
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ce qui correspond à la règle de Leibniz pour la dérivation. Cette règle de commutation est la raison d’être de la
proposition suivante.

Proposition 2.1.1 (Forme normale dans A1). Voir, par exemple, [73, Prop. 2.1] ou [25].

Tout élément a ∈ A1 peut être écrit de façon unique comme une somme finie de la forme :

a =
∑

(i,j)∈J0,pK×J0,qK
aij t

i ∂j , aij ∈ k, p, q ∈ N.

On appelle cette somme finie la forme normale de a. De plus, s’il existe i tel que aiq ̸= 0 et j tel que apj ̸= 0, alors,
l’entier q est appelé ordre de a et l’entier p son degré en t.

Exemple 2.1.1. L’opérateur ∂2 t2 n’est pas sous forme normale. En utilisant la règle de Leibniz ∂ t = t ∂+1, nous
avons :

∂2 t2 = ∂ (∂ t2) = ∂ (t2 ∂ + 2 t) = (∂ t2) ∂ + 2 (t ∂ + 1) = (t2 ∂ + 2 t) ∂ + 2 (t ∂ + 1) = t2 ∂2 + 4 t ∂ + 2.

Ainsi, la forme normale de l’opérateur ∂2 t2 est t2 ∂2 + 4 t ∂ + 2, son ordre est 2 et son degré 2.

Exemple 2.1.2. Soit h := ∂ t = t ∂ + 1 ∈ A1. Alors, ∂ h = t ∂2 + 2 ∂ = (t ∂ + 2) ∂ = (h + 1) ∂. Ainsi, on obtient
l’égalité ∂ h = (h+ 1) ∂, qui sera utilisée par la suite.

L’algèbre A1 est bien connue et étudiée par les mathématiciens pour l’étude des équations différentielles à coefficients
polynomiaux. En mécanique quantique, l’égalité de Heisenberg affirme que ∂ x = x ∂ + i ℏ, où x est l’opérateur
« position », ∂ l’opérateur « quantité de mouvement », ℏ est la constante de Planck réduite et i le nombre imaginaire
vérifiant i2 = −1. L’algèbre A1 a été introduite par Weyl pour l’étude de la mécanique quantique.

Lemme 2.1.1. Soit a =
∑n
i=1 ai(t) ∂

i ∈ A1. Notons ∂a
∂t :=

∑n
i=0 a

′
i(t) ∂

i et ∂a
∂∂ =

∑n
i=0 ai(t) i ∂

i−1 avec a′(t) ∈ k[t]
le polynôme dérivé de ai(t) ∈ k[t].

Nous avons alors
[∂, a] = ∂ a− a ∂ =

∂a

∂t
, [a, t] = a t− t a =

∂a

∂∂
,

où [a1, a2] est le crochet de commutation entre deux opérateurs défini par [a1, a2] = a1 a2 − a2 a1.

Démonstration. Soit a =
∑n
i=1 ai(t) ∂

i ∈ A1.

⋄ Montrons la première égalité. Nous avons :

∂ a =

n∑
i=0

∂ ai(t) ∂
i =

n∑
i=0

(ai(t)∂ + a′(t)) ∂i =

n∑
i=0

ai(t) ∂
i+1

︸ ︷︷ ︸
= a ∂

+

n∑
i=0

a′i(t) ∂
i

︸ ︷︷ ︸
= ∂a

∂t

.

Ainsi, on a bien [∂, a] = ∂ a− a ∂ = ∂a
∂t .

⋄ Pour montrer la deuxième égalité, il nous faut d’abord prouver l’identité ∂n t = t ∂n + n∂n−1 pour tout n ∈ N∗.
Soit p ∈ k[t] et n ∈ N∗. Alors, nous avons :

∂n t (p(t)) = ∂n(t p(t))

=

n∑
k=0

(
n

k

)
p(k)(t) t(n−k)

=

(
n

n

)
p(n)(t) t+

(
n

n− 1

)
p(n−1)(t)

= t ∂n(p(t)) + n∂n−1(p(t))

= (t ∂n + n∂n−1)(p(t)).
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Ainsi, nous avons bien ∂n t = t ∂n + n∂n−1 pour tout n ∈ N∗.

Montrons maintenant que [a, t] = a t− t a = ∂a
∂∂ . En utilisant ∂i t = t ∂i + i ∂i−1, nous avons :

a t =

n∑
i=0

ai(t) ∂
i t =

n∑
i=0

ai(t) t ∂
i

︸ ︷︷ ︸
=t a

+

n∑
i=0

ai(t) i ∂
i−1

︸ ︷︷ ︸
= ∂a

∂∂

.

Ainsi, nous avons montré l’égalité [a, t] = a t− t a = ∂a
∂∂ .

Théorème 2.1.1. ([73, Théorème 2.1, p. 16]). L’anneau A1 est intègre, simple et noethérien. Ainsi, A1 n’a pas de
diviseur de zéro, ni d’idéal bilatère non trivial et tous ses idéaux (à droite ou à gauche) sont de type fini.

Démonstration. Donnons un schéma de preuve pour montrer que A1 est simple. Pour une preuve détaillée de ce
théorème voir, par exemple, [73 , Chapitre 3]
Un opérateur a ∈ A1 de degré α en t et de degré β en ∂ est un opérateur de A1 tel que la plus grande puissance de
t (respectivement de ∂) apparaissant dans sa forme normale est tα (respectivement ∂β). On dit alors que le degré
de a est la longueur du multi-indice (α, β), c’est-à-dire, α+ β.

Soit I un idéal bilatère non nul de A1. Si I a un élément de degré 0 alors I contient une constante non nulle et
donc I = A1 et la preuve est terminée.

On suppose alors par l’absurde que I contient un opérateur différentiel a de degré k > 0 minimal. On note (α, β)
le multi-indice de a.

Si α ̸= 0, alors le crochet de commutation de a avec ∂, c’est-à-dire, [∂, a] = ∂ a−a ∂ ∈ I. L’élément [∂, a] appartient
alors à I, car I est un idéal. Par ailleurs, [∂, a] = ∂a

∂t où ∂a
∂t =

∑β
i=0 a

′
i(t) ∂

i avec a =
∑β
i=0 ai(t)∂

i, autrement dit la
dérivée formelle de a par rapport à t. Voir le lemme 2.1.1. De plus, le degré en t de [∂, a] est strictement inférieur à
α. Cela contredit la minimalité de k, donc α = 0.

Si β ̸= 0, la stratégie consiste à regarder le crochet de commutation [a′, t] = a′ t − t a′ = ∂a′

∂∂ ∈ I, où ∂a′

∂∂ =∑β
i=0 bi(t) i ∂

i−1 si a′ =
∑β
i=0 bi(t)∂

i. De même, ∂a′

∂∂ représente la dérivée formelle de a′ par rapport à ∂ et a un
degré en ∂ strictement inférieur à celui a′. Voir le lemme 2.1.1. Cela contredit de nouveau la minimalité de k. Ainsi,
β = 0.

On en conclut que tout idéal non nul I de A1 contient une constante non nulle et donc I = A1. Ainsi, A1 est
simple.

Remarque 2.1.2. Cette preuve peut être adaptée au cas de plusieurs variables et permet de montrer que An est
simple pour n ∈ N∗. Voir, par exemple, [73, Théorème 2.1, p. 16.].

Définition 2.1.2. L’anneau k[t] est muni d’une structure de A1-module donnée par l’action

∀ a ∈ A1, ∀ p ∈ k[t], a·p := a(p),

où a(p) est le polynôme obtenu en appliquant l’endomorphisme a à p en utilisant (2.1).

Définition 2.1.3. Soit p ∈ k[t] un polynôme, on définit son annulateur à gauche par :

annA1
(·p) = {a ∈ A1 | a·p = a(p) = 0}.

Plus précisément, annA1(.p) est l’idéal à gauche de A1 composé de tous les opérateurs différentiels qui annulent p,
c’est-à-dire, dont p est solution polynomiale de l’équation différentielle ordinaire a(p) = 0.
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Proposition 2.1.2. ([50, Section 3.1]). Soit p(t) =
∑m
k=0 pk t

k ∈ k[t], avec pm ̸= 0, c’est-à-dire, le polynôme p est
exactement de degré m. Alors annA1(.p) est un A1-module à gauche finiment engendré par la famille d’opérateurs
différentiels {

∂m+1
}⋃{

−p(m)(t) ∂i + p(i)(t) ∂m, i ∈ J0,m− 1K
}
.

Démonstration. Clairement ∂r (p(t)) = 0 pour r ≥ m + 1. On cherche maintenant les relations k[t]-linéaires entre
les dérivées successives de p, c’est-à-dire, des éléments λ0, . . . λm+1 ∈ k[t] tels que λ0 p(t)+ · · ·+λm+1 p

(m+1)(t) = 0.
Posons L le vecteur de k[t](m+2)×1 suivant :

L :=


p(t)
p′(t)

...
p(m+1)(t)

 .

On s’intéresse alors au calcul de kerk[t](.L) =
{
λ ∈ k[t]1×(m+2) |λL = 0

}
. De manière équivalente, on cherche les

conditions de compatibilités du système linéaire inhomogène Lη = ζ, avec ζ = (ζ0 . . . ζm+1)
T ∈ k(m+2)×1 et η ∈ k.

Nous pouvons alors écrire :

Lη = ζ ⇐⇒



p(t) η = ζ0
p′(t) η = ζ1

...
p(m)(t) η = ζm

p(m+1)(t) η = ζm+1.

(2.2)

Exprimons maintenant les dérivées successives de p en fonction des coefficients de p. On pose p(t) =
∑m
k=0 pk t

k.
Ainsi, en dérivant successivement, nous avons, pour j = 0, . . . ,m+ 1 :

p(j)(t) =

m∑
k=0

pk
k!

(k − j)!
tk−j =

m−j∑
u=0

(u+ j)!

u!
pu+j t

u.

Décalons les indices en posant j = m− v pour v entre 0 et m. Nous obtenons ainsi :

p(m−v)(t) =

v∑
u=0

(u+m− v)!
u!

pu+m−v t
u =

v∑
u=0

p′u+m−v t
u,

avec p′u+m−v =
(u+m−v)!

u! pu+m−v. Substituons maintenant ces égalités dans le système (2.2) :

p(t) η = ζ0
...

p(m−1)(t) = (p′m1
+ p′m t) η = ζm−1

p(m)(t) η = p′m η = ζm
p(m+1)(t) η = 0 = ζm+1.

Comme p est de degré m, on a p(m+1)(t) = 0 et p(m)(t) ̸= 0.
Ainsi, p′m ̸= 0 et on peut extraire η de l’avant-dernière égalité et écrire η = ζm

p′m
. En substituant la valeur de η dans

les égalités précédentes, et en remarquant que p(m)(t) = p′m, nous avons :

p(i)(t)
ζm
p′m

= ζi,=⇒ p(i)(t) ζm − p(m)(t) ζi = 0, i = 0 . . .m− 1.

Notons maintenant M la matrice de k[t](m+1)×(m+2) suivante :

M :=


−p(m)(t) . . . p(t) 0

0 −p(m)(t) ˙ −p′(t)
...
0 −p(m)(t) −p(m−1)(t) 0
0 . . . 0 1

 .
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Cette matrice définit le noyau de L. Plus précisément, on a kerk[t](.L) = imk[t](.M). En particulier, nous avons
M L = 0. Par ailleurs,

L =


1
∂
...

∂m+1


︸ ︷︷ ︸

:= J

· p ,

où · est l’action de A1 sur k[t]. Ainsi, M L = 0 implique M L = M·(J·p) = (M J)·p = 0. Notons G := M J et
G0, . . . Gm ses lignes. Nous avons alors :

G =


−p(m)(t) + p(t) ∂m

−p(m)(t) ∂ + p′(t) ∂m

...
−p(m)(t) ∂m−1 + p(m−1)(t) ∂m

∂m+1

 =


G0

G1

...
Gm−1

Gm

 .

Ainsi, les lignes Gi de la matrice M J génèrent annA1
(·p), autrement dit, annA1

(·p) =∑m
i=0 A1Gi.

Proposition 2.1.3. ([50, Section 3.1]). Soit p(t) =
∑m
k=0 pk t

k ∈ k[t], avec pm ̸= 0, c’est-à-dire, le polynôme p est
exactement de degré m. Notons Q1 = p(t)∂m− p(m)(t) et Q2 = ∂m+1, où p(m)(t) désigne la m-ème dérivée de p par
rapport à t.
Alors, l’idéal à gauche annA1(·p) = {a ∈ A1 | a·p = a(p) = 0} satisfait

annA1(·p) = A1Q1 + A1Q2.

Démonstration. Reprenons la notation Gi pour i = 0, . . . ,m de la proposition précédente 2.1.2. De plus, notons
Q1 = p(t) ∂m−p(m)(t) = −G0 et Q2 = ∂m+1 = Gm. Montrons que pour i = 0, . . . ,m− 1, on a Gi ∈ A1Q1+A1Q2.
Autrement dit, que les générateurs Q1 et Q2 suffisent à engendrer annA1

(·p).
Procédons par récurrence.

⋄ Pour i = 0, on a G0 = −Q1 ∈ A1Q1 + A1Q2.

⋄ Supposons que Gi ∈ A1Q1 + A1Q2 pour un i ∈ J0,m− 2K fixé. Montrons que Gi+1 ∈ A1Q1 + A1Q2.
Nous avons :

∂ Gi − p(i)(t)Q2 = ∂
(
−p(m)(t) ∂i + p(i)(t) ∂m

)
− p(i)(t) ∂m+1

=
(
−p(m)(t) ∂ − p(m+1)(t)

)
∂i +

(
p(i)(t) ∂ + p(i+1)(t)

)
∂m − p(i)(t) ∂m+1

= −p(m)(t) ∂i+1 + p(i)(t) ∂m+1 + p(i+1)(t) ∂m − p(i)(t) ∂m+1

= −p(m)(t) ∂i+1 + p(i+1)(t) ∂m

= Gi+1.

Ainsi, nous obtenons Gi+1 ∈ A1Q1 + A1Q2 et par récurrence Gi ∈ A1Q1 + A1Q2 pour i ∈ J0,m− 1K.
De plus, nous avons Gm = Q2 ∈ A1Q1 + A1Q2.

Exemple 2.1.3. Avec les notations précédentes, prenons p(t) = t3 +2 t2− 1. Alors, on a Q1 = (t3 +2 t2− 1) ∂3− 6
et Q2 = ∂4. On vérifie bien que Q1(p) = (t3 + 2 t2 − 1) ∂3(p(t))− 6 (p(t)) = (t3 + 2 t2 − 1) 6− 6 (t3 + 2 t2 − 1) = 0
et Q2(p(t)) = ∂4(p(t)) = p(4)(t) = 0.

Remarque 2.1.3. Un résultat dû à Stafford énonce que tout idéal à gauche ou à droite de A1 peut être engendré
par seulement deux éléments. Pour une preuve de ce résultat, voir [170]. La proposition 2.1.3 rend effectif ce résultat
pour les idéaux annulateurs annA1

(·p).
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2.2 L’anneau des opérateurs intégro-différentiels à coefficients polyno-
miaux

2.2.1 Définition de I1
De manière similaire à A1 défini dans la section 2.1, considérons l’anneau des endomorphismes k-linéaires endk(k[t])
de k[t] et les applications k-linéaires définies sur la base (tn)n∈N de k[t] suivantes :

mt : k[t] −→ k[t], ∂ : k[t] −→ k[t], I : k[t] −→ k[t]

tn 7−→ tn+1, tn 7−→ n tn−1, tn 7−→ tn+1

n+ 1

avec n ∈ N.

De manière analogue à A1, ces applications linéaires définissent respectivement les endomorphismes de k[t] suivants :

mt : k[t] −→ k[t], ∂ : k[t] −→ k[t], I : k[t] −→ k[t]

p(t) 7−→ t p(t), p(t) 7−→ p′(t) :=
dp

dt
, p(t) 7−→ I(p(t))

(2.3)

où I(p(t)) désigne le polynôme
´ t
0
p(τ) dτ .

Définition 2.2.1. ([16]) On notera I1(k) (ou plus simplement I1 lorsqu’il n’y aura aucune confusion possible sur le
corps de base k), la sous-k-algèbre de endk(k[t]) engendrée par les endomorphismes mt, ∂ et I. Il est sous-entendu
que la loi multiplicative de endk(k[t]) est la loi de composition entre endomorphismes. L’algèbre I1 est appelée
l’algèbre des opérateurs intégro-différentiels ordinaires.

Remarque 2.2.1. Tout comme pour A1, pour simplifier les notations on omettra le symbole ◦ de composition, on
notera 1 l’identité de endk(k[t]) et t plutôt que mt.

Le théorème fondamental du calcul intégral peut alors s’écrire ∂ I = 1. De plus, on peut voir que pour tout p ∈ k[t],
(1− I ∂)(p) = p(t0), ce qui montre que I1 contient l’évaluation en t0, notée e, définie par :

e : k[t] −→ k[t]
p 7−→ p(t0).

Il est à noter que e est multiplicative, c’est-à-dire qu’elle vérifie

∀ p1, p2 ∈ k[t], e(p1 p2) = (p1 p2)(t0) = p1(t0) p2(t0) = e(p1) e(p2).

Dans ce qui suit, nous fixerons simplement t0 à 0. Néanmoins, l’ensemble des résultats de ce mémoire sont vrais
pour t0 ̸= 0, t0 ∈ k.

Remarque 2.2.2. Nous avons clairement l’inclusion A1 ⊂ I1. Cependant, contrairement à A1, remarquons que I1
a des diviseurs de zéro non-nuls, puisque nous avons, par exemple, e t = 0 et e I = 0 dans I1. En effet, pour tout
p ∈ k[t], nous avons :

e t(p(t)) = e (t p(t)) = (0× p(0)) = 0, e I (p(t)) = e

(ˆ t

0

p(τ) dτ

)
=

ˆ 0

0

p(τ) dτ = 0.

Pour tout p ∈ k[t], nous pouvons vérifier que nous avons les identités fondamentales suivantes dans I1 :

∂ p = p ∂ + p′, ∂ I = 1, I ∂ = 1− e, e p = e(p) e = p(0) e. (2.4)

Proposition 2.2.1. ([139]) Pour p ∈ k[t], on a les identités dans I1 suivantes :

e2 = e, ∂ e = 0, I p I = I(p) I − I I(p), I p ∂ = p− e(p) e− I p′, I p e = I(p) e.
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Démonstration. Ces relations découlent des identités élémentaires (2.4). En effet, en utilisant I ∂ = 1−e et ∂ I = 1,
nous obtenons d’abord

e2 = (1− I ∂) (1− I ∂) = 1− I ∂ − I ∂ + I (∂ I ) ∂ = 1− I ∂ = e.

puis,
∂ e = ∂ (1− I ∂) = ∂ − ∂ = 0.

En utilisant p ∂ = ∂ p− p′, I ∂ = 1− e et e p = e(p) e = p(0) e, nous obtenons

I p ∂ = I (∂ p− p′) = (1− e) p− I p′ = p− e(p)e− I p′.

En considérant ∂ q = q ∂ + q′ avec q = I(p) et ∂ I = 1, nous avons ∂ I(p) = I(p) ∂ + ∂ (I(p)) = I(p) ∂ + p, ce qui
donne finalement l’identité suivante :

I p I = I (∂ I(p)− I(p) ∂) I = I ∂ I(p) I − I I(p) = (1− e) I(p) I − I I(p) = I(p) I − I I(p) = [I(p), I].

Enfin, en combinant e = 1 − I ∂, I p I = I(p) I − I I(p) et I q ∂ = q − e(q) e − I q′ avec q = I(p), c’est-à-dire,
I I(p) ∂ = I I(p)− I p, on trouve :

I p e = I p (1− I ∂)
= I p− I p I ∂
= I p− (I(p) I − I I(p)) ∂
= I p− I(p) (1− e) + I I(p) ∂

= I p− I(p) + I(p) e+ (I(p)− Ip)
= I(p) e.

Remarque 2.2.3. L’identité I p ∂ = p− e(p) e− I p′ correspond à l’intégration par parties.

En posant p = 1 dans l’identité I p I = I(p) I − I I(p) et en utilisant I(1) = t, nous obtenons I2 = tI − It = [t, I].
De manière plus générale, nous pouvons démontrer la proposition suivante.

Proposition 2.2.2. L’opérateur In peut être exprimé comme un polynôme de degré 1 en I. Plus précisément, nous
avons :

∀n ≥ 1, In =

n−1∑
k=0

tk

k!
I

(−t)n−1−k

(n− 1− k)!
. (2.5)

Démonstration. Les opérateurs In et
n−1∑
k=0

tk

k!
I

(−t)n−1−k

(n− 1− k)!
sont deux opérateurs de I1, c’est-à-dire deux opérateurs

linéaires déterminés de manière unique par leur valeur sur la base (tn)n∈N de k[t]. Soit m un entier positif. D’une
part, nous avons :

n−1∑
k=0

tk

k!
I

(−t)n−1−k

(n− 1− k)!
(tm) =

n−1∑
k=0

tk

k!
I

(−1)n−1−k

(n− 1− k)!
(tn−1−k+m)

=

n−1∑
k=0

tk

k!

(−1)n−1−k

(n− 1− k)!
I (tn−1−k+m)

=

n−1∑
k=0

tk

k!

(−1)n−1−k

(n− 1− k)!
tn−k+m

(n− k +m)

=

n−1∑
k=0

tn+m

k! (n− k +m)

(−1)n−1−k

(n− 1− k)!
.
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D’autre part, nous avons :

In(tm) = In−1

(
tm+1

m+ 1

)
= In−2

(
1

(m+ 1)

tm+2

(m+ 2)

)
= · · · = tn+m

(m+ 1)(m+ 2) . . . (m+ n)
.

Pour pouvoir conclure, nous devons prouver l’identité suivante :

1

(m+ 1)(m+ 2) . . . (m+ n)
=

n−1∑
k=0

(−1)n−1−k

k! (n− 1− k)! (n− k +m)
.

Pour ce faire, calculons la décomposition en éléments simples de C(m) = 1
(m+1)(m+2)...(m+n) , c’est-à-dire écrivons

C(m) comme α1

m+1 + · · ·+ αn

m+n , où α1, . . . , αn ∈ k. Le k-ième coefficient αk de cette décomposition est donné par :

αk = [(m+ k)C(m)]|m=−k =
1

(−k + 1)(−k + 2) . . . (−1)(n− k)!
=

1

(−1)k−1(k − 1)!(n− k)!
.

Ainsi, nous avons αn−k = (−1)n−k−1

(n−k−1)! k! , ce qui prouve l’identité ci-dessus. Par conséquent, l’identité (2.5) est vérifiée.

Remarque 2.2.4. L’égalité In =
∑n−1
k=0

tk

k! I
(−t)n−1−k

(n−1−k)! définit le produit de convolution suivant :

In(p)(t) =

ˆ t

0

(t− τ)n−1

(n− 1)!
p(τ) dτ, p ∈ k[t].

Nous récapitulons les identités de I1 dans le tableau suivant.

Identités de I1

∂ I = 1 1re identité fondamentale

I ∂ = 1− e 2e identité fondamentale

∂ p = p ∂ + ṗ Règle de Leibniz

I p ∂ = −I ∂ p+ p− e(p) e Intégration par parties

I p I = I(p) I − I I(p) Double intégration

e2 = e, ∂ e = 0, e p = e(p) e = p(t0) e, I p ⟨e⟩ = I(p) e Identités avec l’évaluation

In =
∑n−1
k=0

tk

k!
I

(−t)n−1−k

(n− 1− k)!
Intégration multiple

∑n
k=0

tk

k!
e ∂k + In+1 ∂n+1 = 1 Théorème de Taylor avec reste intégral *

*Voir lemme 2.2.5 de la section 2.2.2.3.

Théorème 2.2.1. ([144, Théorème 1, p. 7], [16, 103]) Tout opérateur d de I1 peut être écrit de manière unique
sous la forme :

d =

m∑
i=0

ai(t) ∂
i +

p∑
j=0

bj(t) I t
j +

q∑
k=0

ck(t) e ∂
k, ai, bj , ck ∈ k[t],m, p, q ∈ N. (2.6)

Cette écriture est appelée la forme normale de d.

Notons que IntDiffOp est un package Maple dédié aux calculs élémentaires sur I1 [103]. En particulier, il calcule
les formes normales des éléments de I1.
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Définition 2.2.2. L’anneau k[t] a une structure de I1-module à gauche donnée par (d·)(p) := d(p), où d ∈ I1,
p ∈ k[t], et d(p) est le polynôme obtenu en appliquant l’endomorphisme d à p en utilisant (2.3).

Définition 2.2.3. De manière analogue à A1, on définit l’idéal à gauche de I1 formé par tous les éléments de I1
qui annulent le polynôme p par :

annI1(·p) = {d ∈ I1 | d· p = d(p) = 0} .

En d’autres termes, annI1(·p) est l’idéal à gauche de I1 engendré par tous les opérateurs intégro-différentiels à
coefficients polynomiaux qui annulent p.

2.2.2 Premières propriétés de I1

2.2.2.1 L’opérateur évalutation

Définition 2.2.4. On note ⟨e⟩ l’idéal bilatère de I1 engendré par l’opérateur d’évaluation e, c’est-à-dire, ⟨e⟩ = I1 e I1.

Lemme 2.2.1. Soit P ∈ I1 et d =
∑q
k=0 ck(t) e ∂

k, où ck ∈ k[t] pour k = 0, . . . , q. Alors, nous avons

P d =

q∑
k=0

P (ck(t)) e ∂
k,

où P (ck(t)) est le polynôme obtenu en appliquant P ∈ endk(k[t]) à ck ∈ k[t] en utilisant (2.3).

Démonstration. Soit P =
∑m
i=0 ai(t) ∂

i +
∑p
j=0 bj(t) I t

j +
∑q
k=0 ck(t) e ∂

k ∈ I1 avec ai, bj , ck ∈ k[t].
Notons P1 =

∑m
i=0 ai(t) ∂

i, P2 =
∑p
j=0 bj(t) I t

j et P3 =
∑q
k=0 ck(t) e ∂

k tels que P = P1 + P2 + P3. Par les
propriétés de linéarité et d’associativité, il suffit de prouver que Pi p e = Pi(p) e pour tout p ∈ k[t] et i = 1, 2, 3.

— Comme P1 =
∑m
i=0 ai(t) ∂

i, en utilisant l’identité ∂ e = 0, nous avons :

P1 p e =

m∑
i=0

ai(t) ∂
i p e =

m∑
i=0

ai(t)

i∑
s=0

(
i

s

)
p(s) ∂i−s e =

m∑
i=0

ai(t) p
(i) e = P1(p) e.

— Comme P2 =
∑p
j=0 bj(t) I t

j , en utilisant l’identité I a e = I(a) e pour tout a ∈ k[t], nous avons :

P2 p e =

p∑
j=0

bj(t) I t
j p e =

p∑
j=0

bj(t)I(t
j p) e = P2(p) e.

— Comme P3 =
∑q
k=0 ck(t) e ∂

k, en utilisant e2 = e et e g = e(g) e, où g est un opérateur de I1, nous avons :

P3 p e =

q∑
k=0

ck(t) e ∂
k p e =

q∑
k=0

ck(t) e (∂
k p) e2 = P3(p) e.

Ainsi, nous avons Pi p e = Pi(p) e pour tout p ∈ k[t] et i = 1, 2, 3, ce qui démontre que pour tout P ∈ I1 et tout
p ∈ k[t], P p e = P (p) e.

Remarque 2.2.5. En utilisant le lemme 2.2.1, nous avons :

annI1(.p e) = {P ∈ I1 | P p e = 0} = {P ∈ I1 | P (p) e = 0} = {P ∈ I1 | P (p) = 0} = annI1(·p).
L’égalité P (p) e = 0 est équivalente à P (p) = 0 car P (p) e est un élément de I1 écrit sous sa forme normale puisque
P (p) ∈ k[t].
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Proposition 2.2.3. Nous avons l’égalité suivante :

⟨e⟩ = k[t] e k[∂] =

{
d ∈ I1 | d =

q∑
k=0

ck(t) e ∂
k, ck ∈ k[t], q ∈ N

}
.

Démonstration. Soit d =
∑m
i=0 ai(t) ∂

i +
∑p
j=0 bj(t) I t

j +
∑q
k=0 ck(t) e ∂

k ∈ I1.

D’après la proposition 2.2.1, nous avons e I = 0, ∂ e = 0, I tj e = I(tj) e, e2 = e et e p = p(0) e pour p ∈ k[t]. Ainsi,
nous obtenons :

e d =

m∑
i=0

e ai(t) ∂
i +

p∑
j=0

e bj(t) I t
j +

q∑
k=0

e ck(t) e ∂
k

=

m∑
i=0

ai(0) e ∂
i +

p∑
j=0

bj(0) e I t
j +

q∑
k=0

ck(0) e
2 ∂k

= e

(
m∑
i=0

ai(0) ∂
i +

q∑
k=0

ck(0) ∂
k

)
∈ e k[∂].

De plus, d’après le lemme 2.2.1, nous avons :

d e = d(1) e =

a0(t) + p∑
j=0

bj(t) I(t
j) + c0(t)

 e ∈ k[t] e.

Ainsi, nous obtenons ⟨e⟩ = k[t] e k[∂].

Lemme 2.2.2. Nous avons les deux assertions suivantes :
1. Si d =

∑q
k=0 ck(t) e ∂

i ∈ ⟨e⟩ et N = 1 +maxi∈J0,qK degt ck, alors ∂N d = 0.

2. Si d =
∑m
i=0 ai(t) ∂

i +
∑p
j=0 bj(t) I t

j +
∑q
k=0 ck(t) e ∂

k /∈ ⟨e⟩ et

M = 1 +max
{
maxk∈J0,qK degt ck,maxj∈J0,pK degt bj

}
, alors ∂Md ∈ A1.

Démonstration. Soit d =
∑n
i=0 ci(t) e ∂

i ∈ ⟨e⟩ et N = 1 + maxk∈J0,qK degt ck. Alors d’après le lemme 2.2.1, on a
∂N d =

∑n
i=0 ∂

N (ci(t)) e ∂
i =

∑n
i=0 ci

(N)(t) e ∂i = 0, car pour tout k = 0, . . . , q, ck (N)(t) = 0. Ceci prouve la
première assertion.

Prouvons maintenant la deuxième assertion. Étant donné le premier résultat, on peut sans perte de généralités sup-
poser que d =

∑m
i=0 ai(t) ∂

i +
∑p
j=0 bj(t) I t

j . De plus, comme
∑m
i=0 ai(t) ∂

i ∈ A1, on peut uniquement s’intéresser
au terme intégral. Ainsi, sans perte de généralités, on suppose d =

∑p
j=0 bj(t) I t

j .

Calculons ∂ d. On a ∂ d =
∑p
j=0

(
bj(t) ∂ + b′j(t)

)
I tj =

∑p
j=0 bj(t) t

j + b′j(t) I t
j , car ∂ I = 1. Le terme

∑p
j=0 bj(t) t

j

étant dans A1 on peut uniquement considérer le terme
∑p
j=0 b

′
j(t) I t

j . On remarque que le degré du polynôme
b′j(t) est strictement inférieur à celui de bj(t). En prenant Dj = degt bj(t), on a ∂Dj bj(t) I t

j = d′ + b0 I t
j avec

d′ ∈ k[t] et b0 ∈ k. Ainsi, en prenant N1 = 1 + maxk∈J0,qK degt ck et N2 = maxj∈J0,mK degt bj + 1, nous obtenons
∂N2

∑p
j=0 bj(t) I t

j ∈ A1, ce qui prouve le résultat voulu pour M = max{N1, N2}+ 1.

Exemple 2.2.1. Considérons d = t2 e+ (t+ 1) e ∂2. Alors, nous avons c0(t) = t2, c1(t) = t+ 1 et N = 1 + 2 = 3.
Ainsi, on peut vérifier ∂3 d = 0.

Considérons maintenant d = t2 ∂ + ∂2 + t I − I + t2 I t + (t + 1) e. Alors, nous avons N1 = 1 + 1 = 2, b0(t) = t,
b1(t) = t2, N2 = 2 et M = 3. On peut vérifier que ∂M d = 12 t+(8 t2+3) ∂+(t3+ t+6) ∂2+6 t ∂3+ t2 ∂4+∂5 ∈ A1.

Proposition 2.2.4. L’idéal ⟨e⟩ =
{
d ∈ I1 | d =

∑q
j=0 cj(t) e ∂

j , cj ∈ k[t], q ∈ N
}

est l’unique idéal bilatère non
trivial de I1. Si d ∈ ⟨e⟩ ⊂ I1, on dit que d est un opérateur d’évaluation.
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Démonstration. Supposons que J soit un idéal bilatère de I1. Si J ⊈ ⟨e⟩, alors il existe d ∈ J \ ⟨e⟩. En utilisant le
Point (2) du lemme 2.2.2, il existe N ∈ N∗ tel que ∂N d ∈ A1 \ {0}. Or, comme A1 est un anneau simple d’après
le théorème 2.1.1 (voir aussi le théorème 1.3.5 de [121]), l’idéal bilatère non nul A1 ∂

N dA1 de A1 est égal à A1,
c’est-à-dire qu’il existe q, r ∈ A1 tels que q ∂N d r = 1, ce qui montre que J = I1.

Supposons maintenant que J ⊆ ⟨e⟩ et soit d =
∑q
k=0 ck(t) ∂

k =
∑q
k=0

∑degt ck
j=0 cj,k t

j e ∂k ∈ J \ {0}.
Alors, nous avons (e ∂j) d (tk e) = j! k! cj,k e, ce qui montre que e ∈ J , et donc que ⟨e⟩ ⊆ J . Finalement, on a prouvé
que J = ⟨e⟩.

En utilisant la forme normale (2.6) d’un élément d ∈ I1, nous pouvons vérifier de nouveau que d = d1 + d2 + d3,
où d1 ∈ A1, d2 ∈ I = {

∑r
i=0 ai I bi | ai, bi ∈ k[t], r ∈ N}, et d3 ∈ ⟨e⟩ = k[t] ek[∂]. Remarquons qu’en utilisant

l’identité I a I = I(a) I − I I(a), nous pouvons voir que I est un anneau sans unité.

Proposition 2.2.5. ([16], [121, p.22]) L’anneau B1 = I1
/
⟨e⟩ est isomorphe à l’anneau des polynômes de Laurent

non commutatifs
L1 = k[H]

〈
σ, σ−1 |σH = (H + 1)σ, σ−1H = (H − 1)σ−1

〉
,

dont les éléments sont de la forme
∑

0≤|i|≤ t

pi(H)σi, où pi ∈ k[H] et t ∈ N. L’isomorphisme correspondant est donné

par :
B1 −→ L1

∂ mod ⟨e⟩ 7−→ σ,
I mod ⟨e⟩ 7−→ σ−1,

h = ∂ t mod ⟨e⟩ 7−→ H.

Démonstration. L’identité

∂ h = ∂ (t ∂ + 1) = t ∂2 + 2 ∂ = (t ∂ + 1) ∂ + ∂ = h ∂ + ∂ = (h+ 1) ∂

entraîne σH = (H +1)σ dans L1. De plus, I h = I ∂ t = (1− e) t = t implique que l’image de t mod ⟨e⟩ ∈ B1 dans
L1 est σ−1H. Enfin, (h− 1) I = t ∂ I = t montre que (H − 1)σ−1 = σ−1H dans L1.

Proposition 2.2.6. Considérons l’élément g = t ∂ ∈ I1, appelé opérateur d’Euler, et notons G la classe de g dans
L1. Alors, d’après les notations de la proposition 2.2.5, nous avons G = H − 1 ∈ L1. On a alors l’isomorphisme
suivant :

I1/⟨e⟩ = B1
∼= k[G]

〈
σ, σ−1

∣∣ σG = (G+ 1)σ, σ−1G = (G− 1)σ−1
〉
,

c’est-à-dire que le quotient I1/⟨e⟩ s’identifie à une algèbre de Ore sur k[G], munie de l’automorphisme σ vérifiant
la relation de commutation ci-dessus.

Démonstration. L’identité ∂ g = ∂ (t ∂) = t ∂2 + ∂ = (t ∂) ∂ + ∂ = g ∂ + ∂ = (g + 1) ∂ entraîne la relation σG =
(G+ 1)σ dans L1. Par ailleurs, on a I g = I t ∂ = −I + t = −I + (t ∂) I = −I + g I = (g − 1) I, ce qui montre que
σ−1G = (G− 1)σ−1 dans L1. Enfin, l’égalité g = t ∂ implique que la classe de t dans L1 est Gσ−1.

Remarque 2.2.6. Dans ce mémoire, nous identifions B1 à L1, c’est-à-dire qu’un élément de B1 sera noté sous la
forme

∑
0≤|i|≤ t pi(H)σi, où pi ∈ k[H] et t ∈ N.

Remarque 2.2.7. Nous avons la suite exacte courte d’algèbres suivante [166] :

0 ⟨e⟩ I1 I1/⟨e⟩ 0,i π

où l’épimorphisme π est définie par :

π(t) = t, π(∂) = σ := ∂, π(I) = I = ∂
−1

= σ−1, π(e) = 0. (2.7)

On a un isomorphisme I1/⟨e⟩ ∼= A1(k)∂ , où A1(k)∂ désigne la localisation de A1(k) par l’ensemble de Ore à gauche
{∂k | k ∈ N}. Voir la section 2.4.3. Voir aussi [16, p.500], et [121, p.42].
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2.2.2.2 L’involution de I1

Définition 2.2.5. Soit A un anneau. On appelle involution de A un anti-morphisme d’anneau θ vérifiant θ2 = 1.
Plus précisément, θ vérifie :

∀ a1, a2 ∈ A, θ(a1 a2) = θ(a2) θ(a1), θ(a1 + a2) = θ(a1) + θ(a2), θ(θ(a1)) = a1, θ(1) = 1.

Proposition 2.2.7. ([16]) L’anneau I1 admet l’ involution θ définie comme suit

θ(∂) = I, θ(I) = ∂, θ(t) = ∂ t ∂ = (t ∂ + 1) ∂ = h ∂,

où h = ∂ t.

Une conséquence importante de la proposition 2.2.7 est que θ(e) = e et θ(h) = h. En effet, nous avons :

θ(e) = θ(1− I ∂) = θ(1)− θ(∂)θ(I) = 1− I ∂ = e,

θ(h) = θ(∂ t) = θ(t) θ(∂) = h ∂ I = h.

Le fait que I1 admette une involution est important dans notre étude car cela implique que les propriétés des
modules/idéaux à gauche peuvent être transportées aux modules/idéaux à droite.

2.2.2.3 Les opérateurs de Taylor

Nous remarquons que certaines propriétés de A1 ne sont plus valables pour I1, comme le montre, par exemple, le
corollaire 2.2.1 ci-dessous.

Théorème 2.2.2. ([94, Théorème 2 ]) Un anneau A unitaire qui contient deux éléments a et b tels que a b = 1, et
b a ̸= 1 n’est pas noethérien ni à gauche, ni à droite.

Nous rappelons que dans I1 nous avons les identités ∂ I = 1 et I ∂ = 1− e. Nous pouvons donc énoncer le corollaire
au théorème 2.2.2 suivant.

Corollaire 2.2.1. I1 n’est ni un anneau noethérien à gauche, ni un anneau noethérien à droite.

Une manière plus explicite de démontrer le corollaire 2.2.1 consiste à considérer la chaîne d’idéaux à gauche/droite
générée par les opérateurs de Taylor définis comme suit.

Définition 2.2.6. Pour N ∈ N, on appelle opérateur de Taylor d’ordre N l’opérateur de I1 suivant :

TN =

N∑
k=0

tk

k!
e ∂k. (2.8)

On appelle ces opérateurs ainsi, car nous avons

∀ p ∈ k[t], TN (p)(t) =

N∑
i=0

ti

i!
p(i)(0).

Autrement dit, en appliquant l’opérateur TN à un polynôme p de k[t] on obtient son développement de Taylor à
l’ordre N .

Exemple 2.2.2. Appliquons l’opérateur de Taylor TN à un monôme tk pour N, k ∈ N.

TN
(
tk
)
=

N∑
i=0

ti

i!
e ∂i

(
tk
)
=

{
tk, 0 ≤ k ≤ N,
0, k > N.

En effet, nous avons,

∂j(tk) =

{
k (k − 1) . . . (k − j + 1) tk−j , k ≥ j,
0, k < j,
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et en utilisant e t = 0, nous obtenons :

TN (tk) =

N∑
j=0

tj

j!
e ∂j(tk) = tk, k = 0, . . . , N.

De plus, si pk(∂) ∈ k[∂] pour k = 0, . . . , r, alors en appliquant le lemme 2.2.1, nous obtenons :

TN

(
r∑

k=0

tk e pk(∂)

)
=

r∑
k=0

TN (tk) e pk(∂) =

min{r,N}∑
k=0

tk e pk(∂).

En particulier, si pk(∂) = ∂k

k! , alors TN Tr = Tmin{r,N}.

Proposition 2.2.8. Nous avons :
1. Pour tout N ∈ N, TN TN+1 = TN de sorte que I1 TN ⊆ I1 TN+1.
2. Pour tout N ∈ N, I1 TN ̸= I1 TN+1.
3. Pour tout N, r ∈ N, TN Tr = Tmin{r,N}

Exemple 2.2.3. Par exemple, nous avons T0 = e, T1 = e + t e ∂. Notons que T0 T1 = e (e + t e ∂) = e2 + e t e ∂ =
e2 + 0 = e = T0, et donc, T0 ∈ I1 T1, où I1 T1 = {d T1 | d ∈ I1} est l’idéal à gauche de I1 engendré par T1, ce qui
donne I1 T0 ⊂ I1 T1.

Démonstration. 1. Puisque TN+1 ∈ ⟨e⟩, selon le lemme 2.2.1, TN TN+1 =

N+1∑
k=0

TN (tk)

k!
e ∂k. Calculons donc TN (tk)

pour k ∈ J0, N + 1K. Nous avons, d’après l’exemple 2.2.2,

TN
(
tk
)
=

N∑
i=0

ti

i!
e ∂i

(
tk
)
=

{
tk, 0 ≤ k ≤ N,
0, k > N.

Ainsi, en substituant l’expression de TN (tk) dans TNTN+1, nous obtenons finalement :

TN TN+1 =

N∑
k=0

tk

k!
e ∂k = TN .

2. Supposons que TN+1 ∈ I1 TN . Alors, il existe α ∈ I1 tel que TN+1 = αTN . D’une part, puisque TN ∈ ⟨e⟩,
αTN =

∑N
k=0 α

(
tk

k!

)
e ∂k. D’autre part, TN+1 =

∑N+1
k=0

tk

k! e ∂
k. En comparant ces deux formes normales, nous

obtenons tN+1 = 0 dans k[t], ce qui conduit à une contradiction et prouve que I1 TN ̸= I1 TN+1.

La proposition 2.2.8 prouve que I1 T0 ⊊ I1 T1 ⊊ I1 T2 ⊊ . . . est une chaîne strictement ascendante d’idéaux à gauche
de I1. Par conséquent, I1 n’est pas un anneau noethérien à gauche.

On remarque que si la chaîne ascendante ci-dessus avait été stabilisée, c’est-à-dire si TN+1 = αTN pour un certain
α ∈ I1 et N ≥ 0, alors un développement de Taylor à l’ordre N aurait déterminé un développement de Taylor à
chaque ordre M ≥ N , ce qui n’est pas vrai.

Remarque 2.2.8. Si nous ne voulons pas raisonner par l’absurde, nous pouvons utiliser la décomposition en somme
directe suivante :

I1 TN =

N⊕
k=0

k[t] e ∂k ∼= k[t]N+1. (2.9)
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En effet, en utilisant le point 3 du lemme 2.2.8, pour tout i = 0, . . . , N , nous avons Ti = Ti TN ∈ I1 TN . Ainsi, nous
avons :

Ti+1 − Ti =
ti+1

(i+ 1)!
e ∂i+1 ∈ I1 TN

=⇒
N∑
k=0

I1
tk

k!
e ∂k ⊂ I1TN ⊂

N∑
k=0

I1
tk

k!
e ∂k.

Ainsi, nous obtenons I1 TN =
∑N
k=0 I1

tk

k! e ∂
k. Notons de plus que I1 t

k

k! e ∂
k = I1 e ∂k = k[t] e ∂k. En effet, d’après

le lemme 2.2.1, nous avons

∂k
tk

k!
e ∂k = ∂k

(
tk

k!

)
e ∂k = e ∂k ∈ I1

tk

k!
e ∂k ⊂ I1 e∂k.

Ainsi, on a bien montré l’égalité (2.9).

De même, nous avons

I1 TN+1 =

N+1⊕
k=0

k[t] e ∂k ∼= k[t]N+2.

Ainsi, on obtient I1 TN ⊊ I1 TN+1.

Enfin, en utilisant l’involution θ de I1 définie dans la proposition 2.2.7, nous obtenons que la chaîne strictement
ascendante θ(T0) I1 ⊊ θ(T1) I1 ⊊ θ(T2) I1 ⊊ . . . des idéaux à droite de I1 ne se stabilise pas, ce qui montre que I1
n’est pas non plus un anneau noethérien à droite, et donc, ce n’est pas un anneau noethérien.

Montrons maintenant que les opérateurs de Taylor sont stables par l’involution θ.

Proposition 2.2.9. Pour tout N ∈ N, nous avons θ(TN ) = TN .

Prouvons, tout d’abord, un lemme calculatoire utile pour prouver la proposition 2.2.9.

Lemme 2.2.3. Soit k ∈ N. Alors, e (∂ t ∂)k = k! e ∂k.

Démonstration. Raisonnons par récurrence. Si k = 0 alors e (∂ t ∂)0 = e = 0! e ∂0. Si on suppose que pour k fixé
nous avons e (∂ t ∂)k = k! e ∂k. Alors

e (∂ t ∂)k+1 = e (∂ t∂)k (∂ t∂) = e (k! e ∂k) (∂ t p) = k! e2 (∂k+1 t ∂) = k! e (∂k+1 t ∂).

On utilise maintenant l’identité ∂n t = t ∂n + n∂n−1 pour n ∈ N (voir preuve du lemme 2.1.1). Ainsi :

e (∂ t ∂)k+1 = k! e (t ∂k+1 + (k + 1) ∂k) ∂ = e (k + 1)! ∂k+1.

Montrons maintenant la proposition 2.2.9.

Démonstration. Par linéarité, il nous suffit de prouver que pour tout k ∈ N, θ( t
k

k! e ∂
k) = tk

k! e ∂
k. En utilisant la

proposition 2.2.1 nous obtenons :

θ

(
tk

k!
e ∂k

)
= θ(∂)k θ(e) θ

(
tk

k!

)
= Ik e

(∂ t ∂)k

k!
= Ik(1) e ∂k =

tk

k!
e ∂k.

Ainsi, nous avons θ(TN ) = TN pour tout N ∈ N.

Définition 2.2.7. Soient a ∈ k[∂] et b ∈ k[t]. On note alors :

— ǎ l’élément de k[t] obtenu en remplaçant chaque ∂i par ti

i! dans a(∂).

— b̂ l’élément de k[∂] obtenu en remplaçant chaque ti par i! ∂i dans b(t).
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Exemple 2.2.4. Soient a(∂) = 1 + ∂2 + 2 ∂3 ∈ k[∂] et b(t) = 2 t+ t4 ∈ k[t]. Alors,

ǎ(t) = 1 +
t2

2
+ 2

t3

6
= 1 +

t2

2
+
t3

3
, b̂(∂) = 2 ∂ + 4! ∂4.

Le prochain lemme est une conséquence directe du lemme 2.2.3 utile pour la suite.

Lemme 2.2.4. Soient a ∈ k[∂] et b ∈ k[t]. Alors, nous avons

θ(a(∂)) e = ǎ(t) e et e θ(b(t)) = e b̂(∂).

Démonstration. Soient a =
∑n
i=0 ai ∂

i ∈ k[∂] et b =
∑m
j=0 bj t

j ∈ k[t]. Alors, en utilisant Ii e = ti

i! e (voir
lemme 2.2.1), nous avons :

θ(a(∂)) e = θ

(
n∑
i=0

ai ∂
i

)
e =

n∑
i=0

ai θ(∂
i) e =

n∑
i=0

ai I
i e =

n∑
i=0

ai
ti

i!
e = ǎ(t) e.

Par ailleurs, en utilisant le lemme 2.2.3 et θ(t) = ∂ t ∂, nous avons :

e θ(b(t)) = e θ

 m∑
j=0

bj t
j

 =

m∑
j=0

bje θ(t
j) =

m∑
j=0

bje θ(t)
j =

m∑
j=0

bj j! e ∂
j = e

 m∑
j=0

bj j! ∂
j

 = e b̂(∂).

Lemme 2.2.5. ([66]) Pour tout n ∈ N∗, nous avons l’égalité de I1 suivante :

1 = Tn−1 + In ∂n.

Ces égalités correspondent au théorème de Taylor avec reste intégral. En effet,

∀ p ∈ k[t], p(t) = p(0) + ṗ(0) t+ . . .+ p(n−1)(0)
tn−1

(n− 1)!
+

ˆ t

0

(t− τ)n−1

(n− 1)!
p(n)(τ) dτ.

Ainsi, pour tout P ∈ I1, il existe N ∈ N tel que P = IN ∂N P + TN−1 P , où ∂NP ∈ A1, et TN−1 P ∈ ⟨e⟩.

Démonstration. Montrons l’égalité 1 = Tn−1 + In ∂n par récurrence.
⋄ Pour n = 1 nous avons I ∂ = 1− e = 1− T0.
⋄ Supposons maintenant que 1 = Tn−1 + In ∂n pour un n ∈ N∗ fixé et montrons que 1 = Tn + In+1 ∂n+1.

In+1 ∂n+1 = I (In ∂n) ∂

= I (1− Tn−1) ∂

= 1− e−
n−1∑
k=0

I
tk

k!
e ∂k p

= 1− e−
n−1∑
k=0

I

(
tk

k!

)
e ∂k+1 d’après le lemme 2.2.1

= 1− e−
n−1∑
k=0

tk+1

(k + 1)!
e ∂k+1

= 1− e−
n∑
k=1

tk

k!
e ∂k changement d’indice k ← k + 1

= 1− Tn.

La deuxième affirmation du lemme est une conséquence directe de la définition 2.2.6, de la proposition 2.2.2, de
l’égalité 1 = Tn−1 + In ∂n et du lemme 2.2.2.
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Corollaire 2.2.2. Pour tout n ∈ N∗, nous avons I1 = I1 ∂n ⊕ I1 Tn−1 = I1 ∂n ⊕ I1 e⊕ I1 e ∂ ⊕ · · · ⊕ I1 e∂n−1.

Démonstration. ⋄ Soit n ∈ N∗. L’égalité 1 = In ∂n + Tn−1 implique I1 = I1 In ∂n + I1 Tn−1. Or, I1 In = I1 car
∂n In = 1. Ainsi, nous avons : I1 = I1 ∂n + I1 Tn−1.
⋄ Montrons que cette somme est une somme directe. Soit α ∈ I1 ∂n ∩ I1 Tn−1. Alors, il existe β, γ ∈ I1 tels que
α = β ∂n = γ Tn−1. De plus, comme T 2

n−1 = Tn−1, nous avons αTn−1 = β ∂n Tn−1 = γ T 2
n−1 = γ Tn−1 = 0, car

∂n Tn−1 = 0. On en déduit que αTn−1 = γ Tn−1 = α = 0 et la somme directe suivante : I1 = I1 ∂n ⊕ Tn−1.
D’après la remarque 2.2.8, nous avons I1 Tn−1 =

⊕n−1
k=0 I1 e ∂n−1, ce qui conclut la démonstration.

Dans le prochain chapitre, nous introduirons la notion d’anneau cohérent. Il est à noter que tout anneau noethérien
est un anneau cohérent (voir [166, Exemple 3.64, p.142]). Il s’agit ainsi d’une propriété algébriquement plus faible.

2.3 Analyse algébrique des systèmes intégro-différentiels linéaires

Autour des années 1970, plusieurs approches algébriques des équations différentielles émergent de manière parallèle.
Malgrange travaille sur l’anneau D = k[∂1, . . . , ∂n], dans le cadre des équations aux dérivées partielles à coefficients
constants. De son côté, Bernstein introduit et étudie l’algèbre de Weyl, élargissant le cadre à des opérateurs dif-
férentiels à coefficients polynomiaux. En parallèle, au Japon, Sato, Kashiwara et Kawai développent une approche
fondée sur l’anneau D = OX [∂1, . . . , ∂n], où OX est l’anneau des fonctions analytiques sur une variété complexe.
Enfin, Schapira collabore étroitement avec Kashiwara dans le développement de cette théorie.
Pour un aperçu des différentes contributions à cette théorie, voir l’introduction à la thèse de master de Kashiwara
écrite par Schapira dans la réédition [98].

Dans cette section, nous donnons essentiellement une preuve du théorème de Malgrange qui permet de faire le lien
entre les solutions d’un système linéaire donné et le module à gauche de présentation finie défini par le système.
Cela va ainsi nous permettre d’introduire des notations de théorie des modules. Pour plus de détails, voir [25, 99,
73, 135, 119].

2.3.1 Le théorème de Malgrange
Notons A un anneau et Aq×p l’ensemble des matrices à coefficients dans A de taille q × p. On considère alors
R ∈ Aq×p ainsi qu’un A-module à gauche noté F . On peut par exemple penser à A = A1 ou I1 et F = k[t] ou
C∞(R). La matrice R définit alors le système d’équations linéaires suivantR11 . . . R1p

...
...

Rq1 . . . Rqp


︸ ︷︷ ︸

R

h1...
hp

 =

0
...
0

 , (2.10)

où h = (h1 . . . hp)
T ∈ Fp×1 est un vecteur colonne à coefficients dans F . Un vecteur h ∈ Fp×1 qui satisfait le

système linéaire (2.10) est appelé une solution de (2.10). Si F est un k-espace vectoriel, alors l’espace des solutions
de (2.10) est un sous-k-espace vectoriel de F . Une idée classique en analyse algébrique (en particulier en théorie des
D-modules) est de considérer le A-morphisme à gauche suivant :

.R : A1×q −→ A1×p

λ = (λ1 . . . λq) 7−→ λR.

L’image de .R, notée imA(.R) = A1×q R, est alors un sous-A-module à gauche de A1×p formé par toutes les
combinaisons A-linéaires à gauche des lignes de la matrice R. On peut alors définir le A-module à gauche quotient
suivant :

M = A1×p /
(A1×q R) . (2.11)

Exemple 2.3.1. Considérons A = A1 = Q[t]⟨∂⟩ l’algèbre de Weyl à une variable, autrement dit les opérateurs
différentiels en une variable avec la relation ∂ t = t ∂+1. Voir Section 2.1 pour la définition de cet anneau. On peut
alors considérer l’équation différentielle ordinaire y′(t)− y(t) = 0. On a alors R = ∂− 1 etM = A1

/
(A1 (∂ − 1)) =

A1
/
(A1R) .
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Exemple 2.3.2. Considérons R = 1 − I ∈ I1. Alors, nous avons M = I1
/
(I1 (1− I)) correspondant à l’équation

u(t)−
´ t
0
u(τ) dτ = 0.

Le A-module à gauche M ainsi construit (voir (2.11)) joue un rôle fondamental dans l’étude du système (2.10).
Donnons une description explicite de ce module M par générateurs et relations.

Proposition 2.3.1. Soit A un anneau, R ∈ Aq×p etM = A1×p /
(A1×q R) . Notons {ei}i∈J1, pK la base canonique de

A1×p, c’est-à-dire les vecteurs ligne de taille p avec un 1 en position i et des 0 ailleurs. Notons également gi = π(ei)
pour i = 1, . . . , p où π est la projection canonique de A1×p dans M. Alors, {gi}i∈J1, pK est un ensemble générateur
de M et les relations A-linéaires entre ces générateurs s’écrivent

Rg = 0,

avec g = (g1 . . . gp)
T .

Démonstration. Soit π : A1×p −→M l’épimorphisme qui envoie µ ∈ A1×p sur sa classe d’équivalence modulo M,
notée π(µ).
On rappelle que π(µ′) = π(µ) pour un certain µ′ ∈ A1×p si µ′ − µ ∈ imA(.R) = A1×q R, c’est-à-dire, s’il existe
λ ∈ A1×q tel que µ′ − µ = λR, c’est-à-dire, µ′ = µ+ λR. L’application π est alors un A-morphisme.

Désignons maintenant par {ei}i∈J1, pK la base canonique de A1×p et par {fj}j∈J1, qK la base canonique de A1×q,
c’est-à-dire, ei est le vecteur ligne de taille p avec un 1 en position i et des 0 ailleurs et, de même, fj est la ligne
de taille q avec un 1 en position j et des 0 ailleurs. De plus, notons gi = π(ei) pour i = 1, . . . , p. Par définition de
M, chaque élément m ∈ M est de la forme m = π(µ) pour un certain µ = (µ1 . . . µp) =

∑p
i=1 µi ei ∈ A1×p. La

A-linéarité à gauche de π entraine m =
∑p
i=1 µi π(ei) =

∑p
i=1 µi gi, ce qui montre que {gi}i∈J1, pK est un ensemble

de générateurs deM.

Déterminons maintenant les relations A-linéaires à gauche vérifiées par la famille {gi}i∈J1, pK. Si Rj• = (Rj1 . . . Rjp)
désigne la j-ème ligne de R pour j = 1, . . . , q, alors Rj• = fj R ∈ imA(.R) c’est-à-dire, π(Rj•) = 0. La A-linéarité
de π à gauche entraine alors :

π

(
p∑
i=1

Rji ei

)
=

p∑
i=1

Rji π(ei) =

p∑
i=1

Rji gi = 0, j = 1, . . . , q.

Ainsi, si l’on note g = (g1 . . . gp)
T , la famille génératrice de M, {gi}i∈J1, pK, satisfait l’équation

Rg = 0,

et aucune autre relation A-linéaire qui ne soit pas une conséquence de Rg = 0.

Remarque 2.3.1. Il est important de noter que g ∈ Mp×1, autrement dit que g n’est pas un élément de Fp×1

quand F ≠ M. Si on veut passer de g ∈ Mp×1 à h ∈ Fp×1, on doit regarder les A-morphismes à gauche de M
dans F .

Soit HomA(M,F) le groupe abélien formé par tous les A-morphismes de M dans F . Notons que de manière
générale, HomA(M,F) n’est pas un A-module à gauche.

En effet, pour a ∈ A et f ∈ HomA(M,F), on peut définir a f ∈ HomA(M,F) de la façon suivante : (a f)(m) =
f(am) pour tout m ∈ M. Mais alors, en utilisant (a1 a2) f = a1 (a2 f), on aurait ((a1 a2) f)(m) = f(a1 a2m) et
(a1 (a2 f))(m) = (a2 f)(a1m) = f(a2 a1m). Comme A n’est pas nécessairement un anneau commutatif, il n’y a au-
cune raison pour, qu’en toute généralité, on ait a1 a2m = a2 a1m. Donc f(a1 a2m) et f(a2 a1m) sont généralement
différents et donc HomA(M,F) n’a généralement pas une structure de A-module à gauche si A est un anneau non
commutatif.

Si A est commutatif, nous avons alors que HomA(M,F) est un A-module.

On peut maintenant établir le lien entre le A-module à gauche M et l’espace des solutions dans F du système
d’équations intégro-différentielles (2.10), noté

kerF (R·) = {h ∈ Fp×1 | R·h = 0}.
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Théorème 2.3.1. ([119, 98, 135]) Avec les notations précédentes, on a l’isomorphisme de groupes abéliens suivant :

kerF (R·) ∼= HomA(M,F). (2.12)

Plus précisément, si π est la projection canonique de A1×p dans M, {ei}i∈J1, pK la base canonique de A1×p,c’est-
à-dire les vecteurs ligne de taille p avec un 1 en position i et des 0 ailleurs, alors nous avons les isomorphismes
inverses l’un de l’autre suivants,

kerF (R·) −→ HomA(M,F)
h 7−→ ϕh,

HomA(M,F) −→ kerF (R.)

ϕ 7−→
(
ϕ(g1) . . . ϕ(gp)

)T
,

avec ϕh(π(µ)) = µh pour tout µ ∈ A1×p et gi = π(ei) pour i = 1, . . . , p.

Démonstration.
⋄ Considérons d’abord h ∈ kerF (R·) et ϕh ∈ HomA(M,F) défini par ϕh(π(µ)) = µh pour tout µ ∈ A1×p.
Remarquons que ϕh est bien définie car si π(µ) = π(µ′) pour un certain µ′ ∈ A1×p, alors, on a µ′ = µ + λR pour
un certain λ ∈ A1×p. Ainsi, µ′ h = µh+ λ (Rh) = µh.

⋄ Par ailleurs, soit ϕ ∈ HomA(M,F), posons alors hϕ := (ϕ(g1) . . . ϕ(gp))
T ∈ Fp×1. Nous avons ainsi

p∑
i=1

Rji ϕ(gi) = ϕ

 p∑
j=1

Rji gi

 = ϕ(0) = 0,

pour j = 1, . . . , q ou, en d’autres termes, Rhϕ = 0, c’est-à-dire hϕ ∈ kerF (R.).

Remarquons que hϕh
= (ϕh(g1) . . . ϕh(gp))

T = (h e1 . . . h ep) = h pour tout h ∈ kerF (R·), et pour tout
ϕ ∈ HomA(M,F), ϕhϕ

est défini par

ϕhϕ
(π(µ)) = µhϕ = µ (ϕ(g1) . . . ϕ(gp))

T =

p∑
i=1

µi ϕ(gi) = ϕ

(
p∑
i=1

µi gi

)

= ϕ

(
p∑
i=1

µi π(ei)

)
= ϕ

(
π

(
p∑
i=1

µi ei

))
= ϕ(π(µ)),

pour tout µ ∈ A1×p, ce qui prouve finalement l’isomorphisme (2.12).

Remarque 2.3.2. Si F est un k-espace vectoriel, alors l’isomorphisme (2.12) est aussi un isomorphisme de k-
espaces vectoriels. Par exemple, on a kerk[t](R·) ∼= HomA(M,k[t]) où kerk[t](R·) est le k-espace vectoriel des
solutions polynomiales du système intégro-différentiel (2.10).

Le théorème 2.3.1 peut également être compris comme une conséquence de l’exactitude à gauche du foncteur
contravariant HomA( · ,F) (voir, par exemple, [166]). En effet, à partir de la définition de M = A1×p/imA(.R),
nous avons la suite exacte suivante de A-modules à gauche :

A1×q A1×p M 0,.R π

c’est-à-dire, π est surjective et kerπ = imA(.R). Cette suite exacte est appelée présentation finie du A-moduleM.

De plus, si ϕ ∈ HomA(M,F), alors nous pouvons définir π⋆(ϕ) ∈ HomA(A1×p,F) par π⋆(ϕ) = ϕ ◦ π. De même, si
ψ ∈ HomA(A1×p,F), nous pouvons définir (.R)⋆(ψ) = ψ ◦ .R ∈ HomA(A1×q,F).

Ainsi, nous obtenons le complexe de groupes abéliens suivant :

0 HomA(M,F) HomA(A1×p,F) HomA(A1×q,F)π⋆ (.R)⋆

, (2.13)

c’est-à-dire (.R)⋆ ◦π⋆ = 0 puisque ((.R)⋆ ◦π⋆)(ϕ) = (.R)⋆(ϕ◦π) = ϕ◦π◦(.R) = 0 car, par construction, π◦(.R) = 0.
Par conséquent, nous avons im(π⋆) ⊆ ker ((.R)⋆). Montrons que ker ((.R)⋆) = im(π⋆). Soit ψ ∈ ker ((.R)⋆), c’est-à-
dire ψ◦ .R = 0, où ψ ∈ HomA(A1×p,F). Ainsi, nous avons ψ(imA(.R)) = 0, c’est-à-dire que ψ s’annule sur imA(.R).
Par conséquent, nous pouvons définir φ ∈ HomA(M,F) par φ(π(µ)) = ψ(µ) pour tout µ ∈ A1×p.
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Remarquons que φ est bien définie, c’est-à-dire que ϕ ne dépend pas de la pré-image µ de la classe π(µ) choisie.
En effet, si π(µ′) = π(µ), alors, comme expliqué ci-dessus, nous avons µ′ = µ + λR pour un certain λ ∈ A1×q,
ce qui donne ψ(µ′) = ψ(µ) + ψ(λR) = ψ(µ) puisque λR ∈ imA(.R) et ψ(imA(.R)) = 0. Clairement, nous avons
ψ = φ ◦ π, ce qui prouve que φ ∈ HomA(A1×p,F) satisfait π⋆(φ) = ψ, c’est-à-dire ψ ∈ im(π⋆), ce qui implique
ker ((.R)⋆) ⊆ im(π⋆), et ainsi, ker ((.R)⋆) = im(π⋆).

Enfin, donnons une forme plus explicite de la suite exacte (2.13). Tout d’abord, écrivons les isomorphismes de
groupes abéliens suivants

κp : HomA(A1×p,F) −→ Fp×1

ϕ 7−→ hϕ =

ϕ(e1)...
ϕ(ep)

 ,

κq : HomA(A1×q,F) −→ Fq×1

θ 7−→ hθ =

θ(f1)...
θ(fq)

 ,

dont les applications inverses respectives sont définies par

κ−1
p : Fp×1 −→ HomA(A1×p,F)

h =

h1...
hp

 7−→ ϕh,

κ−1
q : Fq×1 −→ HomA(A1×q,F)

ℓ =

ℓ1...
ℓq

 7−→ ϕℓ,

où ϕh et ϕℓ sont respectivement définies par :

ϕh : A1×p −→ F

(
µ1 . . . µp

)
7−→

(
µ1 . . . µp

)h1...
hp


=

p∑
i=1

µi hi,

ϕℓ : A1×q −→ F

(
ν1 . . . νq

)
7−→

(
ν1 . . . νq

)ℓ1...
ℓq


=

q∑
j=1

νj ℓj .

Caractérisons maintenant κq ◦ (.R)⋆ ◦ κ−1
p ∈ HomA(Fp×1,Fq×1). Nous avons :

∀ h ∈ Fp×1, (κq ◦ (.R)⋆ ◦ κ−1
p )(h) = (κq ◦ (.R)⋆)(ϕh) = κq(ϕh ◦ .R) =

(ϕh ◦ .R)(f1)
...

(ϕh ◦ .R)(fq)



=

ϕh(f1R)...
ϕh(fq R)

 =


ϕh (

∑p
i=1R1i ei)

...
ϕh (

∑p
i=1Rqi ei)



=


∑p
i=1R1i ϕh(ei)

...∑p
i=1Rqi ϕh(ei)

 = R

ϕh(e1)...
ϕh(ep)


= R(h).

On peut ainsi résumer la situation par le diagramme commutatif exact suivant :

0 HomA(M,F) HomA(A1×p,F) HomA(A1×q,F)

Fp×1 Fq×1,

π⋆ (.R)⋆

κqκ−1
p

R·

où R· = κq ◦ (.R)⋆ ◦ κ−1
p est défini par :

R· : Fp×1 −→ Fq×1

h 7−→ R(h).
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Enfin, en utilisant le fait que κp et κq sont deux isomorphismes, nous obtenons :

kerF (R·) = kerF
(
κq ◦ (.R)⋆ ◦ κ−1

p

) ∼= kerF ((.R)
⋆ ◦ κ−1

p ) ∼= ker((.R)⋆)

= π⋆(HomA(M,F)) ∼= HomA(M,F).

L’isomorphisme (2.12) joue un rôle fondamental dans la théorie des D-modules et l’analyse algébrique [25, 99, 135].
En effet, il montre que les systèmes linéaires (d’équations différentielles ou intégro-différentielles, en fonction du
choix de A = A1, I1 . . . voir sections 2.3 et 2.2) peuvent être étudiés grâce aux propriétés des A-modules à gauche
M et F .

Le A-module à gaucheM définit le système linéaire, tandis que le A module à gauche F définit l’espace fonctionnel
où les solutions de (2.10) sont recherchées. Le théorème 2.3.1, montre que l’espace des solutions kerF (R·) peut être
caractérisé à l’aide de M et donc, à un isomorphisme près, ne dépend pas du choix de la présentation finie de M.
Ainsi, si M∼= P = cokerA(.R

′) avec R′ ∈ Aq′×p′ , alors kerF (R·) ∼= HomA(M,F) ∼= HomA(P,F) ∼= kerF (R
′·).

Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur les aspects algébriques des systèmes linéaires d’équations intégro-
différentielles, c’est-à-dire sur les propriétés algébriques deM associée à (2.10). En particulier, si A peut être rendu
calculable alors les propriétés algébriques deM (par exemple, les propriétés du module, les invariants homologiques)
peuvent être étudiées de manière effective à l’aide de méthodes de calcul formel pour certains modules F . Les
propriétés analytiques de (2.10) ne seront pas abordées ici.

Exemple 2.3.3. Continuons l’exemple 2.3.2. Nous avons R = 1 − I présentant le module M = cokerI1(.R)

correspondant à l’équation u(t)−
´ t
0
u(τ) dτ = 0. Montrons alors l’équivalence suivante :

R·u = 0⇐⇒
{

(1− ∂)·u = 0
e ·u = 0.

Si R·u = (1− I)·u = 0, alors en composant par ∂ à gauche, nous avons (∂− 1)·u = 0. D’autre part, si on compose
par e à gauche l’égalité (1− I)·u = 0, nous obtenons e·u = 0. Réciproquement, si (1− ∂)·u = 0 et e ·u = 0, alors
en composant par I à gauche, nous avons I(∂ − 1)·u = (1− e− I)·u = 0. Ainsi, nous avons (1− I)·u = e·u = 0,
car e ·u = 0. L’équivalence est ainsi démontrée.

Cette équivalence est un exemple de représentation d’un problème de Cauchy comme un opérateur intégral.

Montrons que l’équation R·u = 0 n’admet pas de solution régulière. L’égalité (1− I)·u = 0 implique (1−∂)·u = 0,
c’est-à-dire, u′(t) = u(t). Ainsi, nous avons u(t) = c et pour un certain c ∈ k. Comme e ·u = 0, nécessairement c = 0
et donc u = 0.

On en conclut queM = I1
/
(I1 (1− I)) ̸= 0 car (1− I) n’admet pas d’inverse à gauche (voir chapitre 6), par contre

nous avons :
kerC∞(R)(R·) ∼= HomI1(M, C∞(R)) = 0, kerk[t](R·) ∼= HomI1(M,k[t]) = 0.

2.3.2 Théorie des modules

La section précédente montre l’utilité de la théorie des modules dans l’étude des systèmes linéaires différentiels et
intégro-différentiels. Dans cette section, nous rappelons certains résultats de théorie des modules utiles pour la suite
de ce mémoire.

Définition 2.3.1. ([166, 108]) Soit A un anneau etM un A-module.
On dit que M est un module libre de base B si B est un sous ensemble de M libre et générateur, c’est-à-dire,
vérifiant la propriété suivante

∀m ∈M, ∃ (g1, . . . gp) ∈ Bp, ∃ (a1, . . . ap) ∈ (A∗)
p
, m =

p∑
i=0

ai gi,

et m =
∑p
i=0 ai gi = 0 implique g1 = · · · = gp = 0.
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Définition 2.3.2. SiM est un A-module de type fini (voir définition A.1.5) et libre alors il existe n ∈ N tel que :

M∼= An.

Si l’anneau A est commutatif ou bien noethérien, alors l’entier n est unique et est appelé le rang du module M.

Définition 2.3.3. Un A-module P est projectif si, pour tout épimorphisme de A-modules g : M → N et tout
morphisme f : P → N , il existe un morphisme f̃ : P →M tel que

g ◦ f̃ = f,

où ⊕ désigne la somme directe de A-modules.
Cela signifie que le morphisme f se relève à M, comme illustré dans le diagramme commutatif suivant :

P

M N 0.

f̃
f

g

De manière équivalente, P est un module projectif s’il est facteur direct d’un module libre, c’est-à-dire, s’il existe
L un A-module libre et Q un A-module tels que :

P ⊕Q = L.

Si L est de type fini, alors il existe n ∈ N tel que L ∼= An, ainsi nous avons P ⊕Q = An.

Exemple 2.3.4. Soit R ∈ I1p×p tel que R2 = R. Nous avons, I11×p = kerI1(.R)⊕ imI1(.R). Ainsi, imI1(.R) est un
I1-module projectif à gauche. De plus, kerI1(.R) = imI1 (.(Ip −R)) et nous avons

cokerI1(.R) = I11×p
/
imI1(.R)

∼= kerI1(.R) = imI1 (.(Ip −R)) .

Or, Ip − R est un idempotent de I1, c’est-à-dire qu’on a l’égalité (Ip − R)2 = Ip − R. Ainsi, on peut écrire
I11×p = kerI1(.(Ip −R))⊕ imI1(.(Ip −R)) et imI1(.(Ip −R)) est un I1-module projectif à gauche. Ainsi, cokerI1(.R)
est un I1-module projectif à gauche.

Exemple 2.3.5. D’après le corollaire 2.2.2, nous avons, I1 = I1 ∂n⊕ I1Tn−1 = I1 ∂n⊕ I1 e⊕ I1 e ∂⊕ · · · ⊕ I1 e ∂n−1,
pour tout n ∈ N∗. Ainsi, I1 ∂n, I1 e ∂n et I1Tn−1 sont des I1-modules projectifs à gauche pour tout n ∈ N∗.

Dans toute la suite de cette section, A désigne un anneau noethérien et intègre.

Proposition 2.3.2. ([145, Lemme 17]) Soient R ∈ Aq×p et M = A1×p/(A1×qR) un A-module à gauche de
présentation finie. Alors M est un A-module libre à gauche si et seulement s’il existe des matrices Q ∈ Ap×m et
T ∈ Am×p telles que :

M∼= A1×pQ et T Q = Im.

Définition 2.3.4. Un A-module M est dit stablement libre s’il existe un A-module libre de rang fini F tel que
M⊕F soit un A-module libre de rang fini. Plus précisément, si F est libre de rang n ∈ N alors il existe m ∈ N tel
que

M⊕An = Am.

En particulier M est projectif.

Proposition 2.3.3. ([96 p. 8, 108 p. 137])
Soit P un A-module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le A-module P est projectif.
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2. Pour tout A-module M, toute suite exacte de la forme M f−−→ P g−−→ 0 se scinde.
3. Le foncteur M 7→ HomA(P,M) est exact. (Voir A.1.5.)

Proposition 2.3.4. ([121, Proposition 11.1.7 ]) Un A-module à gaucheM est stablement libre si, et seulement s’il
existe une matrice R ∈ Aq×p admettant une inverse à droite S ∈ Ap×q, c’est-à-dire telle que RS = Iq, et telle que :

M∼= A1×p/(A1×qR).

Définition 2.3.5. ([166, p. 161]) Un anneau A est dit héréditaire à gauche (respectivement héréditaire à droite), si
tout idéal à gauche (respectivement à droite) est projectif. L’anneau A est héréditaire s’il est héréditaire à gauche
et à droite.

Un anneau A est de Dedekind, s’il est intègre, c’est-à-dire sans diviseur de zéro, et héréditaire.

Exemple 2.3.6. ([166, p. 161]) L’anneau des polynômes en deux variables non commutatives k⟨x, y⟩ est héréditaire
mais non noethérien.

Proposition 2.3.5. ([166, Corollaire 4.23, p. 163]) Tout anneau de Dedekind est noethérien.

Proposition 2.3.6. ([166, Théorème 4.19, p. 163]) Un anneau A est héréditaire si, et seulement si, tout sous-A-
module d’un A-module projectif est projectif.

Définition 2.3.6. ([108, p. 146]) SoitM un A-module à gauche.

— Un élément m ∈M est dit de torsion s’il existe un élément non nul a ∈ A tel que am = 0.
— On note t(M) l’ensemble des éléments de torsion de M, c’est-à-dire,

t(M) = {m ∈M | ∃ a ∈ A \ {0}, am = 0}.

— Si t(M) =M, on dit queM est un A-module de torsion.
— Si t(M) = 0, on dit queM est un A-module sans torsion.

De manière générale, il suffit qu’un anneau A soit intègre et possède la propriété de Ore à gauche pour que t(M)
ait une structure de A-module. C’est ce résultat que montre la proposition suivante.

Proposition 2.3.7. Soient M un A-module et A un domaine possédant la propriété de Ore à gauche, c’est-à-dire
vérifiant la propriété suivante :

∀ (a, b) ∈ A2, ∃ (c, d) ̸= (0, 0) ∈ A2, c a = d b.

Alors, l’ensemble t(M) a une structure de A-module.

Démonstration. Soient m1,m2 ∈ t(M) et b1, b2 ∈ A. Montrons que b1m1 + b2m2 ∈ t(M). Comme m1,m2 ∈ t(M),
il existe a1, a2 ∈ A \ {0} tels que : {

a1m1 = 0,
a2m2 = 0.

Par la propriété de Ore, il existe (c1, c2) ̸= (0, 0) ∈ A2 tel que :

c1 a1 = c2 b1.

De même, il existe (d1, d2) ̸= (0, 0) ∈ A2 tel que :

d1 a2 = d2 b2.
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De plus, il existe (e1, e2) ̸= (0, 0) ∈ A2 tel que :

e1 c2 = e2 d2.

Nous avons alors :

(e1 c2)(b1m1 + b2m2) = e1 (c2 b1)︸ ︷︷ ︸
=c1 a1

m1 + (e1 c2)︸ ︷︷ ︸
=e2 d2

( b2m2) = e1 c1 (a1m1)︸ ︷︷ ︸
=0

+e2 (d2 b2)︸ ︷︷ ︸
=d1 a2

m2 = e2 d1 (a2m2)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

Ainsi, b1m1 + b2m2 ∈ t(M) et donc t(M) est un A-module.

Remarque 2.3.3. Un anneau commutatif ou noethérien possède la propriété de Ore à gauche et à droite.

On continue de supposer que A est un anneau intègre et noethérien.

Théorème 2.3.2. ([140])
Nous avons les assertions suivantes.

1.
libre ⇒ stablement libre ⇒ projectif ⇒ sans torsion.

2. ([166, Corollaire 4.16, p. 163]) Si A est un anneau principal et intègre alors :

sans torsion = libre.

3. Si A est un anneau héréditaire, alors pour un module de type fini :

sans torsion = projectif.

4. ([166, Théorème 4.100, p. 169]) Si A = k[x1, . . . , xn] alors pour un module de type fini :

projectif = libre.

5. ([145], [170, Théorème 2.2]) Si A = A1, alors,

stablement libre = projectif,

et pour tous les modules de rang au moins 2 :

projectif = libre.

Définition 2.3.7. ([135, p. 17]) Soient M = cokerA(.R1) un module de présentation finie et le complexe de
A-modules suivant

. . . Fri Fri−1 . . . Fr1 Fr0 0,
Ri+1. Ri. R2. R1.

avec (Ri)(η) = Ri η pour tout i. On définit alors :{
ext0A(M,F) ∼= kerF (R1.)

extiA(M,F) ∼= kerF (Ri+1.)
/
imF (Ri.) , i ≥ 1.

Remarque 2.3.4. Cette définition est bien posée, car extiA(M,F) ne dépend que du module à gauche M et non
pas du choix d’une résolution. Voir, par exemple, ([166, Proposition 6.40, p. 365]).
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Définition 2.3.8. Soit M un A-module finiment présenté par R ∈ Am×l, c’est-à-dire, tel que M = cokerA(.R) =

A1×l
/(
A1×mR

)
. On appelle le transposé d’Auslander de M, noté T (M), le module suivant :

T (M) = Am×1
/(
RAl×1

)
.

On a ainsi la suite exacte de A-modules à droite suivante :

0 T (M) Am×1 Al×1.R.

Théorème 2.3.3. ([135]) Soient R ∈ Aq×p et M = A1×p
/(
A1×q R

)
.

Les trois assertions suivantes sont vérifiées :
1. Il existe un A-isomorphisme à gauche entre t(M) et ext1A(T (M),A), i.e.,

t(M) ∼= ext1A(T (M),A).

2. Le module M est un module à gauche sans torsion si, et seulement si, ext1A(T (M),A) = 0.

3. Le module M est projectif si, et seulement si, extiA(T (M),A) = 0, pour i = 0, 1.

Définition 2.3.9. SoitM un A-module à gauche. On dit que M est plat si le foncteur

• ⊗AM

est exact à gauche, c’est-à-dire qu’il transpose toute suite exacte courte de A-modules à droite

0 N ′ N N ′′ 0,

sur une suite exacte de groupes abéliens (c’est-à-dire, de Z-modules)

0 N ′ ⊗AM N ⊗AM N ′′ ⊗AM 0.

2.4 Aspects effectifs

2.4.1 Une théorie de l’élimination effective
Dans la théorie des systèmes linéaires, une question importante est l’étude de l’existence d’une solution h ∈ Fp×1

d’un système linéaire inhomogène de la forme Rh = g, où g ∈ Fq×1 et R ∈ Aq×p sont fixés. Notez que tous ces
systèmes linéaires inhomogènes n’admettent pas nécessairement de solution, car si λ ∈ A1×q est tel que λR = 0,
alors il faut que λ g = λRh = 0, c’est-à-dire que g doit satisfaire λ g = 0. Cette équation est appelée une condition
de compatibilité du système linéaire inhomogène Rh = g.

Par conséquent, pour étudier les conditions de compatibilité de Rh = g, nous devons caractériser le noyau à gauche
de la matrice R, c’est-à-dire kerA(.R) = {λ ∈ A1×q | λR = 0}. Une question naturelle est de déterminer si kerA(.R)
est un module à gauche sur A de type fini, c’est-à-dire, finiment engendré. Si ce module n’est pas de type fini, il est
alors impossible d’obtenir une description finie et explicite d’un ensemble de générateurs de kerA(.R), et donc des
conditions de compatibilité. Si A peut être prouvé comme étant un anneau noethérien à gauche, alors un résultat
classique de la théorie des modules ([171, 166]) implique que kerA(.R) est de type fini car sous-A-module du module
noethérien A1×q.

Un autre point montrant l’importance du calcul explicite du noyau à gauche de matrices d’opérateurs est le suivant.
Imaginons que l’on s’intéresse à un système de la forme suivante

R1 y1(t) +R2 y2(t) = 0, R1 ∈ Aq×p1 , R2 ∈ Aq×p2 , (2.14)

où y1 et y2 sont deux ensembles de vecteurs inconnus et que l’on cherche à déterminer un système faisant intervenir
uniquement l’inconnue y1. Autrement dit, on cherche à éliminer l’inconnue y2 du système (2.14). Si on peut calculer
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explicitement un ensemble de générateurs de kerA(.R2) concaténés dans une matrice S2 ∈ Ar×q, c’est-à-dire,
kerA(.R2) = imA(.S2), alors on peut appliquer S2 au système (2.14) et obtenir le système en y1 uniquement :

S2R1 y1(t) + S2R2 y2(t) = 0 =⇒ S2R1 y1(t) = 0.

Ainsi, calculer des noyaux à gauche de matrices permet de faire de l’élimination d’inconnues. Voir [140] pour plus
de détails.

Notons que la recherche des conditions de compatibilités du système inhomogène Rh = g est un cas particulier du
problème d’élimination précédent : cas où R1 = R et R2 = Iq.

Le but de ce mémoire est de développer une telle théorie de l’élimination effective pour A = I1. Une telle théorie
n’existe pas contrairement au cas A = A1 que nous allons maintenant rappeler.

2.4.2 Calcul effectif dans l’anneau A1

Les bases de Gröbner ont été introduites par Buchberger dans les années 1960 pour l’étude des systèmes polynomiaux
à plusieurs variables. L’objectif était de généraliser la division euclidienne sur Z et k[x] à l’anneau k[X1, . . . , Xn] où
k est un corps commutatif. En effet, en raison du caractère non euclidien de k[X1, . . . , Xn], le reste R obtenu lors
de la division multivariée d’un polynôme Q par plusieurs polynômes P1, . . . , Pr n’est en général pas unique, et ne
permet pas de déterminer directement si Q appartient à l’idéal engendré par P1, . . . , Pr. Pour plus d’informations,
voir, par exemple, [21].

Une base de Gröbner pour un idéal I ⊂ k[X1, . . . , Xn] est alors une famille de polynômes B telle que Q ∈ I si,
et seulement si, tout reste de la division multivariée de Q par B est nul . De cette manière, les bases de Gröbner
généralisent la division euclidienne au cas multivarié.

L’existence et le calcul effectif de telles bases reposent sur l’algorithme de Buchberger, qui a été depuis largement
approfondi, optimisé et implémenté dans de nombreux systèmes de calcul formel.

Dans les années 1980 et 1990, la théorie a été étendue aux algèbres non commutatives, telles que les algèbres
libres non commutatives k⟨x1, . . . , xn⟩ ou encore les algèbres de Ore, dont font partie les algèbres de Weyl (voir
[124, 56, 117]).

Dans les années 2000–2010, Apel et Levandovskyy ont développé une théorie des bases de Gröbner adaptée à une
classe d’algèbres plus générale, les G-algebras, qui englobent notamment les algèbres libres non commutatives et les
algèbres de Ore (voir [112, 111, 113]).

Dans cette section, nous nous concentrerons exclusivement sur le cas particulier de l’algèbre de Weyl en une variable
A1. Voir, par exemple, [85, 49]. Pour une approche pédagogique et effective des bases de Gröbner sur les algèbres
de Weyl, le lecteur peut se référer à [34].

Nous allons commencer par introduire une relation d’ordre sur A1.

Définition 2.4.1. ([34, Définition 12.2]) Soit E un ensemble quelconque. Un ordre total sur E est une relation
d’ordre total ≤ sur E , c’est-à-dire, une relation binaire vérifiant pour tous a, b, c ∈ E :

(a) (Réflexivité) a ≤ a.
(b) (Antisymétrie) Si a ≤ b et b ≤ a, alors a = b.
(c) (Transitivité) Si a ≤ b et b ≤ c, alors a ≤ c.
(d) (Totalité) Pour tous a et b, soit a ≤ b, soit b ≤ a.

Remarque 2.4.1. Si ≤ est un ordre total et a, b ∈ E , on écrit a < b si a ≤ b et a ̸= b, b ≥ a si a ≤ b, et a > b si
b < a.

Définition 2.4.2. Un ordre total ≤ sur l’ensemble des opérateurs différentiels élémentaire (c’est-à-dire, tν∂µ pour
tous ν, µ ∈ N) est appelé un ordre admissible s’il satisfait les conditions suivantes :

(a) 1 ≤ tν∂µ pour tous ν, µ ∈ N.
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(b) (Compatibilité avec le produit) Pour tous λ, λ′, κ, κ′, ν, µ ∈ N, si tλ ∂κ ≤ tλ′
∂κ

′
, alors on a

tλ+ν ∂κ+µ ≤ tλ
′+ν ∂κ

′+µ.

Exemple 2.4.1. Nous définissons un ordre admissible ≤ sur les monômes ti∂j par :

— On compare d’abord le degré total i+ j : un monôme de plus petit degré total est considéré comme plus petit.
— En cas d’égalité du degré total, on compare le nombre de dérivées : plus il y a de dérivées ∂, plus le monôme

est considéré petit.

Formellement, nous avons :

ti ∂j ≤ ti
′
∂j

′
si


i+ j < i′ + j′

ou
i+ j = i′ + j′ et j > j′.

Ainsi, t2 < t3, ∂3 < ∂2, t2 ∂2 < t2 ∂3 et t ∂3 < t2 ∂2.

Définition 2.4.3. Soit a =
∑n
j=0 aj(t) ∂

j ∈ A1 écrit sous forme normale. En développant les polynômes aj on peut
écrire

a =
∑
i,j

ai,j t
i ∂j .

Alors, on appelle support de a, noté supp(a), la quantité suivante :

supp(a) = {(i, j) | ai,j ̸= 0}.

Exemple 2.4.2. Prenons a = (1 + t2) ∂ = 1 ∂ + t2 ∂ alors nous avons supp(a) = {(0, 1), (2, 1)}.

Définition 2.4.4. ([56, p. 36]) Soit ≤ un ordre admissible sur les monômes ti ∂j de A1 et a ∈ A1 \{0}. On définit :

— le monôme dominant de a relativement à ≤ par :

LM≤(a) := max{ti ∂j | (i, j) ∈ supp(a)},

de sorte que LM≤(a) = ti0 ∂j0 avec (i0, j0) ∈ supp(a) et e ≤ LM≤(a) pour tout e = ti ∂j avec (i, j) ∈ supp(a).
— le coefficient dominant LC≤(a) de a relativement à ≤ comme le coefficient de k correspondant à LM≤(a),
— le terme dominant LT≤(a) de a relativement à ≤ est défini par

LT≤(a) = LC≤(a) LM≤(a).

Ainsi, nous avons :
LM≤(a− LT≤(a)) < LM≤(a).

Exemple 2.4.3. Prenons a = 3 t3 ∂ + 2 t2 ∂2 + 5 t ∂4 + 7 ∂5 ∈ A1.

Terme α ti ∂j Degré total i+ j Nombre de dérivées j
2 t2 ∂2 2 + 2 = 4 2
5 t ∂4 1 + 4 = 5 4
3 t3 ∂ 3 + 1 = 4 1
7 ∂5 0 + 5 = 5 5

Ainsi, nous avons :
— LM≤(d) = t ∂4 (sans coefficient).
— LT≤(d) = 5 t ∂4 (avec le coefficient).
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— LC≤(d) = 5.

Proposition 2.4.1. ([34, Proposition 12.4])
Soit ≤ un ordre admissible et soient a1, a2 ∈ A1 \ {0}. Alors :

(a) LT≤(a1a2) = LT≤(a1)LT≤(a2).
(b) LM≤(a1a2) = LM≤(a1)LM≤(a2).

Définition 2.4.5. Soit F ⊂ A1 une famille de monômes. On appelle idéal monomial engendré par F , qu’on note
LMI(F), l’idéal à gauche de A1 suivant

LMI(F) :=

{∑
k∈K

ak fk, ak ∈ A1, fk ∈ F , K ⊂ N, |K| <∞

}

Par extension, si F est une famille d’éléments de A1, on note LMI(F), l’idéal engendré par {LM(f) | f ∈ F}.

Définition 2.4.6. Soit ≤ un ordre admissible et soit I un idéal à gauche de A1. Une base de Gröbner de I par
rapport à ≤ est un sous-ensemble G ⊆ I tel que le cardinal de G est fini et LMI≤(I) = LMI≤(G).

Proposition 2.4.2. ([34, Proposition 12.7],[56, Théorème 4, p. 82]) Soit ≤ un ordre admissible et I un idéal à
gauche de A1. Alors, nous avons :
(a) I admet une base de Gröbner pour ≤.
(b) Si G est une base de Gröbner pour ≤ de I, alors I =

∑
g∈GA1 g.

Définition 2.4.7. Soit I un idéal de A1. Une base de Gröbner de I est dite universelle si c’est une base de Gröbner
de I pour tout ordre admissible ≤.

Théorème 2.4.1. ([34, Théorème 12.16]) Tout idéal à gauche I de A1 admet une base de Gröbner universelle.

Pour le pseudo-code de l’algorithme de Buchberger adapté au cas non commutatif d’une algèbre de Ore et donc en
particulier de A1, nous référons par exemple à ([56, p. 84]).

Une technique importante utilisant les bases de Gröbner est l’élimination de variables. Par le biais d’un ordre
d’élimination ≤, c’est-à-dire un ordre admissible qui priorise certaines variables par rapport aux autres,s on peut
contraindre l’algorithme de Buchberger à produire une base de Gröbner dont les éléments sont de préférence des
polynômes dans les variables « petites » (par rapport à ≤). Ainsi, les plus grandes variables par rapport à ≤ sont
éliminées (autant que possible). [57]

Plusieurs logiciels et packages permettent de calculer des bases de Gröbner dans l’algèbre des opérateurs différentiels
A1, parmi lesquels Singular (avec l’extension Plural), Maple (avec le package Ore_Algebra), Macaulay2 (avec le
package Dmodules), ainsi que Mathematica (via le package HolonomicFunctions).

Expliquons maintenant comment les bases de Gröbner permettent de calculer des noyaux à gauche, autrement dit
des syzygies, des inverses à gauche et des factorisations de matrices.
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2.4.2.1 Calcul de syzygies dans A1

Définition 2.4.8. ([56, p. 89]) Soit A un anneau etM un A-module à gauche.
Soit y = (y1, . . . , yn) ∈M1×n. Une syzygie ou relation de y est un n-uplet s = (s1, . . . , sn) ∈ A1×n tel que :

n∑
i=1

si yi = 0.

L’ensemble de toutes les syzygies de y forme un sous-module de An, appelé le (premier) module de syzygies ou
modules des relations de y, noté Syz(y). Par extension, si y est un système de générateurs d’un A-module M, on
note Syz(y) = Syz(M). Voir aussi la remarque A.1.8.

Remarque 2.4.2. Le terme syzygie est une composition des mots grecs syn (« ensemble ») et zeugnyai (« relier »)
et a été utilisé pour la première fois en astronomie. Pendant une éclipse totale, le Soleil, la Terre et la Lune sont
dits être en syzygie. Depuis les travaux de Hilbert, le sens du terme « syzygie » s’est élargi.

Les techniques de calcul des modules de syzygies sur A1 utilisent les bases de Gröbner et la méthode d’élimination
(voir section 6.1 de [21]). Soit A1 l’algèbre de Weyl à une variable etM un A1-module à gauche de type fini, sous-
module du module libre A1×p

1 , avec p ∈ N. Ainsi, un ensemble de générateurs deM est constitué de vecteurs-lignes
de A1×p

1 . Voir [57].

Algorithme 1 Calcul du module de syzygies Syz d’un sous-module de Ap1 [57]

Entrée Une famille de générateurs R1, . . . , Rq ∈ Ap1 du A1-moduleM.
Sortie Une matrice S ∈ Ar×q1 telle que Syz(M) = Ar1S.
1: Construire l’ensemble P =

{∑p
j=1Rijλj − µi

∣∣∣ i = 1, . . . , q
}

.
2: Calculer une base de Gröbner G de P ⊂

⊕p
i=1 A1 λi ⊕

⊕q
j=1 A1 µi, pour un ordre éliminant les λi.

3: Extraire S = G ∩
⊕q

i=1 A1 µi =
{∑q

j=1 Sij µj

∣∣∣ i = 1, . . . , r
}

.

4: Retourner La matrice S ∈ Ar×q1 telle que Syz(M) = Ar1S.

Remarque 2.4.3. ([57]) Soit R ∈ Aq×p1 et considérons le A1-module à gauche M = A1×p
1

/
A1×q

1 R . On peut alors
appliquer l’algorithme 1 à l’ensemble formé par

Ri = (Ri1 . . . Rip) ∈ A1×q
1 R ⊂ A1×p

1 , i = 1, . . . , q,

pour obtenir une matrice S = (Sij) ∈ Ar×q1 telle que

Syz(M) = ker(.R) = A1×r
1 S = imA1(.S).

Nous obtenons alors la suite exacte de A1-modules à gauche suivante :

A1×r
1 A1×q

1 A1×p
1 M 0..S .R π

En itérant ce processus, on obtient une résolution libre du A1-module à gauche M . Voir la définition A.1.15 en
annexe.

Cet algorithme est codé sous le nom de la commande SyzygyModule dans le package OreModules du système de
calcul formel Maple.
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2.4.2.2 Calcul d’inverse à gauche/droite dans A1

Calculer des inverses à gauche dans des anneaux non commutatifs, comme l’algèbre de Weyl A1, est un problème
fondamental dans de nombreuses applications algébriques et analytiques. Cela permet notamment de résoudre des
équations matricielles du type AX = B, en obtenant une solution explicite X = SB lorsque S est un inverse à
gauche de A. Pour plus de détails, voir le chapitre 6.

En théorie des systèmes différentiels linéaires, ces inverses jouent un rôle crucial dans la paramétrisation des solutions,
la réduction de systèmes, et l’étude de leur contrôlabilité. De plus, ils interviennent dans la construction de résolutions
libres et dans l’analyse de la structure des modules sur A1, apportant des informations précieuses sur les propriétés
homologique du module associé au système étudié. Voir la section 2.3.2 et [57, 145].

Algorithme 2 Calcul d’un inverse à gauche d’une matrice R ∈ Aq×p1 (si possible) [57]

Entrée Une matrice R = (Rij) ∈ Aq×p1 .
Sortie Une matrice S ∈ Ap×q1 telle que SR = Iq si elle existe, sinon [ ].
1: Construire l’ensemble P =

{∑p
j=1Rijλj − µi | i = 1, . . . , q

}
.

2: Calculer une base de Gröbner G de P dans l’anneau
⊕p

j=1 A1λj ⊕
⊕q

i=1 A1µi pour un ordre éliminant les λj .
3: Extraire deux matrices L et M telles que les lignes de L (λ1, . . . , λp)

T et M (µ1, . . . , µq)
T correspondent aux

relations contenues dans G.
4: Si L est inversible et L−1M ∈ Ap×q1 alors
5: Retourner S = L−1M

6: Sinon
7: Retourner [ ]

8: fin Si

Cette fonction est implantée sous le nom de LeftInverse dans le package OreModules.

Proposition 2.4.3. ([57, 56, 73]) Le A1-anti-morphisme θ défini par

θ(t) = t et θ(∂) = −∂

est une involution de A1.

Démonstration. Il est facile de vérifier que θ2 = 1. De plus, θ est compatible avec la règle de commutation ∂ t =
t ∂ + 1. En effet, nous avons :

θ(1) = θ(∂ t− t ∂) = θ(t) θ(∂)− θ(∂) θ(t) = t (−∂)− t (−∂) = −t ∂ + ∂ t = 1.

Remarque 2.4.4. Nous pouvons également calculer un inverse à droite S ∈ Aq×p1 de R ∈ Aq×p1 (tel que RS = Iq)
en procédant de la manière suivante :

Right-Inverse(R) = θ(Left-Inverse(θ(R))).

Nous présentons à présent un exemple de calcul de résolution libre d’un module sur A1(Q), faisant intervenir le
calcul de syzygies. Nous montrerons ensuite comment simplifier cette résolution en la réduisant au moyen du calcul
d’un inverse à droite, afin d’obtenir une suite de longueur minimale.

Exemple 2.4.4. Soient A1 = A1(Q) etM = A1×2
1 /(A1×2

1 R1) un A1-module à gauche, où la matrice R1 est définie
par :

R1 =

(
−t2 t ∂ − 1

−t ∂ − 2 ∂2

)
∈ A2×2

1 .
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On peut vérifier queM admet la résolution libre suivante :

0 A1 A1×2
1 A1×2

1 M 0
·R2 ·R1 , (2.15)

avec R2 =
(
∂ −t

)
∈ A1×2

1 .

De plus, la matrice

S2 =

(
t
∂

)
∈ A2×1

1

est une inverse à droite de R2. En posant T1 = (R1 S2) ∈ A2×3
1 , on obtient, d’après la proposition A.1.4 en annexe,

la résolution libre minimale suivante :

0 A1×2
1 A1×3

1 M 0.
.T1 (2.16)

Enfin, on vérifie que T1 admet un inverse à droite

S1 =

(
0 −1 ∂
∂ 0 −t

)T
∈ A3×2

1 .

Ainsi, la suite exacte (2.15) est scindée, ce qui implique que M⊕ A1×2
1
∼= A1×3

1 , ce qui montre que M est un
A1-module à gauche stablement libre de rang 1, que (2.16) est une résolution libre minimale de M, et que T1 est
une matrice de présentation minimale.

2.4.2.3 Factorisation sur A1

Tout mathématicien est convaincu que la factorisation joue un rôle fondamental. En algèbre différentielle non
commutative, connaître une décomposition d’un opérateur différentiel (ou d’une matrice) en facteurs de degré plus
faible permet d’analyser plus finement la structure du module associé, de résoudre plus simplement les équations
différentielles correspondantes (en résolvant plusieurs sous-systèmes via des intégrations en cascade), et d’accéder
à des résolutions libres plus courtes, notamment à travers le calcul d’inverse gauche qui est un cas particulier du
problème de factorisation. Voir la sous-section précédente. Ce problème de factorisation intervient également dans
l’étude de propriétés analytiques des systèmes différentiels comme la multiplicité ou la régularité des solutions.

Nous présentons ci-dessous un algorithme permettant de factoriser, quand c’est possible, une matrice d’opérateurs
différentiels.

Algorithme 3 Factorisation à gauche : calcul de R′′ tel que R = R′′R′ (quand c’est possible)

Entrée Deux matrices R ∈ Aq×p1 et R′ ∈ Aq
′×p

1 .
Sortie Une matrice R′′ ∈ Aq×q

′

1 telle que R = R′′R′, ou bien [ ] si une telle factorisation n’existe pas.

1: Introduire des indéterminées η1, . . . , ηp, ζ1, . . . , ζq′ sur A1.
2: Définir l’ensemble P :=

{∑p
j=1R

′
ij ηj − ζi

∣∣∣ i = 1, . . . , q′
}

.

3: Calculer une base de Gröbner G de P dans le module libre
⊕p

j=1 A1ηj ⊕
⊕q′

i=1 A1ζi, avec un ordre éliminant
les ηj .

4: Définir l’ensemble Q :=
{∑p

j=1Rkj ηj

∣∣∣ k = 1, . . . , q
}

.
5: Pour k = 1 à q faire
6: Réduire Qk modulo G pour obtenir Hk. (Forme normale)
7: Si la forme normale Hk est non nulle, c’esr-à-dire contient un ηj , alors
8: Retourner [ ] ▷ La factorisation échoue
9: fin Si

10: fin Pour
11: Construire R′′ = (R′′

ij) ∈ Aq×q
′

1 tel que Hk =
∑q′

j=1R
′′
kjζj pour k = 1, . . . , q.

12: Retourner R′′.
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Pour plus de détails, voir [64].

La fonction Factorize du package OreModules de Maple permet de factoriser, si possible, des matrices d’opérateurs
dans des algèbres de Ore telles que A1.

La fonction Factorize prend en entrée deux arguments : la matrice que l’on souhaite facoriser R et la matrice par
laquelle on souhaite factoriser à gauche R′. Ainsi, comme précédemment, grâce à l’involution θ de A1, il est possible
de factoriser à droite avec la manipulation suivante :

Right-Factorize(R) = θ(Factorize(θ(R), θ(R′))).

Ainsi, une fois la théorie des bases de Gröbner développée sur A1, il devient possible d’effectuer les calculs classiques
d’élimination tels que le calcul des noyaux à gauche ou à droite de matrices à coefficients dans A1, la mise sous
forme normale, ou encore la recherche d’inverses à gauche/droite et factoriser. Voir [21, 56, 111, 112, 64].

Ces fonctionnalités sont notamment implémentées dans le package OreModules de Maple, développé par Chyzak,
Quadrat, Robertz. On y trouve des fonctions comme : Factorize, LeftInvese, RightInvese,
GeneralizedInverse, SyzygyModule, FreeResolution, etc.

Les mêmes outils sont également disponibles dans le logiciel libre Singular, via le package Plural. Ces résultats se
généralisent au cas de l’algèbre de Weyl en n variables. Le lecteur intéressé pourra se référer à [60, 56, 124, 121, 145].

2.4.3 Calcul effectif dans B1

Considérons l’anneau A1, c’est-à-dire la première algèbre de Weyl, engendrée par t et ∂ avec la relation de commu-
tation ∂ t− t ∂ = 1. Se référer à la section 2.1 pour les détails.

Soit S = {∂i | i ∈ N} ⊂ A1, un sous-ensemble multiplicativement stable. On note B1 = S−1A1 la localisation de A1

relativement à S, c’est-à-dire l’anneau obtenu en rendant ∂ inversible. Cet anneau B1 ne satisfait pas les conditions
de Ore au sens de Chyzk-Salvy [60], et en particulier, il n’est pas une algèbre de Ore. Par conséquent, la théorie
standard des bases de Gröbner pour les algèbres de Ore ne peut pas s’y appliquer directement. Il est alors nécessaire
d’utiliser une généralisation plus souple, comme celle introduite par Levandovskyy dans le cadre des G-algèbres,
qui permet d’étendre les méthodes de calcul algébrique effectif, notamment les bases de Gröbner, à des algèbres
non-Ore comme B1. Voir [112]

Définition 2.4.9. [112] Soit A un anneau intègre. Un sous-ensemble S de A est dit multiplicativement stable si :
— 1 ∈ S,
— 0 /∈ S
— ∀ s, t ∈ S, on a st ∈ S.

De plus, S est appelé un ensemble de Ore à gauche si S est multiplicativement stable et satisfait la condition de
Ore à gauche :

∀ s ∈ S, ∀ r ∈ A, ∃ s̃ ∈ S, ∃ r̃ ∈ A, s̃ r = r̃ s.

Définition 2.4.10. [112] Soit S un sous-ensemble multiplicativement stable d’un anneau intègre A. Un anneau
AS , muni d’un homomorphisme injectif φ : A → AS , est appelé une localisation de Ore à gauche de A en S si :

1. Pour tout s ∈ S, l’image φ(s) est inversible dans AS ;
2. Pour tout x ∈ AS , il existe s ∈ S et r ∈ A tels que

x = φ(s)−1φ(r).

Soit A1 l’algèbre de Weyl à une variable. On considère le sous-ensemble S = {∂i | i ∈ N} ⊂ A1. Ce sous-ensemble
est multiplicativement stable, car ∂i ∂j = ∂i+j ∈ S pour tous i, j ∈ N, ne contient pas zéro et vérifie la propriété de
Ore à gauche.
On note alors B = S−1A1. L’anneau B, muni de l’homomorphisme canonique φ : A1 → B défini par φ(a) = 1−1 a,
constitue une localisation à gauche de A1 en S, au sens de la définition précédente. En effet, nous avons :

— Les éléments de S deviennent inversibles dans B, avec φ(∂i)−1 = ∂−i ∈ B.
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— Tout élément de B s’écrit sous la forme φ(∂i)−1φ(a) = ∂−i a, pour un certain i ∈ N et a ∈ A1.
Nous avons ainsi que B ∼= B1 via l’isomorphisme d’anneaux suivant

ψ : B = S−1A1 −→ B1

φ(∂) 7−→ ∂ mod ⟨e⟩ = σ,

φ(∂)−1 7−→ I mod ⟨e⟩ = σ−1,

φ(t) 7−→ t mod ⟨e⟩ = σ−1H,

où φ : A1 → B est le morphisme canonique d’inclusion et où on identifie B1
∼= L1 via la proposition 2.2.5.

Définition 2.4.11. [112] Soient k un corps, n ∈ N, et 1 ≤ i < j ≤ n. On considère des constantes non nulles cij ∈ k
et des polynômes dij ∈ k[x1, . . . , xn].
On suppose qu’il existe un ordre total admissible ≤ sur les monômes de k[x1, . . . , xn], tel que, pour tout 1 ≤ i <
j ≤ n, nous ayons :

— soit dij = 0

— soit le monôme dominant LM(dij), relativement à ≤, est strictement plus petit que xi xj .

Alors, l’algèbre définie par la présentation

A := k⟨x1, . . . , xn | {xjxi = cijxixj + dij : 1 ≤ i < j ≤ n}⟩

est appelée une G-algèbre si l’ensemble {xα1
1 · · ·xαn

n |α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn} forme une k-base de A.

Exemple 2.4.5. ([112, Exemple 22]) L’anneau des polynômes commutatifs en n variables k[x1, . . . , xn], les algèbres
de Ore et en particulier les algèbres de Weyl en n variables sont des G-algèbres. Ainsi, A1 est une G-algèbre.

Remarque 2.4.5. L’algèbre de Weyl A1 est une G-algèbre. En revanche, son localisé B1 = S−1A1, où S = {∂i |
i ∈ N}, n’est plus une G-algèbre, car elle contient des inverses des générateurs (∂−1). La présence de puissances
négatives sort du cadre des G-algèbres. Voir [111].

Dans ce travail, nous ne détaillerons pas l’ensemble des aspects techniques liés à la théorie des G-algèbres, qui peut
s’avérer complexe. Toutefois, il est important de noter qu’il existe des implémentations efficaces permettant le calcul
de bases de Gröbner dans ce cadre algébrique, notamment dans le cas de certaines localisations spécifiques. C’est
précisément dans ce contexte que s’inscrit la proposition suivante, qui met en lumière un cas particulier d’intérêt
pour nos applications.

Proposition 2.4.4. ([112, Paragraphe 7]) Considérons une G-algèbre A engendrée par les variables x1, . . . , xn. De
plus, supposons que g1, . . . , gt ∈ A \ {0} sont tels que S := [g1, . . . , gt] est un ensemble de Ore à gauche dans A, et
que pour les variables xi1 , . . . , xik apparaissant dans les gi, l’anneau k[xi1 , . . . , xik ] forme un sous-anneau polynomial
commutatif de A. Alors, on peut calculer des bases de Gröbner dans S−1A.

Corollaire 2.4.1. On peut caluler des bases de Gröbner sur B1 = S−1A1.

Démonstration. En effet, S = {∂i | i ∈ N} est un ensemble de Ore et k[∂] est un sous anneau de A1 commutatif.

Proposition 2.4.5. Soit S ⊆ A une partie multiplicative satisfaisant les conditions de Ore à gauche.
Alors la localisation de Ore S−1A existe et est un module plat à gauche (respectivement à droite) sur A.

Les calculs algébriques effectués sur l’algèbre localisée B1 sont pris implantés dans la bibliothèque olga.lib (acro-
nyme de Ore localization in G-algebras), développée pour le système de calcul formel Singular:Plural. Cette
bibliothèque implémente les algorithmes nécessaires au traitement des localisations dans le cadre plus général des
G-algèbres. Elle est intégrée nativement dans la distribution officielle de Singular, [112].
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Chapitre 3

Annulateurs d’évaluation sur I1

Comme montré explicitement à la fin de la section 2.2.2, l’anneau I1 des opérateurs intégro-différentiels ordinaires
à coefficients polynomiaux n’est pas noethérien à gauche, ni à droite. De plus, comme expliqué dans la section 2.14,
le I1-module à gauche kerI1(.T ) caractérise l’ensemble de toutes les conditions de compatibilité du système linéaire
inhomogène T h = g, où T ∈ I1q×p et g ∈ Fq×1 sont fixés, h ∈ Fp×1 est à déterminer, et F est un I1-module à
gauche (par exemple, F = k[t], C∞(R)).

Plus généralement, le fait que kerI1(.T ) soit un I1-module à gauche finiment engendré pour toute matrice T à
coefficients dans I1 joue un rôle important dans l’étude des modules sur I1 et donc dans l’étude des systèmes
intégro-différentiels linéaires à coefficients polynomiaux. Dans ce chapitre, nous abordons cette problématique en
introduisant le concept d’anneau cohérent [171, 166] et en rappelant un résultat, dû à Bavula, qui affirme que I1
est un anneau cohérent [16].

3.1 Caractérisation de la propriété de cohérence
Pour cette partie, on pourra se référer à la sous-partie A.1.2 en annexe qui explique, de façon détaillée, la notion
de module de type fini ( ou finiment engendré).

Définition 3.1.1 ([171, 166]). Soit A un anneau etM un A-module à gauche de type fini engendré par g1, . . . , gn.
Alors, M est dit de présentation finie si le A-module à gauche

Syz(M) =

{
(λ1, . . . , λn) ∈ An |

n∑
i=1

λi gi = 0

}
,

définissant les relations A-linéaires à gauche entre les générateurs gi, est finiment engendré. Le module Syz(M)
ainsi défini est appelé premier module des syzygies de M.

Si M est de présentation finie, il existe R1, . . . , Rm ∈ A1×n tels que

Syz(M) =

m∑
i=1

ARi = A1×m

R1

...
Rm

 .

Ainsi, si on forme la matrice R ∈ Am×n dont les lignes sont les Ri, alors nous avons

M = cokerA(.R) = A1×n
/(
A1×mR

)
.

On dit que R est une matrice de présentation de M ou que M est finiment présenté par R.

Remarque 3.1.1. En termes de générateurs et relations, un moduleM de présentation finie est un module défini
par un nombre fini de générateurs et un nombre fini de relations entre ces générateurs. En d’autres termes, en plus
d’avoir un nombre fini de générateurs, toute relation entre ces générateurs est combinaison A-linéaire finie à gauche
d’un nombre fini de relations.
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Définition 3.1.2. ([166, p. 142, 171])
Soient A un anneau non nécessairement commutatif et M un A-module à gauche/droite.

1. Le module M est dit cohérent à gauche/droite si M est un A-module à gauche/droite de type fini et si tout
sous-module de type fini de M est également de présentation finie.

2. L’anneau A est appelé cohérent à gauche/droite si A est un A-module cohérent, c’est-à-dire, si tous ses idéaux
à gauche/droite de type fini, en tant que sous-A-modules du A-module A, sont de présentation finie. Enfin,
un anneau est dit cohérent s’il est cohérent à la fois à gauche et à droite.

Exemple 3.1.1. Les anneaux noethériens à gauche/droite sont des anneaux cohérents à gauche/droite, car tout sous
A-module de A1×q (respectivement de Aq×1 ) est de type fini [166, Exemple 3.64, p. 142]. Des exemples d’anneaux
cohérents mais non noethériens sont l’anneau k[xi | i ∈ N] des polynômes en un nombre infini de variables {xi}i∈N
à coefficients dans un corps k, ou l’anneau des fonctions entières sur C [166, Exemple 3.64, p. 142].

Remarque 3.1.2. Un point de vue effectif et calculatoire, considérer un module de type fini M engendré par
g1, . . . gn est équivalent à regarder l’image à gauche du A-homomorphisme à gauche de A1×n dans M qui à λ

associe λ g, avec g =
(
g1 . . . gn

)T , c’est-à-dire l’ensemble des λ g =
∑n
i=1 λi gi, avec λ =

(
λ1 . . . λn

)
∈ A1×n.

Si ei le vecteur ligne de taille n ayant un 1 en position i et des 0 ailleurs, pour i = 1, . . . n, nous avons alors
l’épimorphisme introduit dans l’annexe A.2

π : A1×n −→ M
ei 7−→ gi,

(3.1)

Pour que M soit de présentation finie, la définition 3.1.1 indique que

ker(π) = {λ =
(
λ1 . . . λn

)
∈ A1×n |π(λ) = 0}

= {λ =
(
λ1 . . . λn

)
∈ A1×n |λ1 g1 + · · ·+ λn gn = 0}

= kerA(.g)

doit être de type fini. Ainsi, la cohérence (à gauche/ droite) de l’anneau A revient à demander que le noyau (à
gauche/droite), de n’importe quelle matrice colonne g ∈ Ap×1 ou de manière équivalente, de n’importe quelle
matrice R ∈ Aq×p, soit de type fini.

Le résultat au cœur de ce mémoire est le résultat suivant.

Théorème 3.1.1. ([16, Théorème 4.4])
L’anneau I1 est cohérent.

La prochaine proposition énonce la caractérisation de la propriété de cohérence utilisée par Bavula dans [16] pour
démontrer le théorème 3.1.1.

Proposition 3.1.1. ([171, Proposition 13.3, p. 43]) Soit A un anneau. Les deux conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1. A est un anneau cohérent à gauche.
2. (a) Pour tout d ∈ A, annA(.d) = {a ∈ A | a d = 0} est un idéal à gauche de type fini.

(b) Pour tous les idéaux à gauche de type fini I et J , l’idéal I ∩ J est de type fini.
Pour un anneau cohérent à droite A, annA(.d) est remplacé par l’idéal à droite annA(d.), et les idéaux à gauche I
et J sont des idéaux à droite.

Démonstration. Voir l’annexe A.2.
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Notons que le fait que I1 possède une involution θ, définie dans la proposition 2.2.7, implique que la propriété de
cohérence à gauche entraîne la propriété de cohérence à droite, et réciproquement.

Il convient de noter que la démonstration du théorème 3.1.1 proposée dans [16] n’est pas effective : elle ne permet
pas, en l’état, de dériver un algorithme de calcul de noyaux de matrices à coefficients dans I1. En particulier, la
démonstration de Bavula repose sur la classification des modules simples sur I1 ainsi que sur la notion de longueur
d’un module, que nous n’avons pas su rendre effective. L’objectif principal de ce mémoire de thèse est de contribuer
au développement d’une version effective de la propriété de cohérence de I1 et à son implémentation dans le logiciel
de calcul formel Maple [16, 69].

Comme expliqué dans la section 2.3, l’étude des systèmes linéaires d’équations intégro-différentielles à coefficients
polynomiaux conduit naturellement à étudier des I1-modules à gauche de présentation finie. En utilisant la proposi-
tion A.1.2 de l’annexe A, ces modules sont des I1-modules cohérents à gauche. De plus, d’après la proposition A.1.3
de l’annexe A, les modules définis par des opérations algébriques standards (par exemple, intersection, somme (di-
recte), quotient, noyau, image, conoyau) sont également cohérents. Ainsi, si la propriété de cohérence peut être
rendue algorithmique et implémentée dans le logiciel de calcul formel Maple, alors une approche effective la théorie
algébrique des systèmes linéaires d’équations intégro-différentielles à coefficients polynomiaux pourra être initiée.
Voir section 2.3.

3.2 Calcul des générateurs de l’annulateur d’un opérateur de I1
Dans cette section, l’objectif est de calculer un ensemble fini de générateurs de annI1(.d). Pour d /∈ ⟨e⟩, une méthode
de calcul des génératerus de annI1(.d) a déjà été obtenue dans [144]. Nous allons en rappeler les grandes lignes dans
le but de créer un texte consistant et auto-suffisant. En revanche, le cas où d ∈ ⟨e⟩, c’est-à-dire, le cas où d est un
opérateur d’évaluation, était resté ouvert. Cela fait partie des apports de ce travail de thèse d’avoir caractérisé de
manière effective annI1(.d) pour d ∈ ⟨e⟩. Ce résultat a été publié dans [66].

3.2.1 Calcul effectif d’une famille génératrice de l’annulateur d’un opérateur d ∈
I1\⟨e⟩

Cette section donne une méthode de calcul explicite des générateurs de annI1(.d) = {a ∈ I1 | a d = 0} pour
d ∈ I1\⟨e⟩. Cette méthode, publiée dans [144], est due à Quadrat et Regensburger.

Soit d ∈ I1\⟨e⟩. Expliquons comment déterminer un ensemble fini de générateurs de l’idéal à gauche annI1(.d) =
{a ∈ I1 | a d = 0}. Grâce à l’involution θ, définie dans la proposition 2.2.7, de manière équivalente, nous pouvons
étudier annI1(d.) = {a ∈ I1 | d a = 0}.
Nous rappelons que les éléments de I1 sont également des éléments de endk(k[t]), c’est-à-dire qu’ils définissent des
k-endomorphismes de l’espace vectoriel de dimension infinie k[t] (voir section 2.2.1). Pour faciliter la compréhension,
si d ∈ I1, nous noterons par d· l’endomorphisme de k[t] associé, défini par :

d· : k[t] −→ k[t]
p 7−→ d(p).

Il est clair que nous avons (d1 d2)· = (d1·) ◦ (d2·) pour tous d1, d2 ∈ I1. Introduisons quelques définitions supplé-
mentaires.

Définition 3.2.1. Soient V et W deux espaces vectoriels sur k et f : V −→W une application k-linéaire. Alors :
— L’application f est dite de rang fini si l’image imk (f) de f est un espace vectoriel de dimension finie sur k.
— L’application f est dite Fredholm si f possède un noyau et un conoyau de dimension finie, où on rappelle que

le conoyau de f , noté cokerk(f), est défini par cokerk (f) :=W/imk (f).

Considérons a ∈ annI1(d.). Nous avons alors l’équivalence suivante :

d a = 0 ⇔ ∀ n ∈ N, (d a)(tn) = 0 ⇔ ∀ n ∈ N, d(a(tn)) = 0. (3.2)

Ainsi, (3.2) implique l’inclusion des k-espaces vectoriels imk(a·) ⊆ kerk(d·).
Énonçons l’alternative de Fredholm dans le cadre défini ci-dessus.
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Proposition 3.2.1 ([16]). Soit d ∈ I1. Alors, nous avons :
— d ∈ ⟨e⟩ si et seulement si d· est de rang fini.
— d ∈ I1\⟨e⟩ si et seulement si d· est Fredholm.

En conséquence, d· est soit Fredholm mais pas de rang fini, soit de rang fini mais pas Fredholm.

En appliquant la proposition 3.2.1 avec d ∈ I1\⟨e⟩, d est alors Fredholm, et en particulier, la dimension du k-espace
vectoriel kerk(d·) est finie. Par conséquent, si a ∈ annI1(d.), alors l’inclusion imk(a·) ⊆ kerk(d·) implique que
imk(a·) est également de dimension finie, c’est-à-dire que a est de rang fini, et donc, d’après la proposition 3.2.1,
a ∈ ⟨e⟩. Ainsi, d ∈ I1\⟨e⟩ et a ∈ annI1(d.) impliquent a ∈ ⟨e⟩.

Une preuve alternative de ce résultat peut être obtenue comme suit. Étant donné que ⟨e⟩ est un idéal bilatère de
I1, nous pouvons considérer l’anneau quotient B1 = I1/⟨e⟩ (voir la proposition 2.2.5) et nous avons alors la suite
exacte courte canonique d’anneaux

0 ⟨e⟩ I1 B1 0,π

où π est la projection canonique de I1 dans B1. Considérons maintenant l’endomorphisme de multiplication à droite
d. de I1 défini par :

d. : I1 −→ I1
b 7−→ d b.

En utilisant le fait que ⟨e⟩ est un idéal de I1, nous avons d ⟨e⟩ ⊆ ⟨e⟩, ce qui montre que d. ∈ endI1(I1) induit une
restriction bien définie à ⟨e⟩. Nous avons alors le diagramme exact commutatif suivant de modules à droite sur I1

0 0 0

0 ann⟨e⟩(d.) annI1(d.) annB1
(d̄.)

0 ⟨e⟩ I1 B1 0

0 ⟨e⟩ I1 B1 0,

i

d·

π

d· d̄.

i π

où d. ∈ endI1(B1) est défini par d̄ π(b) = π(d b) pour tout b ∈ I1 et annB1
(d.) = {a ∈ B1 | d a = 0}.

Maintenant, puisque d ∈ I1\⟨e⟩, d̄ ̸= 0, ainsi annB1
(d̄·) = {0} parce que, d’après la proposition 2.2.5, l’anneau B1

est isomorphe à l’anneau des polynômes de Laurent L1, qui est intègre (voir, par exemple, [121]). Par conséquent,
nous avons annI1(d.) = ann⟨e⟩(d.) = annI1(d.)∩ ⟨e⟩ ce qui montre à nouveau que a ∈ annI1(.d) est tel que a ∈ ⟨e⟩ si
d ∈ I1\⟨e⟩.

Étudions maintenant ann⟨e⟩(d.). Soit a =
∑r
i=0 ai e ∂

i ∈ ann⟨e⟩(d.). En utilisant le lemme 2.2.1, nous avons :

d a = 0 ⇔ ∀ i ∈ J0, rK, d(ai) = 0 ⇔ ∀ i ∈ J0, rK, ai ∈ kerk[t](d·).
Puisque d· est Fredholm, kerk[t](d·) est un espace vectoriel de dimension finie sur k, de sorte qu’il existe des
polynômes p1, . . . , ps définissant une base de kerk[t](d·).
Ainsi, nous avons kerk[t](d·) =∑s

j=1 k pj . Par conséquent, ai ∈ kerk[t](d·) pour i = 0, . . . , r implique l’existence de

αi1, . . . , α
i
s ∈ k tels que ai(t) =

s∑
j=1

αij pj(t), et donc :

a =
∑

0≤i≤r, 1≤j≤s

αij pj(t) e ∂
i =

s∑
j=1

pj(t)

(
r∑
i=0

αij e ∂
i

)
=

s∑
j=1

pj(t) e

(
r∑
i=0

αij ∂
i

)
︸ ︷︷ ︸

∈k[∂]

.

En utilisant les identités e t = 0, e I = 0, et e a = e(a) e pour tout a ∈ k[t], on peut vérifier à nouveau facilement
que e I1 = ek[∂]. Par conséquent, nous avons a ∈

∑s
j=1(pj(t) e) I1, c’est-à-dire que a appartient à l’idéal à droite de

I1 engendré par les pj(t) e, ce qui montre que
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annI1(d.) ⊆
s∑
j=1

(pj(t) e) I1.

En utilisant le lemme 2.2.1, nous avons d pj(t) e = d(pj(t)) e = (d·pj(t)) e = 0 pour j = 1, . . . , s, c’est-à-dire que
pj(t) e ∈ annI1(d.) pour j = 1, . . . , s. Ainsi,

∑s
j=1(pj(t) e) I1 ⊆ annI1(d.) et donc

annI1(d.) =

s∑
j=1

(pj(t) e) I1.

Par conséquent, annI1(d.) est finiment engendré par les pj(t) e, où les pj(t) forment une base du k-espace vectoriel
de dimension finie kerk[t](d·) = {p ∈ k[t] | d·p = d(p) = 0}.

Notons que, d’après le théorème 2.3.1, nous avons kerk[t](d·) ∼= HomI1(M,k[t]), où M = I1/(I1 d).
Nous sommes donc ramenés à calculer les solutions polynomiales d’un opérateur intégro-différentiel scalaire à co-
efficients polynomiaux. Cet opérateur étant Fredholm, il admet une équation indicielle qui permet d’obtenir une
base sur le degré des solutions polynomiales. Les coefficients des polynômes s’obtiennent alors par des techniques
d’algèbre linéaire, voir [144]. Pour un autre algorithme implémenté dans Maple, voir [10].

Théorème 3.2.1. ([144]) Soit d ∈ I1\⟨e⟩. Alors,

annI1(d.) =

s∑
j=1

(pj(t) e) I1 =


s∑
j=1

pj(t) e dj | dj ∈ I1, j = 1, . . . , s

 ,

où {pj}j=1,...,s est une base du k-espace vectoriel de dimension finie suivant :

kerk[t](d·) = {p ∈ k[t] | d·p = d(p) = 0}.

L’espace vectoriel kerk[t](d·) est l’espace des solutions polynomiales de l’équation intégro-différentielle d·h = d(h) =
0, où h ∈ k[t].

Si d ∈ I1\⟨e⟩, en utilisant le fait que θ(⟨e⟩) = ⟨e⟩ (voir la proposition 2.2.7), nous avons alors θ(d) ∈ I1\⟨e⟩.
Ainsi, en appliquant le théorème 3.2.1, il existe {pj}j=1,...,s, où pj ∈ k[t] pour j = 1, . . . , s, tels que annI1(θ(d).) =∑s
j=1(pj(t) e) I1, ce qui implique annI1(.d) =

∑s
j=1 I1 e θ(pj(t)).

Enfin, d’après le lemme 2.2.4, nous avons e θ(pj(t)) = e p̂j(∂), où p̂j(∂) est l’élément de k[∂] défini en substituant
les monômes tn par n! ∂n dans pj , pour n ∈ N, voir la définition 2.2.7.

Remarque 3.2.1. Dans le chapitre 4, nous verrons une autre approche pour calculer une base de kerk[t](d·)
consistant à calculer les solutions polynomiales d’un opérateur différentiel ∂M d ∈ A1 pour un certain M ∈ N (voir
le point 2 du lemme 2.2.2 puis le lemme 2.2.5).

3.2.2 Calcul effectif d’une famille génératrice de l’annulateur d’un opérateur d ∈ ⟨e⟩
Dans cette section, nous allons expliquer comment calculer de façon explicite les générateurs de annI1(.d) = {a ∈
I1 | a d = 0} lorsque d ∈ ⟨e⟩, c’est-à-dire, lorsque d· est de rang fini. Voir la proposition 3.2.1. Pour cela, nous allons
commencer par prouver un résultat préliminaire.

Nous rappelons l’action donnée par le lemme 2.2.1 qui permet de donner les égalités ensemblistes suivantes pour
d = p(t) e :

{P ∈ I1 |P d = 0} = annI1(.d)

= annI1(.p(t) e)

= {P ∈ I1 |P d = 0}
= {P ∈ I1 |P p(t) e = P (p) e = 0}
= {P ∈ I1 |P (p) = 0} = annI1(·p).
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Ainsi, pour d = p(t) e, nous avons les égalités suivantes :

annI1(.d) = {P ∈ I1 |P d = 0} = annI1(·p) = {P ∈ I1 |P (p) = 0}.

Lemme 3.2.1. Soit p ∈ k[t] de degré r, Q1 = ∂r+1 et Q2 = p ∂r − p(r)(0). On a alors :

annI1(·p) ∩ ⟨e⟩ ⊆ I1Q1 + I1Q2 = {αQ1 + β Q2 | α, β ∈ I1}.

Démonstration. Soit P ∈ annI1(·p) ∩ ⟨e⟩. Alors, P =
∑n
i=0 ai(t) e ∂

i, avec ai ∈ k[t] pour i = 0, . . . , n. De plus,
P.p = P (p) = 0. Si n > r, alors nous avons :

P =

r∑
i=0

ai(t) e ∂
i +

n∑
i=r+1

ai(t) e ∂
i =

r∑
i=0

ai(t) e ∂
i +

(
n∑

i=r+1

ai(t) e ∂
i−r−1

)
Q1.

Ainsi, P ∈ I1Q1 + I1Q2 si et seulement si T =
∑r
i=0 ai(t) e ∂

i ∈ I1Q1 + I1Q2. Supposons donc que T satisfasse
T (p) = 0. Alors on a :

T (p) = 0 ⇔
r∑
i=0

ai(t) e ∂
i(p(t)) = 0 ⇔

r∑
i=0

ai(t) p
(i)(0) = 0 ⇔

r−1∑
i=0

ai(t) p
(i)(0) + p(r)(0) ar(t) = 0.

Comme degt p = r, nous avons p(r)(0) ̸= 0, ce qui donne ar(t) = − 1
p(r)(0)

∑r−1
i=0 ai(t) p

(i)(0). En substituant cette
expression dans T et en utilisant p(i)(0) e = e(p(i)) e = e p(i), nous obtenons :

T =

r−1∑
i=0

(
ai(t) e ∂

i − 1

p(r)(0)
ai(t) p

(i)(0) e ∂r
)

=

r−1∑
i=0

(
ai(t) e ∂

i − 1

p(r)(0)
ai(t) e p

(i)∂r
)

=

r−1∑
i=0

ai(t) e
1

p(r)(0)

(
p(r)(0) ∂i − p(i) ∂r

)
.

Maintenant, nous remarquons que p(r)(0) ∂i − p(i) ∂r ∈ annA1(.p) pour i = 0, . . . , r − 1. En effet, nous avons :

(p(r)(0) ∂i − p(i) ∂r)(p(t)) = p(r)(0) p(i)(t)− p(i)(t) p(r)(t) = p(r)(0) p(i)(t)− p(i)(t) p(r)(0) = 0.

Enfin, selon la proposition 2.1.3 (voir aussi [50, Proposition 3.2]), nous avons annA1
(.p) = A1Q1 + A1Q2, ce qui

montre que tous les termes ai(t) e 1
p(r)(0)

(
p(r)(0) ∂i − p(i) ∂r

)
appartiennent à I1Q1 + I1Q2 pour i = 0, . . . , r − 1,

ainsi T ∈ I1Q1 + I1Q2.

On peut maintenant donner une caractérisation explicite de annI1(.d) dans le cas où d = p(t) e avec p ∈ k[t].

Proposition 3.2.2. Soit p ∈ k[t] de degré r, Q1 = ∂r+1 et Q2 = p ∂r − p(r)(0). Alors, nus avons :

annI1(.p e) = I1Q1 + I1Q2.

Démonstration. Soit P ∈ annI1(.p e). En utilisant le lemme 2.2.1, on a P p e = P (p) e = 0, c’est-à-dire P (p) = 0.
D’après le point 2 du lemme 2.2.2, il existe n ∈ N tel que ∂n P ∈ A1. Ainsi, nous avons (∂n P )(p) = ∂n P (p) = 0,
c’est-à-dire ∂n P ∈ annA1(·p) = {P ∈ A1 |P·p = P (p) = 0} (voir remarque 2.1.2). En utilisant la proposition 2.1.3,
nous savons que annA1(·p) est l’idéal à gauche de A1 engendré par Q1 et Q2. Par conséquent, il existe (α, β) ∈ A2

1

tels que ∂n P = αQ1 + β Q2. Ainsi, nous avons In ∂n P = (In α)Q1 + (In β)Q2.

En utilisant l’identité In∂n + Tn−1 = 1 dans I1 (voir lemme 2.2.5), où Tn−1 =
∑n−1
j=0

tj

j! e ∂
j , nous obtenons

P = Tn−1 P + (In α)Q1 + (In β)Q2. Notons que Tn−1 P = P − (In α)Q1 − (In β)Q2 ∈ annI1(.p e) ∩ ⟨e⟩ puisque
P, Q1, Q2 ∈ annI1(.p e) et Tn−1 P ∈ ⟨e⟩ car Tn−1 ∈ ⟨e⟩ et ⟨e⟩ est un idéal à droite de I1. En utilisant le lemme 3.2.1,
Tn−1 P ∈ I1Q1 + I1Q2, donc P = Tn−1 P + (In α)Q1 + (In β)Q2 appartient également à I1Q1 + I1Q2, ce qui
prouve annI1(.p e) ⊂ I1Q1 + I1Q2. L’inclusion réciproque étant immédiate, cela prouve le résultat énoncé.
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Après avoir donné les générateurs explicites de annI1(.d) dans le cas où d = p(t) e avec p ∈ k[t], on veut maintenant
caractériser annI1(.d) dans le cas général d’un élément d ∈ ⟨e⟩. Pour cela, nous énonçons et démontrons un résultat
préliminaire utile.

Lemme 3.2.2. Soient ai ∈ k[t], i = 0, . . . , r, m = maxi∈J0, rK{degt ai}, et J = (1 . . . ∂m+1)T . Alors, nous avons

r⋂
i=0

annA1(·ai) =
l∑

j=1

A1 fj =


l∑

j=1

αj fj | αj ∈ A1, j = 1, . . . , l

 ,

où les fj sont définis par f1...
fl

 = DJ,

où D ∈ k[t]l×(m+2) est une matrice de rang plein par ligne satisfaisant

kerk[t](.C) = {λ ∈ k[t]1×(m+2) |λC = 0} = imk[t](.D) :=
{
µD | µ ∈ k[t]1×l

}
,

avec C la matrice définie par

C :=

 a0 . . . ar
...

...
a
(m+1)
0 . . . a

(m+1)
r

 ∈ k[t](m+2)×(r+1). (3.3)

Démonstration. Tout d’abord, notons que ∂m+1(ai) = a
(m+1)
i = 0 pour i = 0, . . . , r, ce qui montre que ∂m+1 ∈⋂r

i=0 annA1
(.ai). Soit P =

∑n
j=0 αj(t) ∂

j ∈
⋂r
i=0 annA1

(·ai), où αj ∈ k[t] pour j ∈ J0, nK.
Si n > m+ 1, en écrivant

P =

m∑
j=0

αj(t) ∂
j +

 n∑
j=m+1

αj(t) ∂
j−m−1

 ∂m+1,

nous obtenons
∑m
j=0 αj(t) ∂

j ∈
⋂r
j=0 annA1

(·ai). Ainsi, nous pouvons supposer que P =
∑m
j=0 αj(t) ∂

j . Pour
simplifier la preuve, nous ajoutons un terme d’ordre m + 1, c’est-à-dire, P =

∑m+1
j=0 αj(t) ∂

j . Ainsi, pour tout
i ∈ J0, rK

P (ai) =

m+1∑
j=0

αj(t) a
(j)
i (t) = 0 ⇐⇒ (α0(t) . . . αm+1(t))

 a0 . . . ar
...

...
a
(m+1)
0 . . . a

(m+1)
r


︸ ︷︷ ︸

C

= (0 . . . 0).

Cela montre que (α0 . . . αm+1) ∈ kerk[t](.C). Comme k[t] est un anneau noethérien (voir, par exemple, [171, 166]),
le k[t]-module kerk[t](.C) est de type fini, et ainsi, il existe un ensemble fini de générateurs. En formant la matrice
définie par les lignes correspondantes, nous obtenons D ∈ k[t]l×(m+2) telle que kerk[t](.C) = imk[t](.D). Remarquons
que kerk[t](.C) est un k[t]-sous-module du k[t]-module libre k[t]1×(m+2). Ainsi, kerk[t](.C) est un k[t]-module libre
puisque k[t] est un anneau principal (voir, par exemple, [166]). Par conséquent, les lignes de la matrice D peuvent
être choisies k[t]-linéairement indépendantes, c’est-à-dire de sorte que la matrice D soit de rang maximal par ligne
(c’est-à-dire, ν D = 0 implique ν = 0). Ainsi, nous avons la suite exacte de k[t]-modules suivante :

0 k[t]1×l k[t]1×(m+2) k[t]1×(r+1)..D .C (3.4)

En particulier, nous avons (α0 . . . αm+1) = ν D pour un certain ν ∈ k[t]1×l. Si nous écrivons P = (α0 . . . αm+1) J ,
alors nous obtenons P = ν D J , ce qui montre que chaque élément de DJ ∈ Al×1

1 est un élément de A1 qui annule
tous les ai. Remarquons que la matrice D contient une ligne de la forme (0 . . . 0 1) puisque la dernière ligne de C
contient des zéros, ce qui montre à nouveau que (0 . . . 0 1)J = ∂m+1 ∈

⋂r
i=0 annA1

(.ai). Cela explique pourquoi
nous avons ajouté un terme d’ordre m+ 1 dans l’opérateur différentiel P .

Ainsi, nous obtenons que (f1 . . . fl)
T = DJ est un ensemble générateur de

⋂r
i=0 annA1

(·ai), autrement dit que les
f1, . . . fl engendrent

⋂r
i=0 annA1

(·ai).
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Notons que le lemme 3.2.2 peut être vu comme une généralisation de la proposition 2.1.3. Cependant, notons que⋂r
i=0 annA1(·ai), étant un idéal à gauche de A1, il peut également être engendré par deux éléments de A1 plutôt

que par l comme indiqué dans le lemme 3.2.2. Voir la remarque 2.1.3 rappelant ce résutalt. Pour plus de détails,
voir [170].

En utilisant les formes d’Hermite/Smith (voir [74]) ou les méthodes de bases de Gröbner pour le calcul de la matrice
D définie dans le lemme 3.2.2, les fj peuvent alors être obtenus explicitement, voir la section 2.4.2.1. Pour plus
de détails, voir [135] et les références qui y sont mentionnées. De tels calculs sont implémentés dans le package
OreModules développé en Maple.

Exemple 3.2.1. Considérons les polynômes a0(t) = t, a1(t) = t2 +1 et a2(t) = t3− 2 t. Alors, m = 3 et la matrice
C est définie par :

C =


t t2 + 1 t3 − 2 t
1 2 t 3 t2 − 2
0 2 6 t
0 0 6
0 0 0

 .

En utilisant Maple (par exemple, la commande SyzygyModule du package OreModules, [59]), on peut calculer une
matrice D dont les lignes engendrent le noyau à gauche de C. On obtient :

D =

(
−6 6 t −3 t2 + 3 t3 − 3 t 0
0 0 0 0 1

)
.

Nous obtenons ainsi les générateurs f1 et f2 de
⋂2
i=0 annA1

(·ai) donnés par :

(
f1
f2

)
= D


1
∂
...
∂4

 =

(
−6 + 6 t ∂ + (−3 t2 + 3) ∂2 + (t3 − 3 t) ∂3

∂4

)
.

Cela signifie que

2⋂
i=0

annA1(·ai) = A1 f1 + A1 f2 =
{
α1 (−6 + 6 t ∂ + (−3 t2 + 3) ∂2 + (t3 − 3 t) ∂3) + α2 ∂

4 | α1, α2 ∈ A1

}
.

Ici, nous pouvons également vérifier facilement que :

f1(a0) = −6(t) + 6 t ∂(t) + (−3 t2 + 3) ∂2(t) + (t3 − 3 t) ∂3(t) = −6 t+ 6 t+ 0 + 0 = 0,

f1(a1) = −6 (t2 + 1) + 6 t ∂(t2 + 1) + (−3 t2 + 3) ∂2(t2 + 1) + (t3 − 3 t) ∂3(t2 + 1)

= −6 t2 − 6 + 12 t2 − 6 t2 + 6 + 0,

= 0,

f1(a2) = −6 (t3 − 2 t) + 6 t ∂(t3 − 2 t) + (−3 t2 + 3) ∂2(t3 − 2 t) + (t3 − 3 t) ∂3(t3 − 2 t)

= −6 (t3 − 2 t) + 6 t (3 t2 − 2) + (−3 t2 + 3) (6 t) + (t3 − 3 t) 6,

= −6 t3 + 12 t+ 18 t3 − 12 t− 18 t3 + 18 t+ 6 t3 − 18 t,

= 0.

Clairement, nous avons f2(ai) = 0 pour i = 0, 1, 2.

Proposition 3.2.3. Soient d =
∑r
i=0 ai(t) e ∂

i, avec ai ∈ k[t], i = 0, . . . , r, m = maxi∈J0, rK{degt ai}, C ∈
k[t](m+2)×(r+1) la matrice définie au lemme 3.2.2, E ∈ ks×(m+2) une matrice de rang plein par ligne telle que
kerk(.C(0)) = imk(.E) et J = (1, . . . , ∂m+1)T .
Alors, nous avons

annI1(.d)
⋂
⟨e⟩ =

s∑
k=1

I1 gk, (3.5)
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où les gk sont définis par g1...
gs

 = E eJ. (3.6)

Démonstration. Soit P =
∑l
j=0 αj(t) e ∂

j ∈ annI1(.d). En utilisant le lemme 2.2.1, l’égalité P d =
∑r
i=0 P (ai) e ∂

i =
0 est vraie si, et seulement si, P (ai) = 0 pour i ∈ J0, rK, car l’expression ci-dessus est une forme normale. Ainsi,
nous obtenons annI1(.d)

⋂
⟨e⟩ =

⋂r
i=0 annI1(·ai)⋂⟨e⟩.

Posonsmi = degt ai pour i = 0, . . . , r. Alors, nous avons ∂mi+1 ∈ annI1(·ai). Notonsm = maxi∈J0, rK{degt ai}. Alors
∂m+1 ∈

⋂r
i=0 annI1(·ai) et e ∂m+1 ∈ annI1(.d)

⋂
⟨e⟩. Par conséquent, nous pouvons considérer P =

∑m+1
j=0 αj(t) e ∂

j ∈
annI1(.d).

On a alors

P d = 0⇐⇒ P (ai) = 0, i = 0, . . . , r,

⇐⇒ P (ai) =

m+1∑
j=0

αj e(∂
jai) = 0, i = 0, . . . , r,

⇐⇒ (α0 . . . αm+1)


e(a0) . . . e(ar)

...
...

e
(
a
(m+1)
0

)
. . . e

(
a
(m+1)
r

)
 = 0,

⇐⇒ (α0 . . . αm+1) e(C) = 0,

⇐⇒ (α0 . . . αm+1) ∈ kerk[t](.e(C)),

où la matrice C(t) est définie dans le lemme 3.2.2, à l’égalité (3.3) et e(C) = C(0) est son évaluation en t = 0.

Soit E ∈ ks×(m+2) une matrice dont les lignes définissent une base de kerk(.e(C)), on note alors s = dimk kerk(.e(C)).
Nous avons ainsi la suite exacte suivante de k-espaces vectoriels :

0 k1×s k1×(m+2) k1×(r+1)..E .e(C)

En utilisant le fait que k[t] est un k-module libre (et donc un module plat sur k, voir [166, Proposition 3.46] ),
et en prenant le produit tensoriel de la suite exacte ci-dessus par k[t], nous obtenons la suite exacte suivante de
k[t]-modules :

0 k[t]1×s k[t]1×(m+2) k[t]1×(r+1)..E .e(C)
(3.7)

Pour plus de détails sur le produit tensoriel, voir, par exemple, [166].

Par conséquent, kerk[t](.e(C)) = imk[t](.E), ce qui montre que P d = 0 si, et seulement si, P = (α0 . . . αm+1) e J ,
où (α0 . . . αm+1) ∈ imk[t](.E). En utilisant le fait que (α0 . . . αm+1) = ν E pour ν ∈ k[t]1×s, et la base canonique
de k[t]1×s, nous obtenons les gk définis par (3.5).

Enfin, comme remarqué dans la preuve du lemme 3.2.2, la dernière ligne de la matrice C, et donc de la matrice e(C),
est la ligne nulle, ce qui implique que E contient une ligne de la forme (0 . . . 0 1) et montre que (0 . . . 0 1) e J =
e ∂m+1 est l’un des gk. Par conséquent, (3.5) est un ensemble de générateurs de annI1(.d)

⋂
⟨e⟩, c’est-à-dire que

annI1(.d)
⋂
⟨e⟩ =

∑s
k=1 I1 gk.

Exemple 3.2.2. Considérons d = a0(t) e+a1(t) e ∂+a2(t) e ∂
2 ∈ ⟨e⟩, où a0(t) = t, a1(t) = t2+1, et a2(t) = t3−2 t

sont les polynômes considérés dans l’exemple 3.2.1. L’évaluation de la matrice C en t = 0 donne

e(C) =


0 1 0
1 0 −2
0 2 0
0 0 6
0 0 0

 .
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En utilisant Maple, nous trouvons que le noyau de e(C) est donné par l’image de la matrice E suivante :

E =

(
2 0 −1 0 0
0 0 0 0 1

)
.

Nous obtenons alors les générateurs g1 et g2 de annI1(.d)
⋂
⟨e⟩ définis par :

(
g1
g2

)
= E e


1
∂
...
∂4

 =

(
2 e− e ∂2
e ∂4

)
.

Dans cet exemple élémentaire, on peut également vérifier à la main que (2 e−e ∂2) d = 0 et (e ∂4) d = 0. Nous avons
donc trouvé que annI1(.d)

⋂
⟨e⟩ = I1 g1 + I1 g2 =

{
α1 (2 e− e ∂2) + α2 e ∂

4 | α1, α2 ∈ I1
}
.

Dans le lemme 3.2.2 et la proposition 3.2.3, nous avons explicité une manière effective de calculer des générateurs :

1. du A1-module à gauche
r⋂
i=0

annA1
(·ai) = {P ∈ A1 | ∀i ∈ J0, rK, P.ai = P (ai) = 0}

pour une famille de polynômes a0(t), . . . ar(t) ∈ k[t],
2. du I1-module à gauche annI1(.d) ∩ ⟨e⟩ = {P ∈ ⟨e⟩ |Pd = 0} pour d ∈ ⟨e⟩.

Le prochain énoncé, important, montre comment combiner les deux précédents résultats pour traiter le cas général
du calcul de générateurs de annI1(.d) pour n’importe quel d ∈ ⟨e⟩. On rappelle que le fait que annI1(.d) soit de type
fini pour tout élément d de I1 est une conséquence de la cohérence de I1, voir le théorème 3.1.1. L’enjeu ici est de
trouver une méthode de calcul explicite dans le cas où d ∈ ⟨e⟩ (le cas d ∈ I1\⟨e⟩ ayant été traité dans la section
3.2.1).

Théorème 3.2.2. Soit d =
∑r
i=0 ai(t) e ∂

i ∈ ⟨e⟩, avec ai ∈ k[t] pour i = 0, . . . , r. Alors, nous avons :

annI1(.d) =

l∑
j=1

I1 fj +
s∑

k=1

I1 gk,

où les fj (resp. gk) sont les opérateurs différentiels (resp. d’évaluation) définis dans le lemme 3.2.2 (resp. proposi-
tion 3.2.3). En particulier, l’idéal à gauche annI1(.d) est de type fini.

Démonstration. Considérons d =
∑r
i=0 ai(t) e ∂

i ∈ ⟨e⟩ et P ∈ annI1(.d). Alors, nous avons P d = 0.

D’après le lemme 2.2.2, il existe n ∈ N tel que ∂N P ∈ A1. Ainsi, (∂n P ) d = ∂n (P d) = 0, c’est-à-dire,
∑r
i=0(∂

n P ) (ai(t)) e ∂
i =

0. Par conséquent, en utilisant le lemme 2.2.1, (∂n P ) (ai) = 0 pour i = 0, . . . , r. Par le lemme 3.2.2, ∂n P ∈⋂r
i=0 annA1

(·ai) = ∑l
j=1 A1 fj . Selon le lemme 2.2.5, P peut s’écrire comme P = Tn−1 P + S, où S = In ∂n P ∈∑l

j=1 I1 fj .

Notons que Tn−1 P ∈ annI1(.d)
⋂
⟨e⟩. En utilisant la proposition 3.2.3, Tn−1 P ∈

∑s
k=1 I1 gk, où les gk sont définis par

l’équation (3.5), ce qui montre que P ∈
∑l
j=1 I1 fj +

∑s
k=1 I1 gk, c’est-à-dire, annI1(.d) ⊆

∑l
j=1 I1 fj +

∑s
k=1 I1 gk.

Par construction, nous avons
∑l
j=1 I1 fj+

∑s
k=1 I1 gk ⊆ annI1(.d), ce qui prouve finalement l’égalité et le résultat.

Exemple 3.2.3. En appliquant le résultat du théorème 3.2.2 à l’opérateur d’évaluation d ∈ ⟨e⟩ de l’exemple 3.2.2
et en utilisant les résultats obtenus dans les exemples 3.2.1 et 3.2.2, nous avons :

annI1(.d) = I1 f1 + I1 f2 + I1 g1 + I1 g2,


f1 = (−6 + 6 t ∂ + (−3 t2 + 3) ∂2 + (t3 − 3 t) ∂3),
f2 = ∂4,
g1 = 2 e− e ∂2,
g2 = e ∂4.
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Dans le cas où s est nul (voir le théorème 3.2.2), on voit que annI1(.d) peut être engendré uniquement par des
opérateurs différentiels. Il est alors naturel de se demander si cela est vrai dans le cas général. Autrement dit,
on cherche à savoir si les gk peuvent être générés par les fj , c’est-à-dire, si gk est une combinaison I1-linéaire
à gauche des fj . Pour cela, en comparant les suites exactes (3.4) et (3.7), nous avons kerk[t](.C) = imk[t](.D) et
kerk[t](.e(C)) = imk[t](.E), où D ∈ k[t]l×(m+2) et E ∈ ks×(m+2) sont des matrices dont les lignes sont indépendantes.
Il est légitime de se demander s’il est possible de prendre E = e(D). La proposition 3.2.4 suivante répond par
l’affirmative à cette question.

Proposition 3.2.4. Soit d =
∑r
i=0 ai(t) e ∂

i ∈ ⟨e⟩, avec ai des polynômes de k[t] pour i = 0, . . . , r, et m =
maxi∈J0,rK degt ai. En reprenant les notations précédentes (voir le lemme 3.2.2), posons

N := cokerk[t](.C) = k[t]1×(r+1)/(k[t]1×(m+2) C).

Si N = 0, alors on peut toujours choisir E comme étant e(D) dans la proposition 3.2.3, ce qui implique :

s = l = m− r + 1,

g1...
gl

 = eD J = e

f1...
fl

 , annI1(.d)
⋂
⟨e⟩ =

l∑
j=1

I1 e fj .

Démonstration. Par hypothèse, nous avons N = cokerk[t](.C) = k[t]1×(r+1)/(k[t]1×(m+2) C) = 0, c’est-à-dire que
k[t]1×(m+2) C = k[t]1×(r+1). En d’autres termes, imk[t](.C) = k[t]1×(r+1).
Soit (ei)i∈J1,r+1K la base canonique du k[t]-module libre k[t]1×(r+1).
Pour tout i = 1, . . . , r + 1, puisque ei ∈ k[t]1×(r+1) = imk[t](.C), il existe fi ∈ k[t]1×(m+2) tel que ei = fi C. Si l’on
note F ∈ k[t](r+1)×(m+2) la matrice de k[t] dont les lignes sont les fi, alors les identités précédentes peuvent s’écrire
sous la forme F C = Ir+1, où Ir+1 est la matrice identité de taille r + 1.

Considérons maintenant la matrice Π = Im+2−C F . Nous avons Π2 = Im+2−2C F+C F C F = Im+2−C F = Π. De
plus, nous avons (Im+2−C F )C = C−C F C = 0, ce qui implique imk[t](.(Im+2−C F )) ⊂ kerk[t](.C) = imk[t](.D).
Ainsi, il existe une matrice G ∈ k[t](m+2)×l telle que (Im+2−C F ) = GD, c’est-à-dire vérifiant l’identité matricielle
polynomiale suivante :

GD + C F = Im+2.

En posant t = 0 dans cette dernière identité, nous en déduisons que e(G) e(D) + e(C) e(F ) = Im+2.

Montrons maintenant que kerk[t](.e(C)) = imk[t](.e(D)). Si λ ∈ k[t]1×(m+2) appartient à kerk[t](.e(C)), alors l’identité
ci-dessus donne :

λ e(G) e(D) + λ e(C) e(F ) = λ.

Or, λ e(C) = 0 implique λ = λ e(G) e(D) ∈ imk[t](.e(D)). Ainsi, kerk[t](.e(C)) ⊂ imk[t](.e(D)).

Par ailleurs, comme DC = 0, on a e(D) e(C) = 0, ce qui implique e(D) ∈ kerk[t](.e(C)) et donc imk[t](.e(D)) ⊂
kerk[t](.e(C)). Cela prouve que kerk[t](.e(C)) = imk[t](.e(D)) et montre que la matrice E de la proposition 3.2.3 peut
être choisie comme e(D).

Ainsi nous avons les suites exactes scindées suivantes :

0 k[t]1×l k[t]1×(m+2) k[t]1×(r+1) 0,.D

.G

.C

.F

0 k[t]1×l k[t]1×(m+2) k[t]1×(r+1) 0.
.e(D)

.e(G)

.e(C)

.e(F )

De plus, d’après la caractéristique d’Euler-Poincaré (voir le théorème A.1.1 en annexe), nous avons :

(r + 1)− (m+ 2) + l = 0.

Ainsi, nous avons l = m− r + 1.
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Il est légitime de se demander si la condition N := cokerk[t](.C) = k[t]1×(r+1)/(k[t]1×(m+2) C) = 0 de la proposi-
tion 3.2.4 est restrictive ou non. Le lemme suivant nous dit qu’en réalité, N est toujours le module nul.

Définition 3.2.2. On appelle matrice unimodulaire, une matrice inversible à coefficients dans k[t] dont l’inverse
est également à coefficients dans k[t].

Remarque 3.2.2. On utilisera indifféremment les termes unimodulaire et inversible dans k[t].

Lemme 3.2.3. Avec les notations précédentes, soient d =
∑r
i=0 ai(t) e ∂

i ∈ ⟨e⟩ et C définie par (3.3). Si les ai(t)
sont k-linéairement indépendants, alors N = 0.

Démonstration. On rappelle que m = maxi degt ai(t). Introduisons la matrice unimodulaire U à coefficients dans
k[t] suivante

U =


1 t . . . tm

m!

0 1 . . . tm−1

(m−1)!

...
. . .

...
0 . . . 1

 ∈ k[t](m+1)×(m+1).

Un simple calcul permet alors de vérifier que son inverse est défini par :

U−1 =


1 −t . . . (−t)m

m!

0 1 . . . (−t)m−1

(m−1)!

... 1
...

0 . . . 1

 ∈ k[t](m+1)×(m+1).

De plus, introduisons la notation A(t) =
(
a0(t) a1(t) . . . ar(t)

)
. Ainsi, A(t) représente la première ligne de C,

A(1)(t) la deuxième, etc. On a alors l’égalité suivante :

(
U−1 0
0 1

)
C =



A− t A(1) +
t2

2!
A(2) + · · ·+ (−t)m

m! A(m)

...
A(i) − t A(i+1) + · · ·+ (−t)m−i

(m−i)! A
(m)

...
A(m)

0


.

Notons alors Li(t) = A(i) − t A(i+1) + · · ·+ (−t)m−i

(m−i)! A
(m). Calculons la dérivée de Li par rapport à t :

dLi
dt

(t) = A(i+1)(t)−A(i+1)(t)− t A(i+2)(t) + · · ·+ (−t)m−i−1

(m− i− 1)!
A(m)(t) +

(−t)m−i−1

(m− i− 1)!
A(m+1)(t) = 0.

Ainsi, nous avons Li(t) = A(i)(0) pour tout i = 0, . . . ,m. On obtient donc l’égalité suivante :(
U−1 0
0 1

)
︸ ︷︷ ︸

V

C = C(0).

Comme V est une matrice inversible, cokerk[t](.C(0)) = cokerk[t](.C) = N . De plus, on a N = cokerk[t](.C(0)) ∼=
k[t] ⊗k cokerk(.C(0)) par extension des coefficients (Voir annexe A, section A.1.5.1). Notons que cokerk(.C(0)) est
un k-espace vectoriel de dimension δ = r + 1 − rangk(C(0)) et N est un k[t]-module libre de rang δ. Déterminons
rankk(C(0)).

On a :

C(0) =


a00 . . . ar0
... . . .

...
m! a0m . . . m! arm

0 . . . 0

 =


1 . . . 0 0
...

. . .
...

...
0 . . . m! 0
0 . . . 0 1



a00 . . . ar0
...

...
...

a0m . . . arm
0 . . . 0

 . (3.8)
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Comme les polynômes ai(t) sont supposées k-linéairement indépendants, la matrice à droite de l’égalité (3.8) a r+1
colonnes indépendantes et la matrice diagonale de l’égalité 3.8 est inversible. Nous obtenons rankk(C(0)) = r+1 et
ainsi, δ = 0 donc N = 0.

De manière équivalente, le facteur de droite de l’identité 3.8 ayant ses r+1 colonnes k-linéairement indépendantes,
il existe un inverse à gauche F ′ ∈ k[t](r+1)×(m+2) de C(0) tel que F ′ C(0) = Ir+1. Ainsi, (F ′ V )C = Ir+1, autrement
dit F ′ V est un inverse à gauche de C ce qui implique N = 0.

On va maintenant pouvoir énoncer le résultat final et principal de cette section donnant une méthode de calcul
explicite des générateurs de annI1(.d) avec d ∈ ⟨e⟩.

Théorème 3.2.3. Soient d =
∑r
i=0 ai(t) e ∂

i ∈ ⟨e⟩, avec ai ∈ k[t] pour i = 0, . . . , r et m = maxi∈J0, rK degt ai.
Alors, on a

annI1(.d) =

l∑
j=1

I1 fj ,

où les fj sont les opérateurs différentiels définis dans le lemme 3.2.2 et l = m− r + 1.

Remarque 3.2.3. Par ailleurs, lors de l’étude de l’annulateur annI1(.d) d’un élément d =
∑r
i=0 ai e ∂

i ∈ ⟨e⟩, on
peut toujours supposer que les ai sont k-linéairement indépendants.
En effet, si l’on a

∑r
i=0 λi ai = 0, avec λi ∈ k pour i = 0, . . . , r et λk ̸= 0 pour un k fixé, alors on peut écrire

ak = −
∑

0≤i ̸=k≤r(λi/λk) ai, ce qui implique que
⋂r
i=0 annA1(·ai) =

⋂
0≤i ̸=k≤r annA1(·ai). Par conséquent, dans

notre contexte, on peut toujours supposer que la matrice C définie par (3.3) possède des colonnes k-linéairement
indépendantes.

Algorithme 4 Calcul de générateurs de annI1(.d) pour d ∈ ⟨e⟩

Entrée a0, . . . , ar ∈ k[t] tels que d =
∑r
i=0 ai(t) e ∂

i.
Sortie f1, . . . , fl ∈ A1 ⊂ I1 tels que annI1(.d) =

∑l
j=1 I1 fj .

1: Calculer m = maxi∈J0, rK degt ai.
2: Calculer la matrice C associée aux ai définie dans (3.3).
3: Calculer D ∈ k[t]l×(m+2) telle que kerk[t](.C) = imk[t](.D).
4: Calculer f = (f1 . . . fl)

T = D (1 . . . ∂m+1)T = DJm+1.
5: Retourner {f1, . . . , fl}.

Exemple 3.2.4. Terminons les exemples 3.2.1, 3.2.2 et 3.2.3. Nous avions

annI1(.d) = I1 f1 + I1 f2 + I1 g1 + I1 g2,

avec 
f1 = (−6 + 6 t ∂ + (−3 t2 + 3) ∂2 + (t3 − 3 t) ∂3),
f2 = ∂4,
g1 = 2 e− e ∂2,
g2 = e ∂4.

De plus, g1 = −1
3 e f1 et g2 = e ∂4 = e f2. Ainsi, nous obtenons

annI1(.d) = I1 f1 + I1 f2.
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Exemple 3.2.5. Soit Tn =
∑n
k=0

tk

k! e ∂
k ∈ ⟨e⟩, l’opérateur de Taylor d’ordre n. Calculons annI1(.Tn). Posons

C =


1 t t2

2! . . . tn

n!

0 1 t . . . t(n−1)

(n−1)!

...
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

 ∈ k[t](n+2)×(n+1).

La matrice C a pour noyau polynomial la matrice D =
(
0 0 0 . . . 1

)
∈ k[t]1×(n+1). Ainsi, ∂n+1 génère

annI1(.Tn), autrement dit, nous avons

annI1(.Tn) = I1 ∂n+1.

L’annulateur des opérateurs de Taylor est donc principal.

Remarque 3.2.4. D’après la proposition 2.2.8, on a Tn Tn = Tn. Ainsi, 1 − Tn appartient à annI1(.Tn). D’après
l’exemple 3.2.5, nous avons 1−Tn ∈ I1 ∂n+1. Cela est consistant car d’après la formule de Taylor, In+1 ∂n+1 = 1−Tn.

Remarque 3.2.5. Dans le lemme 3.2.3, on a prouvé que N = cokerk[t](.C) est un k[t]-module libre d’un certain
rang δ qui se trouve être nul. Ce résultat s’étend au cas matriciel (voir section 3.3.1). Pour l’extension au cas
matriciel du théorème 3.2.3, on montrera que N est un k[t]-module libre de rang fini.

On a ainsi montré que les générateurs de annI1(.d) pour d ∈ ⟨e⟩ peuvent être calculés explicitement en suivant une
méthode effective.

Remarque 3.2.6. Les générateurs de l’annulateur d’un opérateur d d’évaluation sont des opérateurs différentiels.
En effet, avec les notations précédentes, les fi sont des opérateurs différentiels.

3.3 Caractérisation effective de l’intersection de deux idéaux I et J de
type fini lorsque I ∈ ⟨e⟩ et J ∈ ⟨e⟩

À ce stade, nous invitons le lecteur à se référer de nouveau à la proposition 3.1.1, qui joue un rôle central dans
notre étude. Pour rappel, la cohérence de l’anneau I1 a été établie par Bavula dans [16] (voir théorème 3.1.1), en
s’appuyant précisément sur la caractérisation donnée dans la proposition 3.1.1.

La section 3.2 a permis de rendre effective la première condition de cette caractérisation. Nous abordons à présent
la deuxième, qui nécessite de résoudre le problème suivant : étant donné deux idéaux à gauche de type fini I et
J de I1, engendrés respectivement par u1, . . . , un et v1, . . . , vm, comment calculer explicitement des générateurs de
leur intersection I ∩ J ?

Dans cette section, nous nous concentrons sur le cas particulier où I et J appartiennent à ⟨e⟩. Nous allons, dans
ce cas, rendre effectif le calcul de leur intersection, en nous appuyant sur une généralisation des résultats établis
dans la sous-section 3.2.2. Le cas plus général de deux idéaux I et J quelconques, sera quant à lui traité dans le
chapitre 5.

Enfin, rappelons que nous ne considérons ici que des idéaux à gauche. En effet, tout résultat ou méthode de calcul
concernant les idéaux à gauche de I1 peut être transposé au cas des idéaux à droite, à l’aide de l’involution θ
introduite dans la proposition 2.2.7.

Commençons par faire un lien important entre le calcul d’annulateur de matrice colonne et le calcul d’intersection
d’idéaux. Supposons que l’on ait un élément a ∈ I ∩ J . Alors, on peut écrire a en fonctions des générateurs de I,
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c’est-à-dire, les u1, . . . un et de générateurs de J , c’est-à-dire, v1, . . . , vm. On écrit alors a =
∑n
i=1 ai ui =

∑m
j=1 bj vj ,

avec a1, . . . , an, b1, . . . , bm ∈ I1, m,n ∈ N. On peut alors écrire la suite d’équivalences suivante

a ∈ I ∩ J ⇐⇒
m∑
i=1

ai ui −
n∑
j=1

bj vj = 0,

⇐⇒
(
a1 . . . an

)u1...
un

− (b1 . . . bm
) v1

...
vm

 = 0,

⇐⇒
(
a1 . . . an b1 . . . bm

)


u1
...
un
−v1

...
−vm


= 0,

⇐⇒
(
a1 . . . an b1 . . . bm

)
∈ kerI1 (·U),

avec U =
(
u1 . . . un −v1 . . . −vm

)T ∈ I1(n+m)×1.

Résumons ceci dans une proposition.

Proposition 3.3.1. Soient I et J deux idéaux à gauche de I1 de type fini. Soient u1, . . . , un ∈ I1 et v1, . . . , vm ∈ I1
des générateurs de I et J respectivement.

Alors, pour tous a1, . . . an ∈ I1 et b1, . . . , bm ∈ I1, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. a =
∑n
i=1 ai ui =

∑m
j=1 bj ∈ I ∩ J

2.
(
a1 . . . an b1 . . . bm

)
∈ kerI1


.



u1
...
un
−v1
...
−vm




.

Exemple 3.3.1. Soient I = I1 t et J = I1 ∂. Alors, nous avons

(
∂2 t ∂ + 2

)
∈ kerI1

(
.

(
t

−− ∂

))
⇐⇒ a = ∂2 t = (t ∂ + 2) ∂ = t ∂2 + 2 ∂ ∈ I ∩ J .

Maintenant que le lien entre le noyau d’une matrice colonne et l’intersection d’idéaux a été établi, nous allons
généraliser les résultats de la section 3.2.2 au cadre matriciel, ce qui nous permettra ensuite de déduire une méthode
de calcul effective de l’intersection d’idéaux d’évaluation.

3.3.1 Calcul du noyau à gauche d’une matrice à coefficients dans ⟨e⟩

Dans le but d’étendre le résultat du théorème 3.2.2 du cas scalaire au cas matriciel, nous allons généraliser au cas
matriciel le lemme 3.2.2, ainsi que la proposition 3.2.3. Les démonstrations suivent essentiellement les mêmes étapes
que dans le cas scalaire ; seules des adaptations mineures liées aux dimensions des objets intervenant dans les calculs
sont nécessaires.

Définition 3.3.1. Soit R ∈ ⟨e⟩q×p, on note kerA1
(.R) := kerI1(.R) ∩ A1×q

1 .
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Lemme 3.3.1. Soit R =
∑r
k=0Rk(t) e ∂

k ∈ ⟨e⟩q×p, avec Rk ∈ k[t]q×p pour k = 0, . . . , r. Alors, il existe une matrice
L ∈ Aq

′×q
1 telle que kerA1

(.R) = imA1
(.L), c’est-à-dire que kerA1

(.R) est de type fini. Plus précisément, si l’on note

m := max
k∈J0,rK

degtRk,

le maximum des degrés de toutes les entrées des matrices polynomiales R0, . . . , Rr, alors L est explicitement donnée
par :

L =

f1...
fl

 = DJ,

où D ∈ k[t]l×q(m+2) est une matrice de rang par lignes plein vérifiant :

kerk[t](.C) = imI1(.D)

où C et J sont les matrices définies par

C :=

 R0 . . . Rr
...

...
R

(m+1)
0 . . . R

(m+1)
r

 ∈ k[t]q (m+1)×p (r+1) J :=


Iq
Iq ∂
...

Iq ∂
m+1

 ∈ Aq (m+2)
1 . (3.9)

Démonstration. Commençons par montrer que kerA1
(.R) =

⋂r
k=0 kerA1

(·Rk).
Soit λ ∈ kerA1

(.R), alors λR =
∑r
k=0 λRk(t) e ∂

k = 0. D’après le lemme 2.2.1, nous avons λR =
∑r
k=0 λ (Rk(t)) e ∂

k

avec λ (Rk(t)) ∈ k[t]q×p. Ainsi, nous avons
∑r
k=0 λ (Rk(t)) e ∂

k = 0 et par égalité des formes normales on en déduit
que λ (Rk(t)) = 0 pour tout k = 0, . . . , r, autrement dit, λ ∈

⋂r
k=0 kerA1

(·Rk). L’autre inclusion est immédiate.
Ainsi, nous avons

kerA1
(.R) =

r⋂
k=0

kerA1
(·Rk).

Remarquons maintenant que, par définition de m, nous avons ∂m+1 Iq Rk = 0, pour tout k ∈ J0, rK, de sorte que

∂m+1 Iq ∈
r⋂

k=0

kerA1(·Rk).

Soit P =
∑m+1
i=0 Pi(t) ∂

i, avec Pi ∈ k[t]1×q, un élément de kerA1(.R) =
⋂r
k=0 kerA1(·Rk). Pour tout k = 0 . . . r, nous

avons :

P (Rk) =

m+1∑
i=0

Pi(t) ∂
i(Rk) = 0 ⇐⇒ (P0(t) . . . Pm+1(t))

 R0 . . . Rr
...

...
R

(m+1)
0 . . . R

(m+1)
r


︸ ︷︷ ︸

C

= (0 . . . 0).

Ainsi, P ∈ kerA1(.R) si et seulement si (P0(t) . . . Pm+1(t)) ∈ kerk[t](.C).

Comme k[t] est noethérien, il existe D ∈ k[t]l×q(m+2) tel que kerk[t](.C) = imk[t](.D). Par conséquent, si l’on écrit
D =

(
D0 . . . Dm+1

)
, où les Di sont des blocs-colonnes de taille l × q, alors il existe λ ∈ k[t]1×l tel que :(

P0 . . . Pm+1

)
= λ

(
D0 . . . Dm+1

)
.

Dès lors, pour tout k ∈ J0, rK, nous avons :

λ
(
D0 . . . Dm+1

)


Iq
∂Iq
...

∂m+1Iq

 (Rk) = 0⇐⇒ λ

m+1∑
i=0

Di ∂
i(Rk) = 0⇐⇒ (λL)(Rk) = 0,

70



où L =
∑m+1
i=0 Di ∂

i = DJ ∈ Al×q1 .

On a ainsi montré que
⋂r
k=0 kerA1(·Rk) = imk[t](.L) = A1×l

1 L. En notant

L =

f1...
fl

 ,

avec fi ∈ A1×q
1 , nous en concluons que la famille (fi)i est une famille génératrice de kerA1

(.R) =
⋂r
k=0 kerA1

(·Rk),
c’est-à-dire, que nous avons :

kerA1
(.R) =

l∑
i=1

A1 fi.

Proposition 3.3.2. Soit R =
∑r
k=0Rk(t) e ∂

k ∈ ⟨e⟩q×p, avec Rk ∈ k[t]q×p pour k = 0, . . . , r. Alors, on a :

kerI1(.R) ∩ ⟨e⟩1×q =
s∑
i=1

I1 gi,

g1...
gs

 = E eJ,

où E est une matrice à coefficients dans k telle que imk(.E) = kerk(.e(C)), et où C et J sont définis par (3.9).

Démonstration. Soit P =
∑n
i=0 Pi e ∂

i ∈ kerI1(.R) ∩ ⟨e⟩1×q avec Pi ∈ k[t]1×q pour i = 0, . . . , n. De plus, comme
∂m+1 Iq ∈ kerI1(.R), on a e ∂m+1 Iq ∈ kerI1(.R) ∩ ⟨e⟩q×q. Ainsi, on peut donc supposer que P =

∑m+1
i=0 Pi(t) e ∂

i ∈
kerI1(.R) ∩ ⟨e⟩1×q.
On a alors :

P R = 0⇐⇒ P (Rk) = 0, k = 0, . . . , r,

⇐⇒
m+1∑
i=0

Pi e(∂
iRk) = 0, k = 0, . . . , r,

⇐⇒ (P0 . . . Pm+1)


e(R0) . . . e(Rr)

...
...

e
(
R

(m+1)
0

)
. . . e

(
R

(m+1)
r

)
 = 0,

⇐⇒ (P0 . . . Pm+1) e(C) = 0,

⇐⇒ (P0 . . . Pm+1) ∈ kerk[t](.e(C)),

où C est la matrice définie par (3.9) et e(C) désigne son évaluation en t = 0.

Soit E ∈ ks×q(m+2) une matrice de rang plein dont les lignes forment une base de kerk(.e(C)), avec s = dimk kerk(.e(C)).
On a alors la suite exacte suivante d’espaces vectoriels sur k :

0 k1×s k1×q(m+2) k1×p(r+1)..E .e(C)

Comme k[t] est un k-module libre (donc plat, voir [166]), le produit tensoriel de cette suite exacte par k[t] donne la
suite exacte suivante de k[t]-modules :

0 k[t]1×s k[t]1×q(m+2) k[t]1×p(r+1)..E .e(C)

(Voir la définition 2.3.9). On en déduit que kerk[t](.e(C)) = imk[t](.E). Ainsi, P R = 0 si et seulement si P =
(P0 . . . Pm+1) e J , avec (P0 . . . Pm+1) ∈ imk[t](.E), c’est-à-dire qu’il existe ν ∈ k[t]1×s tel que :

(P0 . . . Pm+1) = ν E.
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En utilisant la base canonique de k[t]1×s, on obtient alors les vecteurs gk définis dans l’énoncé de la proposition.
Enfin, les q dernières lignes de la matrice C, et donc de e(C), sont nulles, ce qui implique que E contient un bloc-
ligne de la forme (0 . . . 0 Iq). Cela montre que (0 . . . 0 Iq) e J = e ∂m+1 Iq est un bloc de taille q × q apparaissant
dans la matrice formée par les gk et que les gk forment un système de générateurs de kerI1(.R) ∩ ⟨e⟩1×q.

Théorème 3.3.1. Soit R =
∑r
k=0 Rk(t) e ∂

k ∈ ⟨e⟩q×p avec Rk ∈ k[t]q×p. Soit m = maxk∈J0,rK degtRk, et

C =

 R0 . . . Rn
...

...
R

(m+1)
0 . . . R

(m+1)
n

 ∈ kq(m+2)×p(n+1), Jm+1 =


Iq
Iq ∂
...

Iq ∂
m+1

 .

Enfin, soient D ∈ k[t]r×q(m+2) et E ∈ ks×q (m+2) deux matrices de rang plein par ligne satisfaisant

kerk[t](.C) = imk[t](.D), kerk(.e(C)) = imk(.E),

et définissons les matrices suivantesf1...
fr

 = DJm+1 ∈ I1r×q,

g1...
gs

 = E eJm+1 ∈ I1s×q.

Alors, on a :

kerI1(.R) =

r∑
i=1

I1 fi +
s∑
j=1

I1 gj = imI1
(
.(fT1 . . . fTr gT1 . . . gTs )

T
)
= I11×(r+s)



f1
...
fr
g1
...
gs


.

Ainsi, kerI1(.R) est un I1-module à gauche de type fini et on peut calculer explicitement un ensemble de générateurs
{f1, . . . , fr, g1, . . . , gs} de kerI1(.R).

Dans le théorème 3.2.3, pour a ∈ I1, il est prouvé que kerI1(.a) peut être engendré uniquement par les fi. Ce résultat
a été obtenu en démontrant que le k[t]-module de type fini présenté par C, c’est-à-dire N := cokerk[t](.C), est réduit
à 0. Ce fait implique que l’on peut prendre E = e(D), de sorte que s = r et gi = e fi pour i = 1, . . . , r. Pour plus
de détails, voir section 3.2.2.

Dans le cas matriciel, on peut étendre le théorème 3.2.3 en montrant que le k[t]-module N est libre, c’est-à-dire
que N est isomorphe à k[t]δ pour un certain δ ∈ N, ce qui s’écrit N ∼= k[t]δ. Remarquons que δ est appelé le
rang de N et que le k[t]-module nul est libre de rang 0. Pour plus de détails, voir [166, Chapitre 2, p. 56–60]. Par
conséquent, kerI1(.R) peut être engendré par les fi. Pour démontrer ce résultat, nous avons besoin d’étendre et
adapter le lemme 3.2.3.

Lemme 3.3.2. Soient A ∈ k[t]q×p, m = degtA, et

Jm(A) =

 A
...

A(m)

 ∈ k[t]q(m+1)×p, U =


Iq t Iq . . . tm

m! Iq

0 Iq . . . tm−1

(m−1)! Iq
...

. . .
...

0 . . . Iq

 ∈ k[t]q(m+1)×q(m+1).

Alors, U est unimodulaire, c’est-à-dire, inversible et U−1 ∈ k[t]q(m+1)×q(m+1), et
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U−1 =


Iq −t Iq . . . (−t)m

m! Iq

0 Iq . . . (−t)m−1

(m−1)! Iq
... Iq

...
0 . . . Iq

 ∈ k[t]q(m+1)×q(m+1).

De plus, nous avons

U−1 Jm(A) = Jm(A)(0) =

 A(0)
...

A(m)(0)

 . (3.10)

Démonstration. Il est clair que la matrice U est inversible et que

U−1 =


Iq −t Iq . . . (−t)m

m! Iq

0 Iq . . . (−t)m−1

(m−1)! Iq
... Iq

...
0 . . . Iq

 ∈ k[t]q(m+1)×q(m+1).

Ainsi, on a

U−1 Jm(A) =



A− t A(1) +
t2

2!
A(2) + · · ·+ (−t)m

m! A(m)

...
A(i) − t A(i+1) + · · ·+ (−t)m−i

(m−i)! A
(m)

...
A(m)


.

Posons Li = A(i)− t A(i+1)+ · · ·+ (−t)m−i

(m−i)! A
(m) pour i = 0, . . . ,m. La dérivée de Li par rapport à t donne la somme

télescopique suivante

dTi
dt

= A(i+1) −A(i+1) − t A(i+2) + · · ·+ (−t)m−i−1

(m− i− 1)!
A(m) +

(−t)m−i−1

(m− i− 1)!
A(m+1) = 0,

ce qui montre finalement que Li = Li(0) = A(i)(0) pour i = 0, . . . ,m.

L’adaptation matricielle du lemme 3.2.3, proposée dans le lemme 3.3.2, repose uniquement sur des considérations
calculatoires et dimensionnelles, et ne soulève aucune difficulté particulière.
Avec les notations du théorème 3.3.1, si l’on considère la matrice A = (R0 . . . Rn) ∈ k[t]q×p(n+1) alors, en utilisant
le lemme 3.3.2, on obtient

C(0) =

(
Jm(A)(0)

0

)
=

(
U−1 Jm(A)

0

)
=

(
U−1 0
0 Iq

) (
Jm(A)

0

)
=

(
U−1 0
0 Iq

)
︸ ︷︷ ︸

V

C. (3.11)

En d’autres termes, C et C(0) ne diffèrent que d’une matrice unimodulaire à coefficients dans k[t]. Ainsi leur
conoyau sont égaux, c’est-à-dire, N = cokerk[t](.C) = cokerk[t](.C(0)). Explicitons plus en détail ce résultat dans la
proposition suivante.

Proposition 3.3.3. Avec les notations du théorème 3.3.1, le k[t]-module N = cokerk[t](.C) vérifie N = cokerk[t](.C(0)),
et est un k[t]-module libre, c’est-à-dire N ∼= k[t]δ, où

δ = p (r + 1)− rankk(C(0)).
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Démonstration. Considérons A = (R0 . . . Rr) ∈ k[t]q×p(r+1). En utilisant (3.11) et le fait que U est unimodulaire,
c’est-à-dire U−1 ∈ k[t]q(m+1)×q(m+1), on a k[t]1×q(m+2) C = k[t]1×q(m+2) C(0), ce qui donne

N = cokerk[t](.C) = cokerk[t](.C(0)) = cokerk[t](.Jm(A)(0)),

où

Jm(A)(0) =

 R0(0) . . . Rr(0)
... . . .

...
R

(m)
0 (0) . . . R

(m)
r (0)

 ∈ kq(m+1)×p(r+1).

Enfin, en utilisant le fait que Jm(A)(0) est une matrice à coefficients dans k, on a

N ∼= k[t]⊗k cokerk(.Jm(A)(0)),

où cokerk(.Jm(A)(0)) est un k-espace vectoriel de dimension

δ = p (r + 1)− rankk(Jm(A)(0)) = p (r + 1)− rankk(C(0)),

et ainsi, N ∼= k[t]δ, c’est-à-dire N est un k[t]-module libre de rang δ.

L’exemple suivant illustre le lien avec le lemme 3.2.3. En effet, les ai considérés ne sont pas linéairement indépendants,
de sorte que N ne peut être nul. Il demeure toutefois libre, comme l’affirme la proposition 3.3.3.

Exemple 3.3.2. Considérons R = t e+ t e ∂ ∈ ⟨e⟩. Ainsi, nous avons p = q = 1, R = R0 e+R1 e ∂, où R0 = R1 = t,
m = r = 1, et

C =

t t
1 1
0 0

 , C(0) =

0 0
1 1
0 0

 , D =

(
1 −t 0
0 0 1

)
, E =

(
1 0 0
0 0 1

)
,

f =

(
f1
f2

)
=

(
1− t ∂
∂2

)
, g =

(
g1
g2

)
=

(
e
e ∂2

)
.

D’après le théorème 3.3.1, nous avons alors

kerI1(.R) = annI1(.R) = I1 (1− t ∂) + I1 ∂2 + I1 e+ I1 e ∂2.

De plus, on peut vérifier que (3.11) est satisfaite :

U =

(
1 t
0 1

)
, U−1 =

(
1 −t
0 1

)
,

(
U−1 0
0 1

)
C = C(0).

Nous avons rankk(C(0)) = 1, ce qui, d’après la proposition 3.3.3, montre que

N = k[t]1×2/(k[t]1×3 C) = k[t]1×2/(k[t]1×3 C(0))

est un k[t]-module libre de rang 1.

Le corollaire suivant considère le cas particulier N = 0.

Corollaire 3.3.1. Avec les notations de la proposition 3.3.3, nous avons :
1. N = 0 si et seulement si C(0) est une matrice de rang plein par colonnes.
2. Si p = q = 1 et si les polynômes Rk sont supposés k-linéairement indépendants, alors N = 0.

Démonstration. Le premier résultat est une conséquence directe de la proposition 3.3.3.

Traitions à présent le second point. Écrivons Rk =
∑m
l=0Rkl t

l, avec Rkl ∈ k. D’après la proposition 3.3.3, le module
N = cokerk[t](.C) est un k[t]-module libre de rang δ = r + 1− rankk(C(0)) où
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C(0) =


R00 . . . Rr0
... . . .

...
m!R0m . . . m!Rrm

0 . . . 0

 =


1 . . . 0 0
...

. . .
...

...
0 . . . m! 0
0 . . . 0 1



R00 . . . Rr0
...

...
...

R0m . . . Rrm
0 . . . 0

 . (3.12)

Sur le corps infini k (par exemple k = Q), le fait que les Rk soient k-linéairement indépendants en tant que polynômes
formels implique que la matrice de droite de (3.12) a un rang colonne égal à r+ 1. Ainsi, rankk(C(0)) = r+ 1, soit
δ = 0, et donc, N = 0.

Théorème 3.3.2. Soit R =
∑r
k=0 Rk(t) e ∂

k ∈ ⟨e⟩q×p, avec des matrices Rk ∈ k[t]q×p. Avec les notations du
théorème 3.3.1, nous avons

kerI1(.R) =

l∑
i=1

I1 ui = imI1(.F ), F =
(
fT1 . . . fTl

)T
,

où l = q (m+ 2)− rankk(C(0)) et m = maxk∈J0,nK degtRk.

Démonstration. Avec les notations du théorème 3.3.1, nous avons la longue suite exacte de k[t]-modules suivante

0 k[t]1×l k[t]1×q(m+2) k[t]1×p(r+1) N 0,.D .C σ

où σ désigne la projection canonique sur N .

D’après la proposition 3.3.3, N est un k[t]-module libre de rang δ = p(r + 1) − rankk(C(0)). En utilisant la
caractéristique d’Euler-Poincaré, (voir le théorème A.1.1), nous avons :

l − q (m+ 2) + p (r + 1)− δ = 0 ⇒ l = q (m+ 2)− rankk(C(0)).

La liberté de N implique également que cette suite exacte longue est scindée (en d’autres termes, il s’agit d’un
complexe contractile [166, Chapitre 6, p. 337]), c’est-à-dire, il existe X ∈ k[t]q(m+2)×l et Y ∈ k[t]p(r+1)×q(m+2)

satisfaisant les identités DX = Il et XD + C Y = Iq(m+2).

En utilisant DC = 0, nous obtenons D(0)C(0) = 0, soit imk(.D(0)) ⊆ kerk(.C(0)). Maintenant, si ν ∈ kerk(.C(0)),
en utilisant X(0)D(0) + C(0)Y (0) = Iq(m+2), nous obtenons ν = (ν X(0))D(0), ce qui implique ν ∈ imk(.D(0)),
et donc kerk(.C(0)) = imk(.D(0)). Ainsi, dans le théorème 3.3.1 nous pouvons prendre E = e(D).

Avec les notations du théorème 3.3.2, en utilisant l’identité e a = e(a) e pour tout a ∈ k[t], on obtient v = E eJm+1 =
e(D) e Jm+1 = eD Jm+1 = e f , c’est-à-dire que les gj sont les évaluations des fi, ce qui conclut la démonstration.

Exemple 3.3.3. Poursuivant l’exemple 3.3.2, on obtient e f1 = e (1 − t ∂) = e = g1 et e f2 = e ∂2 = g2, ce qui
montre finalement

kerI1(.R) = I1 (1− t ∂) + I1 ∂2.

Exemple 3.3.4. Considérons les trois matrices polynomiales suivantes :

R0(t) =

(
t+ 2 t+ 1
t+ 8 22 t+ 9

)
, R1(t) =

(
t2 + 2 t+ 6 t2 + 1

t+ 6 2 t2

)
, R2(t) =

(
t+ 2 t2 + 6 t

t2 + 7 t− 8 t3 + t

)
.

À l’aide de Maple, calculons un ensemble de générateurs de kerI1(.R), où R =
∑2
k=0Rk(t) e ∂

k, c’est-à-dire :

R =

(
(t+ 2) e+

(
t2 + 2 t+ 6

)
e ∂ + (t+ 2) e ∂2 (t+ 1) e+

(
t2 + 1

)
e ∂ + t (t+ 6) e ∂2

(t+ 8) e+ (t+ 6) e ∂ +
(
t2 + 7 t− 8

)
e ∂2 9 e+ 22 t e+ 2 t2 e ∂ + t

(
t2 + 1

)
e ∂2

)
.

La matrice C définie par (3.9) est alors :
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C :=



t+ 2 t+ 1 t2 + 2 t+ 6 t2 + 1 t+ 2 t2 + 6 t
t+ 8 22 t+ 9 t+ 6 2t2 t2 + 7 t− 8 t3 + t
1 1 2 t+ 2 2 t 1 2 t+ 6
1 22 1 4 t 2 t+ 7 3 t2 + 1
0 0 2 2 0 2
0 0 0 4 2 6 t
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 6
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


.

En utilisant par exemple OreModules nous calculons une matrice D telle que kerk[t](.C) = imk[t](.D) :

D :=

(
−5358 −192 5358t+12498 192t−246 −2679t2−12498t+4275 −96t2+246t−798 0 32t3−123t2+798t−13882 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

)
.

Enfin, nous introduisons la matrice J :

J =



1 0
0 1
∂ 0
0 ∂
∂2 0
0 ∂2

∂3 0
0 ∂3

∂4 0
0 ∂4


et calculons le produit matriciel DJ = G :

G =


−5358 + (5358 t+ 12498) ∂ + (−2679 t2 − 12498 t+ 4275) ∂2 −192 + (192 t− 246) ∂ + (−96 t2 + 246 t− 798) ∂2 + (32 t3 − 123 t2 + 798 t− 13882) ∂3

∂3 0
∂4 0
0 ∂4

.

D’après le théorème 3.3.2, les lignes de G sont des générateurs de kerI1(.R), c’est-à-dire kerI1(.R) = I11×3G.

Remarque 3.3.1. Expliquons comment obtenir directement une matrice D ∈ k[t]r×q(m+2) de rang plein par lignes
satisfaisant kerk[t](.C) = imk[t](.D).

Soit E ∈ ks×q(m+2) une matrice de rang plein par lignes telle que kerk(.C(0)) = imk(.E). Une telle matrice peut
être obtenue en utilisant des méthodes d’algèbre linéaire. Soit V ∈ k[t]q(m+2)×q(m+2) la matrice définie dans (3.11),
alors, en utilisant (3.11), on obtient

kerk[t](.C) = imk[t](.(E V )),

c’est-à-dire que l’on peut prendre D = E V .

Résumons cette méthode dans un algorithme.
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Algorithme 5 Calcul de générateurs de kerI1(.R) avec R ∈ ⟨e⟩q×p

Entrée R ∈ ⟨e⟩q×p.
Sortie Matrice G telle que kerI1(.R) = imI1(.G).
1: Écrire R =

∑n
k=0Rk(t) e ∂

k.
2: Calculer la matrice C associée à R définie par

C =


R0 . . . Rn
...

...
R

(m+1)
0 . . . R

(m+1)
n

 ∈ kq(m+2)×p(n+1).

3: Calculer D tel que kerk[t](.C) = imk[t](.D).
4: Calculer m = maxk∈J0,nK degtRk et poser J la matrice suivante :

J =


Iq

Iq ∂
...

Iq ∂
m+1

 .

5: Calculer G = DJ .
6: Retourner G

3.3.1.1 Application au calcul de l’intersection de deux idéaux d’évaluation

À présent que le calcul du noyau d’une matrice à coefficients dans ⟨e⟩ a été généralisé au cadre matriciel, nous
pouvons utiliser la proposition 3.3.1 pour en déduire le calcul effectif de l’intersection d’idéaux.

Théorème 3.3.3. Soient I =
∑n1

i=1 I1 ui et J =
∑n2

j=1 I1 vj deux idéaux d’évaluation de type fini. Posons

u =
(
u1 . . . un1

)T
, v =

(
v1 . . . vn2

)T
,

et
R =

(
uT vT

)T
=
(
u1 . . . un1

v1 . . . vn2

)T ∈ ⟨e⟩(n1+n2)×1.

Si f1, . . . , fr sont les générateurs de kerI1(.R) donnés par le théorème 3.3.2, c’est-à-dire

kerI1(.R) =

r∑
i=1

I1 fi,

où fi = (fi,1 fi,2) ∈ I11×(n1+n2), avec fi,1 ∈ I11×n1 et fi,2 ∈ I11×n2 , alors on a

I ∩ J =

r∑
i=1

I1 (fi,1 u) =
r∑
i=1

I1 (fi,2 v).

En particulier, I ∩ J est de type fini et un ensemble explicite de générateurs peut être calculé.

Démonstration. Avec les notations du théorème 3.3.2, on a kerI1(.R) =
∑r
i=1 I1 fi, où fi = (fi,1 fi,2) ∈ I11×(n1+n2),

avec fi,1 ∈ I11×n1 et fi,2 ∈ I11×n2 . Il en résulte que fi,1 u = −fi,2 v pour i = 1, . . . , r, ce qui montre que

r∑
i=1

I1 (fi,1 p) =
r∑
i=1

I1 (fi,2 q) ⊆ I ∩ J .
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Considérons maintenant x ∈ I ∩ J . Comme x ∈ I, il existe a1, . . . , an1 ∈ I1 tels que

x =

n1∑
i=1

ai ui = a u,

avec a :=
(
a1 . . . an1

)
. De même, comme x ∈ J , il existe b1, . . . , bn2

∈ I1 tels que

x =

n2∑
i=1

bi vi = b v, .

avec b :=
(
b1 . . . bn2

)
Ainsi, nous avons la relation x = a u = b v, ce qui implique (a − b)R = 0, donc

(a − b) ∈ kerI1(.R).

On en déduit que (a − b) =
∑r
i=1 αi fi pour certains αi ∈ I1, et ainsi, nous obtenons :

a =

r∑
i=1

αi fi,1, b = −
r∑
i=1

αi fi,2.

Par conséquent, nous avons

x = a u =

r∑
i=1

αi fi,1 u = b v = −
r∑
i=1

αi fi,2 v,

ce qui prouve l’inclusion réciproque I ∩ J ⊂
∑r
i=1 I1 (fi,1 u) =

∑r
i=1 I1 (fi,2 v) et donc le résultat.

Algorithme 6 Calcul de générateurs de I ∩ J , où I,J ⊆ ⟨e⟩
Entrée u1, . . . , un1 générateurs de I, v1, . . . , vn2 générateurs de J
Sortie g1, . . . , gn1 tels que I ∩ J =

∑n1

i=0 I1 gi.
1: Poser R = (u1 . . . un1

v1 . . . vn2
)T

2: Calculer la matrice C définie par (3.9)
3: Calculer D tel que kerk[t](.C) = imk[t](.D)

4: Calculer f = (f1, . . . , fr)
T = DJm+1, où fi = (fi,1 fi,2) avec fi,1 ∈ I11×n1 et fi,2 ∈ I11×n2

5: Retourner {f1,1 u, . . . , fn1,1 u}

Exemple 3.3.5. Soient I = I1 (t2 + 1) e et J = I1(t e + t2 e ∂). Pour calculer un ensemble fini de générateurs de
I ∩ J , nous définissons d’abord

R =

(
(t2 + 1) e
t e+ t2 e ∂

)
=

(
t2 + 1
t

)
︸ ︷︷ ︸

R0

e+

(
0
t2

)
︸ ︷︷ ︸
R1

e ∂,

puis nous considérons la matrice suivante :

C =

 R0 R1

...
...

R
(3)
0 R

(3)
1

 =



t2 + 1 0
t t2

2 t 0
1 2 t
2 0
0 2
0 0
0 0


∈ k[t]8×2.
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En utilisant, par exemple, le package OreModules ([59]), nous pouvons calculer une matrice de rang par lignes plein
D satisfaisant kerk[t] (.C) = imk[t](.D). Nous obtenons

D =


−2 0 t 0 1 0 0 0
0 −4 1 2 t 0 0 0 0
0 0 −1 0 t 0 0 0
0 0 0 −2 1 2 t 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1

 ,

d’où kerI1(.R) = imI1(.F ) = I11×6 F , avec :

F = D


I2
I2 ∂
I2 ∂

2

I2 ∂
3

 =


∂2 + t ∂ − 2 0

∂ 2 t ∂ − 4
t ∂2 − ∂ 0
∂2 2 t ∂2 − 2 ∂
∂3 0
0 ∂3

 .

En appliquant le théorème 3.3.2, nous avons p = 1, q = 2, m = 2, rankk(C(0)) = 2, et donc r = 8 − 2 = 6. En
partitionnant F = (f1 f2), où f1 (resp. f2) est la première (resp. seconde) colonne de F , nous obtenons

f1 =


∂2 + t ∂ − 2

∂
t ∂2 − ∂
∂2

∂3

0

 , f2 =


0

−2 t ∂ + 4
0

−2 t ∂2 + 2∂
0
∂3

 ,

et finalement :
f1 (t

2 + 1) e = f2 (t e+ t2 e ∂) =
(
0 2 t e 0 2 e 0 0

)T
,

ce qui donne I ∩ J = I1t e+ I1 e = I1 e, puisque e ∂ t e = e (t ∂ + 1) e = e.

Enfin, les calculs précédents montrent que le module des syzygies

Syz(K) = kerI1(.R) = {(α β) ∈ I11×2 | α (t2 + 1) e+ β (t e+ t2 e ∂) = 0}

de l’idéal à gauche K = I1 (t2 + 1) e+ I1(t e+ t2 e ∂) est engendré par les lignes de F .

Expliquons comment utiliser ce résultat pour calculer es conditions de compatibilités du système linéaire inhomogène
R(p(t)) = q(t). Considérons ainsi le système linéaire inhomogène R(p(t)) = q(t) avec p ∈ k[t], et q =

(
q1 q2

)T ∈
k[t]2×1 fixé. Alors

(F R)(p(t)) = F (q(t)) = 0⇐⇒



q′′1 (t) + t q′1(t)− 2 = 0

q′1(t) + 2 t q′2(t)− 4 q2(t) = 0

t q′′1 (t)− q′1(t) = 0

q′′1 (t) + 2 t q′′2 (t)− 2 q′2(t) = 0

q
(3)
1 (t) = 0

q
(3)
2 (t) = 0,

où q′i(t), q′′i (t) et q(3)i (t) désignent respectivement les première, deuxième et troisième dérivées des polynômes q1 et
q2. Notons q1 = α2 t

2 + α1 t + α0 et q1 = β2 t
2 + β1 t + β0 avec αi, βi ∈ k pour i = 0, 1, 2. Nous obtenons alors le

système suivant : 
2α2 + 2α2 t

2 + α1 t− 2α2 t
2 − 2α1 t− α0 = 0

2α2 t+ α1 + 4β2 t+ 2β1 t− 4β2 t
2 − 4β1 t− 4β0 = 0

2α2 t− 2α2 t− α1 = 0
2α2 + 4β2 t− 4β2 t− 2β1 = 0.
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De la troisième égalité on peut déduire α1 = 0 tandis que de la quatrième on obtient α2 = β1. Ainsi, nous avons
2α2 − α0 = 0
−4β0 = 0

α1 = 0
α2 = β1

β2 ∈ k

En notant α = α2 = β1 et β = β2, nous pouvons conclure que l’équation R(p(t)) = q(t) n’a de solution que si q
s’écrit de la manière suivante :

q(t) =

(
q1(t)
q2(t)

)
=

(
α t2 + 2α
β t2 + α t

)
= α

(
t2 + 2
t

)
+ β

(
0
t2

)
, α, β ∈ k.

Exemple 3.3.6. Considérons I = I1T1 et J = I1T2, où T1 = e+ t e ∂ et T2 = e+ t e∂ + t2

2 e ∂
2. Calculons I ∩ J .

On pose :

R =

(
e+ t e ∂

e+ t e ∂ + t2

2 e ∂
2

)
=

(
1
1

)
e+

(
t
t

)
e ∂ +

(
0
t2

2

)
e ∂2 = R0 e+R1 e ∂ +R2 e ∂

2.

À l’aide de Maple, on commence par définir :

C =


R0 R1 R2

R′
0 R′

1 R′
2

R
(2)
0 R

(2)
1 R

(2)
2

R
(3)
0 R

(3)
1 R

(3)
2

 =



1 t 0

1 t t2

2
0 1 0
0 1 t
0 0 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0


.

Puis, en utilisant, par exemple, le package OreModules [59], on calcule une matrice D telle que :

kerk[t](.C) = imk[t](.D).

On obtient alors :

D =


−2 2 t −t 0 0 0 0
0 0 1 −1 0 t 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1

 .

On en déduit que
kerI1(.R) = imI1(.L),

avec :

L = D


I2
I2 ∂
I2 ∂

2

I2 ∂
3

 =


2 + t ∂ 2− t ∂
∂ −∂ + t ∂2

∂2 0
∂3 0
0 ∂3

 .

En séparant les colonnes, on écrit :

L =
(
L1 −L2

)
, L1 =


2 + t ∂
∂
∂2

∂3

0

 , L2 =


2− t ∂
−∂ + t ∂2

0
0
∂3

 .

Ainsi, on obtient :
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G = L1 T1 = L2T2 =

(
2 e+ t e ∂

2 e

)
.

Les deux lignes de G sont génératrices de I ∩ J . Nous pouvons remplacer le premier générateur 2 e+ t e ∂ par une
combinaison I1-linéaire à gauche de 2 e + t e ∂ et 2 e. Ainsi, I ∩ J est engendré par t e ∂ et e. Donc, nous avons
I ∩ J = I1 t e ∂ + I1 e = I1 e ∂ + I1 e. De plus, d’après la remarque 2.2.8, nous avons :

I ∩ J = I1e ∂ + I1 e = k[t] e ∂ + k[t] e = k[t] e ∂ ⊕ k[t] e = I1 T1.

Enfin, nous pouvons vérifier que 2 e+ t e ∂ ∈ I ∩ J peut s’écrire sous la forme suivante :

(2 e+ t e p)T1 = (2 e+ t e ∂) (e+ t ∂) = e+ t e ∂.

Remarque 3.3.2. On vient de voir que I1 T1 ∩ I1 T2 = I1 T1. Pus généralement, soient deux entiers m ≥ n.
Comme Tn Tm = Tn d’après la proposition 2.2.8, on a l’inclusion I1 Tn ⊂ I1 Tm, et donc :

I1 Tn ∩ I1 Tm = I1 Tn.

Exemple 3.3.7. On considère les idéaux I = I1 e+ I1 t2 e ∂2 et J = I1 e ∂ + I1 t e. Nous posons alors

R =


e

e t2 e∂2

e ∂
t e

 =


1
0
0
t


︸ ︷︷ ︸
R0

e+


0
0
1
0


︸ ︷︷ ︸
R1

e ∂ +


0
t2

0
0


︸ ︷︷ ︸
R2

e∂2,

et la matrice C correspondante suivante

C =



1 0 0
0 0 t2

0 1 0
t 0 0
0 0 0
0 0 2t
0 0 0
1 0 0
0 0 0
0 0 2
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0



.

En utilisant par exemple OreModules [59] nous calculons une matrice D telle que kerk[t](.C) = imk[t](.D) :

D =



1 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −2 0 0 0 t 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 t 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 t 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



.
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Ainsi, la matrice L = D


I4
I4 ∂
I4 ∂

2

I4 ∂
3

 est alors définie par :

L =



1 0 0 −∂
0 −2 + t ∂ 0 0
0 0 0 −1 + t ∂
∂ 0 0 0
0 −∂ + t ∂2 0 0
0 0 ∂ 0
∂2 0 0 0
0 0 ∂2 0
0 0 0 ∂2

∂3 0 0 0
0 ∂3 0 0
0 0 ∂3 0
0 0 0 ∂3



= (L1 −L2) ,

avec

L1 =



1 0
0 −2 + t ∂
0 0
∂ 0
0 −∂ + t ∂2

0 0
∂2 0
0 0
0 0
∂3 0
0 ∂3

0 0
0 0



, L2 =



0 ∂
0 0
0 −1 + t ∂
0 0
0 −t ∂2 + ∂
0 0
0 0
0 −∂2

−∂2 0
0 0
0 0

−∂3 0
0 −∂3



.

Nous obtenons alors

L1

(
e

t2 e ∂2

)
= L2

(
e ∂
t e

)
=
(
−e 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

)T
.

Ainsi, nous avons :
I ∩ J = I1 e.

82



Chapitre 4

Solutions polynomiales d’un système
intégro-différentiel rectangulaire
inhomogène

Les systèmes d’équations différentielles linéaires ordinaires ont été longuement étudiés par la communauté de calcul
formel. En particulier, il existe des algorithmes de calcul de solutions polynomiales, rationnelles, exponentielles
d’équations différentielles linéaires ordinaires. Ces algorithmes de calcul sont implémentés dans différents logiciels
de calcul formel, notamment Maple, Mathematica, Macaulay2.

L’étude des systèmes d’équations différentielles ordinaires d’un point de vue algébrique, (respectivement, analytique)
a donné lieu à la théorie algébrique (respectivement, analytique) des D-modules, où D est un anneau d’opérateurs
différentiels, dont un exemple typique est l’algèbre de Weyl A1, introduite dans la section 2.1. Cette théorie repose sur
le caractère noethérien de A1 (ou, plus généralement, de D), qui a permis le développement d’une analyse algébrique
effective et rendu possible l’implémentation de plusieurs algorithmes en machine. En effet, l’existence de bases de
Gröbner non commutatives sur A1 permet de rendre cet anneau effectif. Voir la section 2.4.2 et [13, 10, 11, 12].

Ce chapitre a pour but d’expliciter une méthode effective pour calculer les solutions polynomiales d’un système
rectangulaire inhomogène d’équations intégro-différentielles linéaires en une variable. Ce résultat sera fortement
utilisé dans le chapitre suivant dans la preuve effective complète de la cohérence de I1. Il est néanmoins à noter
que ce résultat sur les solutions polynomiales d’un système intégro-différentiel a un intérêt en soi indépendamment
de la preuve effective de la cohérence de I1. En effet, ce chapitre contient le premier algorithme pour calculer
les solutions polynomiales d’un système inhomogène rectangulaire d’équations intégro-différentielles à coefficients
polynomiaux (k[t] avec k = Q pour les calculs). Pour des études portant sur des solutions polynomiales d’opérateurs
intégro-différentiels, on pourra consulter [144, 10, 11] et leurs références.

En dérivant suffisamment les équations intégro-différentielles à coefficients polynomiaux, on obtient un système
linéaire différentiel homogène rectangulaire, (voir le lemme 2.2.2). Les algorithmes existants pour le calcul des so-
lutions polynomiales des systèmes différentiels linéaires sont principalement limités aux systèmes holonomes [126]
ou aux connexions [12]. En utilisant la théorie algébrique des D-modules [25, 73] et des méthodes d’algèbre homo-
logique [166], dans ce chapitre, nous paramétrons l’ensemble des solutions polynomiales des systèmes différentiels
linéaires homogènes rectangulaires généraux (voir le théorème 4.1.3).

Rappelons que l’on associe au système d’équations différentielles un D-module de présentation finie comme expliqué
dans la section 2.3. La paramétrisation des solutions polynomiales des systèmes différentiels linéaires homogènes
rectangulaires est divisée en deux parties. La première correspond au sous-module de torsion du module à gauche
sur D = A1 qui est finiment présenté par la matrice du système différentiel. Sur A1, tout module de torsion de
type fini est holonome au sens des D-modules [73]. De plus, il est connu que les solutions polynomiales d’un D-
module holonome définissent un k-espace vectoriel de dimension finie [99, 126, 10]. Des algorithmes existent dans la
littérature de calcul formel pour le calcul de bases de ce k-espace vectoriel [25, 12, 126]. La seconde partie correspond
à la partie sans torsion du même module et donne lieu à une paramétrisation des solutions pouvant dépendre de
vecteurs polynomiaux arbitraires.
En effet, si P est le A1-module finiment présenté par la matrice P d’opérateurs différentiels (éléments de A1)
définissant le système, alors P se décompose en une somme directe entre le sous-A1-module de torsion t(P) et le

83



A1-module sans torsion P
/
t(P) , c’est-à-dire,

P = t(P)⊕ P
/
t(P) .

Ceci provient du fait que A1 est un anneau héréditaire, ce qui implique qu’un module sans torsion est projectif
(voir la définition 2.3.6 et le théorème 2.3.2). Ainsi, l’ensemble des solutions polynomiales de P·η := P (η) = 0
se décompose en deux parties : les solutions polynomiales du système associé à t(P) et celles associées à P

/
t(P) .

La somme directe permet alors de remonter aux solutions polynomiales du système associé à P en sommant les
solutions du système associé par t(P) et les solutions du système associé à P

/
t(P) . Pour remonter au système

intégro-différentiel d’origine, on ajoute aux solutions du système présenté par P les contraintes données par les
conditions initiales. Nous montrerons que cela revient à trouver les solutions polynomiales d’un système de la forme
P (v) = w, où P ∈ ⟨e⟩l×m et w ∈ k[t]l. Un tel système se résout essentiellement en écrivant la matrice d’opérateurs
P sous forme normale, en appliquant le lemme 2.2.1 et en résolvant un système linéaire.

Dans la section 4.2.3, nous présenterons la contribution principale de l’article [70], à savoir un algorithme pour le
calcul des solutions polynomiales des systèmes intégro-différentiels rectangulaires inhomogènes. Une étape clé sera
le calcul des solutions polynomiales des systèmes différentiels rectangulaires homogènes. C’est l’objet de la section
suivante.

4.1 Solutions polynomiales d’un système différentiel homogène général
Le problème du calcul des solutions polynomiales des systèmes différentiels linéaires a été longuement étudié par
la communauté du calcul formel. Cependant les travaux existants sont essentiellement limités au cas des systèmes
holonomes [126] ou des systèmes écrits sous la forme d’une connexion Y ′(t) = C(t)Y (t), où C(t) est une matrice
carrée de fonctions rationnelles dans k(t) [13, 12, 126, 163]. Notons que les liens entre les systèmes d’équations
différentielles et la théorie du contrôle ont poussé l’étude au cas plus général [57, 138].

Dans cette section, nous utilisons la théorie algébrique des D-modules et les méthodes d’algèbre homologique
pour proposer un algorithme permettant de calculer les solutions polynomiales des systèmes différentiels linéaires
homogènes rectangulaires généraux.

4.1.1 Les modules de présentation finie de A1

Tout système différentiel linéaire homogène à coefficients polynomiaux d’équations différentielles en une seule va-
riable peut s’écrire sous la forme P·η = P (η) = 0, où η est un vecteur de fonctions inconnues et P ∈ Al×m1 est une
matrice rectangulaire l×m à coefficients dans A1, qui définit le module à gauche de présentation finie sur A1 [166]

P = cokerA1
(.P ) = A1×m

1 /(A1×l
1 P ).

Si besoin, nous invitons le lecteur à relire la section 2.3.1 pour les liens entre le système et la théorie des modules.

Plus en détails, cela signifie que P est engendré de manière finie par les classes {yi = π(ei)}i=1,...,m de la base
canonique {ei}i=1,...,m de A1×m

1 (où ei est défini par 1 à la ième position et 0 ailleurs, et où π : A1×m
1 −→ P est

l’homomorphisme canonique à gauche sur A1 envoyant λ ∈ A1×m
1 sur sa classe π(λ) dans P) satisfaisant l’ensemble

fini de relations à gauche sur A1 donné par P y = 0, où y = (y1 . . . ym)T ∈ Pm. Ainsi, les systèmes différentiels
linéaires peuvent être étudiés en considérant la catégorie des modules à gauche de présentation finie sur A1. Cette
idée est au cœur de l’analyse algébrique [25, 99]. Notons que A1 étant noethérien, cette catégorie est la catégorie
des modules de type fini.

Pour paramétrer l’ensemble des solutions polynomiales de P·η = 0, nous devons considérer le sous-module de
torsion de P. L’algèbre A1 est noethérienne [121], et donc un domaine de Ore à gauche [121]. Par conséquent,
l’ensemble des éléments de torsion de P

t(P) = {γ ∈ P | ∃ a ∈ A1 : a γ = 0},

est un sous-A1-module à gauche de P, voir la proposition 2.3.7. On rappelle que le module à gauche P sur A1 est dit
de torsion si t(P) = P et sans torsion si t(P) = 0. En particulier, P

/
t(P) est sans torsion. Nous avons la somme

directe de A1-modules à gauche suivante,
P = t(P)⊕ P

/
t(P) ,
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qui implique la somme directe de A1-modules à gauche suivante,

HomA1
(P,k[t]) ∼= HomA1

(t(P),k[t])⊕HomA1

(
P
/
t(P) ,k[t]

)
.

Ainsi, si l’on peut calculer des matrices de présentations pour les modules t(P) et P
/
t(P) , notées Pt et Pst

respectivement, alors nous avons :

kerk[t](.P ) ∼= kerk[t](.Pt)⊕ kerk[t](.Pst).

Caractérisons maintenant explicitement t(P). Le A1-module à droite

kerA1
(P.) = {y ∈ Am×1

1 | P y = 0}

étant noethérien, il existe une matrice Q ∈ Am×n
1 telle que kerA1

(P.) = imA1
(Q.) = QAn×1

1 . Nous avons alors la
suite exacte suivante de A1-modules à droite :

0 T (P) Al×1
1 Am×1

1 An×1
1

P. Q. (4.1)

où T (P) = cokerA1(P.) = Al×1
1 /(P Am×1

1 ) est le A1-module à droite présenté par P , aussi appelé le transposé
d’Auslander de P. Comme kerA1

(P.) = imA1
(Q.), en particulier, nous avons que P Q = 0. Ainsi,

A1×l
1 A1×m

1 A1×n
1

.P .Q

est un complexe de A1-modules à gauche [166], obtenu par application du foncteur contravariant exact à gauche
HomA1

( · , A1) à la suite exacte (4.1), voir annexe A.1.5.

Théorème 4.1.1. Soient P = cokerA1(.P ) = A1×m
1 /(A1×l

1 P ) un module de présentation finie et Q ∈ Am×n
1 une

matrice telle que kerA1(P.) = imA1(Q.). Alors :

t(P) ∼= Ext1A1
(T (P),A1) = kerA1(.Q)/imA1(.P ).

Démonstration. Ce résultat est l’application du théorème 2.3.3. Pour plus de détails, voir aussi ([135, Théo-
rème 1.3.1]).

Énonçons maintenant un lemme utile pour la suite.

Lemme 4.1.1. ([71, Lemme 3.1])
Soient R ∈ Aq×p1 , R′ ∈ Aq

′×p
1 et R′′ ∈ Aq×q

′

1 trois matrices vérifiant la relation R = R′′R′. Soit T ′ ∈ Ar
′×q′

1 telle
que kerA1

(.R′) = A1×r′
1 T ′. On considère les projections canoniques :

π1 : A1×q′
1 R′ −→M1 :=

(
A1×q′

1 R′
)/(

A1×q
1 R

)
et π2 : A1×q′

1 −→M2 := A1×q′
1

/(
A1×q

1 R′′ + A1×r′
1 T ′

)
.

Alors, le morphisme ψ défini par
ψ :M2 −→M1

π2(λ) 7−→ π1(λR
′),

est un isomorphisme de A1-modules à gauche, dont l’inverse φ est donné par

φ :M1 −→M2

π1(λR
′) 7−→ π2(λ).

Autrement dit, on a l’isomorphisme suivant de A1-modules à gauche :(
A1×q′

1 R′
)/(

A1×q
1 R

)
∼= A1×q′

1

/(
A1×q

1 R′′ + A1×r′
1 T ′

)
.
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Démonstration. Montrons que ψ est un morphisme bien défini. Supposons m2 = π2(λ) = π2(λ
′), avec λ, λ′ ∈ A1×q′

1 .
Alors, on a π2(λ − λ′) = 0, c’est-à-dire que λ − λ′ ∈ A1×q

1 R′′ + A1×r′
1 T ′. Il existe donc µ ∈ A1×q

1 et ν ∈ A1×r′
1 tels

que :
λ− λ′ = µR′′ + νT ′.

En utilisant T ′R′ = 0 et R = R′′R′, on en déduit,

(λ− λ′)R′ = (µR′′ + νT ′)R′ = µR,

ainsi, nous avons
π1((λ− λ′)R′) = π1(µR) = 0 =⇒ π1(λR

′) = π1(λ
′R′) = ψ(m2),

ce qui montre que ψ est bien défini.

Montrons maintenant que φ est aussi bien défini. Supposons que m1 = π1(λR
′) = π1(λ

′R′), avec λ, λ′ ∈ A1×q′
1 .

Alors, on a :
π1((λ− λ′)R′) = 0 =⇒ (λ− λ′)R′ ∈ A1×q

1 R.

Il existe donc µ ∈ A1×q
1 tel que :

(λ− λ′)R′ = µR.

En utilisant la factorisation R = R′′R′, on obtient :

(λ− λ′ − µR′′)R′ = 0,

ce qui implique que :
λ− λ′ − µR′′ ∈ kerA1(.R

′) = A1×r′
1 T ′.

Il existe donc ν ∈ A1×r′
1 tel que

λ− λ′ = µR′′ + ν T ′ =⇒ π2(λ) = π2(λ
′),

et ainsi φ est bien défini.
Enfin, pour tout m1 = π1(λR

′) ∈M1 et m2 = π2(λ) ∈M2, avec λ ∈ A1×q′
1 , on a :

(ψ ◦ φ)(m1) = ψ(π2(λ)) = π1(λR
′) = m1,

(φ ◦ ψ)(m2) = φ(π1(λR
′)) = π2(λ) = m2.

On a donc ψ ◦φ = idM1 et φ ◦ψ = idM2 , ce qui montre que ψ est un isomorphisme de A1-modules à gauche, ce qui
conclut la preuve.

La proposition suivante donne une présentation finir de t(P) à partir de la matrice ed présentation de P.

Proposition 4.1.1. Soient P ∈ Al×m1 et Q ∈ Am×n
1 tel que kerA1

(P.) = imA1
(Q.), P ′ ∈ Ap×m1 tel que kerA1

(.Q) =

imA1(.P
′), et M ′ ∈ Aq×p1 tel que kerA1(.P

′) = imA1(.M
′). Enfin, soit P ′′ ∈ Al×p1 tel que P = P ′′ P ′.

Posons H = (M ′T P ′′T )T ∈ A(q+l)×p
1 et considérons les deux projections canoniques suivantes

π1 : A1×p
1 P ′ −→ A1×p

1 P ′
/(

A1×m
1 P

)
:=M1 et π2 : A1×q′

1 −→ A1×p
1

/(
A1×q

1 M ′ + A1×l
1 P ′′

)
= cokerA1(.H).

Alors, nous avons
ψ : cokerA1

(.H) −→M1

π2(λ) 7−→ π1(λP
′),

φ :M1 −→ cokerA1
(.H)

π1(λP
′) 7−→ π2(λ),

sont deux A1-isomorphismes inverses l’un de l’autre. Ainsi, nous avons

t(P) ∼= imA1
(.P ′)/imA1

(.P ) ∼= cokerA1
(.H) = A1×p

1 /
(
A1×(q+l)

1 H
)
.

Finalement, la matrice H définit une présentation finie de t(P).
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Démonstration. Le A1-module kerA1(.Q) étant un A1-module à gauche noethérien, il existe une matrice P ′ ∈ Ap×m1

telle que

kerA1
(.Q) = imA1

(.P ′) = A1×p
1 P ′.

De même, il existe une matrice M ′ ∈ Aq×p1 telle que

kerA1(.P
′) = imA1(.M

′). (4.2)

Ainsi, nous avons la suite exacte longue de A1-modules à gauche suivante :

A1×q
1 A1×p

1 A1×m
1 A1×n

1 ..M ′ .P ′ .Q

D’après le théorème 4.1.1, nous avons alors :

t(P) ∼= kerA1(.Q)/imA1(.P ) = imA1(.P
′)/imA1(.P ).

Maintenant, en utilisant imA1(.P ) ⊆ imA1(.P
′), il existe P ′′ ∈ Al×p1 tel que :

P = P ′′ P ′. (4.3)

Enfin, en appliquant le lemme 4.1.1, nous obtenons :

t(P) ∼= imA1
(.P ′)/imA1

(.P ) ∼= cokerA1
(.H) = A1×p

1 /
(
A1×(q+l)

1 H
)
.

Résumons ce résultat dans l’algorithme 7.

Algorithme 7 Présentation de t(P) et P
/
t(P)

Entrée P ∈ Al×m1 .
Sortie H,P ′ et Q tels que t(P) ∼= cokerA1

(.H) et P
/
t(P) ∼= cokerA1

(.P ′) ∼= imA1
(.Q).

1: Calculer Q ∈ Am×n
1 tel que kerA1

(P.) = imA1
(Q.).

2: Calculer P ′ ∈ Ap×m1 tel que kerA1
(.Q) = imA1

(.P ′).
3: Calculer M ′ ∈ Aq×p1 tel que kerA1(.P

′) = imA1(.M
′).

4: Calculer P ′′ ∈ Al×p1 tel que P = P ′′ P ′.
5: Retourner H =

(
M ′T P ′′T )T , P ′, Q.

Remarque 4.1.1. Les étapes 1, 2, et 3 impliquent le calcul des syzygies à gauche et à droite sur A1, tandis que
l’étape 4 est une factorisation à gauche sur A1. Les matrices Q, P ′, M ′, et P ′′ peuvent être calculées à partir de P
en utilisant les méthodes de bases de Gröbner [58] ainsi que le package OreModules [59]. Pour plus de détails sur le
calcul effectif sur A1 voir la section 2.4.2.

Remarque 4.1.2. Avec les notations de l’algorithme 7, on a :

t(P) ∼= cokerA1
(.H), P

/
t(P) ∼= cokerA1

(.P ′) ∼= imA1
(.Q).

Exemple 4.1.1. Appliquons l’algorithme 7 à la matrice P =
(
t2 t

)
. Grâce à OreModules on peut calculer

Q ∈ Am×n
1 tel que kerA1(P.) = imA1(Q.) et on trouve :

Q =

(
−1
t

)
.
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Calculons P ′ ∈ Ap×m1 tel que kerA1(.Q) = imA1(.P
′). On obtient :

P ′ =
(
t 1

)
.

Ainsi, pour avoir P = P ′′ P ′, nous posons P ′′ = (t). De plus, kerA1(.P
′) est le module nul. Ainsi, nous avons :

H = (t).

Donnons maintenant un deuxième exemple moins trivial.

Exemple 4.1.2. Considérons la matrice P =

(
t 0 ∂
∂ t ∂

)
et appliquons l’algorithme 7. Grâce à OreModules on

peut calculer Q ∈ Am×n
1 tel que kerA1

(P.) = imA1
(Q.). On obtient :

Q =

 −t3 ∂ − 5 t2 t2 ∂2 + 3 t ∂ − 3 t ∂4 − ∂3
−t4 ∂ + t2 ∂2 − 5 t3 + 8 t ∂ + 10 t3 ∂2 − t ∂3 + 3 t2 ∂ − 5 ∂2 − 3 t t2 ∂4 − ∂5 − t ∂3

t5 −t4 ∂ + t3 −t3 ∂3 + 4 t2 ∂2 − 8 t ∂ + 8

 .

Calculons P ′ ∈ Ap×m1 tel que kerA1(.Q) = imA1(.P
′). Nous avons :

P ′ =

 ∂ t ∂
t2 0 ∂
−2 t t3 t2∂ − ∂2

 .

Ainsi, en posant P ′′ =

(
0 1 0
1 0 0

)
, nous avons la factorisation P = P ′′ P ′. De plus, kerA1

(.P ′) = imA1
(.M ′) avec

M ′ =
(
t2 ∂ −1

)
. Ainsi, nous avons :

H =

t2 ∂ −1
0 1 0
1 0 0

 .

4.1.2 Description explicite de l’ensemble des solutions polynomiales

Soit P ∈ Al×m1 . Notre objectif est de paramétrer

kerk[t](P·) = {v ∈ k[t]m |P (v) = 0}.

Proposition 4.1.2. Soient P ∈ Al×m1 , P ′ ∈ Ap×m1 , M ′ ∈ Aq×p1 , et P ′′ ∈ Al×p1 définis comme dans la section 4.1.1
(voir aussi l’algorithme 7). Alors, nous avons l’équivalence suivante :

P (v) = 0 ⇐⇒
{
P ′(v) = u,
H(u) = 0.

(4.4)

Démonstration. Détaillons cette équivalence. Nous avons P = P ′′ P ′ d’après (4.3). Alors, P (v) = 0 équivaut à
P ′′(P ′(v)) = 0. Posons u = P ′(v). Alors, P ′′(P ′(v)) = 0 donne{

P ′(v) = u,
P ′′(u) = 0.

Notons que 0 =M ′(P ′(v)) =M ′(u). Ainsi, P ′′(P ′(v)) = 0 implique P ′(v) = u,
P ′′(u) = 0,
M ′(u) = 0.
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Réciproquement, le système  P ′(v) = u,
P ′′(u) = 0,
M ′(u) = 0,

implique P ′′(P ′(v)) = 0. Ainsi, l’équation (4.4) est bien une équivalence. Notons de plus que u satisfait bien les
conditions de compatibilités M ′(u) = 0 du système inhomogène P ′(v) = u imposées par (4.2).

Une conséquence de la proposition 4.1.2 est qu’avec la notation de la section 4.1.1, nous devons d’abord étudier
kerk[t](H·) et ensuite, nous devons considérer le système d’équations linéaires inhomogène P ′(v) = u pour obtenir
kerk[t](P·).
Pour une définition précise de l’holonomie, nous référons, par exemple, à [73, 25]. Dans notre contexte, seul le
résultat du théorème 4.1.2 ci-dessous nous est utile. Pour des preuves algorithmiques et des implémentations du
calcul des bases des solutions polynomiales des modules holonomes sur A1, voir, par exemple, [25] et [12, 126].

Proposition 4.1.3. ([73, Chapitre 10, Corollaire 1.2]) Un A1-module de torsion est holonome.

La proposition suivante affirme que kerk[t](H·) est toujours de dimension finie.

Théorème 4.1.2. ([99, 126, 10]) Le k-espace vectoriel des solutions polynomiales d’un A1-module holonome est de
dimension finie.

Proposition 4.1.4. Soient P ∈ Al×m1 et Q ∈ Am×n
1 , P ′ ∈ Ap×m1 , M ′ ∈ Aq×p1 et P ′′ ∈ Al×p1 définis comme dans

la section 4.1.1 (voir aussi l’algorithme 7). Alors, l’ensemble kerk[t](H·) de toutes les solutions polynomiales du
système d’équations différentielles ordinaires linéaires défini par H = (M ′T P ′′T )T ∈ A(q+l)×p

1 est de dimension
finie.

Démonstration. Le A1-module à gauche t(P) étant un module de torsion, il s’agit d’un A1-module à gauche holonome
d’après la proposition 4.1.3. Ainsi le système d’équations différentielles ordinaires linéaires

H(u) = 0⇐⇒
{
P ′′(u) = 0,
M ′(u) = 0,

est holonome et kerk[t](H·) est donc un k-espace vectoriel de dimension finie d’après le théorème 4.1.2.

Proposition 4.1.5. Soient P ∈ Al×m1 et Q ∈ Am×n
1 , P ′ ∈ Ap×m1 , M ′ ∈ Aq×p1 et P ′′ ∈ Al×p1 définis comme dans

la section 4.1.1 (voir aussi l’algorithme 7). Alors, la matrice P ′ ∈ Ap×m1 admet un inverse généralisé, c’est-à-dire
qu’il existe T ′ ∈ Am×p

1 satisfaisant
P ′ T ′ P ′ = P ′.

Démonstration. En utilisant la suite exacte longue (4.1), nous avons Q := cokerA1(Q.)
∼= imA1(P.), ce qui montre

que Q est sans torsion, car nous avons imA1(P.) ⊆ Al×1
1 et Al×1

1 est un module à droite sans torsion, car libre. Voir
par exemple le théorème 2.3.2 de la section 2.3.2.

En utilisant le fait que la dimension globale de A1, notée gld(A1), est égale à 1 (voir [121, Théorème 7.5.8] et la
définition A.1.16 en annexe), Q est projectif, c’est-à-dire qu’il existe r ∈ N et un A1-module à droite de type fini R,
tel que Q⊕R ∼= Ar×1

1 (voir section 2.3.2). De plus, tout A1-module projectif est stablement libre (voir 2.3.2 de la
section 2.3.2), c’est-à-dire qu’il existe r, s ∈ N tels que Q⊕ As×1

1
∼= Ar×1

1 , [121].

Donnons une caractérisation plus explicite du caractère stablement libre de Q qui sera utile pour résoudre le
système d’équations différentielles ordinaires (4.4). Posons Q1 := Q et m0 := m. En utilisant les méthodes de bases
de Gröbner [58], nous pouvons calculer une résolution libre finie de Q (voir la définition A.1.15), c’est-à-dire une
suite exacte longue de A1-modules à droite de la forme

0 Q Am1×1
1 Am0×1

1 · · · Amr×1
1 0

Q1. Q2. Qr.
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où Qi ∈ Ami−1×mi

1 pour i = 1, . . . , r. Le fait que Q soit projectif implique que la résolution libre finie ci-dessus se
scinde [166]. On pose Q⋆ = HomA1(Q,A1). En appliquant le foncteur exact à gauche contravariant HomA1( · ,A1)
(voir la proposition A.1.5) à la suite exacte scindée ci-dessus, nous obtenons la suite exacte longue scindée de
A1-modules à gauche suivante ([166]) :

0 Q⋆ A1×m0
1 · · · A1×mr

1 0.
.Q1 .Qr

Le A1-morphisme .Qr est surjectif, ce qui montre qu’il existe une matrice Sr ∈ Amr×mr−1

1 satisfaisant Sr Qr = Imr
.

Un inverse à gauche Sr de Qr peut être calculé grâce à l’algorithme 2 de la section 2.3.2. Nous avons également

kerA1(.Qi) = imA1(.Qi−1), i = 2, . . . , r.

Posons maintenant Πr := Imr−1
− Qr Sr ∈ Amr−1×mr−1

1 , nous avons Πr Qr = Qr − Qr Sr Qr = 0, c’est-à-dire
imA1

(.Πr) ⊆ kerA1
(.Qr) = imA1

(.Qr−1), ce qui montre qu’il existe une matrice Sr−1 ∈ Amr−1×mr−2

1 satisfaisant
Πr = Sr−1Qr−1, c’est-à-dire que Qr Sr + Sr−1Qr−1 = Imr−1 . La matrice Sr−1 peut être calculée en utilisant le
package OreModules [59] grâce au fait que A1 est un anneau effectif (voir section 2.3.2.) En pré-multipliant cette
dernière identité par Qr−1 et en utilisant Qr−1Qr = 0, nous obtenons Qr−1 Sr−1Qr−1 = Qr−1, ce qui montre
que Sr−1 est un inverse généralisé de Qr−1. En répétant les mêmes arguments de manière récursive et en posant
S = S1 et Q = Q1, nous obtenons enfin un inverse généralisé S ∈ An×m1 de Q, c’est-à-dire une matrice S telle que
QS Q = Q.

En posant Π := Im −QS ∈ Am×m
1 , nous avons ΠQ = Q−QS Q = 0, et donc imA1

(.Π) ⊆ kerA1
(.Q) = imA1

(.P ′).
Ainsi, il existe T ′ ∈ Am×p

1 telle que Π = T ′ P ′, c’est-à-dire QS + T ′ P ′ = Im, ce qui donne P ′ T ′ P ′ = P ′.

Remarque 4.1.3. De manière similaire, il existe U ′ ∈ Ap×q1 telle que P ′ T ′ + U ′M ′ = Ip. Les matrices T ′ et U ′

peuvent aussi être calculées avec le package OreModules [59]. Par conséquent, nous avons la suite exacte longue
scindée de A1-modules à gauche suivante :

A1×q
1 A1×p

1 A1×m
1 A1×n

1 ..M ′

.U ′

.P ′

.T ′

.Q

.S

Remarque 4.1.4. Toutes les matrices intervenant dans l’énoncé et la preuve de la proposition 4.1.5 peuvent se
calculer grâce à OreModules. Cette preuve est ainsi totalement effective.

Le théorème suivant fournit une paramétrisation explicite de kerk[t](P·).
Théorème 4.1.3. Soient P ∈ Al×m1 et Q ∈ Am×n

1 , P ′ ∈ Ap×m1 , M ′ ∈ Aq×p1 et P ′′ ∈ Al×p1 définis comme dans
la section 4.1.1 (voir aussi l’algorithme 7). Soient d la dimension de kerk[t](H·) en tant que k-espace vectoriel et
{bi}i=1,...,d une base de kerk[t](H·). Soit ug =

∑d
i=1 ci bi la solution polynomiale générale de kerk[t](H·), où les ci

sont des constantes arbitraires de k. Ainsi, nous avons

kerk[t](P·) = {v = T ′(ug) +Q(s) | s ∈ k[t]n} .

Démonstration.
H(u) = 0⇐⇒

{
P ′′(u) = 0,
M ′(u) = 0,

Soit d := dimk(kerk[t](H·)) < ∞ et {bi}i=1,...,d une base des solutions polynomiales de H(u) = 0. Résolvons
maintenant le système d’équations différentielles ordinaires linéaires inhomogène P ′(v) = ug, où ug =

∑d
i=1 ci bi

est la solution générale de H(u) = 0, c’est-à-dire que c1, . . . , cd sont des constantes arbitraires de k. La solution
générale de P ′(v) = ug est la somme d’une solution particulière vp ∈ k[t]m de P ′(v) = ug et de la solution générale
du système homogène d’équations différentielles linéaires P ′(v) = 0.

Nous avons, d’après la remarque 4.1.3, la suite exacte suivante :

A1×q
1 A1×p

1 A1×m
1 A1×n

1 ..M ′

.U ′

.P ′

.T ′

.Q

.S
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Maintenant, en appliquant le foncteur exact à gauche contravariant HomA1( · ,k[t]) (voir la proposition A.1.5 de
l’annexe A) à la suite exacte scindée ci-dessus, nous obtenons la suite exacte scindée suivante de k-espaces vectoriels :

k[t]n×1 k[t]m×1 k[t]p×1 k[t]q×1.
Q.

S.

P ′.

T ′.

M ′.

U ′.

Remarque 4.1.5. On rappelle que k[t] a une structure de A1-module donnée par l’action P·p = P (p) avec P ∈ A1

et p ∈ k[t]. Voir la remarque 2.1.2. Ainsi, dans la suite exacte précédente, le morphisme de A1-modules Q. de k[t]n×1

dans k[t]m×1 peut être vu comme l’application linéaire Q de k[t]n×1 dans k[t]m×1 « classique » qui à p ∈ k[t]n×1

associe Q(p) ∈ k[t]m×1. Il en va évidemment de même pour les morphismes P ′,M ′, S, T ′ et U ′.

Nous avons ainsi montré que kerk[t](P
′·) = imk[t](Q·), c’est-à-dire que chaque solution de P (v) = 0 est de la forme

v = Q(s) pour un certain s ∈ k[t]n×1.

L’identité P ′ T ′ + U ′M ′ = Ip donne ug = P ′(T ′(ug)) + U ′(M ′(ug)) = P ′(T ′(ug)), ce qui montre que vp := T ′(ug)
est une solution particulière du système linéaire inhomogène P ′(v) = ug. Ainsi, nous avons

kerk[t](P·) = {v = T ′(ug) +Q(s) | s ∈ k[t]n×1
}
.

4.1.3 Algorithme et exemple
Nous rassemblons les étapes de calcul d’une paramétrisation de kerk[t](P·) pour P ∈ Al×m1 dans l’algorithme suivant.

Algorithme 8 Solutions polynomiales de P (v) = 0 avec P ∈ Al×m1

Entrée P ∈ Al×m1 .
Sortie T ′, ug et Q tels que kerk[t](P·) = {v = T ′(ug) +Q(s) | s ∈ k[t]n} .
1: Appliquer l’algorithme 7 pour calculer Q, P ′, M ′, et P ′′.
2: Calculer la solution polynomiale générale ug =

∑d
i=1 ci bi de kerk[t](H·), où H = (M ′T P ′′T )T ∈ A(q+l)×p

1 .
3: Calculer un inverse généralisé T ′ ∈ Am×p

1 de P ′.
4: Retourner T ′, ug et Q.

Les étapes 1 et 3 peuvent être effectuées directement à l’aide du package OreModules [59]. Pour l’étape 2, il
est nécessaire de calculer la solution polynomiale générale d’un système différentiel linéaire holonome. Dans notre
implémentation Bavula [69], nous utilisons le fait que tout système linéaire holonome d’équations différentielles
ordinaires peut être écrit sous la forme d’une connexion intégrable, c’est-à-dire, que le système se réécrit sous la
forme Y ′(t) = C(t)Y (t), où C(t) est une matrice carrée de fonctions rationnelles dans k(t) (voir [60, proposition
2.1]). Pour cela nous calculons une base finie du bimodule B1 ⊗A1

t(P) ∼= B∗
1

/
(B∗

1H) , à l’aide d’un calcul de base
de Gröbner pour l’ordre total et on considère les monômes qui ne sont pas les termes de tête des éléments de la
base de Gröbner et on forme le vecteur Y avec ces monômes. Par construction, nous avons alors Y ′(t) = C(t)Y (t),
où C(t) est une matrice à coefficients dans k(t).

Définition 4.1.1. ([12, Définition 2]) Soit k un corps de caractéristique nulle. Une connexion intégrable (en une
variable) sur un k(t)-espace vectoriel de dimension finie consiste en une matrice C(t) ∈ k(t)n×n définissant un
système différentiel de la forme :

Y ′(t) = C(t)Y (t),

où Y (t) est un vecteur colonne à n composantes à coefficients dans k(t), et Y ′(t) = d
dtY (t) désigne la dérivation

usuelle du vecteur Y .

Remarque 4.1.6. Dans le cas de plusieurs variables, pour pouvoir dire que la connexion est intégrable, il est
nécessaire de rajouter des conditions de compatibilités entre les variables, [61]. En une variable, l’écriture sous la
forme Y ′(t) = C(t)Y (t), suffit pour être une connexion intégrable.
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La solution polynomiale générale de Y ′(t) = C(t)Y (t) peut être calculée en utilisant l’algorithme de [13], qui est
implémenté dans le package IntegrableConnections [12]. Donnons les grandes lignes de cet algorithme qui se
déroule en deux étapes. La première consiste en un changement de variable de sorte que le vecteur recherché Y soit
polynomial plutôt que rationnel. Le procédé est basé sur l’existence d’une matrice T ∈ GL(n, k(x)) telle que T−1Y
soit à coefficients polynomiaux. Soit T ∈ GL(n, k(x)) une telle matrice. On considère la connexion intégrable

∇(Y ) :=
dY

dt
− C Y = 0, C ∈ Matn(k(t)).

Le changement de variable Y = TZ transforme ce système en un nouveau système

∇̃(Z) := dZ

dt
− C̃Z = 0

où les nouveaux coefficients sont donnés par :

C̃ := T−1CT − T−1 dT

dt
.

Les deux connexions ∇ et ∇̃ sont alors dites équivalentes et la deuxième porte sur le vecteur Z = T−1Y qui est à
coefficients polynomiaux. La deuxième étape est la recherche de solutions polynomiales à proprement parler. Soit
une équation différentielle matricielle de la forme

∇(Y ) =
dY

dt
−CY = 0, Y ∈ k[t]n.

L’objectif est de déterminer toutes les solutions polynomiales Y ∈ k[t]n. On suppose que Y peut s’écrire sous la
forme :

Y = c tµ + Z,

où c ∈ kn et µ ∈ N. On obtient alors
∇(Z) = −∇(c tµ),

une équation du même type.
Si l’on peut choisir µ et c de façon à ce que degt Z < degt Y , alors on recommence le processus avec Z, et ainsi de
suite. Au bout d’un certain nombre d’itérations, on atteint une équation

∇(W ) = F = −∇(c1 tµ1 + · · ·+ cℓ t
µℓ),

qui ne possède plus de solution polynomiale non nulle de degré strictement inférieur à µℓ. On en conclut que
l’équation initiale admet une solution polynomiale si et seulement si :

F = ∇(c1 tµ1 + · · ·+ cℓ t
µℓ) = 0.

Cela donne un système d’équations linéaires en les ci, dont la solution générale fournit l’ensemble des solu-
tions polynomiales recherchées. Comme évoqué précedemment, cet algorithme est implémenté dans le package
IntegrableConnections du logiciel de calcul formel Maple. Nous l’avons utilisé dans notre implémentation Bavula
[69] pour effectuer l’étape 2 de l’algorithme 8.

Remarque 4.1.7. Une alternative pour l’étape 2 serait d’utiliser les algorithmes développés dans [126], qui ne
nécessitent pas d’écrire les systèmes différentiels linéaires holonomes sous forme de connexion.

Exemple 4.1.3. Décrivons les différentes étapes de l’algorithme 8 appliqué à la matrice

P =

(
0 2 ∂2 + t ∂3 0
∂ ∂3 ∂ + ∂2

)
∈ A2×3

1 .

En appliquant l’algorithme 7 à l’aide du package OreModules [59], nous obtenons

Q =

 −∂ − 1
0
1

 , P ′ =

(
1 0 ∂ + 1
0 1 0

)
, M ′ = 0,
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et
P ′′ =

(
0 2 ∂2 + t ∂3

∂ ∂3

)
.

L’étape suivante consiste à calculer la solution polynomiale générale ug du système différentiel linéaire homogène
holonome donné par P ′′.

Écrivons ce système holonome sous forme de connexion. Soit ug = (y1(t) y2(t))
T une solution de P ′′(ug) = 0. Alors

nous avons : {
2 y′′2 (t) + t y

(3)
2 (t) = 0

y′1(t) + y
(3)
2 (t) = 0.

De la deuxième équation, nous déduisons y′1(t) = −y(3)2 (t). En substituant dans la première équation on obtient
2 y′′2 (t) = t y′1(t) et donc y′′2 (t) =

t
2 y

′
1(t). En dérivant la première on obtient

2 y
(3)
2 (t) + y

(3)
2 (t) + t y

(4)
2 (t) = 2 y′1(t) + y′1(t) + t y′′1 (t) = 0,

et donc y′′1 (t) =
−3
t y′1(t).

Ainsi, en posant Y = (y1(t) y
′
1(t) y2(t) y

′
2(t))

T , nous avons :

P ′′(ug) = 0⇐⇒

{
2 y′′2 (t) + t y

(3)
2 (t) = 0

y′1(t) + y
(3)
2 (t) = 0.

⇐⇒


2 y′′2 (t) + t y

(3)
2 (t) = 0

y′1(t) + y
(3)
2 (t) = 0
y′′2 (t) = t

2 y
′
1(t)

y′′1 (t) = −3
t y′1(t).

⇐⇒ Y ′(t) =


0 −1 0 0
0 −3/t 0 0
0 0 0 1
0 t/2 0 0


︸ ︷︷ ︸

C(t)

Y (t).

Ainsi, il existe une correspondance bijective entre les solutions dans k[t]2 de P ′′(ug) = 0 et les première et troisième
composantes des solutions de Y ′(t) = C(t)Y (t) dans k[t]4. En utilisant le package IntegrableConnections [12],
nous pouvons calculer la solution polynomiale générale de Y ′(t) = C(t)Y (t) et nous obtenons

Y (t) = c1


0
0
t
1

+ c2


0
0
1
0

+ c3


1
0
0
0

 ,

où c1, c2, c3 sont des constantes arbitraires dans k. Ainsi,

ug(t) = c1

(
0
t

)
+ c2

(
0
1

)
+ c3

(
1
0

)
=

(
c3

c1 t+ c2

)
est la solution polynomiale générale du système différentiel linéaire homogène donné par P ′′. Enfin, nous avons

T ′ =

 1 0
0 1
0 0

 ,

ce qui montre finalement

kerk[t](P·) =

c3 − s′(t)− s(t)c1 t+ c2

s(t)

 | s ∈ k[t]

 .

93



4.2 Solutions polynomiales d’un système intégro-différentiel
Dans cette section, nous caractérisons les solutions des systèmes linéaires intégro-différentiels inhomogènes P (v) = w,
où P ∈ I1l×m et w ∈ k[t]l sont donnés, et où v ∈ k[t]m est l’inconnue. Comme souvent lorsque l’on travaille sur I1
(voir par exemple [16, 66, 67]), il est nécessaire de distinguer le cas P ∈ ⟨e⟩l×m du cas P ̸∈ ⟨e⟩l×m.

4.2.1 Cas P ∈ ⟨e⟩l×m

Considérons P ∈ ⟨e⟩l×m et écrivons P =
∑c
k=0 t

k e Pk(∂), où Pk(∂) ∈ k[∂]l×m pour k = 0, . . . , c, Pc(∂) ̸= 0 , et
w(t) =

∑d
l=0 t

l wl, avec wl ∈ kl pour l = 0, . . . , d et wd ̸= 0. Alors, l’équation P (v) = w s’écrit

c∑
k=0

tk (e Pk(∂))(v) =

d∑
l=0

tl wl,

avec (e Pk(∂))(v) ∈ kl. Ainsi, nous avons la disjonction de cas suivante :
1. Si d > c, alors le système linéaire P (v) = w n’a pas de solution.
2. Si d ≤ c, alors le système linéaire P (v) = w est équivalent à{

(e Pk(∂))(v) = wk, k = 0, . . . , d,
(e Pk(∂))(v) = 0, k = d+ 1, . . . , c.

(4.5)

Étudions maintenant le système linéaire (4.5). Écrivons Pk(∂) =
∑dk
i=0 Pk,i ∂

i, avec Pk,i ∈ kl×m pour i = 0, . . . , dk
et k = 0, . . . , c, et considérons v(t) =

∑r
j=0 t

j vj , où le degré r et les vj ∈ km pour j = 0, . . . , r sont inconnus. Alors,
le système (4.5) est équivalent au système linéaire suivant :

(∑dk
i=0 e Pk,i ∂

i
)(∑r

j=0 t
j vj

)
= wk, k = 0, . . . , d,(∑dk

i=0 e Pk,i ∂
i
)(∑r

j=0 t
j vj

)
= 0, k = d+ 1, . . . , c,

⇐⇒

{ ∑dk
i=0

∑r
j=0(e ∂

i)(tj)Pk,i vj = wk, k = 0, . . . , d,∑dk
i=0

∑r
j=0(e ∂

i)(tj)Pk,i vj = 0, k = d+ 1, . . . , c.

En utilisant (e ∂i)(tj) = j! δi,j , où δi,j = 1 si i = j et δi,j = 0 si i ̸= j, le dernier système linéaire est équivalent à{ ∑min{dk,r}
j=0 j!Pk,j vj = wk, k = 0, . . . , d,∑min{dk,r}
j=0 j!Pk,j vj = 0, k = d+ 1, . . . , c.

(4.6)

Soit s := max{d0, . . . , dc}. Les solutions v ∈ k[t]m de P (v) = w peuvent alors s’écrire sous la forme

v(t) =

s∑
j=0

tj vj + ts+1 ṽ(t),

avec ṽ ∈ k[t]m est un vecteur arbitraire de polynômes et v0, . . . , vs des solutions du système k-linéaire inhomo-
gène (4.6), défini par c+1 équations en les s+1 vecteurs inconnus vj ∈ km, j = 0, . . . , s. En prenant min{dk, r} = dk
pour k = 0, . . . , c (sans perte de généralité), le système linéaire (4.6) peut être résolu à l’aide de méthodes standard
d’algèbre linéaire.

Nous résumons la discussion précédente dans le théorème puis l’algorithme suivant, qui ne fait intervenir que la
résolution d’un système linéaire.

Théorème 4.2.1. Soient P ∈ ⟨e⟩l×m et w ∈ k[t]l. Notons P =
∑c
k=0 t

k e Pk(∂), w =
∑d
l=0 t

l wl et Pk(∂) =∑dk
i=0 Pk,i ∂

i pour tout k = 0 . . . c. Considérons le système en les inconnues vj ∈ km suivant :{ ∑min{dk,r}
j=0 j!Pk,j vj = wk, k = 0, . . . , d,∑min{dk,r}
j=0 j!Pk,j vj = 0, k = d+ 1, . . . , c.

(4.7)

Alors,
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1. Si d > c, le système linéaire P (v) = w n’a pas de solution.
2. Si d ≤ c, les solutions polynomiales du système intégro-différentiel P (v) = w, avec v(t) ∈ k[t]m×1 s’écrivent

v(t) =

s∑
j=0

tj vj + ts+1 ṽ(t),

avec vj ∈ km les solutions du système linéaire 5.6, s := max{d0, . . . , dc} et ˜v(t) un vecteur de k[t]m quelconque.

Algorithme 9 Solutions polynomiales de P (v) = w avec P ∈ ⟨e⟩l×m, w ∈ k[t]l

Entrée P ∈ ⟨e⟩l×m et w ∈ k[t]l

Sortie Ensemble des solutions de P (v) = w sous la forme v(t) = v̄(t) + ts+1 ṽ(t), (où ṽ ∈ k[t]m arbitraire)
1: Écrire P =

∑c
k=0 t

k e Pk(∂) et w =
∑d
l=0 t

l wl

2: Si d > c, alors Retourner [ ]

3: Écrire Pk(∂) =
∑dk
i=0 Pk,i ∂

i et poser s := max{d0, . . . , dc}
4: Résoudre le système linéaire (4.6) en les s+ 1 vecteurs inconnus vj
5: Poser v̄(t) =

∑s
j=0 t

j vj , où les vj sont des solutions de l’Étape 4 Retourner v(t) = v̄(t)+ts+1 ṽ(t), où ṽ ∈ k[t]m

est un vecteur polynomial arbitraire

Remarque 4.2.1. D’après la proposition 3.2.1, l’opérateur P ∈ ⟨e⟩l×m est de rang fini et non Fredholm. Ainsi,
kerk[t](P·) est un espace vectoriel de dimension infini et il n’est donc pas surprenant que le vecteur v(t) ∈ k[t]m,
solution de P (v) = w, dépende d’un vecteur arbitraire ṽ(t).

Exemple 4.2.1. Considérons la matrice suivante :

P = e

(
∂2 ∂
∂ −1

)
+ t e

(
1 ∂
0 1

)
∈ ⟨e⟩2×2

= e

(
1 0
0 0

)
∂2 + e

(
0 1
1 0

)
∂ + e

(
0 0
0 −1

)
+ t e

(
0 1
0 0

)
∂ + t e

(
1 0
0 1

)
.

Étudions le système linéaire P (v) = w, où w =
∑d
l=0 t

l wl et wl = (wl,1 wl,2)
T ∈ k2 est un vecteur fixé. Si

d > degt P = 1, alors P (v) = w n’admet pas de solution. Supposons que d ≤ 1, c’est-à-dire que w = w0 + t w1. En
considérant v(t) =

∑r
k=0 t

k vk, où vk = (vk,1 vk,2)
T ∈ k2, le système k-linéaire (4.6) est alors donné par

2

(
1 0
0 0

) (
v2,1
v2,2

)
+

(
0 1
1 0

) (
v1,1
v1,2

)
+

(
0 0
0 −1

) (
v0,1
v0,2

)
=

(
w0,1

w0,2

)
,(

0 1
0 0

) (
v1,1
v1,2

)
+

(
1 0
0 1

) (
v0,1
v0,2

)
=

(
w1,1

w1,2

)
.

En résolvant le système linéaire ci-dessus dans les deg∂ P + 1 = 3 vecteurs inconnus {v0, v1, v2}, c’est-à-dire dans
3× 2 = 6 inconnues, nous obtenons finalement

v(t) =

(
w1,1 − w0,1 + 2 v2,1

w1,2

)
+ t

(
w0,2 + w1,2

w0,1 − 2 v2,1

)
+ t2

(
v2,1
v2,2

)
+ t3 ṽ(t),

où v2,1 et v2,2 sont des constantes arbitraires de k, et où ṽ(t) est un vecteur polynomial arbitraire dans k[t]2.

4.2.2 Cas P /∈ ⟨e⟩l×m

L’objectif de cette section est de paramétrer l’ensemble des solutions polynomiales v d’un système linéaire intégro-
différentiel inhomogène P (v) = w, où P ∈ I1l×m, P /∈ ⟨e⟩l×m, et où w ∈ k[t]l est fixé. Nous énonçons le résultat
principal.

95



Théorème 4.2.2. Soient P ∈ I1l×m, P /∈ ⟨e⟩l×m et w ∈ k[t]l. Il existe un entier N ∈ N tel que PN := ∂N P ∈ Al×m1

et ∂N (w) = 0. D’après le théorème 4.1.3, appliqué à P = PN , nous avons

kerk[t](PN·) = {v = T ′(ug) +Q(s) | s ∈ k[t]n} ,

où les matrices Q et T correspondent à la matrice PN ∈ Al×m1 . Soit TN−1 =
∑N−1
k=0

tk

k! e ∂
k l’opérateur de Taylor

d’ordre (N − 1). Alors, l’ensemble des solutions polynomiales v ∈ k[t]m du système linéaire inhomogène P (v) = w
est donné par

{v = T ′(ug) +Q(s) | ∀ s ∈ k[t]n : (TN−1 P Q)(s) = w − (TN−1 P T
′)(ug)} . (4.8)

Comme TN−1 P Q ∈ ⟨e⟩l×n et w − (TN−1 P T
′)(ug) ∈ k[t]l, les conditions k-linéaires sur le paramètre s ∈ k[t]n de

la paramétrisation (4.8)
(TN−1 P Q)(s) = w − (TN−1 P T

′)(ug)

peuvent être rendues explicites en utilisant l’algorithme 9 de la section 4.2.1.

Démonstration. Soit P /∈ ⟨e⟩l×m. D’après le point 2 du lemme 2.2.2, il existe un entier N1 ∈ N tel que ∂N1 P ∈ Al×m1

et ∂N1 P ̸= 0. Soit N2 le degré maximal en t des entrées de w et posons N = max{N1, N2 + 1}.

Ainsi, nous avons ∂N (w) = 0 et le système linéaire intégro-différentiel inhomogène P (v) = w conduit au système
différentiel linéaire homogène PN (v) = 0, où PN := ∂N P ∈ Al×m1 et PN ̸= 0.

Supposons maintenant que v ∈ k[t]m soit une solution de PN (v) = 0. Grâce au lemme 2.2.5, nous avons l’identité
1 = TN−1 + IN ∂N , où TN−1 est l’opérateur de Taylor d’ordre N − 1 (voir la définition 2.8). Nous en déduisons
P (v) =

((
TN−1 + IN ∂N

)
P
)
(v) = (TN−1 P ) (v).

Ainsi, l’égalité P (v) = w entraîne (TN−1 P ) (v) = w et les solutions polynomiales de P (v) = w sont alors celles du
système linéaire suivant : {

PN (v) = 0,
(TN−1 P ) (v) = w.

(4.9)

Le théorème 4.1.3 fournit une paramétrisation des solutions polynomiales de PN (v) = 0, qui s’écrit sous la forme

v = T ′(ug) +Q(s), s ∈ k[t]n.

En substituant v = T ′(ug) +Q(s) dans la seconde équation de (4.9), soit (TN−1 P )(v) = w, nous obtenons

(TN−1 P Q)(s) = w − (TN−1 P T
′)(ug),

où s ∈ k[t]n, (TN−1 P Q) ∈ ⟨e⟩l×n, et w − (TN−1 P T
′)(ug) ∈ k[t]l. Nous sommes ainsi ramenés au problème étudié

dans la section 4.2.1.

En appliquant l’algorithme 9, nous obtenons finalement un nombre fini de conditions k-linéaires sur le vecteur
polynomial libre s ∈ k[t]n de la paramétrisation v = T ′(ug) +Q(s) de kerk[t](PN ).

Notons que ug est la solution générale d’un système différentiel linéaire holonome ; elle dépend donc de certaines
constantes arbitraires dans k (voir le théorème 4.1.3). Cela implique que le membre de droite du système inhomogène
(TN−1 P Q)(s) = w − (TN−1 P T

′)(ug) contient des paramètres. Cependant, l’algorithme 9 peut être facilement
adapté pour traiter le cas d’un membre de droite contenant des paramètres.

4.2.3 Algorithme principal
Le résultat du théorème 4.2.2 conduit à un algorithme basé sur les algorithmes 8 et 9 pour le calcul des solutions
polynomiales des systèmes linéaires inhomogènes d’équations intégro-différentielles.
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Algorithme 10 Solutions polynomiales de P (v) = w où P ∈ I1l×m, w ∈ k[t]l

Entrée P ∈ I1l×m et w ∈ k[t]l.
Sortie Ensemble des solutions de P (v) = w sous la forme v(t) = T ′(ug) +Q(s) où s est la sortie de l’Étape 4.
1: Si P ∈ ⟨e⟩l×m, alors Retourner la sortie de l’algorithme 9 appliqué à (P,w).
2: Calculer N ∈ N tel que PN := ∂N P ∈ Al×m1 et ∂N (w) = 0.
3: Appliquer l’algorithme 8 à PN . On obtient alors :

kerk[t](PN·) = {T ′(ug) +Q(s) | ∀ s ∈ k[t]n} .

4: Appliquer l’algorithme 9 à (TN−1 P Q,w − (TN−1 P T
′)(ug)).

5: Retourner T ′(ug) +Q(s).

Exemple 4.2.2. Décrivons toutes les étapes de l’algorithme 10 sur un exemple simple.
Soit P = (∂ 1 + e) /∈ ⟨e⟩1×2 et w = 0. On a N = 1, ainsi on pose P1 = ∂ P = (∂2 ∂) ∈ A1×2

1 . Calculons
kerk[t](P1·) en appliquant l’algorithme 8 à P1. Nous obtenons d’abord :

P ′ =
(
∂ 1

)
, Q =

(
1
−∂

)
, H =

(
∂
)
,

ainsi nous avons
ug = c, c ∈ k, T ′ =

(
0
1

)
,

et enfin
kerk[t](P1·) =

{
v(t) =

(
0
1

)
· c+

(
1
−∂

)
· s(t) | s ∈ k[t], c ∈ k

}
.

Dans cet exemple simple, remarquons que cette paramétrisation peut être trouvée par un calcul direct. En effet,
soit v = (v1 v2)

T ∈ kerk[t](P1·), c’est-à-dire,

v′′1 (t) + v′2(t) = 0 ⇔
{

v′1(t) + v2(t) = u(t),
u′(t) = 0.

Nous avons donc v′1(t) + v2(t) = c ∈ k, ce qui est entraine

∀ c ∈ k, ∀ s = v1 ∈ k[t], v(t) =
(
v1(t)
v2(t)

)
=

(
0
1

)
· c+

(
1
−∂

)
· s(t).

Calculons maintenant kerk[t](P·). Nous avons TN−1 = T0 = e et donc

TN−1 P Q = −e ∂, TN−1 P T
′ = 2 e,

ce qui implique que nous devons appliquer l’algorithme 9 à (−e ∂,−2 c) ∈ ⟨e⟩×k[t]. Nous obtenons alors la condition
linéaire s′(0) = 2 c et donc les solutions polynomiales de−e ∂(s(t)) = −2 c sont données par s(t) = s(0)+2 c t+s̃(t) t2,
où s(0) ∈ k et s̃ ∈ k[t] sont libres. Finalement, nous avons obtenu :

kerk[t](P·) =
{(

v1(t)
v2(t)

)
=

(
0
1

)
· c+

(
1
−∂

)
· s(t) | s(t) = s(0) + 2 c t+ t2 s̃(t), s̃ ∈ k[t], c ∈ k

}
.

L’exemple suivant illustre l’algorithme 10 dans le cas d’un système inhomogène.

Exemple 4.2.3. Résolvons P (v) = w avec P =

(
t I t e
∂ t ∂

)
et w =

(
t
t

)
.

Dérivons une première fois P . Nous obtenons :

∂ P =

(
t+ I e
∂2 t ∂2 + ∂

)
/∈ A2×2.

1
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Dérivons alors une deuxième fois pour obtenir :

∂2 P =

(
t ∂ + 2 0
∂3 t ∂3 + 2 ∂2

)
∈ A2×2

1 .

Ainsi, nous avons N = 2 et P2 = ∂2 P . Avec OreModules, nous calculons une matrice Q telle que kerA1
(P.) =

imA1(Q.). Nous trouvons alors Q = 0. Par conséquent, nous avons P ′ = I2 ; où I2 désigne la matrice identité de
taille 2 ; T ′ = I2, P ′′ = P2 et

H =

(
t ∂ + 2 0
∂3 t ∂3 + 2∂2

)
= ∂2 P = P2,

qui définit un A1-module de torsion et donc holonome. Posons alors ug = (y1 y2)
T la solution générale de H(ug) = 0.

Nous avons :

H(ug) = 0⇐⇒

{
t y1(t) + 2 y1(t) = 0

y
(3)
1 (t) + t, y

(3)
2 (t) + 2 y′′2 (t) = 0

⇐⇒ Y ′(t) =


− 2
t 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1
24
t4 0 0 − 2

t


︸ ︷︷ ︸

C(t)

Y (t)

avec Y (t) =
(
y1(t) y2(t) y′2(t) y′′2 (t)

)T . Grâce au package IntegrableConnections de Maple, nous pouvons
calculer les solutions polynomiales de la connexion Y ′(t) = C(t)Y (t), qui sont les combinaisons k-linéaires des
colonnes polynomiales de la matrice ϕ suivante :

ϕ :=


0 0 1

t2

t 1 − 2
3t3

1 0 2
t4

0 0 − 8
t5

 .

On ne s’intéresse alors qu’aux deux premières lignes et colonnes, car on cherche y1 et y2 pour en déduire ug.
Rappellons que Y (t) =

(
y1(t) y2(t) y′2(t) y′′2 (t)

)T . Ainsi, nous obtenons :

kerk[t](P2·) =
{
T ′(ug) =

(
1 0
0 1

)
· (ug)

}
= {ug} =

{(
0
t

)
· c1 +

(
0
1

)
· c2 | c1, c2 ∈ k

}
=

{(
0

t c1 + c2

)
| c1, c2 ∈ k

}
.

Par ailleurs, nous avons N = 2 donc TN−1 = T1 = e+ t e ∂, et

T1 P T
′ = T1 P = e P + t e ∂ P =

(
0 0
e ∂ 0

)
+ t

(
0 e
e ∂2 e ∂

)
=

(
0 t e

e ∂ + t e ∂2 t e ∂

)
.

De plus, nous avons

T1 P T
′(ug) =

(
0 t e

t e ∂ + t e ∂2 t e ∂

)
·
(

0
t c1 + c2

)
=

(
t c2
t c1

)
.

Ainsi, nous obtenons

w̃ = w − T1 P T ′(ug) =

(
t
t

)
−
(
t c2
t c1

)
=

(
(1− c2) t
(1− c1) t

)
.

L’étape 4 de l’algorithme 10, consiste à résoudre les solutions polynomiales de T1 P Q = 0 avec second membre w̃.
Nous obtenons alors les contraintes : c2 = c1 = 1. Finalement,

kerk[t](P·) =
{
α

(
0

1 + t

)
| α ∈ k

}
.
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Exemple 4.2.4. On considère le système d’équations integro-différentielles de Volterra étudié dans [173, Exemple 10.17,
p. 335] donné par 

u′(t) = 2 t2 +
´ t
0
((t− x)u(x) + (t− x) v(x)) dx, u(0) = 1,

v′(t) = −3 t2 − 1
10 t

5 +
´ t
0
((t− x)u(x)− (t− x) v(x)) dx, v(0) = 1,

u(0) = 1, v(0) = 1.

(4.10)

Pour calculer les solutions polynomiales de ce système, nous appliquons l’algorithme 10 à

P =


∂ − t I + I t −t I + I t

e 0
−t I + I t ∂ + t I − I t

0 e

 , w =


2t2

1
−3 t2 − 1

10 t
5

1

 .

Nous avons N = 6 et

P6 =


−∂4 + ∂7 −∂4

0 0
−∂4 ∂4 + ∂7

0 0

 .

Le A1-module à gauche de présentation finie P = A1×2
1 /(A1×4

1 P6) est un module de torsion et nous avons

kerk[t](P6·) =
{(

c1 t
3 + c3 t

2 + c5 t+ c7
c2 t

3 + c4 t
2 + c6 t+ c8

)}
,

où les ci sont des constantes arbitraires dans k. Ensuite, on considère le système

(TN−1 P Q)(s) = w − (TN−1 P T
′)(ug)⇔ 0 = q(t),

où q(t) ∈ k[t]4 est donné par

(
c1
20 + c2

20

)
t5 +

(
c3
12 + c4

12

)
t4 +

(
c5
6 + c6

6

)
t3 +

(
2− 3c1 +

c7
2 + c8

2

)
t2 − 2c3t− c5

1− c7(
− 1

10 + c1
20 −

c2
20

)
t5 +

(
c3
12 −

c4
12

)
t4 +

(
c5
6 −

c6
6

)
t3 +

(
−3− 3c2 +

c7
2 −

c8
2

)
t2 − 2c4t− c6

1− c8

 .

En résolvant pour les constantes ci, on obtient finalement

kerk[t](P·) =
{(

t3 + 1
−t3 + 1

)}
,

et on retrouve ainsi le résultat obtenu dans [173, Exemple 10.17, p. 335] en utilisant la transformée de Laplace.

Exemple 4.2.5. Considérons le système d’équations intégrales étudié dans [44, Exemple 1] et donné par(
1 0
0 0

) (
u(t)
v(t)

)
+

ˆ t

0

(
0 1
1 t− s

) (
u(s)
v(s)

)
ds =

(
0
0

)
. (4.11)

Pour calculer les solutions polynomiales de ce système, nous appliquons l’Algorithme 10 à

P =

(
1 I
I t I − I t

)
, w =

(
0
0

)
.

Nous avons N = 2 et
P2 =

(
∂2 ∂
∂ 1

)
.
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Le A1-module à gauche fini présenté P = A1×2
1 /(A1×2

1 P2) est sans torsion et nous avons

kerk[t](P2·) =
{(

1
−∂

)
s

∣∣∣∣ ∀s ∈ k[t]
}
.

Ensuite, on considère le système

(TN−1 P Q)(s) = w − (TN−1 P T
′)(ug)⇔

(
e
t e

)
s = 0,

ce qui entraîne s(0) = 0. Finalement, on obtient

kerk[t](P·) =
{(

1
−∂

)
s

∣∣∣∣ ∀s = ts̃ ∈ tk[t]
}
,

de sorte que les solutions polynomiales de (4.11) sont données par

u(t) = t s̃(t) et v(t) = −s̃(t)− t ∂(s̃(t)),

pour tout polynôme s̃ ∈ k[t].

Notons que dans [44, Exemple 1], les auteurs écrivent que les solutions sont données par u(t) = ϕ(t) et v(t) =
−∂(ϕ(t)) pour toute fonction ϕ ∈ C1([0, 1]). Mais la première équation de (4.11) implique alors nécessairement que
ϕ(0) = 0, si bien que si ϕ est un polynôme, on retrouve notre résultat.

Dans ce chapitre, nous avons présenté un algorithme général permettant de calculer les solutions polynomiales
de systèmes linéaires inhomogènes rectangulaires d’équations intégro-différentielles ordinaires à coefficients poly-
nomiaux. L’algorithme est implémenté dans le package Bavula du logiciel Maple ([69], disponible librement). Les
résultats théoriques sont publiés dans [70].

Enfin, il convient de noter que la méthode présentée dans ce chapitre (notamment l’algorithme 10) pourrait pro-
bablement être étendue au calcul des solutions exponentielles (y compris rationnelles) des systèmes linéaires inho-
mogènes d’équations intégro-différentielles à coefficients polynomiaux et à second membre polynomial. Le package
IntegrableConnections permet déjà de calculer de solutions exponentielles (voir [12]) d’une connexion, ce qui
suggère que notre implémentation pourrait être adaptée en conséquence. Expliquons brièvement pourquoi cette
extension est simple dans certains cas particuliers.

Soit P = A1×m
1 /(A1×l

1 PN ). Supposons que P est un A1-module à gauche (finiment présenté par la matrice PN
apparaissant à l’étape 2 de l’algorithme 10) de torsion. Dans ce cas, une paramétrisation des solutions exponentielles
de PN est donnée par {T ′(ug)}, où ug est la solution exponentielle générale du système différentiel linéaire homogène
holonome défini par PN . Dans ce cas, à l’étape 4, on a TN−1 P Q = 0 et, en supposant que ug(t) peut être évalué
en t = 0, on obtient w − (TN−1 P T

′)(ug) ∈ k[t]l. Cela ne modifie pas le calcul des solutions polynomiales, puisque
l’on doit seulement résoudre le système linéaire formé par les coefficients de w − (TN−1 P T

′)(ug) ∈ k[t]l pour les
constantes arbitraires apparaissant dans la solution exponentielle générale ug.

Nous illustrons cette idée avec l’exemple simple suivant, calculé avec le package Bavula, où nous avons simplement
remplacé le calcul des solutions polynomiales du système différentiel linéaire homogène holonome par celui de ses
solutions exponentielles.

Exemple 4.2.6. Considérons l’équation intégrale de Volterra étudiée dans [173, Exemple 3.18, p. 91] et donnée
par

u(t) = 1 + t+ 1
2 t

2 + 1
2

´ t
0
(t− x)2 u(x) dx. (4.12)

Posons alors
P = 1− 1

2
t2 I + t I t− 1

2
I t2 ∈ I1, w = 1 + t+

1

2
t2 ∈ k[t].

On a N = 3, P3 = ∂3 − 1, et P = A1/(A1 P3) est un A1-module à gauche de torsion et donc holonome.

En utilisant IntegrableConnections, nous trouvons que la solution exponentielle générale du système différentiel
linéaire homogène holonome défini par P3 est donnée par

ug(t) = c1 exp(t) + c2 exp(−α1 t) + c3 exp(−α2 t),
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où α1, α2 sont les deux racines complexes conjuguées de Z2 − Z + 1 et c1, c2, c3 sont des constantes arbitraires
dans k. Comme T ′ = 1, nous obtenons que les solutions exponentielles de P3 sont données par ug. Il reste alors
à résoudre w − (TN−1 P T

′)(ug) = 0, ce qui revient à résoudre un système linéaire en c1, c2, c3. Nous obtenons
c1 = 1, c2 = c3 = 0. Finalement, nous retrouvons la solution u(t) = exp(t) de (4.12), comme obtenue dans [173,
Exemple 3.18, p. 91] par la méthode d’itération variationnelle.

Enfin, si le A1-module à gauche P = A1×m
1 /(A1×l

1 PN ) (finiment présenté par la matrice PN de l’Étape 2 de
l’Algorithme 10) n’est pas un module de torsion, alors il reste à généraliser le contenu de la section 4.2.1 afin
de pouvoir l’appliquer au calcul des solutions exponentielles du système (TN−1 P Q)(s) = w − (TN−1 P T

′)(ug).
Un autre point à considérer est le cas des solutions exponentielles qui ne peuvent pas être évaluées en zéro. La
généralisation de l’approche développée dans cette section au cas du calcul de solutions exponentielles aux systèmes
intégro-différentiels de la forme P (v) = w où w est un vecteur d’exponentielles fixé et v un vecteur d’exponentielles
recherché, est aussi intéressant pour les applications. Ces questions seront abordées dans de futurs travaux de
recherche.

Comme mentionné plus haut, l’algorithme 10 constitue une étape clé dans le développement d’une version effective
de la propriété de cohérence de I1 qui sera développée dans le prochain chapitre, et donc d’une approche d’analyse
algébrique effective pour les systèmes linéaires d’équations intégro-différentielles à coefficients polynomiaux. En effet,
comme montré dans les deux prochains chapitres, le calcul des solutions polynomiales est nécessaire pour déterminer
les modules des syzygies à gauche/droite, les inverses à gauche/droite, ainsi que les factorisations à gauche/droite
des matrices d’opérateurs intégro-différentiels. Ces études font l’objet des prochains chapitres.
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Chapitre 5

Preuve constructive de la cohérence de I1

Nous rappelons que le but premier de ce travail de thèse est de contribuer au développement d’une théorie de
l’élimination intégro-différentielle effective. En effet, bien que les équations intégro-différentielles soient très présentes
dans le monde de la biologie et de l’ingénierie, elles ont été bien moins étudiées en tant que telles comparativement
aux équations différentielles. Le théorème de [16, Théorème 4.4] montrant que l’anneau des opérateurs intégro-
différentiels I1 est cohérent est le point de départ du développement d’une approche effective par l’analyse algébrique
des systèmes intégro-différentiels.

Dans le chapitre 3, nous avons rendu effectif le calcul de l’annulateur d’un élément de I1, le calcul du noyau d’une
matrice à coefficients dans l’idéal bilatère ⟨e⟩, ainsi que le calcul de l’intersection de deux idéaux d’évaluation de I1.
Pour plus de détails, voir le chapitre 3.

Dans le présent chapitre, nous allons rendre effective la propriété de cohérence de l’anneau I1. Pour cela, nous
commençons par rappeler la définition d’un anneau cohérent, qui consiste essentiellement à dire que le noyau à
gauche et à droite de toute matrice rectangulaire à coefficients dans I1 est de type fini. Le chapitre sera alors
consacré au calcul effectif des générateurs du noyau à gauche/droite d’une matrice rectangulaire quelconque à
coefficients dans I1.

5.1 Rappel sur la propriété de cohérence
Dans cette section, on rappelle la notion de cohérence d’un anneau. Tout anneau peut être vu comme un module
sur lui-même, ce qui permet de donner plusieurs définitions toutes équivalentes.

Définition 5.1.1. ([171],[107, p. 140]) Un anneau A est dit cohérent à gauche si

∀ p, q ∈ N∗, ∀ R ∈ Aq×p, kerA(.R) = {Q ∈ A1×q | QR = 0}

est un A-module à gauche finiment engendré.
De manière similaire, un anneau A est dit cohérent à droite si

∀ p, q ∈ N∗, ∀ R ∈ Aq×p, kerA(R.) = {Q ∈ Ap×1 | RQ = 0}

est un A-module à droite finiment engendré.
Un anneau A est dit cohérent si A est à la fois cohérent à gauche et à droite.

Définition 5.1.2. ([171, 25],[107, p. 140]) Un A-module à gauche M est dit cohérent si M est finiment engendré
et si tout sous-A-module à gauche de M finiment engendré est de présentation finie, c’est-à-dire isomorphe à
cokerA(.L) pour une matrice L à coefficients dans A. De manière équivalente, nous avons la caractérisation de la
cohérence donnée par la proposition 3.1.1, prouvée dans l’annexe A.2.

Remarque 5.1.1. Lorsque l’on considère un anneau A comme un module sur lui-même, un sous-module est alors
un idéal. Ainsi, tout sous-module de type fini est de présentation finie signifie que tout idéal de type fini est de
présentation finie. Si l’on considère un idéal à gauche (resp. à droite) de type fini I engendré par des éléments
f1, . . . , fn mis dans un vecteur colonne R ∈ An×1, alors dire que l’idéal est de présentation finie à gauche (resp. à
droite) revient à dire que le noyau à gauche (resp. à droite) de ce vecteur R est de type fini. On voit ainsi le lien
entre les deux précédentes définitions.
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La catégorie des modules de présentation finie/modules cohérents sur un anneau cohérent est abélienne [166], ce
qui montre que les méthodes standard d’algèbre homologique [166] peuvent être utilisées pour étudier les systèmes
linéaires polynomiaux intégro-différentiels. Cette catégorie ressemble fortement à celle des modules de type fini sur
un anneau noethérien, voir annexe A.1.5 et [166].

5.2 Le « Horseshoe Lemma »

Cette section illustre l’importance de l’unique idéal bilatère ⟨e⟩ de l’anneau I1. On va regarder avec précision les
restrictions de morphismes à cet idéal qui nous serviront par la suite. On rappelle les notations suivantes.
Soit R ∈ I1q×p. Définissons l’homomorphisme à gauche .R de I1 comme suit :

.R : I11×q −→ I11×p
λ 7−→ (.R)(λ) = λR.

Le fait que ⟨e⟩ soit un idéal à gauche de I1 induit le morphisme à gauche de I1 suivant :

.R : ⟨e⟩1×q −→ ⟨e⟩1×p
ε 7−→ (.R)(ε) = εR.

On rappelle que B1 = I1
/
⟨e⟩ , voir la proposition 2.2.5. En combinant ces deux morphismes, on obtient le diagramme

commutatif exact suivant :

0 0 0

0 ker⟨e⟩(.R) kerI1(.R) kerB1
(.R)

0 ⟨e⟩1×q I11×q B1×q
1 0

0 ⟨e⟩1×p I11×p B1×p
1 0

coker⟨e⟩(.R) cokerI1(.R) cokerB1(.R) 0,

0 0 0,

π̃

.R

π̃

.R .R

κ

idp⊗π

où π et κ sont respectivement les projections canoniques de I11×p dans B1×p
1 =

(
I1
/
⟨e⟩
)1×p et de ⟨e⟩1×p dans

coker⟨e⟩(.R). Enfin, π et π̃ sont définis comme suit

π : I1 −→ B1

λ 7−→ π(λ) := λ mod ⟨e⟩,
π̃ : I11×q −→ B1×q

1

(λ1, . . . , λq) 7−→ (π(λ1), . . . , π(λq)).
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D’après le lemme du serpent (voir [108, p. 157]), on a le diagramme commutatif de A-modules à gauche suivant

0 0 0

0 ker⟨e⟩(.R) kerI1(.R) kerB1
(.R)

0 ⟨e⟩1×q I11×q B1×q
1 0

0 ⟨e⟩1×p I11×p B1×p
1 0

coker⟨e⟩(.R) cokerI1(.R) cokerB1(.R) 0

0 0 0,

π̃

δ
.R

π̃

.R .R

κ

idp⊗π

c’est-à-dire, nous avons la suite exacte longue de I1-modules à gauche suivante,

0 ker⟨e⟩(.R) kerI1(.R) kerB1
(.R) coker⟨e⟩(.R) cokerI1(.R) cokerB1

(.R) 0,δ

où on définit δ comme suit,

δ : kerB1
(.R) −→ coker⟨e⟩(.R) = ⟨e⟩1×p

/
⟨e⟩1×q R

π̃(µ) 7−→ κ(µR).

Proposition 5.2.1. Avec les notations précédentes, on a δ = 0.

Démonstration. Grâce au lemme du serpent on sait en particulier que δ est un I1-morphisme à gauche bien défini
comme suit :

δ : kerB1(.R) −→ coker⟨e⟩(.R) = ⟨e⟩
/
⟨e⟩1×q R

π̃(µ) 7−→ κ(µR).

Par ailleurs, pour tout m ∈ N on a

δ(π̃(µ)) = δ(σ−m σm π̃(µ)) = Im δ(σmπ̃(µ)) = Imδ(π̃(∂m µ)) = Im κ(∂m µR). (5.1)

Or, comme nous avons µR ∈ ⟨e⟩1×p il existe donc m0 ∈ N tel que ∂m0 µR = 0. En appliquant (5.1) avec ce m0 et
µ = π̃(µ) ∈ kerB1

(.R) quelconque, on obtient δ(π̃(µ)) = 0. Ainsi, nous avons δ = 0.

En conséquence, la suite exacte longue ci-dessus donne les deux suites exactes courtes de modules à gauche sur I1
suivantes :

0 ker⟨e⟩(.R) kerI1(.R) kerB1(.R) 0,

0 coker⟨e⟩(.R) cokerI1(.R) cokerB1
(.R) 0.

On peut maintenant énoncer un résultat important dû au fait que δ = 0.

Lemme 5.2.1. Soit µ ∈ kerB1
(.R), c’est-à-dire que µ ∈ I11×q satisfait µR ∈ ⟨e⟩1×p. Alors, il existe ν ∈ ⟨e⟩1×q tel

que µR = ν R, ce qui montre que imI1(.(µ− ν)) = I1 (µ− ν) ⊆ kerI1(.R).

Démonstration. Si µ ∈ kerB1
(.R), alors en utilisant δ(µ) = κ(µR) = 0, on obtient µR ∈ ⟨e⟩1×p, ce qui montre qu’il

existe ν ∈ ⟨e⟩1×q tel que µR = ν R et ainsi, on a (µ− ν)R = 0, c’est-à-dire, ν − µ ∈ kerI1(.R).
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Remarque 5.2.1. Le lemme 5.2.1 joue un rôle important dans toute la suite, c’est pourquoi nous trouvons inté-
ressant d’en donner également une preuve alternative n’utilisant pas d’arguments d’algèbre homologique. En effet,
si µ ∈ kerB1

(.R), alors nous avons µR ∈ ⟨e⟩1×p et donc, d’après le lemme 2.2.2, il existe M ∈ N tel que ∂M µR = 0.
Par conséquent, nous avons IM ∂M µR = 0 et en utilisant le lemme 2.2.5, nous obtenons (1− TM−1)µR = 0. Cela
montre que ν = TM−1 µ ∈ ⟨e⟩1×q vérifie µR = ν R.

Une conséquence directe de ce lemme est la proposition suivante.

Proposition 5.2.2. Soient R ∈ I1q×p, R ∈ Bq×p1 la matrice formée par les classes de ses coefficients dans B1 et
L ∈ I1r×q une matrice telle que kerB1(.R) = imB1(.L). Alors, il existe E ∈ ⟨e⟩r×q telle que :

LR = ER.

Ainsi, en notant L′ := L− E ∈ I1r×q, on a imI1(.L
′) ⊂ kerI1(.R).

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme 5.2.1.

Remarque 5.2.2. Notons qu’il est également possible de montrer la proposition 5.2.2 sans argument d’algèbre
homologique. En effet, si L ∈ I1r×q vérifie kerB1(.R) = imB1(.L) alors LR = 0, c’est-à-dire L R ∈ ⟨e⟩r×q. Il existe
alors, d’après le lemme 2.2.2, M ∈ N tel que ∂M LR = 0. On peut alors choisir E = TM−1 L qui vérifie ER = LR.
Ainsi, en notant L′ := L− E ∈ I1r×q, on a imI1(.L

′) ⊂ kerI1(.R).

Remarque 5.2.3. Notons qu’à chaque exemple où nous devrons calculer un élément de B1 nous ferons une iden-
tification B1

∼= L1 via l’isomorphisme de la proposition 2.2.5.

Exemple 5.2.1. Considérons R = (∂ I t e)T ∈ I14×1. Alors, nous avons

R =
(
σ σ−1 (H − 1)σ−1 0

)T ∈ B4×1
1 ,

et en utilisant l’implémentation Bavula pour le calcul du noyau des matrices avec des entrées dans B1 (voir sec-
tion 2.4.3), nous obtenons kerB1(.R) = B1×3

1 L, où

L =

 σ−2 −1 0 0
0 H − 1 −1 0
0 0 0 1

⇒ L =

 I2 −1 0 0
0 t ∂ −1 0
0 0 0 1

 ∈ I13×4.

Nous avons alors LR = (−t e 0 e)T ∈ ⟨e⟩3×1. Si nous considérons la matrice E suivante

E =

 0 0 0 −t e
0 0 0 0
0 0 0 e

 ∈ ⟨e⟩3×4,

alors nous pouvons vérifier que ER = LR, ce qui montre que imI1(.L
′) ⊆ kerI1(.R), où

L′ := L− E =

 I2 −1 0 t e
0 t ∂ −1 0
0 0 0 1− e

 ∈ I13×4. (5.2)

Remarque 5.2.4. Notons que E n’est pas unique. En effet, comme ker⟨e⟩(.R) ⊆ kerI1(.R), nous avons :

∀ F ∈ ⟨e⟩r×q : F R = 0 ⇒ imI1(.(L− (E + F ))) ⊆ kerI1(.R).

Ainsi, nous sommes amenés à étudier l’ensemble des solutions G ∈ ⟨e⟩r×q du système linéaire intégro-différentiel
non homogène

GR = LR ∈ ⟨e⟩r×p. (5.3)

105



L’ensemble des solutions G ∈ ⟨e⟩r×q du système linéaire intégro-différentiel inhomogène GR = LR ∈ ⟨e⟩r×p est
formé de la somme d’une solution particulière E ∈ ⟨e⟩r×q de GR = LR et de matrices de r lignes avec des
coefficients dans le I1-module à gauche défini par un ensemble de générateurs de ker⟨e⟩(.R).

Supposons que ker⟨e⟩(.R) soit un I1-module à gauche finiment engendré.
Alors, il existe M ∈ ⟨e⟩s×q satisfaisant ker⟨e⟩(.R) = imI1(.M) et nous avons le diagramme commutatif exact de
I1-modules à gauche suivant :

I11×s I11×r B1×r
1 0

0 ker⟨e⟩(.R) kerI1(.R) kerB1
(.R) 0.

0 0

.M .(L−E)

idr⊗π

.L

Le Horseshoe lemma (voir, par exemple, [166, Proposition 6.24]) montre alors que nous avons le diagramme com-
mutatif exact de I1-modules à gauche suivant :

0 I11×s I11×r ⊕ I11×s I11×r 0

0 ker⟨e⟩(.R) kerI1(.R) kerB1
(.R) 0.

0 0 0

.M .
(

L−E
M

)
.L◦(idr⊗π)

Ainsi, nous obtenons

kerI1(.R) = I11×(r+s)

(
L− E
M

)
= imI1

(
.

(
L− E
M

))
,

c’est-à-dire, un ensemble de générateurs de kerI1(.R) est obtenu en concaténant un ensemble de générateurs de
ker⟨e⟩(.R) définissant un ensemble de générateurs de la partie homogène de (5.3), et des lignes de la matrice
L′ = L− E, où E ∈ ⟨e⟩r×q est une solution particulière de (5.3).

Notons que ⟨e⟩1×r (L−E) ⊆ ker⟨e⟩(.R). Dans la section suivante, nous montrerons que nous n’avons pas besoin de
calculer un ensemble fini de générateurs de ker⟨e⟩(.R) pour obtenir un ensemble de générateurs de kerI1(.R) mais
seulement de considérer un nombre fini d’éléments de ker⟨e⟩(.R) qui ne sont pas des combinaisons linéaires à gauche
des lignes de L′, c’est-à-dire qui ne sont pas dans ⟨e⟩1×r (L− E).

Exemple 5.2.2. Si R ∈ ⟨e⟩q×p, alors R = 0 implique kerB1
(.R) = imB1

(.Iq). Ainsi, nous avons

r = q, L = Iq, L = Iq, Iq R = ER,

pour une certaine matrice E ∈ ⟨e⟩q×q.

Soit N ∈ N tel que ∂N R = 0 (voir le lemme 2.2.2), alors IN ∂N R = 0, donc (1 − TN−1) Iq R = 0. On en déduit,
Iq R = TN−1 R et TN−1 Iq ∈ ⟨e⟩q×q. Ainsi, on peut poser E = TN−1 Iq ∈ ⟨e⟩q×q une solution particulière de
GR = LR, d’inconnue G ∈ ⟨e⟩r×p et ainsi, nous avons :

L− E = Iq − TN−1 Iq, imI1(L− E) ⊂ kerI1(.R).

Cet exemple est à rapprocher de la remarque 5.2.2.

5.3 Le calcul de kerI1(.R)

Dans cette section, nous prouvons qu’un ensemble fini de générateurs de kerI1(.R) existe toujours et peut être calculé
pour tout R ∈ I1q×p. Comme expliqué dans la section précédente, un ensemble de générateurs de kerI1(.R) peut
être calculé en étudiant l’ensemble des solutions G ∈ ⟨e⟩r×q du système intégro-différentiel GR = LR ∈ ⟨e⟩r×p.
On commence donc par essayer de trouver une solution particulière E vérifiant ainsi ER = LR, puis on regarde
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comment calculer les solutions du système homogène GR = 0, qui sont donc les éléments de ker⟨e⟩(.R). On verra
qu’on ne saura pas explicitement calculer une matrice M telle que imI1(.M) = ker⟨e⟩(.R), mais qu’il nous suffira de
calculer des éléments de ker⟨e⟩(.R) qui ne sont pas déjà dans l’image de L− E.

Commençons donc par la recherche d’une solution particulière E.

5.3.1 Solution particulière de GR = LR ∈ ⟨e⟩r×p avec G ∈ ⟨e⟩r×q

Étudions les solutions G ∈ ⟨e⟩r×q du système linéaire inhomogène GR = LR, où kerB1
(.R) = imB1(.L). Pour

simplifier, notons H = LR.

Nous posons les notations suivantes :

H =

m∑
i=0

ti eHi(∂), G =

n∑
k=0

tk eGk(∂), Hm(∂) ̸= 0, Gn(∂) ̸= 0,

{
Hi(∂) =

∑αi

j=0Hi,j ∂
j , Hi,j ∈ kr×p, j = 0, . . . , αi, i = 0, . . . ,m,

Gk(∂) =
∑βk

l=0Gk,l ∂
l, Gk,l ∈ kr×q, l = 0, . . . , βk, k = 0, . . . , n.

Nous rappelons la définition 2.2.7.

Définition 5.3.1. Soient a ∈ k[∂] et b ∈ k[t]. Nous définissons :

— ǎ comme l’élément de k[t] obtenu en remplaçant ∂i par ti

i! dans a(∂).

— b̂ comme l’élément de k[∂] obtenu en remplaçant ti par i! ∂i dans b(t).

Remarque 5.3.1. La définition précédente s’étend aux vecteurs et aux matrices.
Ainsi, pour R = (ri,j(∂)) ∈ k[∂]q×p, Ř désigne la matrice dont les coefficients sont les ˇri,j(t) et, de manière analogue,
Q̂ désigne la matrice dont les coefficients sont les ˇqi,j(∂), pour Q = (qi,j(t)) ∈ k[t]q×p.

En utilisant l’involution θ de I1 (voir la proposition 2.2.7), nous avons

GR = H ⇔ θ(R) θ(G) = θ(H), (5.4)

où θ(G) et θ(H) s’écrivent

θ(G) =

n∑
k=0

Gk(I)
T e (∂ t ∂)k =

n∑
k=0

Gk(I)
T e k! ∂k =

n∑
k=0

Ǧk(t)
T e k! ∂k,

car, en utilisant l’identité I e = t e, nous avons

Gk(I)
T e =

βk∑
l=0

GTk,l I
l e =

βk∑
l=0

GTk,l
tl

l!
e = Ǧk(t)

T e.

De même, nous avons θ(H) =
∑m
i=0 Ȟi(t)

T e i! ∂i. Par conséquent, (5.4) donne

θ(R)

(
n∑
k=0

Ǧk(t)
T e k! ∂k

)
=

m∑
i=0

Ȟi(t)
T e i! ∂i.

En utilisant le lemme 2.2.1 et le fait que θ(R)
(
Ǧk(t)

T
)
∈ k[t]p×r, l’égalité ci-dessus est équivalente à l’égalité des

deux formes normales suivantes :
n∑
k=0

θ(R)
(
Ǧk(t)

T
)
e k! ∂k =

m∑
i=0

Ȟi(t)
T e i! ∂i.

Nous obtenons ainsi les résultats suivants :
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1. Si m > n, alors GR = H n’a pas de solution.
2. Si m ≤ n, alors GR = H est équivalent au système linéaire{

θ(R)
(
Ǧk(t)

T
)
= Ȟk(t)

T , k = 0, . . . ,m,

θ(R)
(
Ǧk(t)

T
)
= 0, k = m+ 1, . . . , n.

(5.5)

L’existence de solutions de GR = H est alors équivalente à l’existence de solutions polynomiales d’un système
linéaire intégro-différentiel inhomogène de la forme P (v) = w, où P ∈ I1p×q et w ∈ k[t]p×r sont donnés, et
v ∈ k[t]q×r est l’inconnue.

Remarque 5.3.2. L’exemple 5.2.2, permet de traiter GR = LR, avec kerB1
(.R) = imB1

(.L), dans le cas particulier
où R ∈ ⟨e⟩q×p. En effet, R ∈ ⟨e⟩q×p si, et seulement si, θ(R) ∈ ⟨e⟩q×p. Ainsi, si R ∈ ⟨e⟩q×p et N vérifient ∂N R = 0,
d’après l’exemple 5.2.2, nous pouvons prendre E = TN−1 Iq comme solution particulière de l’équation GR = LR
avec L = Iq, kerB1(.R) = imB1(.L).

Dans le cas d’un opérateur scalaire, c’est-à-dire l = m = 1, ce problème est résolu dans [144, 10]. Le cas général
est l’objet du chapitre 4 et son implémentation est réalisée dans le package Bavula [69], voir l’annexe B. On
rappelle les deux résultats suivants du chapitre 4 qui permettent de trouver les solutions polynomiales d’un système
intégro-différentiel général :

Théorème 5.3.1 ([70]). Soient P ∈ I1l×m, P /∈ ⟨e⟩l×m et w ∈ k[t]l. Soit N ∈ N tel que PN := ∂N P ∈ Al×m1 et
∂N (w) = 0. Nous définissons des matrices Q, P ′, M ′, P ′′, H et T ′ à coefficients dans A1 telles que

— kerA1
(PN .) = imA1

(Q.),
— kerA1

(.Q) = imA1
(.P ′),

— kerA1(.Q) = imA1(.P
′),

— kerA1
(.P ′) = imA1

(.M ′),
— PN = P ′′ P ′,
— H = (M ′T P ′′T )T ,
— P ′ T ′ P ′ = P ′.

L’ensemble de toutes les solutions polynomiales v ∈ k[t]m du système linéaire inhomogène P (v) = w est paramétré
par

{v = T ′(ug) +Q(s) | s ∈ k[t]n×1 : (TN−1 P Q)(s) = w − (TN−1 P T
′)(ug)} ,

où ug est la solution polynomiale générale du système différentiel linéaire holonome homogène défini par la matrice H
et les conditions k-linéaires (TN−1 P Q)(s) = w− (TN−1 P T

′)(ug) sur le paramètre s ∈ k[t]n×1 peuvent être rendues
explicites.

Remarque 5.3.3. Notons que toutes les matrices impliquées dans le théorème 5.3.1 peuvent être calculées à l’aide
du package OreModules [59] et que ug peut être calculé grâce à IntegrableConnections [12].

Théorème 5.3.2. Soient P ∈ ⟨e⟩l×m et w ∈ k[t]l. Notons P =
∑c
k=0 t

k e Pk(∂), avec Pc(∂) ̸= 0, w =
∑d
l=0 t

l wl,
avec wd ̸= 0 et Pk(∂) =

∑dk
i=0 Pk,i ∂

i pour tout k = 0, . . . , c. Considérons le système en les inconnues vj ∈ km
suivant : { ∑min{dk,r}

j=0 j!Pk,j vj = wk, k = 0, . . . , d,∑min{dk,r}
j=0 j!Pk,j vj = 0, k = d+ 1, . . . , c.

(5.6)

Alors,

1. Si d > c, le système linéaire P (v) = w n’a pas de solution.
2. Si d ≤ c, les solutions polynomiales du système intégro-différentiel P (v) = w, avec v(t) ∈ k[t]m s’écrivent

v(t) =

s∑
j=0

tj vj + ts+1 ṽ(t),

avec vj ∈ km les solutions du système linéaire (5.6), s := max{d0, . . . , dc} et ṽ(t) un vecteur de k[t]m quel-
conque.
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Enfin, remarquons que le calcul de E ∈ ⟨e⟩r×q satisfaisant ER = LR correspond au calcul d’une solution polyno-
miale particulière d’un système linéaire intégro-différentiel inhomogène de la forme P (v) = w, et que le calcul de
ker⟨e⟩(.R) correspond au calcul de toutes les solutions polynomiales du système linéaire homogène P (v) = 0.

Résumons dans un algorithme la méthode de recherche d’une solution particulière de l’équation GR = LR d’in-
connue G ∈ ⟨e⟩r×q où kerB1(.R) = imB1(.L) pour R ∈ I1q×p fixé.

Algorithme 11 Solution particulière de GR = LR d’inconnue G ∈ ⟨e⟩r×q avec kerB1
(.R) = imB1

(.L).

Entrée R ∈ I1q×p.
Sortie Matrice L telle que kerB1(.R) = imB1(.L) et une solution particulière G ∈ ⟨e⟩r×q de GR = LR.
1: Si R ∈ ⟨e⟩q×p alors,
2: Calculer N tel que ∂N R = 0. (existe grâce au lemme 2.2.2)
3: Retourner L := Iq et G := TN−1 Iq.
4: Sinon
5: Calculer L telle que kerB1

(.R) = imB1
(.L).

6: Écrire H = LR sous la forme H =
∑m
i=0 t

i eHi(∂), Hm(∂) ̸= 0.
7: Calculer θ(R). (grâce à la proposition 2.2.7)
8: Former le système (5.5) d’inconnues les Ǧk(t)T .
9: Résoudre le système (5.5). (grâce à l’algorithme 10)

10: Fixer les paramètres vj libres et la fonction ṽ à 0 pour obtenir une solution particulière.
11: Former la matrice d’opérateurs G =

∑n
k=0 t

k eGk(∂).
12: Retourner L et G
13: fin Si

Exemple 5.3.1. Reprenons l’exemple 5.2.1. Montrons comment calculer une solution particulière E ∈ ⟨e⟩3×4 du
système inhomogène ER = H := LR ∈ ⟨e⟩3×1, où R = (∂ I t e)T et H = (−t e 0 e)T = eH0 + t eH1, avec
H0 = (0 0 1)T et H1 = (−1 0 0)T .

Nous avons alors θ(R) = (I ∂ ∂ t ∂ e) et, en posant E = eE0(∂) + t eE1(∂) ∈ ⟨e⟩3×4 avec E0, E1 ∈ k[∂]3×4,
l’équation θ(R) θ(E) = θ(F ) est équivalente à la recherche de solutions polynomiales particulières (Ě0(t)

T , Ě1(t)
T )

du système linéaire inhomogène défini par

θ(R)
(
Ěi(t)

T
)
= HT

i i = 0, 1.

Ce problème est équivalent à (I ∂ ∂ t ∂ e) v(t) = w, c’est-à-dire,
ˆ t

0

v1(τ) dτ + v̇2(t) + t v̈3(t) + v̇3(t) + v4(0) = w, (5.7)

où w = 0 ou 1. Notons que le système linéaire intégro-différentiel est sous-déterminé, cela signifie qu’il admet une
infinité de solutions.
Des solutions particulières sont v1 = v2 = v3 = v4 = 0 pour w = 0 et v1 = v2 = v3 = 0 et v4 = 1 pour w = 1, et
nous retrouvons ainsi la matrice E donnée dans l’exemple 5.2.1. En effet,

E0(t)
T =


0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 1

 , E1(t)
T =


0 0 0
0 0 0
0 0 0
−1 0 0

 ⇒ E =

0 0 0 −t e
0 0 0 0
0 0 0 e


et on peut alors vérifier que

ER =

0 0 0 −t e
0 0 0 0
0 0 0 e



∂
I
t
e

 =

−t e0
e

 = H.
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Enfin, ker⟨e⟩(.R) définit l’ensemble des solutions polynomiales de (5.7) avec w = 0.

Remarque 5.3.4. Il est à noter qu’une solution particulière de GR = H permet de factoriser à gauche H par R ∈
I1q×p donnée. Par ailleurs, notons que si R /∈ ⟨e⟩q×p, alors l’algorithme 11 permet de calculer une factorisation dans
⟨e⟩ par R d’une matrice H à coefficients dans ⟨e⟩ quelconque. Savoir résoudre ce type de problème de factorisation
sera également utile dans le chapitre 6 pour le calcul de l’inverse à gauche (ou à droite) d’une matrice R ∈ I1q×p.
Écrivons ainsi l’algorithme correspondant, qui n’est alors qu’un sous-cas de l’algorithme 11.

Algorithme 12 Solution particulière de GR = H d’inconnue G ∈ ⟨e⟩r×q où H ∈ ⟨e⟩r×p

Entrée R /∈ ⟨e⟩q×p, H ∈ ⟨e⟩r×p.
Sortie Solution particulière G de GR = H.
1: Écrire H = LR sous la forme H =

∑m
i=0 t

i eHi(∂).
2: Calculer θ(R) (grâce à la proposition 2.2.7).
3: Former le système (5.5) d’inconnues les Ǧk(t)T .
4: Résoudre le système (5.5) (grâce à l’algorithme 10).
5: Sélectionner la solution correspondant à ṽ(t) = 0.
6: Former la matrice d’opérateurs G =

∑n
k=0 t

k eGk(∂).
7: Retourner G.

5.3.2 Caractérisation effective de kerI1(.R) pour R ∈ I1q×p

Soit R ∈ I1q×p. Dans cette section, nous allons montrer que le I1-module à gauche kerI1(.R) est obtenu en complétant
les lignes de la matrice L′ = L−E dans I1r×q\⟨e⟩r×q (voir la section 5.2) par un nombre fini d’éléments de ker⟨e⟩(.R)
qui ne sont pas des ⟨e⟩-combinaisons à gauche des lignes de L′, c’est-à-dire, qui ne sont pas dans ⟨e⟩1×r(L− E).

Énonçons un résultat préliminaire au résultat principal de cette section.

Proposition 5.3.1. Soit R ∈ I1q×p. On introduit les objets suivants :
— R ∈ Bq×p1 , la matrice dont les coefficients sont les classes des coefficients de R dans B1 = I1/⟨e⟩,
— L ∈ I1r×q tel que kerB1

(.R) = imB1
(.L),

— E ∈ ⟨e⟩r×q satisfaisant ER = LR ∈ ⟨e⟩r×p,
— P = θ(R) ∈ I1p×q,
— Le plus petit N ∈ N tel que PN := ∂N P ∈ Ap×q1 ,
— Q ∈ Aq×n1 tel que kerA1

(PN .) = imA1
(Q.).

Alors, il existe G ∈ I1n×r et F ∈ ⟨e⟩n×q tels que

θ(Q) = G (L− E) + F. (5.8)

Démonstration. Nous avons PN Q = 0, c’est-à-dire ∂N θ(R)Q = 0, ce qui, par application de l’involution θ, est
équivalent à θ(Q)RIN = 0. Ainsi, dans B1, nous avons θ(Q)Rσ−N = 0, soit θ(Q)R = 0 puisque σ−N est inversible
dans B1. Cela montre que imB1(.θ(Q)) ⊆ kerB1(.R) = imB1(.L), et donc, il existe G ∈ I1n×r tel que θ(Q) = GL.
Par conséquent, il existe E′ ∈ ⟨e⟩n×q tel que θ(Q) = GL + E′, et ainsi, nous obtenons θ(Q) = G (L − E) + F , où
F = E′ +GE ∈ ⟨e⟩n×q.

Le résultat principal de ce chapitre et de ce mémoire est le théorème suivant qui donne une preuve effective du fait
que I1 est un anneau cohérent en explicitant une méthode de calcul effectif des générateurs de kerI1(.R) pour toute
matrice R de I1q×p.
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Théorème 5.3.3. Soit R ∈ I1q×p. On introduit les objets suivants :
— R ∈ Bq×p1 , la matrice dont les coefficients sont les classes des coefficients de R dans B1 = I1/⟨e⟩,
— L ∈ I1r×q tel que kerB1

(.R) = imB1
(.L),

— E ∈ ⟨e⟩r×q satisfaisant ER = LR ∈ ⟨e⟩r×p,
— P = θ(R) ∈ I1p×q,
— Le plus petit N ∈ N tel que PN := ∂N P ∈ Ap×q1 ,
— Q ∈ Aq×n1 tel que kerA1

(PN .) = imA1
(Q.),

— G ∈ I1n×r et F ∈ ⟨e⟩n×q tels que θ(Q) = G (L− E) + F

— P ′ ∈ Ap
′×q

1 tel que kerA1
(.Q) = imA1

(.P ′),

— M ′ ∈ Aq
′×p′

1 tel que kerA1
(.P ′) = imA1

(.M ′),

— P ′′ ∈ Ap×p
′

1 tel que PN = P ′′ P ′,

— H :=
(
M ′T P ′′T )T ,

— ug ∈ k[t]p′×1 la solution générale de kerk[t](H·) =
{
v ∈ k[t]p′×1 |H(v) = 0

}
,

— T ′ ∈ Aq×p
′

1 un inverse généralisé de P ′, c’est-à-dire, une matrice vérifiant P ′ T ′ P ′ = P ′.
Nous avons alors,

kerI1(.R) = I11×r (L− E) +

m∑
i=1

I1Mi = I11×(r+mn)


L− E
M1

...
Mm

 ,

où {Mi}i=1,...,m est une base finie de l’espace vectoriel de dimension finie sur k suivant

E =
{
e ûg

T
(∂) θ(T ′) + e ŝ(∂)T F | s ∈ k[t]n×1 (TN−1 P Q)(s) = −(TN−1 P T

′)(ug)
}
. (5.9)

Démonstration. Comme expliqué précédemment, le calcul de ker⟨e⟩(.R) est lié au calcul de kerk[t](θ(R)·). Rappelons
rapidement pourquoi. Nous avons X R = 0 si, et seulement si, θ(R) θ(X) = 0.
Si on écrit X =

∑r
i=0 t

i eXi(∂) ∈ ⟨e⟩r×q, avec Xr(∂) ̸= 0, alors on obtient θ(X) =
∑r
i=0 θ(Xi(∂)) θ(e) θ(t

i) et

θ(R) θ(X) = 0 ⇔
r∑
i=0

i! θ(R)
(
Xi(t)

T
)
e ∂i = 0.

Ainsi, Xi(t)
T est une solution polynomiale de θ(R)(v) = 0.

En appliquant le théorème 5.3.1 à P = θ(R) ∈ I1p×q et w = 0, nous avons

kerk[t](θ(R)·) = {v = T ′(ug) +Q(s) | s ∈ k[t]n×1 : (TN−1 P Q)(s) = −(TN−1 P T
′)(ug)} . (5.10)

Caractérisons maintenant ker⟨e⟩(.R). En utilisant le lemme 2.2.1 et le point (2) de la définition 2.2.7, nous avons les
équivalences suivantes :

v ∈ kerk[t](θ(R)·)⇐⇒ θ(R)(v) = 0

⇐⇒ θ(R) v e = 0

⇐⇒ e θ(v)R = 0

⇐⇒ e θ(v) ∈ ker⟨e⟩(.R)

⇐⇒ θ(e) θ(v) ∈ ker⟨e⟩(.R)

⇐⇒ θ(v e) ∈ ker⟨e⟩(.R).

Soit v ∈ kerk[t](θ(R)·), détaillons θ(v e). Nous avons :

θ(v e) = θ(T ′(ug(t)) e+Q(s(t)) e)

= θ(T ′ ug(t) e+Qs(t) e)

= e ug(∂ t ∂)
T θ(T ′) + e s(∂ t ∂)T θ(Q)

= e ûg(∂)
T θ(T ′) + e ŝ(∂)T θ(Q),
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pour tout s ∈ k[t]n×1 satisfaisant les contraintes linéaires (TN−1 P Q)(s) = −(TN−1 P T
′)(ug). Maintenant, d’après

la proposition 5.3.1, nous avons θ(Q) = G (L− E) + F et donc

θ(v e) = e ûg(∂)
T θ(T ′) + e ŝ(∂)T F + e ŝ(∂)T G (L− E). (5.11)

Comme montré dans la section 5.2, nous avons imI1(.(L− E)) ⊆ kerI1(.R). Ainsi, à partir de (5.11), pour calculer
un ensemble fini de générateurs de kerI1(.R), nous devons uniquement considérer les éléments de ker⟨e⟩(.R) qui
engendrent E (voir section 5.2).
Il reste à prouver que E est un espace vectoriel de dimension finie sur k.
Premièrement, ug est la solution polynomiale générale d’un système différentiel linéaire holonome (voir [70]) et
appartient donc à un espace vectoriel de dimension finie sur k d’après le théorème 4.1.2. Ensuite, il existe ℓ ≥ 0 tel
que ∂ℓ F = 0 car F ∈ ⟨e⟩n×p (voir le point 1 du lemme 2.2.2), ce qui fournit une borne sur le degré de s et donc sur
la dimension de E . Cela conclut la preuve.

5.3.3 Algorithme et exemples du calcul de kerI1(.R) pour R ∈ I1q×p

Nous combinons les résultats obtenus dans ce chapitre pour fournir un algorithme permettant de calculer un ensemble
fini de générateurs du module de syzygies kerI1(.R) pour une matrice R ∈ I1q×p donnée.

Algorithme 13 Ensemble fini de générateurs de kerI1(.R) pour R ∈ I1q×p

Entrée R ∈ I1q×p

Sortie Matrice dont les lignes forment un ensemble générateur de kerI1(.R)

1: Calculer la paramétrisation de kerk[t](θ(R)). (Voir (5.10))
2: Calculer L ∈ I1r×q tel que kerB1(.R) = imB1(.L). (Voir la section 2.4.3)
3: Calculer E ∈ ⟨e⟩r×q tel que ER = LR. (Voir l’algorithme 11)
4: Calculer G ∈ I1n×r tel que θ(Q) = GL. (Voir la section 2.4.3)
5: Calculer F = θ(Q)−G(L− E).
6: Calculer une base {Mi}i=1,...,m de l’espace vectoriel E défini par (5.9).

7: Retourner
(
(L− E)T MT

1 . . . MT
m

)T
.

Nous avons une implémentation de cet algorithme dans Maple [69]. Voir le package Bavula décrit dans l’an-
nexe B. Comme mentionné précédemment, elle repose sur les packages IntDiffOp [103] pour les calculs dans
I1, OreModules [59] pour les calculs dans A1 et B1, et IntegrableConnections [12] pour le calcul des solutions
polynomiales d’une connexion. Les Étapes 1 et 3 peuvent être réalisées en utilisant l’implémentation de l’algorithme
développée dans [70] (voir chapitre 4).

L’algorithme suivant est une version davantage « self-contained » de l’algorithme 13.
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Algorithme 14 Ensemble fini de générateurs de kerI1(.R) pour R ∈ I1q×p

Entrée R ∈ I1q×p.
Sortie Matrice dont les lignes forment un ensemble générateur de kerI1(.R).
1: Calculer L ∈ I1r×q tel que kerB1

(.R) = imB1
(.L).

2: Calculer E ∈ ⟨e⟩r×q tel que ER = LR (grâce à l’algorithme 11).
3: Calculer P = θ(R) ∈ I1p×q.
4: Calculer le plus petit N ∈ N tel que PN := ∂N P ∈ Ap×q1 .
5: Calculer Q ∈ Aq×n1 tel que kerA1

(PN .) = imA1
(Q.).

6: Calculer G ∈ I1n×r tel que θ(Q) = GL.
7: Calculer F = θ(Q)−G(L− E) ∈ ⟨e⟩n×q.
8: Calculer P ′ ∈ Ap

′×q
1 tel que kerA1

(.Q) = imA1
(.P ′).

9: Calculer M ′ ∈ Aq
′×p′

1 tel que kerA1
(.P ′) = imA1

(.M ′).
10: Calculer P ′′ ∈ Ap×p

′

1 tel que PN = P ′′ P ′.
11: Calculer H :=

(
M ′T P ′′T )T .

12: Calculer ug ∈ k[t]p′×1 la solution générale de kerk[t](H·) =
{
v ∈ k[t]p′×1 |H(v) = 0

}
.

13: Calculer T ′ ∈ Aq×p
′

1 un inverse généralisé de P ′, c’est-à-dire, une matrice vérifiant P ′ T ′ P ′ = P ′.
14: Calculer une base {Mi}i=1,...,m de l’espace vectoriel

E =
{
e ûg

T
(∂) θ(T ′) + e ŝ(∂)T F | s ∈ k[t]n×1(TN−1 P Q)(s) = −(TN−1 P T

′)(ug)
}
.

15: Retourner
(
(L− E)T MT

1 . . . MT
m

)T
.

Exemple 5.3.2. Détaillons les étapes de l’algorithme 14 sur un exemple simple. Soit R =

(
∂
I

)
∈ I12×2. Nous

avons alors :
R =

(
σ
σ−1

)
, L =

(
1 −σ2

)
, L =

(
1 −∂2

)
.

On calcule alors le produit LR qui donne :

LR =
(
1 −∂2

) (∂
I

)
= 0, E = 0, L′ = L.

Étudions maintenant ker⟨e⟩(.R). Posons P = θ(R) =
(
I ∂

)
, ainsi, nous avons P1 = ∂ θ(R) =

(
1 ∂2

)
∈ A1×2

1 et
N = 1. Les étapes 5 et 6 donnent alors :

Q =

(
∂2

−1

)
, θ(Q) =

(
I2 −1

)
, θ(Q) =

(
σ−2 −1

)
= σ−2︸︷︷︸

=G

(
1 −σ2

)︸ ︷︷ ︸
=L

, G = I2.

Ensuite, calculons F comme suit :

F = θ(Q)−G (L− E) =
(
I2 −1

)
− I2

(
1 −∂2

)
=
(
0 −e t e ∂

)
.

Le noyau à gauche de Q vaut P ′ =
(
1 ∂2

)
. Ainsi, nous avons M ′ = 0 et P ′′ = 1. Finalement, H = 1 et ug = 0.

Ainsi, nous avons :

E = {e ŝ(∂) (0 − e− t e ∂) | s ∈ k[t], T0 P Q(s) = 0} .

On calcule T0 P Q = e
(
I ∂

) (∂2
−1

)
= −e ∂.
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Ainsi, nous avons
E = {e ŝ(∂) (0 − e− t e ∂) | s ∈ k[t], s′(0) = 0} .

Maintenant, s ∈ k[t] vérifiant s′(0) = 0 est équivalent à s = s0 + t2 q(t) pour un certain q ∈ k[t] quelconque. Nous
pouvons alors calculer l’involution de s et nous obtenons ainsi,

e ŝ(∂) (0 − e− t e ∂) = s0 + 2 q̂(∂) ∂2 (0 − e− t e ∂) = −s0 e,
et, donc nous avons

E = {(0 − s0 e) | s0 ∈ k} .
L’espace vectoriel E est ainsi un k-espace vectoriel de dimension 1 ayant pour base (0 e).
Nous pouvons ainsi en conclure que :

kerI1(.R) =

(
1 ∂2

0 e

)
.

Exemple 5.3.3. Nous poursuivons l’exemple 5.2.1 dans lequel nous avions imI1(.L
′) ⊆ kerI1(.R), où L′ = L−E est

défini par (5.2). Étudions maintenant ker⟨e⟩(.R). Pour cela, nous devons caractériser kerk[t](θ(R)·), où P = θ(R) =

(I ∂ ∂ t ∂ e) /∈ A1×4
1 . Ainsi, considérons P1 = ∂ θ(R) = (1 ∂2 ∂2 t ∂ 0) ∈ A1×4

1 . Les solutions polynomiales
de P1(v) = 0 sont alors définies par

∀ s ∈ k[t]3×1, v(t) = Q(s(t)), Q =


−∂2 −∂2 t ∂ 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Ainsi, les solutions polynomiales de θ(R)(v) = 0 sont définies par v(t) = Q(s(t)), où s ∈ k[t]3×1 satisfait

(e θ(R))(v(t)) = ((0 e ∂ e ∂ e) Q)(s(t)) = ṡ1(0) + ṡ2(0) + s3(0) = 0.

Ensuite, θ(v(t) e) = θ(Q(s) e) = θ(Qs e) = e ŝ(∂)T θ(Q), où

θ(Q) =

 −I2 1 0 0
−t I 0 1 0
0 0 0 1

 .

De plus, nous avons l’identité θ(Q) = GL′ + F , où

G =

 −1 0 0
−t ∂ −1 0
0 0 1

 , F =

 0 0 0 t e
0 0 0 t e
0 0 0 e

 ,

ce qui donne θ(v(t) e) = e ŝ(∂)T θ(Q) = e ŝ(∂)T (GL′ + F ). En utilisant

I11×3 L′ ⊆ kerI1(.R), ŝ(∂)T = (ŝ1(∂) ŝ2(∂) ŝ3(∂))
T ,

où  s1(t) = s1(0) + ṡ1(0) t+ r1(t) t
2,

s2(t) = s2(0) + ṡ2(0) t+ r2(t) t
2,

s3(t) = −(ṡ1(0) + ṡ2(0)) + r3(t) t,

pour tous r1, r2, r3 ∈ k[t], nous avons,
ŝ1(∂) = s1(0) + ṡ1(0) ∂ +

∑d1
j=0 (j + 2)! r1,j ∂

j+2,

ŝ2(∂) = s2(0) + ṡ2(0) ∂ +
∑d2
j=0 (j + 2)! r2,j ∂

j+2,

ŝ3(∂) = −(ṡ1(0) + ṡ2(0)) +
∑d3
j=0 (j + 1)! r3,j ∂

j+2,

et nous pouvons considérer seulement le terme

e ŝ(∂)T F = (0 0 0 e (ŝ1(∂) + ŝ2(∂)) t e+ e ŝ3(∂) e) = 0,

ce qui prouve finalement que kerI1(.R) = I11×3 L′ = imI1(.L
′).
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Dans l’exemple suivant, nous allons calculer les conditions de compatibilités d’un système intégro-différentiel à deux
variables. On rappelle que les conditions de compatibilité du système Ry = z, avec R ∈ I1q×p, sont données par
Qz = 0 avec Q ∈ I1r×q telle que imI1(.Q) = kerI1(.R). En effet, en multipliant par Q l’égalité Ry = z, on obtient
bien Qz = 0 car QR = 0 et le noyau de R est bien généré par les lignes de Q.

Exemple 5.3.4. Calculons les conditions de compatibilité du système intégral linéaire inhomogène
t v1(t) +

ˆ t

0

v2(τ) dτ = w1(t),

t v1(t) +

ˆ t

0

(v2(τ)− τ v1(τ)) dτ = w2(t).

(5.12)

Pour ce faire, calculons kerI1(.R), où

R =

(
t I

t− I t I

)
∈ I12×2.

Nous avons
R =

(
(H − 1)σ−1 σ−1

(H − 1)σ−1 − (H − 2)σ−2 σ−1

)
∈ B2×2

1 ,

et un calcul de syzygies sur B1 montre que kerB1
(.R) = 0. Ainsi, nous avons kerI1(.R) = ker⟨e⟩(.R). Caractérisons

ker⟨e⟩(.R) à l’aide de kerk[t](θ(R)), où θ(R) est défini par

θ(R) =

(
∂ t ∂ ∂ t ∂ − ∂ t ∂2
∂ ∂

)
=

(
t ∂ + 1 (t ∂ + 1) (1− ∂)

1 1

)
∂.

Notons que P = θ(R) ∈ A2×2
1 et que P = A1×2

1 /(A1×2
1 P ) est un A1-module à gauche de torsion, et donc holonome,

voir la proposition 4.1.3. Calculons une base du k-espace vectoriel de dimension finie kerk[t](θ(R)). En posant
y(t) = v̇(t), l’équation θ(R)(v(t)) = 0 donne(

t ∂ + 1 (t ∂ + 1) (1− ∂)
1 1

)
(y(t)) = 0⇔

{
y2(t) = −y1(t),
(t ∂ + 1) ẏ1(t) = 0.

De plus, (t ∂ + 1)(tn) = (n + 1) tn ce qui montre que l’équation indicielle en t = 0 de t ∂ + 1 est n + 1 = 0 qui
n’admet aucune solution n ∈ N [144]. Ainsi, l’équation différentielle ordinaire (t ∂ + 1)(z(t)) = 0 n’a que 0 comme
solution polynomiale, ce qui implique ẏ1(t) = 0, c’est-à-dire y1(t) = c ∈ k, et donc, y2(t) = −c. On en déduit que

v(t) =

(
c t+ d
−c t+ f

)
,

pour tous d, f ∈ k. Ensuite, nous avons

θ(v(t) e) = θ

((
c t+ d

−c t+ f

)
e

)
= e (c ∂ t ∂ + d − c ∂ t ∂ + f)

= e (c ∂ + d − c ∂ + f)

= c e (∂ − ∂) + d e (1 0) + f e (0 1),

ce qui montre finalement que

kerI1(.R) = I11×3

 e ∂ −e ∂
e 0
0 e

 .

Finalement, le système (5.12) admet les conditions de compatibilité suivantes :

ẇ1(0)− ẇ2(0) = 0, w1(0) = 0, w2(0) = 0.
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Reprenons maintenant la suite de l’exemple 5.2.2 et traitons le cas où R ∈ ⟨e⟩q×p. Soit R ∈ ⟨e⟩q×p. Nous avons
R = 0, et donc, kerB(.R) = imB1(.Iq) = B1×qIq, c’est-à-dire qu’on peut prendre L = Iq et L = Iq.

En utilisant le point 1 du lemme 2.2.2, soit M ∈ N tel que ∂MR = 0, et en utilisant l’identité 1 = IM∂M + TM−1

(voir le lemme 2.2.5), on obtient R = TM−1R, ce qui montre que l’on peut poser E = TM−1Iq, et ainsi :

imI(.(L− E)) ⊆ kerI(.R),

où L− E = (1− TM−1)Iq.

Maintenant, posons P = θ(R) ∈ ⟨e⟩p×q. D’après le point 1 du lemme 2.2.2, il existeN ∈ N tel que PN = ∂Nθ(R) = 0,
donc P = TN−1P . Par conséquent, on peut prendre Q = Iq dans le théorème 5.3.1 et H = 0, de sorte que :

kerk[t](P·) = {v = s
∣∣ s ∈ k[t]q×1 et P (s) = 0

}
.

De plus, on a l’identité :
θ(Q) = Iq = L− E + TM−1Iq,

ce qui montre que l’on peut poser F = E = TM−1Iq. Par conséquent, l’équation (5.9) donne :

E =
{
e ŝ(∂)TM−1Iq

∣∣ s ∈ k[t]q×1 et P (s) = 0
}
.

En extrayant une base finie {Mi}i=1,...,m du k-espace vectoriel E , on obtient :

kerI(.R) =
(
((1− TM−1)Iq)

T MT
1 · · · MT

m

)T
.

Exemple 5.3.5. Nous considérons à nouveau l’exemple 3.3.3, à savoir R = t e+ t e ∂ ∈ ⟨e⟩. On a M = 2, de sorte
que 1− T1 = 1− e− t e ∂ appartient à kerI1(.R). De plus, nous avons :

θ(R) = e ∂ + I e ∂ = e ∂ + t e ∂.

Les solutions polynomiales de θ(R) sont définies par

(1 + t) ṗ(0) = 0,

c’est-à-dire ṗ(0) = 0, ce qui donne

p(t) = p0 + t2p′2(t), ∀ p0 ∈ k, p′2 ∈ k[t].

On en déduit que :
E =

{
e
(
p0 + 2 p̂′2(∂) ∂

2
)
T1

∣∣∣ p0 ∈ k, p′2 ∈ k[t]
}
= {e p0 | p0 ∈ k}.

Ainsi,
kerI1(.R) = I1(1− e− te∂) + I1 e.

Dans l’exemple 3.3.3, nous avons montré que

kerI1(.R) = I1(1− t ∂) + I1 ∂2,

ce qui est correct puisque l’on a :(
1− t ∂
∂2

)
=

(
1− t ∂ e
∂2 0

)(
1− e− t e ∂

e

)
,

(
1− e− t e ∂

e

)
=

(
0 I2

e 0

)(
1− t ∂
∂2

)
.
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Exemple 5.3.6. Reprenons l’exemple 3.3.5 du chapitre 3 avec la méthode décrite par l’algorithme 14.

Soient I = I1 (t2 +1) e = I1 g et J = I1(t e+ t2 e ∂) = I1 h. Pour calculer un ensemble fini de générateurs de I ∩J ,
nous définissons d’abord

R =

(
(t2 + 1) e
t e+ t2 e ∂

)
=

(
g
h

)
∈ ⟨e⟩2×.

Nous avons alors :
R = 0, L = I2, L = I2.

On cherche alors à factoriser LR = R par R via une matrice E à coefficients dans ⟨e⟩. On peut prendre la matrice
suivante,

E =

(
e+ t e ∂ 0

0 e+ t e ∂ + t2

2 e ∂
2

)
,

qui vérifie bien

ER =

(
e+ t e ∂ 0

0 e+ t e ∂ + t2

2 e ∂
2

) (
(t2 + 1) e
t e+ t2 e ∂

)
=

(
(t2 + 1) e
t e+ t2 e ∂

)
= R.

Étudions maintenant ker⟨e⟩(.R). Nous avons P = θ(R) =
(
e+ 2 e ∂2 e ∂ + 2 t e ∂2

)
. Nous avons alors,

N = 2, , P2 = ∂2 P = 0, Q = I2, P ′ = 0, M ′ = I2, H = I2, ug = 0

et
θ(Q) = I2, θ(Q) =

(
1 0
0 1

)
, G = 1, G = 1.

Poursuivons en calculant la matrice F = θ(Q)−G (L− E) = I2 − 1 (I2 − E) = E et

T1 P = (e+ t e ∂)
(
e+ 2 e ∂2 e ∂ + 2 t e ∂2

)
=
(
e+ 2 e ∂2 e ∂ + 2 t e ∂2

)
= P.

Ainsi, nous avons :

E =
{
e ŝ(∂)F | s ∈ k[t]2×1, P (s) = 0

}
.

Soit s =
(
s1(t)
s2(t)

)
∈ k[t]2×1. Nous écrivons :{

s1(t) = s10 + s11 t+ s12 t
2 + . . .

s2(t) = s20 + s21 t+ s22 t
2 + . . . .

Ainsi, P (s) = 0 équivalent à s1(0) + 2 s′′1(0) + s′2(0) + 2 t s′′2(0) = 0 donne les contraintes linéaires suivantes sur les
coefficients de s : {

s10 + 4 s12 + s21 + 4 t s22 = 0

s22 = 0.

On écrit,

s(t) =

(
s1(t)
s2(t)

)
=

(
s10
s20

)
+

(
s11
s21

)
t+

(
s12
s22

)
t2 + . . . ,

et
ŝ(∂) =

(
s10 s20

)
+
(
s11 s21

)
∂ +

(
s12 s22

)
∂2 + . . . .

Ainsi, nous obtenons

e ŝ(∂)F = e ŝ(∂)

(
e+ t e ∂ 0

0 e+ t e ∂ + t2

2 e ∂
2

)
=
(
s10e+ 4 s12 e+ s21 e 2 s22 e ∂

2
)
=
(
0 0

)
.

Finalement, E = {0} et

kerI1(.R) = I11×2(L− E) =

(
1− (t2 + 1) e 0
−t e 1− 1

2 t
2 e ∂2

)
=
(
L1 −L2

)
.
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Enfin, on a L1 g = L2 h =

(
0
−t e

)
. On en conclut que I ∩J = I1 t e = I1 e ce qui est cohérent avec ce que l’on avait

trouvé précédemment.

Remarque 5.3.5. Le choix de la matrice E dans l’exemple 5.3.6 n’est pas unique comme le montre la re-
marque 5.2.4. En accord avec l’exemple 5.2.2, nous aurions pu choisir Ẽ = T2 I2. Vérifions que Ẽ −E ∈ ker⟨e⟩(.R).
Nous avons

Ẽ − E =

(
−t2 e+ t e ∂ + 1

2 t
2 e ∂2 0

−t e e+ t e ∂

)
,

et
(Ẽ − E)R =

(
−t2 e+ t e ∂ + 1

2 t
2 e ∂2 0

−t e e+ t e ∂

) (
(t2 + 1) e
t e+ t2 e ∂

)
= 0.

Étudions maintenant le cas de l’intersection de deux idéaux I et J dans le cas où I ⊂ ⟨e⟩ et J ̸⊂ ⟨e⟩. Notons alors
I =

∑m
i=1 I1 gi et J =

∑n
j=1 I1 hi, avec g1, . . . , gm ∈ ⟨e⟩ et h1, . . . hn ∈ I1 \ ⟨e⟩. Nous posons :

R =



g1
...
gm
h1
...
hn


=

(
g
h

)
, g =

 g1
...
gm

 , h =

h1...
hn

 .

Ainsi, nous avons :

R =



0
...
0

h1
...
hn


, kerB1

(.h) = imB1
(.L2), L2 ∈ Br×n1 , kerB1

(.R) =

(
Im 0
0 L2

)
∈ B(r+m)×q

1 .

D’après la proposition 5.2.2, il existe E2 ∈ I1r×n tel que (L−E)h = 0. Par ailleurs, d’après le lemme 2.2.2, il existe
M ∈ N tel que ∂M g = 0 ce qui implique (Im − TM−1)g = 0. Ainsi, on pose

E =

(
TM−1Im 0

0 E

)
,

et on obtient
L− E =

(
Im − TM−1Im 0

0 L2 − E2

)
,

qui vérifie imI1(L− E) ⊂ kerI1(.R).

Regardons maintenant kerk[t](θ(R)·). On écrit

θ(R) =
(
θ(g) θ(h)

)
∈ I11×(m+n), ∂N θ(R) =

(
0 ∂N θ(h)

)
∈ A1×(m+n)

1 .

Posons P̃ = ∂N θ(R) et v(t) =
(
p(t)T q(t)T

)T ∈ k[t](m+n)×1 une solution de P̃ (v(t)) = 0. Alors P̃ (v(t)) = 0 est
équivalent à ∂N θ(h)(q(t)) = 0 et p(t) ∈ k[t]m×1 arbitraire. Posons P = ∂N θ(h).

Si n = 1 le système ∂N θ(h)(q(t)) = 0 est déterminé, le module associé est de torsion, si n ≥ 2 alors le système est
sous-déterminé et l’on note Q2 ∈ An×n2

1 une paramétrisation, c’est-à-dire, que ∂N θ(h)(q(t)) = 0 si, et seulement si,
q(t) = Q2(s2(t)) + T ′

2(ug) où s2(t) ∈ k[t]n2×1, T ′
2 et ug sont définis dans les notations du théorème 5.3.3 appliqué à

P = θ(h). D’après la proposition 5.3.1, on peut écrire :

θ(Q2) = G2 (L2 − E2) + F2,
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ainsi que

Q =

(
Im 0
0 Q2

)
, G =

(
(1− TM ) Im 0

0 G2

)
, F =

(
TM−1 Im 0

0 F2

)
et vérifier que l’on a

θ(Q) =

(
Im 0
0 θ(Q2)

)
= G (L− E) + F.

Comme v(t) est une solution polynomiale de P̃ nous avons(
p(t)
q(t)

)
=

(
Im 0
0 Q2

)
(s(t)) +

(
0 0
0 T ′

2

)
(ug).

Ainsi, nous avons

E =
{
e ûg

T
(∂) θ(T ′

2) + e ŝ(∂)T F | s = (s1 s2)
T ∈ k[t](m+n2)×1, (TN−1 θ(h)Q2)(s2) = −(TN−1 θ(h)T

′
2)(ug)

}
.

Exemple 5.3.7. Soient I = I1 e et J = I1 (t ∂ + e) + I1 ∂2. Calculons I ∩ J . Nous avons :

R =

 e
t ∂ + e
∂2

 , R =

 0
σ−1H σ
σ2

 =

 0
H − 1
σ2

 , L2 =
(
σ2 −(H + 1)

)
, L2 =

(
∂2 −t ∂ − 2

)
.

Comme ∂2 t ∂ = t ∂3 + 1∂2 nous avons L2 h = 0 et donc E2 =
(
0 0

)
. Ainsi, M = 1 et :

E =

(
e 0 0
0 0 0

)
, L− E =

(
1− e 0 0
0 ∂2 −t ∂ − 2

)
.

Nous avons bien imI1(L− E) ⊂ kerI1(.R).

Regardons maintenant les solutions polynomiales de θ(R) =
(
e t ∂ + e I2

)
. On calcule N = 2 et

P = ∂N θ(R) =
(
0 ∂2 t ∂ 1

)
, kerA1

((
∂2 t ∂ 1

))
= imA1

((
1 −∂2 t ∂

)
.
)
.

Ainsi nous avons

Q2 =
(
1 −∂2 t ∂

)
, Q =

1 0
0 1
0 −∂2 t ∂

 ,

et

θ(Q2) =
(
1 −t I

)
= I2︸︷︷︸

G2

(
∂2 −t ∂ − 2

)
+
(
T1 0

)︸ ︷︷ ︸
F2

,

θ(Q) =

(
1 0 0
0 1 −t ∂

)
=

(
1− e 0
0 I2

)
︸ ︷︷ ︸

G

(
1− e 0 0
0 ∂2 −t ∂ − 2

)
+

(
e 0 0
0 T1 0

)
︸ ︷︷ ︸

F

.

Soit v(t) = (p(t) q1(t) q2(t))
T une solution de P (v(t)) = 0, alors v(t) = Q(s(t)) pour s(t) = (s1(t) s2(t))

T ∈ k[t]2×1.
Plus précisément, nous avons :

v(t) = Q(s(t)) =

1 0
0 1
0 −∂2 t ∂

 (
s1(t)
s2(t)

)
=

 s1(t)
s2(t)

−2 s2(t) + s′′2(t)

 .

On réinjecte v(t) dans l’équation θ(R)(v(t)) = 0 et on obtient :

θ(R)(v(t)) = 0⇐⇒
(
e t ∂ + e I2

)  s1(t)
s2(t)

−2s2(t) + s′′2(t)

 = 0

⇐⇒ s1(0) + s2(0) + t s′2(t) + I2(−s2(t) + s′′2(t)) = 0.

(5.13)
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Écrivons s1 et s2 de la manière suivante :{
s1(t) = s10 + s11 t+ s12 t

2 + . . .

s2(t) = s20 + s21 t+ s22 t
2 + . . .

t s2(t) = s20 t+ s21 t
2 + s22 t

3 + . . .

I2(s2(t)) = s20
t2

2
+ s21

t3

6
+ s22

t5

20
+ . . .

I2(s′′2(t)) = s22 t
2 + s23 t

3 + . . .

Le terme en degt = 0 de l’équation (5.13) donne la condition s10 = −s20. Le terme en degt = 1 induit s21 = 0. Les
autres coefficients sont libres. Nous pouvons donc écrire s(t) sous la forme :

s(t) =

(
−s20 + s11 t+ t2 r1(t)

s20 + t2 r2(t)

)
, s20, s

1
1 ∈ k, r1, r2 ∈ k[t].

On s’intéresse maintenant à e ŝ(∂)F . Nous avons :

e ŝ(∂)F = e
(
−s20 + s11 ∂ + r̂1(∂) ∂

2 s20 + r̂2(∂) ∂
2
) (e 0 0

0 e+ t e ∂ 0

)
= s20

(
−e e 0

)
.

Finalement, nous avons :

kerI1(.R) =

1− e 0 0
0 ∂2 −t ∂ − 2
−e e 0

 .

Notons L1 =

1− e
0
−e

 et L2 = −

 0 0
∂2 −t ∂ − 2
e 0

. Ainsi, nous concluons :

L1 g = L2 h =

 0
0
−e

 , I ∩ J = I1 e.
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Chapitre 6

L’anneau I1 est un anneau de Cramer
effectif

Le chapitre 4 introduit une méthode pour déterminer les solutions polynomiales v ∈ k[t]m×1 d’un système intégro-
différentiel inhomogène de la forme P (v) = w, où P ∈ I1l×m et w ∈ k[t]l. Cette méthode repose sur la résolution d’un
système différentiel inhomogène et sur l’équation matricielle GR = LR, où R est une matrice fixée à coefficients dans
I1, L une matrice telle que kerB1

(.L) = imB1
(.R), et G une matrice inconnue à coefficients dans ⟨e⟩. Ces résultats,

sont essentiels pour le chapitre 5, qui traite du calcul explicite d’un système fini de générateurs de kerI1(.R) pour
une matrice donnée R ∈ I1l×m. Ce résultat permet en particulier de résoudre le problème du calcul d’un ensemble
de générateurs du module des syzygies d’un idéal de I1.

Dans ce chapitre, nous exploitons les résultats des chapitres 4 et 5 pour résoudre des systèmes linéaires de la forme
X A = Y ou AX = Y avec A, Y des matrices rectangulaires à coefficients dans I1 fixées et X une matrice inconnues
à coefficients dans I1.

6.1 Anneau de Cramer

Commençons par donner la définition d’un anneau de Cramer.

Définition 6.1.1. 1. Un anneau A est appelé un anneau de Cramer à gauche si, pour toutes matrices fixées
A ∈ Am×l et Y ∈ An×l, le problème consistant à trouver toutes les matrices X ∈ An×m telles que X A = Y
est résoluble.

2. Un anneau A est appelé un anneau de Cramer à droite si, pour toutes matrices fixées A ∈ Al×m et Y ∈ Al×n,
le problème consistant à trouver toutes les matrices X ∈ Am×n telles que AX = Y est résoluble.

3. Un anneau A est un anneau de Cramer si A est à la fois un anneau de Cramer à gauche et à droite.
4. Un anneau de Cramer est dit effectif si les systèmes linéaires AX = Y et X A = Y peuvent être résolus de

manière effective.

Remarque 6.1.1. La notion d’anneau de Cramer effectif est équivalente à un computational ring au sens de Barakat
et Lange-Hegermann [8, 132], ou encore à un anneau fortement discret au sens de Mines-Richman-Ruitenburg [123]

La résolution du système X A = Y se décompose en deux sous-problèmes que nous énonçons. Soient A ∈ Am×l et
Y ∈ An×l deux matrices fixées. On considère alors les problèmes suivants :

— Problème de factorisation à gauche : Déterminer s’il existe une matrice X⋆ ∈ An×m telle que X⋆A = Y ,
et en calculer une si possible.
Si une telle factorisation n’existe pas, alors le système linéaire inhomogène X A = Y n’admet aucune solution.
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— Problème du calcul du noyau à gauche : Calculer le noyau à gauche de A, c’est-à-dire déterminer une
matrice B ∈ Ap×m telle que

kerA(.A) = imA(.B) .

Si l’équation X A = Y admet une solution particulière X⋆ ∈ An×m, alors l’ensemble des solutions de X A = Y
est donné par :

{X⋆ +QB | Q ∈ An×p}.

Introduisons un troisième problème.

— Problème du calcul d’un inverse à gauche : Déterminer si la matrice A ∈ Am×l admet un inverse à
gauche, c’est-à-dire une matrice C ∈ Al×m telle que C A = Il, où Il désigne la matrice identité de taille l× l.
Si un tel inverse existe, on souhaite également en calculer un.

Pour plus de détails, voir [8].

Notons que ces trois sous-problèmes ont leur problème équivalent énoncé « à droite » menant à l’étude du système
linéaire AX = Y . Soient A ∈ Al×m et Y ∈ Al×n deux matrices fixées. On considère alors les trois problèmes
suivants :

— Problème de factorisation à droite : Déterminer s’il existe une matrice X⋆ ∈ Am×n telle que AX⋆ = Y ,
et en calculer une si possible.
Si une telle factorisation n’existe pas, alors le système linéaire inhomogène AX = Y n’admet aucune solution.

— Problème du calcul du noyau à droite : Calculer le noyau à droite de A, c’est-à-dire déterminer une
matrice B ∈ Am×p telle que

kerA(A.) = imA(B.) .

Dans le cas où l’équation AX = Y admet une solution particulière X⋆ ∈ Am×n, l’ensemble des solutions
s’écrit alors :

{X⋆ +BQ | Q ∈ Ap×n}.

— Problème du calcul d’un inverse à droite : Déterminer si la matrice A ∈ Al×m admet un inverse à
droite, c’est-à-dire une matrice C ∈ Am×l telle que AC = Il, où Il désigne la matrice identité de taille l × l.
Si c’est le cas, on cherche également à en calculer un.

Remarque 6.1.2. Notons que le problème du calcul d’un inverse à gauche (respectivement à droite) est un cas
particulier du problème de factorisation à gauche (respectivement à droite) avec Y = Il.

Comme évoqué précédemment dans ce mémoire, les équations matricielles AX = Y , AB = 0, et AC = Il, sont
respectivement équivalentes aux équations θ(X) θ(A) = θ(Y ), θ(B) θ(A) = 0 et θ(C) θ(A) = Il, où θ est l’involution
de I1 définie dans la proposition 2.2.7. Ainsi, nous avons le lemme suivant.

Lemme 6.1.1. Si A = I1, alors nous avons les équivalences suivantes.

— Le problème de factorisation à droite est résoluble si, et seulement si, le problème de factorisation à gauche
est résoluble.

— Le problème du calcul du noyau à droite est résoluble si, et seulement si, le problème du calcul du noyau à
gauche est résoluble.

— Le problème du calcul d’un inverse à droite est résoluble si, et seulement si, le problème du calcul d’un inverse
à gauche est résoluble.

Par conséquent, nous allons exclusivement étudier les problèmes précédents énoncés à gauche, tout en gardant en
tête que leur résolution, dans le cas A = I1, résout également leur version écrite à droite.

Dans la deuxième section, nous étudions le problème d’inverse à gauche. Dans la troisième section de ce chapitre
nous nous intéressons au problème de factorisation. Pour cela, nous montrons que le problème de l’inverse à gauche
(resp. à droite) et celui du calcul du noyau à gauche (resp. à droite) sont équivalents au problème de la factorisation
à gauche (resp. à droite) et à celui du calcul du noyau à gauche (resp. à droite). Enfin, nous terminons avec une
section sur les résolutions libres de modules et le calcul de modules d’extension. La propriété de Cramer effectif
pour un anneau A autorise une approche effective et algorithmique des méthodes d’algèbre homologique.
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6.2 Calcul d’inverses à gauche
La proposition suivante donne une condition d’existence de l’inverse à gauche d’une matrice R de I1 donnée. Il est
à noter que si T ∈ I1p×q est un inverse à droite de R ∈ I1q×p, c’est-à-dire que RT = Iq, alors θ(T ) θ(R) = Iq, donc
θ(T ) est un inverse à gauche de θ(R).

Proposition 6.2.1. Soit R ∈ I1q×p. Alors, avec les notations des chapitres précédents, nous avons l’équivalence
suivante :

R admet un inverse à gauche dans I1 ⇐⇒


R a un inverse à gauche dans B1,

ϕ : ⟨e⟩1×q −→ ⟨e⟩1×p
λ 7−→ λR

est une application surjective.

Démonstration. On rappelle le diagramme suivant (voir section 5.2) :

0 0 0

0 ker⟨e⟩(.R) kerI1(.R) kerB1
(.R)

0 ⟨e⟩1×q I11×q B1×q
1 0

0 ⟨e⟩1×p I11×p B1×p
1 0

coker⟨e⟩(.R) cokerI1(.R) cokerB1
(.R) 0

0 0 0.

π̃

δ
.R

π̃

.R .R

κ

π

D’après la proposition 5.2.1, on a δ = 0 et donc la suite exacte courte de I1-modules à gauche suivante :

0 coker⟨e⟩(.R) cokerI1(.R) cokerB1
(.R) 0.

Comme I1 et B1 sont des anneaux avec une unité, cokerI1(.R) = 0 (respectivement cokerB1
(.R) = 0) équivaut à R

(respectivement R) admettant un inverse à gauche sur I1 (respectivement B1).

Détaillons cet argument pour A = I1 ou B1 et 1 = 1A ∈ A l’unité de A.
Supposons cokerA(.R) = A1×p

/(
A1×q R

)
= 0, alors, A1×p = A1×q R. Le vecteur e1 =

(
1 0 . . . 0

)
∈ A1×p

donc il existe u1 ∈ A1×q tel que e1 = u1R. De même, pour tout i = 1, . . . p, il existe ui ∈ A1×q tel que ei = uiR.
Ainsi, en notant U ∈ Ap×q la matrice dont les lignes sont les ui, nous avons U R = Ip et U ∈ Ap×q est un inverse
à gauche de R. Réciproquement, si U ∈ Ap×q est un inverse à gauche, alors pour tout µ ∈ A1×p, nous avons
µ = µU R ∈ RA1×q. Ainsi, nous avons l’égalité A1×p = RA1×q et cokerA(.R) = 0.

Finalement, nous avons les équivalences suivantes :

cokerI1(.R) = 0⇐⇒
{

cokerB1
(.R) = 0,

coker⟨e⟩(.R) = 0,
⇐⇒


R a un inverse à gauche dans B1,

ϕ : ⟨e⟩1×q −→ ⟨e⟩1×p
λ 7−→ λR,

surjective.

En effet, cokerB1(.R) = 0 est équivalent à B1×p
1 = B1×q

1 R. Or, comme B1 est un anneau, cela revient à dire que R a
un inverse à gauche. De même, coker⟨e⟩(.R) = 0 est équivalent à ⟨e⟩1×p = ⟨e⟩1×q R. En revanche, comme ⟨e⟩ n’est
pas un anneau, mais seulement un idéal bilatère, il n’a pas d’unité, ainsi ⟨e⟩1×p = ⟨e⟩1×q R implique seulement la
surjectivité de l’application de ⟨e⟩1×q dans ⟨e⟩1×p, qui à λ ∈ ⟨e⟩1×q associe λR ∈ ⟨e⟩1×q.
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Supposons que nous cherchions à vérifier si R ∈ I1q×p admet un inverse à gauche à gauche. D’après la proposi-
tion 6.2.1, il nous faut vérifier la surjectivité de ϕ. La proposition suivante permet de donner une caractérisation de
la surjectivité de l’application ϕ.

Proposition 6.2.2. Soit R ∈ I1q×p. Notons

ϕ : ⟨e⟩1×q −→ ⟨e⟩1×p
λ 7−→ λR,

ψ : k[t]q×1 −→ k[t]p×1

p(t) 7−→ θ(R)(p(t))
.

Alors, ϕ est surjective si, et seulement si, ψ l’est.

Démonstration. Soit l’équation λR = µ, avec R ∈ I1q×p fixée, µ ∈ ⟨e⟩1×p et λ ∈ ⟨e⟩1×q. Écrivons λ =
∑n
i=0 t

i e λi(∂)
et µ =

∑m
i=0 t

i e µi(∂), les formes normales de µ et λ, avec λi ∈ k[∂]1×q et µi ∈ k[∂]1×p. Alors, d’après les calculs
de la section 5.3.1, nous avons

n∑
i=0

θ(R)
(
λ̌i(t)

T
)
e i! ∂k =

m∑
i=0

µ̌i(t)
T e i! ∂i

puis,

θ(R)
(
λ̌i(t)

T
)
= µ̌i(t)

T , i = 0, . . . ,min{m,n}.

Lorsque µ décrit tout ⟨e⟩1×p,
∑m
i=0 µ̌i(t)

T e i! ∂i décrit également tout ⟨e⟩1×p. Donc µ̌i(t)T décrit tout k[t]p×1. À
l’inverse, si µi(t) décrit tout k[t]1×q, alors µ̌i(t)T décrit tout k[t]p×1 et donc µ décrit tout ⟨e⟩1×p. Ainsi, ϕ surjective
équivaut à ψ surjective.

Exemple 6.2.1. L’opérateur R = I admet un inverse à gauche puisque ∂ I = 1.

On peut vérifier a posteriori que θ(R) = ∂ définit bien le morphisme surjectif

∂ : k[t] −→ k[t]
p(t) 7−→ p′(t),

et que R = σ−1 admet l’inverse à gauche σ. Ainsi, les deux conditions de la proposition 6.2.1 sont bien remplies.

Exemple 6.2.2. Considérons R = ∂. Alors, nous avons θ(R) = I.

Le morphisme
I : k[t] −→ k[t]

p(t) 7−→
´ t
0
p(τ) dτ,

n’est pas surjectif. En effet, 1 /∈ I(k[t]). Ainsi, ∂ n’admet pas d’inverse à gauche.

Fixons une matrice R à coefficients dans I1. À l’aide des résultats du chapitre 4 on peut tester les deux conditions
d’existence d’un inverse à gauche données par la proposition 6.2.1, c’est-à-dire, tester si R admet un inverse à gauche
dans B1 et tester si ϕ est surjective. Quant à l’existence et le calcul de l’inverse de R dans B1, ce sont des problèmes
algorithmiquement résolus, car B1 est isomorphe à L1, un anneau des polynômes de Laurent, qui est un anneau
effectif. Voir [112, 60, 56] et la section 2.4.3.

La surjectivité de l’application ϕ s’étudie par la résolution de l’équation F R = E avec E dans ⟨e⟩p×p fixée et F
inconnue. C’est exactement l’objet des sections 5.3.1 et 5.3.2 et plus précisément de l’algorithme 12.

Considérons R ∈ I1q×p une matrice de I1 admettant un inverse à gauche que l’on souhaite calculer. On peut calculer
sa classe R ∈ Bq×p1 . Dans B1, on peut alors déterminer son inverse à gauche, noté S ∈ Bp×q1 , que l’on sait exister
d’après la proposition 6.2.1 puisque R admet un inverse à gauche.

Si S est un relevé de S dans I1, alors S R = Ip + E pour une certaine matrice E ∈ ⟨e⟩p×p. Comme R admet un
inverse à gauche, toujours d’après la proposition 6.2.1, on sait qu’il existe une factorisation de E par R par une
certaine matrice F ∈ ⟨e⟩p×q, c’est-à-dire satisfaisant F R = E.
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Pour calculer une telle matrice F , on peut se référer aux sections 5.3.1 et 5.3.2 qui se basent sur le calcul des solutions
polynomiales d’un système inhomogène rectangulaire de I1 développée au chapitre 4. Notons que si R ∈ ⟨e⟩q×p, alors
R = 0 n’admet pas d’inverse à gauche dans B1. Ainsi, on peut se limiter au cas R /∈ ⟨e⟩q×p et utiliser l’algorithme 12
pour le calcul de F .

Par conséquent, si R ∈ I1q×p est une matrice de I1 admettant un inverse à gauche et S est un relevé de S, inverse
à gauche de R dans B1, alors S R = Ip + F R. D’après ce qui précède, on dispose de F ∈ ⟨e⟩p×q telle que E = F R.
Ainsi, (S − F )R = Ip et S − F est un inverse à gauche de R dans I1.

Écrivons cette méthode à l’aide d’un algorithme.

Algorithme 15 Calcul de l’inverse à gauche d’une matrice R ∈ I1q×p (si possible)

Entrée R ∈ I1q×p.
Sortie Une matrice C vérifiant C R = Ip, (si elle existe).
1: Calculer R la classe de R dans B1.
2: Si R admet un inverse à gauche alors
3: Calculer S un inverse à gauche de R.
4: Sinon
5: Retourner [ ].
6: fin Si
7: Soit S un relevé de S dans I1. Calculer E = S R− Ip.
8: Si il existe F ∈ ⟨e⟩p×q tel que E = F R alors
9: Calculer F ∈ ⟨e⟩p×q tel que E = FR grâce à l’algorithme 12.

10: Retourner S − F .
11: Sinon
12: Retourner [ ]

13: fin Si

Exemple 6.2.3. Prenons R = 1 + γ e avec γ ∈ k\{0}. Nous avons R = 1 qui admet bien sur un inverse à gauche
S = 1 dans B1. De plus, S R = 1 + γ e, c’est-à-dire, E = γ e. On remarque que θ(R) = R. Étudions la surjectivité
de

θ(R) : k[t] −→ k[t]
p(t) 7−→ p(t) + γp(0).

Nous avons θ(R)(p(t)) = R(p(t)) = p(t) + γp(0). Notons p(t) = p0 + p1 t+ . . . alors nous avons :

θ(R)(p(t)) = γ p0 + p0 + p1 t+ . . .

= (1 + γ) p0 + p1 t+ . . .

Ainsi, pour γ ̸= −1, l’endomorphisme θ(R) de k[t] est surjectif et donc R admet un inverse à gauche. Supposons
que γ ̸= −1 et calculons un inverse à gauche de R. Nous résolvons ainsi l’équation F R = E avec E = γ e. Pour
cela, il suffit de chercher un antécédent de γ par θ(R). Nous avons alors

θ(R)(p(t)) = R(p(t)) = γ e⇐⇒ (1 + γ) p0 + p1 t+ · · · = γ

⇐⇒
{

pi = 0, i ≥ 1,
(1 + γ) p0 = γ,

⇐⇒
{

pi = 0, i ≥ 1,
p0 = γ

(1+γ) ,

⇐⇒ p(t) =
γ

(1 + γ)
.
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Ainsi, F = γ
(1+γ) e et S′ = S − F = 1− γ

(1+γ) e est un inverse à gauche de R. En effet, nous pouvons vérifier que

S′R =

(
1− γ

(1 + γ)

)
(1 + γ e) = 1 + γ e− γ

(1 + γ)
e− γ2

(1 + γ)
e = 1 +

(γ2 + γ) e− γ e− γ2 e
γ + 1

= 1.

Exemple 6.2.4. Étudions R = 1 + µ t e ∂, avec µ ∈ k\{0}.

Comme précédemment, nous avons R = 1 qui admet S = 1 pour inverse à gauche dans B1. De plus, S R = 1+µ t e∂,
c’est-à-dire, E = µ t e ∂. Par ailleurs, nous avons θ(R) = R et

θ(R) : k[t] −→ k[t]
p(t) 7−→ p(t) + µ t p′(0).

En notant p(t) = p0 + p1 t+ . . . , nous avons :

θ(R)(p(t)) = µ t p1 + p0 + p1 t+ . . .

= p0 + (1 + µ) p1 t+ p2 t
2 + . . . .

Ainsi, l’application θ(R) est surjective si, et seulement si, µ ̸= −1. En supposant donc que µ ̸= −1, nous pouvons
calculer F ∈ ⟨e⟩ tel que F R = E avec E = µ t e ∂. Pour cela, on cherche un antécédent polynomial de µ t par
l’application θ(R). Nous avons ainsi, p(t) = µ

1+µ t et F = µ
1+µ t e ∂.

On en conclut que S′ = S − F = 1− µ
1+µ t e ∂ est un inverse à gauche de R. En effet, nous avons :

S′R =

(
1− µ

1 + µ
t e ∂

)
(1 + µ t e ∂) = 1 + µ t e ∂ − µ

1 + µ
t e ∂ − µ2

1 + µ
t e ∂ = 1.

Ces exemples, notamment les exemples 6.2.4 et 6.2.3 illustrent bien le théorème de [16] suivant :

Théorème 6.2.1. ([16, Corollaire 7.2, p. 520]) Un élément a ∈ I1 admet un inverse à gauche si, et seulement si,
a = a′ In pour un certain n ∈ N et a′ ∈ k\{0}+ ⟨e⟩ tel que l’endomorphisme θ(a′) de k[t] dans k[t] soit surjectif.

Donnons maintenant quelques exemples matriciels d’application de l’algorithme 15.

Exemple 6.2.5. Soit R =

(
I t
0 I

)
. Calculons, s’il existe, un inverse à gauche. Nous avons :

R =

(
σ−1 (H − 1)σ−1

0 σ−1

)
, S =

(
σ −σ − (H − 1)σ
0 σ

)
, S =

(
∂ −∂ − x ∂2
0 ∂

)
.

On calcule le produit S R et on obtient :

S R =

(
∂ −∂ − x ∂2
0 ∂

) (
I t
0 I

)
= I2.

Ainsi, E = F = 0 et S est un inverse à gauche de R.

Exemple 6.2.6. Considérons R =

(
1 t e
e I

)
, et calculons s’il existe un inverse à gauche. Nous avons :

R =

(
1 0
0 I

)
, S =

(
1 0
0 σ

)
, S =

(
1 0
0 ∂

)
.

Calculons le produit S R. Nous avons :

S R =

(
1 0
0 ∂

) (
1 t e
e I

)
=

(
1 t e
0 1

)
= I2 +

(
0 t e
0 1

)
︸ ︷︷ ︸

E

.
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On cherche F ∈ ⟨e⟩2×2 tel que E = F R. À l’aide de notre implémentation Bavula dans Maple de l’algorithme 12,
nous trouvons :

F =

(
0 t e ∂
0 0

)
.

Ainsi, S − F est un inverse à gauche de R avec

S − F =

(
1 −t e ∂
0 ∂

)
.

6.3 Factorisation de matrices à coefficients dans I1

La section précédente explique, comment le calcul des solutions polynomiales d’un système intégro-différentiel, et
plus particulièrement d’une solution particulière à un système de la forme E = FR avec F ∈ ⟨e⟩p×q, résout le
problème d’inverse à gauche d’une matrice à coefficients dans I1.

De plus, le chapitre 5 résout le problème du calcul du noyau d’une matrice à coefficients dans I1 et donc du calcul
des modules de syzygies d’un idéal de type fini de I1. La proposition suivante énonce le lien entre les problèmes de
factorisation, de calcul d’inverse et de calcul de noyau.

Proposition 6.3.1. Les problèmes d’inverse à gauche et de calcul de noyau à gauche sont résolubles si, et seulement
si, les problèmes de factorisation à gauche et de calcul de noyau à gauche sont résolubles. De façon schématique,
nous avons :  Inverse à gauche

+
Calcul de noyau à gauche

⇐⇒

 Factorisation à gauche
+

Calcul de noyau à gauche.

Démonstration. ⋄ Supposons que le problème de factorisation soit résoluble. D’après la remarque 6.1.2, le problème
d’inverse à gauche est alors résoluble en tant que cas particulier. Ainsi, la résolution du problème de factorisation
induit la résolution du problème d’inverse à gauche.

⋄ Supposons maintenant que le problème d’inverse à gauche et de calcul de noyau soient résolubles. Montrons que le
problème de factorisation est alors résoluble. Soient A ∈ Am×l et Y ∈ An×l deux matrices, on cherche X⋆ ∈ An×m

tel que X⋆A = Y . Soient D1 ∈ Aq×n, D2 ∈ Aq×m deux matrices telles que kerA

(
.

(
Y
−A

))
= imA

(
.
(
D1 D2

))
,

nous avons alors :

X⋆A = Y

⇐⇒ (In X⋆)

(
Y
−A

)
= 0

⇐⇒
(
In X⋆

)
A1×n ⊆ kerA

(
.

(
Y
−A

))
=︸︷︷︸

calcul de noyau

imA
(
.
(
D1 D2

))
, D1 ∈ Aq×n, D2 ∈ Aq×m

⇐⇒ ∃ U ∈ An×q,
(
In X⋆

)
= U

(
D1 D2

)
⇐⇒ ∃ U ∈ An×q,

{
In = U D1, calculable car on peut calculer un inverse à gauche
X⋆ = U D2, vérifiable par produit matriciel.

Ainsi, cela montre qu’en sachant calculer un inverse à gauche et un noyau matriciel on peut en déduire le calcul
d’une factorisation matricielle.

Ainsi, d’après la proposition 6.3.1, disposant de l’algorithme 14 pour le calcul de noyau et de l’algorithme 15 pour
le calcul d’inverse à gauche, on peut en déduire l’algorithme de factorisation suivant.
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Algorithme 16 Factorisation à gauche de Y ∈ I1n×l par A ∈ I1m×l (si possible)

Entrée A ∈ I1m×l et Y ∈ I1n×l

Sortie X⋆ tel que X⋆A = Y , si possible, sinon [ ]

1: Si kerI1

(
.
(
Y T −AT

)T)
= 0 alors

2: Retourner [ ]
3: Sinon
4: Calculer D tel que kerI1(.

(
Y T −AT

)T
) = imI1(.D) (grâce à l’algorithme 14)

5: Écrire D =
(
D1 D2

)
avec D1 ∈ I1q×n, D2 ∈ I1q×m

6: Tester si D1 admet un inverse à gauche avec l’algorithme 15
7: Si D1 admet un inverse à gauche alors
8: Calculer U un inverse à gauche de D1 (avec l’algorithme 15 )
9: Retourner U D2

10: Sinon
11: Retourner [ ]
12: fin Si
13: fin Si

Exemple 6.3.1. Soit Y = e ∂ + I un opérateur que l’on cherche à factoriser à gauche par A =

(
∂
I

)
.

En suivant les étapes de l’algorithme 16, nous écrivons la matrice

(
Y
−A

)
=

e ∂ + I
−∂
−I

 ,

dont nous calculons le noyau grâce à l’algorithme 13.

Nous avons alors

kerI1

(
.

(
Y
−A

))
= kerI1

.
e ∂ + I
−∂
−I

 ,

= imI1

(
.

(
I t e I
0 1

2 t
2 I − t I t+ 1

2 I t
2 −I + 1

2 t
2 e ∂

))
,

= imI1
(
.
(
D1 D2

))
,

avec D1 =

(
I
0

)
et D2 =

(
t e I

1
2 t

2 I − t I t+ 1
2 I t

2 −I + 1
2 t

2 e ∂

)
.

Un inverse à gauche de D1 est alors U =
(
∂ 0

)
. Ainsi, nous obtenons

X⋆ = U D2 =
(
∂ 0

) ( t e I
1
2 t

2 I − t I t+ 1
2 I t

2 −I + 1
2 t

2 e ∂

)
=
(
e 1

)
.

On vérifie bien que X⋆A = Y .

Exemple 6.3.2. Factorisons Y =

(
t2 e + e ∂ t− t e

t ∂2 + t e

)
par la matrice A =

(
1 e
e ∂

)
. Commençons par former

la matrice
(
Y T −AT

)T
w et calculons son noyau à gauche grâce à notre implémentation de l’algorithme 14 dans
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le package Bavula du logiciel Maple. Nous obtenons :

(
Y
−A

)
=


t2 e + e ∂ t− t e

t ∂2 + t e
−1 −e
−e −∂

 , kerI1

(
.

(
Y
−A

))
= imI1(.D)

avec,

D =

(
t I − I t 0 1

2 t
2 e ∂ 1

6 t
3 I − 1

2 t I t
2 + 1

3 I t
3

0 1
2 t

2 I + 1
2 I t

2 − t I t −t I t2 + 1
2 I t

3 + 1
2 t

2 I t t I − I t − 1
2 t

2 e

)
.

On pose alors :

D1 =

(
t I − I t 0

0 1
2 t

2 I + 1
2 I t

2 − t I t

)
, D2 =

(
1
2 t

2 e ∂ 1
6 t

3 I − 1
2 t I t

2 + 1
3 I t

3

−t I t2 + 1
2 I t

3 + 1
2 t

2 I t t I − I t − 1
2 t

2 e

)
.

Avec notre implémentation de l’algorithme 15 dans Bavula, on trouve que D1 admet U pour inverse à gauche avec

U =

(
∂2 0
0 ∂3

)
.

Finalement on trouve,

X⋆ = U D2 =

(
e ∂ t I
t ∂

)
,

et on peut vérifier que X⋆A = Y .

Les deux algorithmes 16 et 15 mènent au théorème suivant.

Théorème 6.3.1. Si k est un corps effectif, alors I1 est un anneau de Cramer effectif.

Démonstration. En utilisant l’involution θ de I1 définie en (2.2.7), on a

X A = Y ⇔ θ(A) θ(X) = θ(Y ),

ce qui ramène le problème à l’étude des systèmes linéaires inhomogènes de la forme X A = Y , avec A ∈ I1m×l

et Y ∈ I1n×l. La propriété de cohérence de I1 montre que kerI1(.A) est de type fini. La preuve algorithmique de
la cohérence de I1 vue au chapitre 5 (voir aussi l’algorithme 14) établit qu’une matrice B ∈ I1p×m satisfaisant
kerI1(.A) = imI1(.B) peut être calculée. Étudions maintenant comment tester l’existence d’une solution particulière
X⋆ ∈ I1m×n. Comme expliqué ci-dessus, cela équivaut à tester l’existence d’une factorisation X⋆ ∈ I1n×m telle que
X⋆A = Y . En utilisant le fait que la propriété de cohérence de I1 est effective, ce dernier problème peut être ramené
à tester l’existence d’une inverse à gauche d’une matrice R ∈ I1q×p. Le problème d’inverse à gauche étant effectif
d’après la section 6.2 (voir aussi l’algorithme 15), cela conclut la preuve.

6.4 Analyse algébrique sur I1

Le fait que I1 soit un anneau de Cramer effectif ou un computation ring au sens de Barakat et Lange-Hegermann
[8, 132], ou encore un anneau fortement discret au sens de Mines-Richman-Ruitenburg [123], permet de rendre les
méthodes d’algèbre homologique effectivement calculables.
Maintenant que les problèmes de calcul du noyau et d’inverse à gauche/droite de matrices de I1 sont rendus effectifs,
nous pouvons calculer la résolution libre d’un I1-module à gauche de présentation finie.

L’intérêt principal d’une résolution libre d’un module réside dans sa capacité à décrire les relations algébriques
intrinsèques entre les équations constituant un système intégro-différentiel. Plus précisément, elle permet d’exhiber
les syzygies entre opérateurs, c’est-à-dire les relations structurelles cachées qui régissent l’interaction entre les
équations du système. Cette approche permet d’extraire des informations sur la résolution de systèmes linéaires
inhomogènes. Voir [135, Section 1.6] et ses références.

Par ailleurs, la résolution libre offre un cadre adapté pour l’étude des foncteurs homologiques tels que Tor et Ext,
permettant ainsi de caractériser les obstructions à la résolution exacte du système.
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6.4.1 Définition d’une résolution libre et raccourcissement de résolution finie
Définissons la notion de résolution libre d’un module.

Définition 6.4.1. Soit A un anneau etM un A-module à gauche. Une résolution libre deM est une suite exacte
de la forme :

. . . A1×r3 A1×r2 A1×r1 A1×r0 M 0,
.R3 .R2 .R1 π

avec pour i ≥ 1, Ri ∈ Ari×ri−1 et .Ri : A1×ri → A1×ri−1 le morphisme de A-modules défini par (.Ri)(λ) = λRi,
pour tout λ ∈ A1×ri .

S’il existe n ∈ N tel que

0 A1×rn . . . A1×r2 A1×r1 A1×r0 M 0,
.Rn .R3 .R2 .R1 π

alors la résolution libre est dite finie de taille n.

La proposition suivante a pour but d’énoncer comment à partir d’une résolution libre finie, autrement dit qui se
termine, on peut, sous certaines conditions, réduire la taille de cette résolution.

Proposition 6.4.1. [145, Proposition 20 et Corollaire 21] SoitM un A-module défini par la résolution libre finie :

0 A1×rm A1×rm−1 . . . A1×r1 A1×r0 M 0.
.Rm .Rm−1 .R2 .R1 π

1. Si m ≥ 3 et s’il existe une matrice Sm ∈ Arm−1×rm tel que Rm Sm = Irm , alors M admet la résolution libre
plus courte suivante

0 A1×rm−1 A1×(rm−2+rm−1) A1×rm−3 . . . A1×r0 M 0,
.Tm .Tm−2 .Rm−3 .R1 π

avec les notations  Tm−1 =
(
Rm−1 Sm

)
∈ Arm−1×(rm−2+rm),

Tm−2 =

(
Rm−2

0

)
∈ A(rm−2+rm)×(rm−3).

2. Si m = 2 et s’il existe S2 ∈ Ar1×r2 telle que R2 S2 = Ir2 , alors M admet la résolution libre plus courte
suivante

0 A1×r1 A1×(r0+r2) M 0,
.T1 τ

avec T1 =
(
R1 S2

)
∈ Ar1×(r0+r2) et

τ = π ⊕ 0 : A1×(r0+r2) −→ M
λ = (λ1, λ2) 7−→ τ(λ) = π(λ1).

Remarque 6.4.1. Dans le cas 2 de la proposition 6.4.1, on a :

M = cokerA(.R1) = A1×r0 /(A1×r1 R1)
∼= cokerA(.T1) = A1×r0+r2 /(A1×r1 T1) .

Du point de vue des systèmes, nous avons d’un côté le système R1 η = 0 défini par R1, et de l’autre, le système
R1 ξ1 + S2 ξ2 = 0 défini par T1. D’après la proposition 6.4.1, ces deux systèmes sont isomorphes. Montrons ce point
par un calcul direct.

En appliquant R2 à gauche du second système, nous obtenons (R2R1ξ1+R2 S2 ξ2) = 0. Or, R2R1 = 0 et R2 S2 = Ir2 .
Ainsi, nous obtenons ξ2 = 0 et R1 ξ1 = 0.

Exemple 6.4.1. Prenons A = A1 et considérons la matrice R1 suivante :

R1 =

(
∂
∂2

)
.
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Un calcul direct donne R2 =
(
∂ −1

)
comme matrice génératrice du noyau.

Ainsi, kerA1(.R1) = imA1(.R2). Par ailleurs, kerA1(.R2) = 0 donc nous avons la résolution libre finie suivante :

0 A1×1
1 A1×2

1 A1 M 0.
.R2 .R1 π

Avec les notations de la proposition 6.4.1, nous avons r1 = 2 et r2 = 1.

Poursuivons l’exemple. La matrice R2 admet un inverse à droite S2 =

(
0
−1

)
. Nous pouvons alors définir la matrice

T1 de la façon suivante :

T1 =

(
∂ 0
∂2 −1

)
.

D’après la proposition 6.4.1, on a alors la résolution libre courte deM suivante :

0 A1×2
1 A1×(1+1)

1 M 0.
.T1 π (6.1)

La matrice T1 n’admet pas d’inverse à droite, voir la section 2.4.2. Nous ne pouvons donc pas réduire davantage la
suite exacte (6.1).

Ainsi, pour calculer une résolution d’un A-moduleM de présentation finie nous avons besoin de savoir calculer des
noyaux de matrices à coefficients dans A. De plus, pour réduire une résolution finie nous avons besoin de calculer
des inverses à droite. Ces deux problèmes sont maintenant effectifs sur I1, on peut ainsi calculer une résolution libre.

6.4.2 Calcul de résolution libre et résolution libres finies de I1-modules
6.4.2.1 Comparaison des méthodes des chapitres 3 et 5 pour le calcul de noyau d’une matrice

R ∈ ⟨e⟩q×p

Cette section a pour objectif de souligner une différence importante entre les méthodes de calcul du noyau d’une
matrice R ∈ ⟨e⟩q×p des chapitres 3 et 5 utile pour le calcul de résolutions libres finies de I1-modules. Rappelons les
deux algorithmes correspondants à ces deux méthodes.

Algorithme 5 Calcul de générateurs de kerI1(.R) avec R ∈ ⟨e⟩q×p

Entrée R ∈ ⟨e⟩q×p.
Sortie Matrice G telle que R ∈ ⟨e⟩q×p = imI1(.G).
1: Écrire R =

∑n
k=0Rk(t) e ∂

k.
2: Calculer m := maxk∈J0,nK degtRk,.
3: Calculer la matrice C associée à R définie par

C =


R0 . . . Rn
...

...
R

(m+1)
0 . . . R

(m+1)
n

 ∈ kq(m+2)×p(n+1).

4: Calculer D tel que kerk[t](.C) = imk[t](.D).
5: Poser J la matrice suivante :

J =


Iq

Iq ∂
...

Iq ∂
m+1

 .

6: Calculer G = DJ .
7: Retourner G.
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Algorithme 14 Ensemble fini de générateurs de kerI1(.R) pour R ∈ I1q×p

Entrée R ∈ I1q×p.
Sortie Matrice dont les lignes forment un ensemble générateur de kerI1(.R).
1: Calculer L ∈ I1r×q tel que kerB1

(.R) = imB1
(.L).

2: Calculer E ∈ ⟨e⟩r×q tel que ER = LR (grâce à l’algorithme 11).
3: Calculer P = θ(R) ∈ I1p×q.
4: Calculer le plus petit N ∈ N tel que PN := ∂N P ∈ Ap×q1 .
5: Calculer Q ∈ Aq×n1 tel que kerA1

(PN .) = imA1
(Q.).

6: Calculer G ∈ I1n×r tel que θ(Q) = GL.
7: Calculer F = θ(Q)−G(L− E) ∈ ⟨e⟩n×q.
8: Calculer P ′ ∈ Ap

′×q
1 tel que kerA1

(.Q) = imA1
(.P ′).

9: Calculer M ′ ∈ Aq
′×p′

1 tel que kerA1
(.P ′) = imA1

(.M ′).
10: Calculer P ′′ ∈ Ap×p

′

1 tel que PN = P ′′ P ′.
11: Calculer H :=

(
M ′T P ′′T )T .

12: Calculer ug ∈ k[t]p′×1 la solution générale de kerk[t](H·) =
{
v ∈ k[t]p′×1 |H(v) = 0

}
.

13: Calculer T ′ ∈ Aq×p
′

1 un inverse généralisé de P ′, c’est-à-dire, une matrice vérifiant P ′ T ′ P ′ = P ′.
14: Calculer une base {Mi}i=1,...,m de l’espace vectoriel

E =
{
e ûg

T
(∂) θ(T ′) + e ŝ(∂)T F | s ∈ k[t]n×1(TN−1 P Q)(s) = −(TN−1 P T

′)(ug)
}
.

15: Retourner
(
(L− E)T MT

1 . . . MT
m

)T
.

Appliquons maintenant ces deux algorithmes sur le cas simple, mais instructif R = e.

Proposition 6.4.2. Soit R = e ∈ ⟨e⟩1×1. Alors :

kerI1(.R) = imI1(.∂) = imI1(.(1− e)).

Démonstration. Appliquons les deux méthodes de recherche de noyau à R = e.

⋄ Avec l’algorithme 5, nous avons R = 1 e ainsi :

C =

(
1
0

)
, D =

(
0 1

)
, J =

(
1
∂

)
.

Ainsi, nous avons G = DJ = ∂ et kerI1(.R) = imI1(.∂).

⋄ Appliquons maintenant l’algorithme 14 à R = 1 e. Nous avons :

R = 0, L = 1, L = 1.

Comme LR = e = e2, nous avons de plus E = e et L′ = 1 − e. Soit v ∈ k[t] une solution polynomiale de
θ(R) = θ(e) = e. Nous avons P1 = ∂ θ(R) = 0. Ainsi, nous avons Q = 1 et la paramétrisation v(t) = Q(s(t)) induit
v(t) = s(t) libre. Par ailleurs, nous avons :

θ(Q) = 1, θ(Q) = 1, θ(G) = 1, G = 1, F = e.

Enfin, θ(R)(v(t)) = θ(R)(s(t)) = 0 implique s(0) = 0 et donc s(t) = t r(t) pour r ∈ k[t]. On en conclut :

e ŝ(∂)F = e r̂(∂) ∂ e = 0, kerI1(.R) = imI1(.L
′) = imI1(.(1− e)).

Remarque 6.4.2. On peut prouver l’égalité I1 ∂ = I1 (1− e) par double inclusion. En effet, nous avons I ∂ = 1− e
donc I1 ∂ ⊂ I1 (1− e) et ∂ (1− e) = ∂ donc I1 (1− e) ⊂ I1 ∂.
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6.4.2.2 Exemples de calcul de résolution libre de I1-modules

Cette section contient des exemples de calcul de résolution libres de I1-modules et illustre comment le choix présenté
dans la section 6.4.2.1 permet d’obtenir, dans certains cas, une résolution libre finie à partir d’une résolution libre
infinie cyclique.

Exemple 6.4.2. Considérons maintenant la matrice R1 = I ∈ I1 et le module M = cokerI1(.R1) dont on veut
calculer une résolution, si possible finie. En utilisant l’algorithme 14, nous obtenons kerI1(.I) = imI1(.e) et R2 = e,
puis kerI1(.e) = imI1(.(1− e)) et R3 = 1− e. En utilisant à nouveau l’algorithme 14, nous obtenons kerI1(.(1− e)) =
imI1(.e).

Nous obtenons ainsi la résolution infinie cyclique suivante :

. . . I1 I1 I1 I1 I1 I1 M 0.
.(1−e) .e .(1−e) .e .I

Remarquons que R2 = e ∈ ⟨e⟩. Ainsi, plutôt que d’utiliser l’algorithme 14 pour calculer son noyau, nous pou-
vons utiliser l’algorithme 5 et, d’après la proposition 6.4.2, obtenir kerI1(.R2) = imI1(.∂) et R̃3. Nous avons alors
kerI1(.R̃3) = kerI1(.∂) = 0.

Ainsi, M admet la résolution finie suivante :

0 I1 I1 I1 I1 M 0.
.R̃3 .R2 .R1

Remarque 6.4.3. Lorsque la matrice R ∈ I1q×p appartient à l’idéal ⟨e⟩q×p, le choix de l’algorithme 5 plutôt
que l’algorithme 14 permet d’obtenir des résolutions finies. En effet, la sortie de l’algorithme 5 est une matrice
différentielle, c’est-à-dire une matrice à coefficients dans A1, elle admet donc une résolution finie.

Illustrons à nouveau la remarque 6.4.3 par un exemple matriciel.

Exemple 6.4.3. Calculons une résolution libre du module M = cokerI1(.R1), avec R1 =

(
I I2

t t2 e

)
. Avec notre

implémentation Bavula basée sur l’algorithme 14, nous trouvons :

R2 =


−4 e ∂2 2 e ∂2

−e ∂ e ∂
e 0
0 e

 , R3 =


1− e 0 0 0
0 1− e 0 0
0 0 1− e 0
0 0 0 1− e

 = (1− e) I4, R4 = e I4.

À nouveau, nous trouvons une résolution deM infinie cyclique. Remarquons maintenant que R2 ∈ ⟨e⟩4×2. Supposons
que l’on applique l’algorithme 5 à R2. On écrit,

R2 =


0 0
0 0
1 0
0 1

 e+


0 0
−1 1
0 0
0 0

 e ∂ +


−4 2
0 0
0 0
0 0

 e ∂2,

et

C =



0 0 0 0 −4 2
0 0 −1 1 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


.

On trouve alors D =
(
04 I4

)
tel que kerk[t](.C) = imk[t](.D), où 04 désigne la matrice nulle de taille 4 × 4. On

trouve ainsi R̃3 = I4 ∂ est telle que kerI1(.R2) = imI1(.R̃3) et = kerI1(.R̃3) = 0. Ainsi, nous avons la résolution libre
finie suivante :
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0 I11×4 I11×4 I11×2 I11×2 M 0.
.R̃3 .R2 .R1

Intéressons-nous maintenant à la matrice R̃3 = I4 ∂. Elle admet un inverse à droite T3 = I4 I, car nous avons
∂ I = 1. En notant R̃2 = (R2 T3), c’est-à-dire

R̃2 =


−4 e ∂ e ∂ I 0 0 0
−e ∂ e ∂ 0 I 0 0
e 0 0 0 I 0
0 e 0 0 0 I


D’après la proposition 6.4.1, en posant R̃1 = (R1 04)

T , nous avons la suite exacte suivante :

0 I11×4 I11×6 I11×2 M 0.
.R̃2 .R̃1 (6.2)

Il est légitime de se demander si R̃2 admet un inverse à droite pour recommencer le processus. Grâce à notre
implémentation Bavula, nous pouvons vérifier que R̃2 n’admet pas d’inverse à droite. Ainsi, la suite exacte (6.2)
est de longueur minimale.

Notons que dans l’exemple 6.4.3, nous avons pu trouver une résolution libre finie en changeant d’algorithme pour
le calcul de la matrice R2. Cette solution n’est pas toujours possible comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 6.4.4. Considérons R1 =

(
t ∂
t2 e

)
et M = cokerI1(.R1). À l’aide de notre implémentation Bavula, on

obtient :

R2 =

(
0 I − 1

6 t
3 e ∂2

e 0

)
, R3 =

 0 1− e
6 e ∂3 0
e 0

 ,

R4 =

0 1− e 0
0 0 1− e
e 0 0

 , R5 =

0 0 1− e
e 0 0
0 e 0

 , R6 = R4.

Ici, un cycle infini se crée avec les matrices R4 et R5. Néanmoins, ni R4, ni R5 n’est une matrice à coefficients dans
⟨e⟩ à qui l’on peut appliquer l’algorithme 5. Cet exemple est donc une perspective d’approfondissement pour un
travail futur. En effet, il serait intéressant de savoir si M admet ou non une résolution finie et, si tel est le cas,
comment la calculer.

6.4.3 Calcul de modules d’extension

Nous introduisons la notion de module d’extension ([135, p. 15]).

Soient A un anneau et F un A-module à gauche. On peut penser à F = k[t] et A = A1 ou I1. De plus, soit R1 une
matrice de Ar0×r1 définissant le système inhomogène R1·η = ξ pour un ξ ∈ Fr0×1 fixé et M = A1×r1 /A1×r0 R1

le module associé.

Les conditions de compatibilités de ce système sont R2·ξ = 0 avec R2 une matrice définissant le noyau à gauche
de R1, c’est-à-dire, kerA(.R1) = imA(.R2). Cela signifie qu’une condition nécessaire pour que le système R1·η = ξ
admette des solutions est R2·ξ = 0. On cherche maintenant à savoir dans quel cas cette condition est suffisante.

Expliquons pourquoi il nous faut étudier le défaut d’exactitude du complexe suivant

Fr2 Fr1 Fr0R2· R1· (6.3)

avec Ri·η = Ri(η) pour i = 1, 2.

Pour ξ ∈ Fr0 fixé, il existe un η ∈ Fr1 tel que R1(η) = ξ si, et seulement si, ξ ∈ imF (R1·) et ξ ∈ kerF (R2·)
d’après les conditions de compatibilités (R2R1 = 0). Ainsi, il existe η ∈ Fr0 solution du système R1(η) = ξ si, et
seulement si, la classe de ξ dans kerF (R2·)/imF (R1·) est nulle. Cela explique pourquoi le défaut d’exactitude du
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complexe (6.3) en Fr1 joue un rôle important. Ainsi, si le défaut d’exactitude est nul alors kerF (R2·) = imF (R1·)
et la condition R2(ξ) = 0 est suffisante.

De manière similaire, définissons les défauts d’exactitude de degré supérieur d’un complexe.

Définition 6.4.2. ([135, p. 17]) Soient M = cokerA(.R1) un module de présentation finie et le complexe de
A-modules suivant

. . . Fri . . . Fr1 Fr0 0,
Ri+1· Ri· R2· R1·

avec Ri·η = Ri(η) pour tout i. On définit alors :{
ext0A(M,F) ∼= kerF (R1·)
extiA(M,F) ∼= kerF (Ri+1·)/imF (Ri·) , i ≥ 1.

Remarque 6.4.4. Cette définition est bien posée, car extiA(M,F) ne dépend que du module à gauche M et non
pas du choix d’une résolution. Voir, par exemple, [166, Proposition 6.40, p. 365].

Un cas particulier important de calcul de modules d’extension est le cas F = A. Considérons maintenant notre
contexte A = I1. D’après la définition 6.4.2, nous avons ext0A(M,A) ∼= kerF (R1·) = kerA(R1.) = kerI1(R1.). Or,
grâce à notre algorithme 13, nous pouvons caractériser kerI1(R1.). Ainsi, le calcul du module d’extension ext0A(M,A)
revient au calcul du noyau kerA(R1.).

Intéressons-nous maintenant au calcul de extiA(M,A) ∼= kerA(Ri+1.)
/
imA(Ri.) . Alors, toujours avec un notre

algorithme de calcul des syzygies 13, nous pouvons calculer une matrice R′
i telle que kerA(Ri+1.) = imA(R

′
i.). Ainsi,

calculer le quotient kerA(Ri+1.)
/
imA(Ri.) = imA(R

′
i.)
/
imA(Ri.) revient à calculer, si elle existe, une factorisation

de la forme R′
i = Ri Fi avec Fi une matrice à coefficients dans A. Ainsi, dans notre cadre A = I1, cette factorisation

peut-être calculée, si elle existe, grâce à l’algorithme 16.

Une perspective de recherche future consiste à savoir si le théorème 2.3.3 se généralise au cas de A = I1 qui est un
anneau non noethérien et non intègre. Néanmoins, un « I1-module de torsion » n’est pas bien défini car I1 est un
anneau avec des diviseurs de 0. Les deux exemples suivants ont pour but de comparer, pour un I1-moduleM donné,
la quantité ext1I1(T (M), I1) à la liberté de M. Cela offre également des exemples explicite de calcul de modules
d’extension et de résolutions libres dans le cas A = I1.

Exemple 6.4.5. Notons R = R1 = ∂ et M = I1
/
(I1 ∂) .

Appliquons l’algorithme 14 pour calculer kerI1(.∂). La classe de ∂ dans B1 est σ et kerB1
(.σ) = 0, car σ est

inversible dans B1. Étudions les solutions polynomiales de θ(∂) = I. Soit p(t) ∈ k[t] alors I(p(t)) = 0 implique
∂ I(p(t)) = p(t) = 0, car ∂ I = 1. Ainsi, nous avons kerI1(.∂) = 0.

Nous avons ainsi la suite exacte suivante :

0 I1 I1 M 0..∂

En la transposant nous avons alors :

0 T (M) I1 I1,∂.

où T (M) est le transposé d’Auslander de M, voir section 2.3.2, définition A.1.17.

Grâce à notre implémentation Bavula, nous calculons kerI1(∂.) = imI1(e.), kerI1(e.) = imI1(I.) et kerI1(I.) = 0.
Finalement, nous avons la suite exacte suivante :

0 T (M) I1 I1 I1 I1 0.∂. e. I.

En dualisant cette suite exacte de I1-modules, nous obtenons le complexe de I1-modules à gauche suivant :

0 I1 I1 I1 I1 0..I .e .∂
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Ainsi, nous obtenons :
ext0I1(T (M), I1) = kerI1(.∂) = 0

ext1I1(T (M), I1) ∼= kerI1(.e)
/
imI1(.∂)

∼= imI1(.∂)
/
imI1(.∂) = 0

ext2I1(T (M), I1) ∼= kerI1(.I)
/
imI1(.e)

∼= imI1(.e)
/
imI1(.e) = 0

ext3I1(T (M), I1) ∼= I1
/
(I1 I) = 0.

La dernière égalité vient du fait que I admet un inverse à gauche ∂. Ainsi, nous avons ∂ I = 1 et I1 I = I1.

De plus, puisque ∂ I = 1, nous avons la suite exacte courte scindée suivante

0 I1 I1 M 0..∂

I.

Ainsi, nous avons I1 = I1 ⊕M, donc M est stablement libre donc projectif et en particulier sans torsion (voir le
théorème 2.3.2).

Exemple 6.4.6. Considérons R =
(
I2 −I

)
etM = I11×2 /

(I1R) . Calculons ext1I1(T (M), I1). Nous avons la suite
exacte suivante,

I1 I11×2 M 0,.R

que nous dualisons, pour obtenir

0 T (M) I1 I11×2R. .

Par ailleurs, nous calculons kerI1
((
I2 −I

)
.
)

= imI1

((
1
I

)
.

)
. Ainsi, nous pouvons prolonger la suite exacte

précédente et, en posant T =

(
1
I

)
, nous avons :

0 T (M) I1 I11×2 I1R. T. .

En dualisant à nouveau, nous obtenons le complexe suivant :

I1 I11×2 I1.R .T .

Enfin, on calcule kerI1(.T )) = imI1(.
(
I −1

)
). Par conséquent, nous avons :

ext1I1(T (M), I1) = kerI1(.T )
/
imI1(.R) =

(
I1
(
1
I

))/(
I1
(
I2 −I

))
=
(
I1
(
I −1

))/(
I1
(
I2 −I

))
.

De plus, kerI1(.
(
I −1

)
) = 0 et

(
I2 −I

)
= I

(
I −1

)
. Nous en concluons :

ext1I1(T (M), I1) =
(
I1
(
I −1

))/(
I1
(
I2 −I

)) ∼= I1 /I1 I .

Enfin, comme I admet un inverse à gauche ∂, cela implique I1 /I1 I = 0. Finalement

ext1I1(T (M), I1) = 0.

Montrons maintenant que M est un module libre.

L’application qui à λ =
(
λ1 λ2

)
∈ I11×2 associe λT ∈ I1 est surjective. En effet, soit µ ∈ I1, le vecteur ν =

(
µ 0

)
vérifie ν θ(T ) = µ. De plus, en posant Q =

(
I −1

)
, nous avons kerI1(.Q) = 0. Ainsi, nous avons la suite exacte

suivante :
0 I1 I11×2 I1 0

.Q .T .
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Nous pouvons alors construire le diagramme suivant :

0 I1 I11×2 I1 0

I1 I11×2 M 0

.Q

=

.T

.S2 .S1

.R

.V

où, V = I, S1 =
(
1 0

)
et S2 =

(
0
−1

)
.

Soit y =
(
y1 y2

)
∈ k[t]1×2 une solution du système défini par la matrice R. Alors, nous avons R·y = 0 ce qui

équivaut à I2(y1) − I(y2) = I(I(y1) − y2) = 0. En posant, z = I(y1) − y2 ∈ k[t], nous obtenons I(z) = 0 donc
∂ I(z) = 0. Autrement dit, comme ∂ I = 1, nous avons z = 0. Alors, nous avons l’égalité I(y1) − y2 = 0 et y est
solution du système défini par Q. Soit y′ ∈ k[t]1×2 solution du système défini par la matrice Q, il est évident qu’elle
est également solution du système défini par la matrice R.

Ainsi, nous obtenonsM∼= cokerI1(.Q) ∼= imI1(.T ) = I1 donc M∼= I1 est un module libre.

Le fait que I1 soit un anneau de Cramer effectif permet ainsi le développement effectif des méthodes classiques
d’algèbre homologique. Voir [8]. Nous venons de montrer brièvement comment des résolutions libres peuvent être
calculées. Cette direction de recherche sera explorée dans de futurs travaux.
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Conclusion et perspectives

Ce mémoire étudie la propriété de cohérence de l’algèbre I1 des opérateurs intégro-différentiels ordinaires à coeffi-
cients polynomiaux. Nous avons obtenu une preuve algorithmique de cette propriété et développé un algorithme de
calcul du noyau de matrices à coefficients dans I1 que nous avons implanté dans un package Maple. Cette preuve
utilise l’algèbre linéaire, la théorie des anneaux d’opérateurs fonctionnels, la théorie des modules, l’algèbre homo-
logique ainsi que des méthodes de calcul formel. À notre connaissance, l’algèbre I1 est la première algèbre non
noethérienne cohérente implémentée dans un logiciel de calcul formel. Ce résultat nous a permis le développement
d’une théorie de l’élimination pour les systèmes linéaires d’équations intégro-différentielles ordinaires. De plus, nous
avons prouvé que l’anneau I1 est un anneau de Cramer effectif (computational ring/anneau fortement discret), ce
qui permet le développement de méthodes effectives d’algèbre homologique sur I1 implémentables dans un logiciel
de calcul formel.

Ces résultats ouvrent la possibilité d’une future étude des systèmes linéaires intégro-différentiels par des méthodes
effectives d’analyse algébrique. Pour cela, il serait utile de développer des approches effectives de résultats obtenus
par Bavula sur la théorie des I1-modules (classification des modules, en particulier des modules simples, générali-
sation du théorème de Stafford sur la possibilité de générer tout idéal de type fini par deux générateurs, etc.) et
sur la catégorie des I1-modules cohérents [16, 18, 17]. En particulier, le concept de I1-modules de torsion devra être
étudié grâce à la caractérisation explicite des éléments réguliers de I1 et à la théorie de la localisation [111, 19]. Par
ailleurs, une étude effective des morphismes de I1-modules de présentation finie permettrait d’étudier une extension
des problèmes de factorisation, de réduction (de Serre), de décomposition, d’équivalence, etc. [141, 142, 143, 62]
pour les systèmes linéaires intégro-différentiels.

Une extension des résultats de ce mémoire (cohérence effective, calcul de noyaux, théorie de l’élimination, théorie
effective des modules, méthodes effectives d’algèbre homologique, etc.) au cas de l’anneau des opérateurs intégro-
différentiels à coefficients dans une algèbre de fonctions exponentielles polynomiales serait importante pour l’étude
effective des systèmes linéaires différentiels avec ou sans retard [136, 63, 137]. Un autre type de généralisation
s’intéresserait au cas des anneaux d’opérateurs intégro-différentiels contenant plusieurs évaluations [144]. Dans le
même esprit, il serait naturel de se poser la question de la cohérence de l’algèbre des opérateurs intégro-différentiels
à coefficients dans un anneau de fonctions analytiques, de fonctions lisses, de séries formelles, etc., à coefficients
dans un anneau k′[t] avec k′ = Q(α, β, γ, . . .) où α, β, γ, . . . correspondent à des paramètres physiques d’un système.
Ce type de résultat a une importance en théorie des systèmes et théorie du contrôle.

Bavula a prouvé que In n’est pas cohérent pour n ≥ 2 [17], ce qui montre que nos résultats ne s’étendent pas au cas
de plusieurs dérivées et intégrales. Néanmoins, il serait intéressant de caractériser les In-modules de présentation
finie admettant des modules de syzygies finiment engendrés et d’étudier la possibilité d’en calculer un nombre fini
de générateurs (en étendant, si possible, les résultats obtenus dans ce mémoire). Est-ce qu’une telle classe inclurait
les systèmes intégro-différentiels classiquement étudiés en physique mathématiques et sciences de l’ingénieur ?

Le calcul de solutions rationnelles, exponentielles, hypergéométriques, etc. de systèmes linéaires intégro-différentiels
rectangulaires est une autre piste de recherche pour de futurs travaux en calcul formel. Voir la fin du chapitre 4.

Une autre perspective naturelle de ce travail concerne ses applications, en particulier dans le domaine de la théorie
du contrôle et de l’analyse des systèmes dynamiques et des systèmes différentiels à retard (retards distribués)
[136, 63, 137]. Les opérateurs intégro-différentiels apparaissent naturellement dans la modélisation de systèmes
linéaires comportant des effets mémoire ou des contraintes non locales. Dans ce contexte, disposer d’une structure
algébrique cohérente et d’algorithmes effectifs pour le calcul de noyaux ou d’annulateurs permet de développer des
méthodes symboliques pour l’élimination de variables, la commande, l’observation et l’estimation de paramètres [50].
Ce lien entre structures algébriques et modélisation de systèmes ouvre la voie à des interactions entre les champs
de l’algèbre, du calcul formel, des mathématiques appliquées et des sciences de l’ingénieur.
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Annexe A

Quelques rappels d’algèbre homologique

Cette annexe a pour but de fournir un catalogue des définitions et propriétés d’algèbre homologique utilisées tout au
long de ce manuscrit. Le texte principal y renvoie fréquemment pour poser ou rappeler certains cadres théoriques.
Elle contient très peu de démonstrations, à l’exception notable de la section A.2, qui présente la preuve de la
caractérisation de la cohérence en termes d’idéaux et d’annulateurs. Pour des démonstrations détaillées ou des
approfondissements, on pourra consulter les références classiques telles que [108], [166] et [171].
Sauf mention contraire, A désigne un anneau (non nécessairement commutatif), et M un A-module à gauche.

A.1 Définitions et propriétés d’algèbre homologique

A.1.1 Suites exactes

Définition A.1.1. Une suite de morphismes de A-modules

· · · Mi−1 Mi Mi+1 · · ·fi−1 fi

est appelée un complexe (de modules) si la composée de deux morphismes consécutifs est nulle, c’est-à-dire :

fi ◦ fi−1 = 0 pour tout i.

Autrement dit, l’image de chaque fi−1 est incluse dans le noyau de fi :

imA(fi−1) ⊆ kerA(fi).

Définition A.1.2. Un complexe de A-modulesMi de la forme

· · · Mi−1 Mi Mi+1 · · ·fi−1 fi

est appelé une suite exacte en Mi si l’image de fi−1 est égale au noyau de fi, c’est-à-dire :

imA(fi−1) = kerA(fi).

On dit que la suite est exacte si elle est exacte en chaqueMi.

Définition A.1.3. Soit la suite exacte de A-modules :

· · · Mi−1 Mi Mi+1 · · ·fi−1 fi
.

On dit que cette suite est scindée en i s’il existe deux morphismes de A-modules,

si :Mi+1 →Mi et ti :Mi →Mi−1
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tels que l’on ait l’égalité,
idMi = si ◦ fi + fi−1 ◦ ti.

Autrement dit, tout élément de Mi peut être décomposé de manière unique en la somme d’une image de fi−1 et
un antécédent par fi. On écrit alors :

· · · Mi−1 Mi Mi+1 · · ·fi−2 fi−1 fi

ti si

fi+1
.

Définition A.1.4. Une suite de A-modules à gauche est dite exacte courte si elle est exacte en chaque terme et
de la forme

0 M′ M M′′ 0.
f g

En d’autres termes, cela signifie que :
— f est injectif,
— im(f) = ker(g),
— g est surjectif.

Proposition A.1.1. Les assertions suivantes sont équivalentes pour une suite exacte courte de modules :

0 M N P 0
f g

1. Il existe une section s : P → N telle que g ◦ s = idP .
2. Il existe une rétraction r : N →M telle que r ◦ f = idM.
3. On a N ∼=M⊕P.

Dans ce cas, la suite est scindée et on a la décomposition de l’identité sur N ,

idN = f ◦ r + s ◦ g,

et le diagramme suivant commute :

0 M N P 0
f g

r s

.

Démonstration. Soit la suite exacte suivante :

0 M N P 0
f g

(1) =⇒ (3) : Supposons qu’il existe une section s : P → N telle que g ◦ s = idP .
Soit n ∈ N , posons p = g(n) et m tel que f(m) = n− s(p). Comme g(n− s(p)) = g(n)− g(s(p)) = p− p = 0, alors
n− s(p) ∈ ker(g) = im(f), donc m existe bien. Alors tout élément n ∈ N s’écrit de manière unique sous la forme

n = f(m) + s(p),

où m ∈M et p = g(n) ∈ P.
De plus, cette décomposition est unique, car f est injectif et s est une section. On a donc un isomorphisme de
A-modules à gauche :

N ∼=M⊕P.

(3) =⇒ (2) : Supposons N ∼=M⊕P. Considérons la projection canonique sur M dans cette somme directe,

r : N →M.

140



On vérifie facilement que
r ◦ f = idM,

ce qui fait de r une rétraction de f .

(2) =⇒ (1) : Supposons qu’il existe une rétraction

r : N →M

telle que r ◦ f = idM. Posons alors
s : P → N

défini par le choix d’un relèvement (section) de P ∼= N/im(f). Plus précisément, pour p ∈ P, choisissons n ∈ N tel
que g(n) = p. Alors définissons

s(p) = n− f
(
r(n)

)
.

On vérifie que s est bien un morphisme de modules, et que g ◦ s = idP .

Finalement, on a donc montré l’équivalence des trois assertions.

Théorème A.1.1. ([166, Exercice 3.16(i), p. 129]) Soit A un anneau intègre et K = Q(A) =
{
a
b | a, b ∈ A, b ̸= 0

}
son corps de fractions. Soit M un A-module à gauche et la suite exacte de A-modules à gauche suivante :

0 A1×rn A1×rn−1 . . . A1×r1 A1×r0 M 0.
.Rn .Rn−1 .R1 π

Alors, nous avons :
rangAM− r0 + r1 + · · ·+ (−1)n−1 rn = 0, (A.1)

où rangAM = dimK(K⊗AM) est la dimension du K-espace vectoriel K⊗AM engendré parM. L’équation (A.1)
est appelée caractéristique d’Euler-Poincaré.

A.1.2 Modules de type fini et de présentation finie

Définition A.1.5 ([171, 166]). Soit A un anneau non commutatif et M un A-module à gauche (respectivement,
un A-module à droite). On dit que le module M est de type fini ou finiment engendré s’il existe une famille finie
(gi)i∈J0,pK, où gi ∈M et p est un entier naturel, telle que :

∀m ∈M, ∃ a0, . . . ap ∈ A∗, m =

p∑
i=0

ri gi

(
respectivement, m =

p∑
i=0

gi ri

)
.

Autrement dit, M est de type fini s’il existe un ensemble fini de générateurs pour M ou, de manière équivalente,
si la suite exacte suivante est satisfaite

A1×p M 0,π

où l’homomorphisme surjectif π est défini par

π : A1×p −→ M,
ei 7−→ gi,

(A.2)

où ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) est le ième élément de la base canonique de A1×p, c’est-à-dire le vecteur ligne de longueur
p avec un 1 à la ième position et 0 ailleurs.

Définition A.1.6. ([108]) Le moduleM est dit noethérien à gauche (respectivement, noethérien à droite) si tous
ses sous-A-modules à gauche (respectivement, à droite) sont de type fini. Un module est dit noetherien s’il est
noethérien à gauche et à droite. L’anneau A est noethérien (respect. noethérien à gauche, noethérien à droite) s’il
est noethérien en tant que A-module.
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Remarque A.1.1. Il est à noter que les sous-modules (respect. à droite ou à gauche) d’un anneau sont ses idéaux
(respect. à droite ou à gauche). Ainsi, l’anneau A est dit noetherien à gauche (respect. noetherien à droite) si tous
ses idéaux à gauche (respect. à droite ou à gauche) sont de type fini.

Définition A.1.7 ([171, 166]). Soit M un A-module à gauche (respectivement, un A-module à droite), et π
l’homomorphisme défini dans (A.2).
Alors, M est dit de présentation finie si

ker(π) = {λ = (λ1, . . . , λp) ∈ A1×p | π(λ) = 0}

est un A-module à gauche (respectivement, à droite) de type fini.

Le fait que kerπ soit de type fini est équivalent à l’existence d’un ensemble fini de générateurs de kerπ, c’est-à-dire
un ensemble fini d’éléments s0, . . . , sq ∈ A1×p tels que :

∀ λ ∈ kerπ, ∃ r1, . . . , rq ∈ A, λ =

q∑
i=0

ri si =
(
r1 . . . rq

)︸ ︷︷ ︸
r

 s1
...
sq


︸ ︷︷ ︸

S

= r S.

Ainsi, nous avons ker(π) = imA(.S) = {r S | r ∈ A1×q}, où S ∈ Aq×p, ce qui est équivalent à l’existence de la suite
exacte suivante de A-modules à gauche :

A1×q A1×p M 0..S π

Remarquons que, par définition, un module de présentation finie est également de type fini.

Remarque A.1.2. Si on représente un module M par générateurs et relations, alors un module de présentation
finie est un module avec un nombre fini de générateurs et un nombre fini de relations génératrices. En d’autres
termes, en plus d’avoir un nombre fini de générateurs, toute relation entre ces générateurs est combinaison linéaire
finie d’un nombre fini de relations.

Définition A.1.8. Le module ker(π) défini dans la définition A.1.7 est appelé le module des syzygies deM et est
souvent noté Syz(M).

Définition A.1.9. ([171, 166]) Soit A un anneau non commutatif etM un A-module à gauche/droite. Le module
M est dit cohérent à gauche/droite si M est un A-module à gauche/droite de présentation finie et si tout sous-
module de type fini de M est également de présentation finie. L’anneau A est appelé cohérent à gauche/droite si
tous ses idéaux à gauche/droite de type fini sont de présentation finie. Enfin, un anneau est dit cohérent s’il est
cohérent à la fois à gauche et à droite.

Exemple A.1.1. Les anneaux noethériens à gauche/droite sont des anneaux cohérents à gauche/droite. Des
exemples d’anneaux cohérents mais non noethériens sont l’anneau k[xi | i ∈ N] des polynômes en un nombre
infini de variables {xi}i∈N à coefficients dans un corps k, ou l’anneau des fonctions entières sur C.

Remarque A.1.3. D’un point de vue effectif et calculatoire, considérer un A-module de type fini M engendré

par g1, . . . gn est équivalent à regarder l’image à gauche de la colonne G =

g1...
gn

 qui est l’ensemble des λG avec

λ ∈ A1×n. On a alors l’épimorphisme (A.2) qu’on réécrit ici

π : A1×n −→ M,
ei 7−→ gi.

(A.3)

Si on veut que M soit de présentation finie, la définition A.1.7 nous dit qu’il faut que le A-module ker(π) = {λ =
(λ1, . . . , λn) ∈ A1×n |π(λ) = 0} = {λ ∈ A1×n |λ1 g1+· · ·+λn gn = 0} = ker(.G) soit de type fini. Ainsi, la cohérence
(à gauche/ droite) de l’anneau A, revient à demander que le noyau (à gauche/droite), de n’importe quelle matrice
colonne G ∈ A1×p ou, de manière équivalente, de n’importe quelle matrice R ∈ Aq×p, soit de type fini.
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Proposition A.1.2. ([25, 166]) Soit A un anneau cohérent à gauche/à droite etM un A-module à gauche/à droite.
Alors, M est cohérent à gauche/à droite si, et seulement si, M est de présentation finie.

La prochaine proposition montre que les propriétés des modules de type finis sur des anneaux noethériens peuvent
être étendues aux modules de présentation finie sur les anneaux cohérents.

Proposition A.1.3. ([25, 166]) SoientM, N ,M′,M′′ ⊆M des A-modules à gauche/à droite et f ∈ HomA(M,N ).

Alors, nous avons :

— M/M′, M⊕N , M′ ∩M′′ et M′ +M′′ sont des A-modules cohérents à gauche/à droite.
— ker f , im f , et coker f sont des A-modules cohérents à gauche/à droite.

De plus, si A est commutatif, si I est un idéal cohérent de A et si S est un ensemble multiplicativement fermé de
A, alors nous avons :

— M⊗A N et HomA(M,N ) sont des A-modules cohérents.
— La localisation S−1A de A par rapport à S est un A-module cohérent.
— IM = {

∑r
k=1 aimi | r ∈ N, ai ∈ I, mi ∈M} est un A-module cohérent.

— annA(.M) = {r ∈ A | rM = 0} est un idéal cohérent de A.

A.1.3 Classification de modules

Définition A.1.10. ([166, Chapitre 4, p. 154]) Soit M un module à gauche sur un anneau A.

— On dit que M est simple s’il est non nul et n’a pas de sous-modules à gauche propres non nuls.
— On dit que M est semi-simples s’il est une somme directe de A-modules à gauche simples.

Définition A.1.11. ([166, 108]) Soit A un anneau etM un A-module.
On dit que M est un module libre de base B si B est un sous ensemble de M libre et générateur, c’est-à-dire,
vérifiant la propriété suivante

∀m ∈M, ∃ (g1, . . . gp) ∈ Bp, ∃ (a1, . . . ap) ∈ (A∗)
p
, m =

p∑
i=0

ai gi,

et m =
∑p
i=0 ai gi = 0 implique g1 = · · · = gp = 0.

Définition A.1.12. SiM est un A-module de type fini (voir définition A.1.5) et libre alors il existe n ∈ N tel que :

M∼= An.

Si l’anneau A est commutatif ou bien noethérien, alors l’entier n est unique et est appelé le rang du module M.

Définition A.1.13. Soit A un anneau. Un A-module P est projectif si, pour toute surjection de A-modules
g :M→N et tout morphisme f : P → N , il existe un morphisme f̃ : P →M tel que :

g ◦ f̃ = f.

Cela signifie que le morphisme f se relève àM, comme illustré dans le diagramme suivant :

P

M N 0.

f̃
f

g

De manière équivalente, P est un module projectif s’il est facteur direct d’un module libre, c’est-à-dire, s’il existe
L un A-module libre et Q un A-module tels que :

P ⊕Q = L.
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Définition A.1.14. Un A-module M est dit stablement libre s’il existe un A-module libre de rang fini F tel que
M⊕F soit un A-module libre de rang fini. En particulier,M est projectif et de type fini.

Théorème A.1.2. ([140]) Nous avons les assertions suivantes.

1.
libre ⇒ stablement libre ⇒ projectif ⇒ sans torsion.

2. ([166, Corollaire 4.16, p. 163]) Si A est un anneau principal et intègre alors :

sans torsion = libre.

3. Si A est un anneau héréditaire, alors pour un module de type fini :

sans torsion = projectif.

4. ([166, Théorème 4.100, p. 169]) Si A = k[x1, . . . , xn] alors pour un module de type fini :

projectif = libre.

5. ([145], [170, Théorème 2.2]) Si A = A1, alors,

stablement libre = projectif,

et pour tous les modules de rang au moins 2 :

projectif = libre.

A.1.4 Résolutions

Définition A.1.15. Un A-module M admet une résolution libre finie de longueur n, s’il existe une suite exacte
0 Fn . . . F0 M 0 de A-modules où les Fi sont libres de type fini. Si les modules Fi sont

projectifs, on parle alors de résolution projective.

Définition A.1.16. On appelle dimension projective d’un A-module à gauche M, notée pdA(M), la longueur
minimale d’une résolution projective deM, s’il en existe une. La dimension globale de A, notée gldim(A), est alors
définie par :

gldim(A) = sup{pdA(M) | M est un A-module à gauche}.

Autrement dit, c’est la borne supérieure des dimensions projectives de tous les modules à gauche sur A.

Théorème A.1.3. ([108, Chapitre 11]) Pour un A-module projectif M, les deux assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. M est stablement libre.
2. M admet une résolution libre de longueur finie.

Proposition A.1.4. ([145, Proposition 20, Corollaire 21]) SoitM un A-module défini par la résolution libre finie :

0 A1×rm A1×rm−1 . . . A1×r1 A1×r0 M 0.
.Rm .Rm−1 .R1 π
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1. Si m ≥ 3 et qu’il existe une matrice Sm ∈ Arm−1×rm telle que Rm Sm = Irm , alors M admet la résolution
libre plus courte suivante :

0 A1×rm−1 A1×(rm−2+rm) A1×rm−3 . . . A1×r1 A1×r0 M 0,
.Tm−1 .Tm−2 .Rm−3 .R1 π

avec les notations :  Tm−1 =
(
Rm−1 Sm

)
∈ Arm−1×(rm−2+rm),

Tm−2 =

(
Rm−2

0

)
∈ A(rm−2+rm)×(rm−3).

2. Si m = 2 et s’il existe S2 ∈ Ar1×r2 telle que R2 S2 = Ir2 , alors M admet la résolution libre plus courte
suivante :

0 A1×r1 A1×(r0+r2) M 0,
.T1 τ

avec T1 =
(
R1 S2

)
∈ Ar1×(r0+r2), et

τ = π ⊕ 0 : A1×(r0+r2) −→ M
λ = (λ1, λ2) 7−→ τ(λ) = π(λ1).

Définition A.1.17. SoitM un A-module finiment présenté par R ∈ Am×l, c’est-à-dire, tel queM = cokerA(.R) =

A1×l
/(
A1×mR

)
. On appelle le transposé d’Auslander de M, noté T (M), le module suivant :

T (M) = Am×1
/(
RAl×1

)
.

On a ainsi la suite exacte de A-modules à droite suivante :

0 T (M) Am×1 Al×1.R.

A.1.5 Catégories

Définition A.1.18. ([166, p. 8]) Une catégorie C est la donnée de :
— une classe Obj(C ) d’objets ;
— pour chaque paire ordonnée d’objets (A,B), un ensemble Hom(A,B) d’applications appelées morphismes de
A vers B ;

— une loi de composition des morphismes :

◦ : Hom(A,B)×Hom(B, C)→ Hom(A, C), (f, g) 7→ g ◦ f,

pour chaque triplet d’objets A,B, C ∈ Obj(C ).
Ces données satisfont les axiomes suivants :

(i) Les ensembles Hom(A,B) sont deux à deux disjoints, c’est-à-dire que chaque morphisme f a une source A et
un but B bien définis.

(ii) Pour tout objet A, il existe un morphisme identité 1A ∈ Hom(A,A) 1B ∈ Hom(B,B) tel que pour tout
f ∈ Hom(A,B) on ait :

f ◦ 1A = f et 1B ◦ f = f.

(iii) La composition est associative : pour toute suite de morphismes

A B C Df g h

on a :
h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.
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Définition A.1.19. ([166, p. 17]) Soient C et D deux catégories. Un foncteur T : C → D consiste en les données
suivantes :

1. Pour tout objet A ∈ Obj(C ), un objet T (A) ∈ Obj(D).
2. Soient A,A′ ∈ C . Pour tout morphisme f : A → A′, un morphisme

T (f) : T (A) −→ T (A′)

dans D ;
3. Pour tout enchaînement de morphismes dans C :

A A′ A′′f g

on a :
T (g ◦ f) = T (g) ◦ T (f).

4. Pour tout objet A ∈ Obj(C ), on a :
T (1A) = 1T (A).

Définition A.1.20. ([166, p. 19]) Un foncteur contravariant T : C → D , où C et D sont des catégories, est une
application vérifiant les propriétés suivantes :

1. Pour tout objet C ∈ Obj(C ), on a T (C) ∈ Obj(D).
2. Soient C, C′ ∈ C . À tout morphisme f : C → C′, on associe un morphisme

T (f) : T (C′) −→ T (C)

dans D (notez l’inversion des flèches) ;
3. Pour toute composition

C C′ C′′f g

dans C , on a :
T (g ◦ f) = T (f) ◦ T (g).

4. Pour tout objet C ∈ Obj(C ), on a :
T (1C) = 1T (C).

Proposition A.1.5. ([166]) Soit F un A-module. Alors le foncteur contravariant exact à gauche HomA(−,F), qui
à tout A-module M associe le groupe abélien HomA(M,F) des morphismes de M vers F , transforme les suites
exactes de A-modules en des suites exactes de groupes abéliens.

Définition A.1.21. ([166, p. 303]) Une catégorie C est dite additive si les conditions suivantes sont vérifiées :
1. Pour tous objets A,B ∈ Obj(C ), l’ensemble Hom(A,B) est un groupe abélien (additif) ;
2. Les lois distributives sont satisfaites, c’est-à-dire, si l’on a des morphismes

X A B Ya

f

g

b

alors on a les égalités suivantes,

b ◦ (f + g) = b ◦ f + b ◦ g et (f + g) ◦ a = f ◦ a+ g ◦ a;

3. La catégorie C possède un objet nul ;
4. C admet les produits finis et les coproduits finis : pour tous objets A,B de C , les objets A× B (produit) et
A⊕ B (coproduit) existent dans C .

Définition A.1.22. ([166, p. 307]) Une catégorie C est dite abélienne si elle satisfait les propriétés suivantes :
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(i) C est une catégorie additive.
(ii) Tout morphisme f : A → B admet un noyau et un conoyau. Il existe donc une suite exacte :

0 ker(f) A B coker(f) 0,k f c

où k est un monomorphisme, c un épimorphisme, et les objets ker(f), coker(f) sont respectivement universels.
(iii) Tout monomorphisme est un noyau, c’est-à-dire : si m : A → B est un monomorphisme, alors il existe un

morphisme f : B → C tel que m = ker(f).
(iv) Tout épimorphisme est un conoyau, c’est-à-dire : si e : B → C est un épimorphisme, alors il existe un morphisme

f : A → B tel que e = coker(f).

A.1.5.1 Extension des coefficients avec le produit tensoriel

Proposition A.1.6. ([166, p. 76]) Soient A et B deux anneaux et f un morphisme d’anneaux de A dans B.

— Si M est un B-module, on peut définir une structure de A-module sur M via a x = f(a)x pour x ∈ M et
a ∈ A. On appelle cela la restriction des scalaires.

— Si M est un A-module, on peut définir une structure de B-module sur B ⊗AM via b (b′ ⊗ x) = b b′ ⊗ x pour
x ∈M, b, b′ ∈ B. On parle alors d’extension des scalaires.

Remarque A.1.4. Notons que B est un A-module par restriction des scalaires donc le produit tensoriel B⊗AM a
un sens. L’extension des scalaires consiste à faire des combinaisons linéaires d’éléments deM à coefficients dans B.

A.1.5.2 Lien entre module d’extention, foncteur Hom et module projectif

Proposition A.1.7. ([96 p. 8, 108 p. 137])
Soit A un anneau et P un A-module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le module P est projectif
2. Toute suite exacte de la forme

0 N M P 0,
f g

se scinde. Voir la proposition A.1.1.
3. Soient C la catégorie des A-modules et C ′ la catégorie des groupes abéliens.

Alors, le foncteur M 7→ HomA(P,M) de C dans C ′, est exact.

Définition A.1.23. ([135, p. 17]) Soient M = cokerA(.R1) un module de présentation finie et le complexe de
A-modules suivant

. . . Fri Fri−1 . . . Fr1 Fr0 0,
Ri+1. Ri. R2. R1.

avec (Ri)(η) = Ri η pour tout i. On définit alors :{
ext0A(M,F) ∼= kerF (R1.)

extiA(M,F) ∼= kerF (Ri+1.)
/
imF (Ri.) , i ≥ 1.

Remarque A.1.5. Cette définition est bien posée, car extiA(M,F) ne dépend que du module à gaucheM et non
pas du choix d’une résolution. Voir, par exemple, [166, Proposition 6.40, p. 365].
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Définition A.1.24. ([108, p. 146]) SoitM un A-module à gauche.

— Un élément m ∈M est dit de torsion s’il existe un élément non nul a ∈ A tel que am = 0.
— On note t(M) l’ensemble des éléments de torsion de M, c’est-à-dire,

t(M) = {m ∈M | ∃ a ∈ A \ {0}, am = 0}.

— Si t(M) =M, on dit queM est un A-module de torsion.
— Si t(M) = 0, on dit queM est un A-module sans torsion.

De manière générale, il suffit qu’un anneau A soit intègre et possède la propriété de Ore à gauche pour que t(M)
ait une structure de A-module. C’est ce résultat que montre la proposition suivante.

Proposition A.1.8. SoientM un A-module et A un domaine possédant la propriété de Ore à gauche, c’est-à-dire
vérifiant la propriété suivante :

∀ (a, b) ∈ A2, ∃ (c, d) ̸= (0, 0) ∈ A2, c a = d b.

Alors, l’ensemble t(M) a une structure de A-module.

Démonstration. Soient m1,m2 ∈ t(M) et b1, b2 ∈ A. Montrons que b1m1 + b2m2 ∈ t(M). Comme m1,m2 ∈ t(M),
il existe a1, a2 ∈ A \ {0} tels que : {

a1m1 = 0,
a2m2 = 0.

Par la propriété de Ore, il existe (c1, c2) ̸= (0, 0) ∈ A2 tel que :

c1 a1 = c2 b1.

De même, il existe (d1, d2) ̸= (0, 0) ∈ A2 tel que :

d1 a2 = d2 b2.

De plus, il existe (e1, e2) ̸= (0, 0) ∈ A2 tel que :

e1 c2 = e2 d2.

Nous avons alors :

(e1 c2)(b1m1 + b2m2) = e1 (c2 b1)︸ ︷︷ ︸
=c1 a1

m1 + (e1 c2)︸ ︷︷ ︸
=e2 d2

( b2m2) = e1 c1 (a1m1)︸ ︷︷ ︸
=0

+e2 (d2 b2)︸ ︷︷ ︸
=d1 a2

m2 = e2 d1 (a2m2)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

Ainsi, b1m1 + b2m2 ∈ t(M) et donc t(M) est un A-module.

Remarque A.1.6. Un anneau commutatif ou noethérien possède la propriété de Ore à gauche et à droite.

Théorème A.1.4. ([135]) Soient A un anneau noethérien intègre et R ∈ Aq×p et M = A1×p
/(
A1×q R

)
.

Les trois assertions suivantes sont vérifiées :
1. Il existe un A-isomorphisme à gauche entre t(M) et ext1A(T (M),A), i.e.,

t(M) ∼= ext1A(T (M),A).

2. Le module M est un module à gauche sans torsion si, et seulement si, ext1A(T (M),A) = 0.

3. Le module M est projectif si, et seulement si, extiA(T (M),A) = 0, pour i = 0, 1.
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A.1.6 Factorisation

Théorème A.1.5. Soient M,M′ et N des A-modules. Soit f :M → M′ un homomorphisme . Soit N ⊂
ker(f). Alors il existe une unique factorisation f̄ :M /N → M′ telle que f̄(x+N ) = f(x) pour tout x ∈M.

De plus,
1. f̄ est un épimorphisme si, et seulement si, f est un épimorphisme

2. f̄ est un monomorphisme si, et seulement si, ker(f) = N

3. f̄ est un ismorphisme si, et seulement si, f est un épimorphisme et N = ker(f).

Théorème A.1.6. Soient S, T des sous-modules de M. On définit S + T {s+ t | s ∈ S, t ∈ T }. Alors, S + T et
S ∩ T sont des sous-modules de M et on a :

(S + T ) /S ∩ T ∼= S /S ∩ T .

Théorème A.1.7. Soient N ,L,M des modules tels que N ⊂ L ⊂M. Alors,

M /L ∼= (M /N )
/
(L /N ) .

A.2 Caractérisation de la cohérence
Proposition A.2.1. ([171]) Soit A un anneau. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1. A est un anneau cohérent à gauche.
2. (a) Pour tout d ∈ A, annA(.d) = {a ∈ A | a d = 0} est un idéal à gauche de type fini.

(b) Pour tous les idéaux à gauche de type fini I et J , l’idéal I ∩ J est de type fini.
De même pour un anneau cohérent à droite A, où annA(.d) est remplacé par l’idéal à droite annA(d.), et les idéaux
à gauche I et J sont des idéaux à droite.

La preuve de cette caractérisation n’est pas facilement trouvable sous cette forme dans les livres de théorie des
modules. Comme elle joue un rôle essentiel dans ce manuscrit on se propose de la détailler ici. Cette sous-section A.2
est donc consacrée à la preuve de la Proposition A.2.1 et commence par plusieurs lemmes utiles. Le premier est
célèbre et s’appelle le Horseshoe Lemma tandis que les deux autres sont plus spécifiques et techniques.

Lemme A.2.1. ([166]) Soient A,B, C,Pi et Qi des A-modules pour tout i ∈ N. Soient une suite exacte courte de
modules

0 A B C 0

et
· · · P2 P1 P0 A 0

d2 d1 d0

· · · Q2 Q1 Q0 C 0
f2 f1 f0

des résolutions projectives de A et C respectivement. Alors, il existe une résolution projective de B

· · · P2 ⊕Q2 P1 ⊕Q1 P0 ⊕Q0 B 0
e2 e1 e0
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telle que le diagramme suivant commute :

0 0 0 0

. . . P2 P1 P0 A 0

. . . P2 ⊕Q2 P1 ⊕Q1 P0 ⊕Q0 B 0

. . . Q2 Q1 Q0 C 0

0 0 0 0

d2 d1 d0

e2 e1 e0

f2 f1 f0

Remarque A.2.1. En particulier, si

0 A B C 0.

est une suite exacte et que A et C sont de type fini, alors B est de type fini, car la somme directe de deux modules
de type fini est de type fini.

Lemme A.2.2. Soient A un anneau et E, F , et G des A-modules à gauche/droite tels que la suite exacte courte
suivante soit vérifiée :

0 F G E 0.
j p

Si E est de présentation finie et que G est de type fini, alors F est de type fini.

Démonstration. Soient L0 et L1 deux modules libres finiment engendrés sur A qui définissent une présentation de E .
Alors, nous avons le diagramme exact suivant :

L1

L0

0 F G E 0.

0

r

s

j p

Soit (ei)i∈I une base finie de L0. Alors, nous avons s(ei) ∈ E pour tout i ∈ I. Comme p est surjectif, il existe des
gi dans G tels que p(gi) = s(ei) pour tout i ∈ I. Nous pouvons alors définir l’homomorphisme u : L0 −→ G par
u(ei) = gi pour tout i ∈ I. Alors, nous avons s = p ◦ u. Ainsi, nous pouvons compléter le diagramme ci-dessus pour
obtenir le diagramme commutatif suivant :

L1

L0

0 F G E 0.

0

r

su

j p
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De plus, comme s ◦ r = 0, nous avons s ◦ r = p ◦ u ◦ r = 0, ce qui montre que u(r(L1)) ⊆ ker p = im j. Ainsi, si
(fk)k∈K est une base finie de L1 et si nous définissons l’homomorphisme v : L1 −→ F par v(fk) = hk, où hk est
l’élément unique de F tel que u(r(fk)) = j(hk) pour tout k ∈ K, alors nous avons u ◦ r = j ◦ v et nous obtenons le
diagramme commutatif suivant :

L1

L0

0 F G E 0.

0

r

v

s
u

j p

Nous pouvons réécrire le diagramme exact commutatif ci-dessus comme suit :

0 0

ker v keru 0

L1 L0 E 0

0 F G E 0.

coker v cokeru 0

0 0

r

v

s

u

j p

En appliquant le lemme du serpent ([108, p. 157]) au diagramme ci-dessus, nous obtenons que coker v ∼= cokeru ∼=
G
/
u(L0) est un module de type fini, car G est de type fini. De plus, en utilisant la suite exacte suivante

0 v(L1) F F
/
v(L1) 0,

le fait que v(L1) et F
/
v(L1) ≃ coker v soient deux modules de type fini, et en appliquant le lemme A.2.1, nous

pouvons déduire que F est de type fini.

Lemme A.2.3. Soient A un anneau et K, L etM des A-modules (à gauche/droite) tels que la suite exacte suivante
soit vérifiée :

0 K L M 0.α β

Si K est de type fini et L est de présentation finie, alors M est de présentation finie.

Démonstration. Par hypothèse, nous avons le diagramme suivant :

0 0

0 K L M 0

A1×p A1×l

A1×m

α β

π δ

·P

151



où p, l, m sont des entiers positifs, δ et π sont des applications A-linéaires, et P ∈ Am×l est une matrice de
présentation de L. Ce dernier diagramme peut être complété comme suit :

0 0

0 K L M 0,

A1×p A1×l

A1×m

α β

π

·C

δ
β◦δ

·P

où C ∈ Ap×l et α ◦ π = δ ◦ (·C). Pour prouver que M est de présentation finie, étudions ker(β ◦ δ). On a :

ker(β ◦ δ) = {λ ∈ A1×l | β(δ(λ)) = 0} = {λ ∈ A1×l | δ(λ) ∈ kerβ} = {λ ∈ A1×l | ∃µ ∈ K, δ(λ) = α(µ)}.

Puisque pour tout µ ∈ K, il existe η ∈ A1×p tel que µ = π(η), et en utilisant α ◦ π = δ ◦ (·C), nous obtenons :

ker(β ◦ δ) = {λ ∈ A1×l | ∃ η ∈ A1×p : δ(λ) = α(π(η)) = δ(η C)}.

De plus, δ(λ) = δ(η C) implique δ(λ− η C) = 0, donc λ− η C ∈ ker δ = im(·P ). Par conséquent, il existe e ∈ A1×m

tel que λ− η C = e P , c’est-à-dire λ =
(
η e

)(C
P

)
.

Cela implique ker(β ◦ δ) = im(·Q), où Q =
(
CT PT

)T . On obtient donc la suite exacte suivante

A1×(p+m) A1×l M 0,
·Q β ◦ δ

et M est un module de présentation finie présenté par la matrice Q ∈ A(p+m)×l.

Prouvons maintenant la proposition A.2.1.

Démonstration. Commençons par démontrer que 2. implique 1. Pour montrer que A est un anneau cohérent, nous
devons prouver que tout idéal de A de type fini est de présentation finie. Soit I un idéal de A engendré par un
nombre fini d’éléments a1, . . . , an. Nous allons prouver que I est de présentation finie par récurrence sur le nombre
n de générateurs.
Si n = 1, alors I = A a1 et la suite exacte suivante est vérifiée :

0 annA(.a1) A A a1 0.

D’après 2.(a), annA(.a1) est de type fini, il existe donc des éléments b1, . . . , br tels que annA(.a1) =
∑r
i=1A bi. La

suite de module suivante est alors exacte :

A1×r A A a1 0.

·


b1

...
br


·a1

Ainsi, cela montre que I = A a1 est de présentation finie. Soit n ∈ N fixé, supposons que la propriété Hn suivante
est vraie

Hn : « Tout idéal de A engendré par au plus n− 1 éléments est de présentation finie ».

Posons I = A a1 + · · ·+A an = I1 + I2, où I1 = A a1 + · · ·+A an−1 et I2 = A an sont des idéaux de présentation
finie d’après Hn. Nous allons montrer que I est de présentation finie.
Pour cela, commençons par prouver que

0 I1 ∩ I2 I1 ⊕ I2 I = I1 + I2 0 (A.4)
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est une suite exacte.
Définissons φ : I1⊕I2 −→ I1 + I2 par φ((b1, b2)) = b1 + b2 pour tout b1 ∈ I1 et b2 ∈ I2. Alors, kerφ est isomorphe
à I1 ∩ I2 via l’isomorphisme ψ défini par ψ(b) = (b,−b) pour tout b ∈ I1 ∩ I2. Nous obtenons ainsi la suite exacte :

0 kerφ I1 ⊕ I2 I1 + I2 0.
φ

La surjectivité de φ conduit à la suite exacte (A.4).
Montrons maintenant que I1 ⊕ I2 est de présentation finie. Nous savons que I1 et I2 sont de présentation finie, et
nous avons les suites exactes suivantes :

A1×m1 A1×(n−1) I1 =
∑n−1
i=1 A ai 0,

·P1 ψ1

A1×m2 A I2 = A an 0,
·P2 ψ2

où m1,m2 ∈ N, ψ1 = ·(a1 . . . an−1)
T et ψ2 = ·an sont des A-morphismes, et P1 ∈ Am1×(n−1) et P2 ∈ Am2×1 sont des

matrices de présentation de I1 et I2, telles que kerψ1 = im(.P1) et kerψ2 = im(.P2). Considérons le A-morphisme :

ψ : A1×n −→ I1 ⊕ I2
δ = (δ1, δ2) 7−→ (ψ1(δ1), ψ2(δ2)),

qui envoie δ = (δ1, δ2) ∈ A1×n avec δ1 ∈ A1×(n−1) et δ2 ∈ A sur (ψ1(δ1), ψ2(δ2)) ∈ I1 ⊕ I2.
Soit (b1, b2) ∈ I1 ⊕ I2. Comme b1 ∈ I1 et que ψ1 est surjective, il existe δ1 ∈ A1×(n−1) tel que b1 = ψ1(δ1). De
même, il existe δ2 ∈ A tel que b2 = ψ2(δ2). Nous avons donc (b1, b2) = ψ((δ1, δ2)). Cela prouve que ψ est surjective.
Montrons maintenant que

kerψ = im(·P ), P =

(
P1 0
0 P2

)
.

Soit δ ∈ kerψ et écrivons δ = (δ1, δ2) avec δ1 ∈ A1×(n−1) et δ2 ∈ A. Par définition de ψ, ψ(δ) = 0 implique que
ψ1(δ1) = 0 et ψ2(δ2) = 0. Étant donné que kerψ1 = im(.P1), il existe µ1 ∈ A1×m1 tel que δ1 = µ1P1. De même, il
existe µ2 ∈ A1×m2 tel que δ2 = µ2P2. Nous avons donc

δ = (µ1P1, µ2P2) = (µ1 µ2)P ∈ im(.P ),

ce qui prouve que kerψ = im(.P ). Nous obtenons ainsi la suite exacte suivante :

A1×(m1+m2) A1×n I1 ⊕ I2 0.·P ψ1

Cela prouve que I1 ⊕ I2 est finitement présenté.

En résumé, nous avons la suite exacte (A.4) dans laquelle I1 ∩ I2 est de type fini par 2.(b) et I1 ⊕ I2 est finiment
présenté. En appliquant le résultat du lemme A.2.3, nous obtenons que I est finiment présenté ce qui prouve
finalement que A est cohérent, c’est-à-dire que nous avons 1.

Nous allons maintenant prouver que 1. implique 2., c’est-à-dire 2.(a) et 2.(b). Soit A un anneau cohérent et a ∈ A.
Nous avons la suite exacte

0 annA(.a) A A a 0,

où A est un A-module de type fini (généré par l’élément unité 1) et A a est de présentation finie, car A a est de type
fini et A est cohérent. D’après le lemme A.2.2, annA(.a) est donc de type fini, c’est-à-dire que nous avons 2.(a).

Maintenant, soient I et J deux idéaux de type fini de A. Soit (ui)i∈J1,mK une famille de générateurs de l’idéal I et
(vi)i∈J1,nK une famille de générateurs de l’idéal J . Si a ∈ I ∩ J , alors a peut s’écrire comme

a =

m∑
i=1

ai ui =

n∑
j=1

bj vj ,
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où a1, . . . , am, b1, . . . , bn ∈ A. Nous avons alors :

a ∈ I ∩ J ⇐⇒
m∑
i=1

ai ui −
n∑
j=1

bj vj = 0,

⇐⇒
(
a1 . . . am

)u1
...
um

− (b1 . . . bn
)v1...

vn

 = 0,

⇐⇒
(
a1 . . . am b1 . . . bn

)


u1
...
um
−v1

...
−vn


= 0,

⇐⇒
(
a1 . . . am b1 . . . bn

)
∈ annA (.U),

où U =
(
u1 . . . um −v1 . . . −vn

)T . De plus,AU est un idéal deA de type fini généré par u1, . . . um,−v1, . . . ,−vn.
Puisque A est cohérent, AU est de présentation finie. En outre, nous avons la suite exacte suivante

0 annA (.U) A AU 0,

où A est de type fini et AU est de présentation finie. Alors, d’après le lemme A.2.2, annA (.U) est de type fini, ce
qui implique que I ∩ J est de type fini, c’est-à-dire que nous avons 2.(b), ce qui termine la démonstration.
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Annexe B

Bavula : un package Maple pour l’étude des
systèmes sur I1

Nous avons développé un package Maple, appelé Bavula ([69]), contenant une implémentation des différents algo-
rithmes développés dans ce mémoire. Il est basé sur les packages :

— OreModules pour le calcul dans A1 [59],
— IntegrableConnections pour le calcul des solutions polynomiales de A1-modules holonomes [12],
— IntDiffOp pour le calcul des formes normales sur I1 [103].

Ce package, en cours de développement, vise à rendre effectives certaines méthodes théoriques développées notam-
ment par Bavula dans ses travaux sur cet anneau. Il intègre un ensemble de commandes de bas niveau permettant
de résoudre les systèmes de la forme AX = B et X A = B avec A et B des matrices à coefficients dans I1 (voir
chapitre 6). Une interaction avec le package CapAndHomAlg (voir [8]) ouvrira automatiquement un accès à une large
gamme d’outils d’algèbre homologique constructive. L’objectif à terme est de fournir un environnement complet
pour le traitement symbolique et homologique des systèmes intégro-différentiels, en étendant progressivement les
fonctionnalités du package.

Donnons la liste des fonctions importantes disponibles dans le package Bavula ainsi que leur description. Dans un
deuxième temps, nous illustrerons des exemples d’utilisation. Par conséquent, cette annexe se veut être un petit
guide d’utilisation et de familiarisation pour le lecteur intéressé.
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B.1 Liste des procédures principales du package Bavula

Procédure Description

InvolutionMat(M) Calcul de l’involution θ(M) = (θ(mi,j))
T de la matrice M ∈ I1q×p. Plus précisément,

le coefficient i, j de la matrice θ(M) est θ(mj,i) où mi,j est le coefficient en position
i, j de la matrice M . Autrement dit, θ(M) est la matrice transposée de la matrice M
à laquelle on a appliqué θ à chaque coefficient.

SyzygyI1(M) Calcul de L ∈ I1r×q tel que kerI1(M) = imI1(.L).

PolySolsI1(P,w) Calcul de l’ensemble des solutions polynomiales v ∈ k[t]p×1 du système intégro-
différentiel linéaire P (v) = w.

LeftInverseI1(M) Calcul, s’il existe, d’un inverse à gauche de M ∈ I1q×p, c’est-à-dire une matrice
Q ∈ I1p×q telle que QM = Ip, où Ip est la matrice identité de taille p.

RightInverseI1(M) Calcul, s’il existe, d’ un inverse à gauche de M ∈ I1q×p, c’est-à-dire une matrice
Q ∈ I1p×q telle que M Q = Iq, où Iq est la matrice identité de taille q.

FactorizeI1(M,N) Calcul, si elle existe, d’une factorisation de M par N à gauche, c’est-à-dire une matrice
Q telle que QN =M .

Table B.1 – Principales procédures du package Bavula pour le calcul dans l’anneau I1.

Remarque B.1.1. Notons que le package Ore_algebra de Maple ne contient pas l’implémentation de l’anneau
B1 = k[H]

〈
σ, σ−1 | σ±H = (H ± 1)σ±〉 des polynômes de Laurent non commutatifs. Une raison est que B1 n’est

pas une algèbre de Ore au sens de [60] mais la localisation de l’algèbre de Ore S := k[H] ⟨σ | σH = (H + 1)σ⟩
(resp., T := k[H] ⟨τ | τ H = (H − 1) τ⟩) pour l’ensemble de Ore {σi}i∈N (resp., {τ i}i∈N) [121]. En revanche, B1 est
accessible en Singular [111], via CapAndHomAlg [7] et en Mathematica dans le package OreAlgebraicAnalysis
[134, 65].

Afin de calculer kerB1
(.R) dans notre package Bavula, nous avons utilisé les alternatives suivantes :

1. SoitN ∈ N tel que RN := RσN ∈ Sq×p. A l’aide des méthodes de bases de Gröbner décrites à la section 2.4.2.1,
nous pouvons calculer une matrice M ∈ Sr×q telle que kerS(.RN ) = imS(.M). Nous avons la suite exacte
suivante de S-modules à gauche

S1×r S1×q S1×p..M .RN

Le fait que B1 soit une localisation de S implique que B1 est un S-module plat à droite. En appliquant le
fonctor B1⊗S • à la suite exacte précédente et en utilisant B1⊗S S1×l ∼= B1×l

1 , nous obtenons alors suite exacte
de B1-modules à gauche

B1×r
1 B1×q

1 B1×p
1 ,.M .RN

ce qui montre que kerB1
(.RN ) = imB1

(.M). Finalement, nous avons kerB1
(.R) = kerB1

(.RN ) = imB1
(.M) car

σ est un élément inversible de B1.
2. SoitN ′ ∈ N tel que RN ′ := σN

′
R ∈ Sq×p. À l’aide des méthodes de bases de Gröbner décrites à la section 2.4.2,

nous pouvons calculer une matrice M ′ ∈ Sr×q telle que kerS(.RN ′) = imS(.M
′). Nous avons la suite exacte

suivante de S-modules à gauche

S1×r S1×q S1×p..M ′ .RN′

Le fait que B1 soit une localisation de S implique que B1 est un S-module plat à droite. En appliquant le
fonctor B1⊗S • à la suite exacte précédente et en utilisant B1⊗S S1×l ∼= B1×l

1 , nous obtenons alors suite exacte
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de B1-modules à gauche

B1×r
1 B1×q

1 B1×p
1 ,.M ′ .RN′

ce qui montre que kerB1(.RN ′) = imB1
(.M ′). Finalement, nous avons kerB1

(.R) = imB1(.M
′ σN

′
) car, en

utilisant le fait que σ est un élément inversible de B1, nous avons

λ ∈ kerB1(.R) ⇐⇒ λR = 0

⇐⇒ λσ−N ′
RN ′ = 0

⇐⇒ λσ−N ′
∈ kerB1

(.RN ′) = imB1
(.M ′)

⇐⇒ ∃ µ ∈ B1×r
1 : λσ−N ′

= µM ′

⇐⇒ ∃ µ ∈ B1×r
1 : λ = µM ′ σN

′

⇐⇒ λ ∈ imB1

(
.M ′ σN

′
)
.

Le calcul de factorisations sur B1 peut se faire en utilisant le même type de stratégie que pour le calcul de noyau,
c’est-à-dire en se ramenant à un calcul de factorisation dans S.

B.2 Exemples d’utilisation du package Bavula

Ces premières lignes de codes sont communes à tous les exemples et permettent de charger les packages OreModules,
IntDiffOp, et IntegrableConnections sur lesquels est basé notre package nommé Bavula.

> with(LinearAlgebra):
> with(IntegrableConnections):
> with(OreModules):
> with(IntDiffOp):
> with(IntDiffOperations):
> IntDiffAlgebra(variable = x):
> with(Bavula):

Par ailleurs, on définit également les algèbres A1 et l’algèbre qui émule B1.

> Alg := DefineOreAlgebra(diff=[dt,t],polynom=[t],comm=[s]):
> B1 := DefineOreAlgebra(shift=[tau,G],dual_shift=[sigma,H],polynom=[G,H]):

Remarque B.2.1. La variable « x » est utilisée dans les packages Maple , tandis que le mémoire adopte la variable
« t ». De même, l’opérateur « ∂ » y est représenté par «D » en sortie et par « d » en entrée. L’opérateur d’évaluation
« e » correspond à « E(0) » en sortie et « e(0) » en entrée. Enfin, l’opérateur intégral « I » est noté « A » en sortie
et « a » en entrée.
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B.2.1 Solutions polynomiales d’une matrice de I1

Exemple B.2.1.
Soient v1, v2 et v3 des polynômes de k[t]. Regardons le système intégro-différentiel suivant : v1(t) +

ˆ t

0

v2(s) ds+ t v′3(t) = t3 + 4 t

t v′1(t) + v2(0) + t v3(0) = t2 + 2 t+ 4

Posons alors P =

(
1 I t ∂
t ∂ e t e

)
∈ I12×3 et w =

(
t3 + 4 t

t2 + 2 t+ 4

)
∈ k[t]2×1. On cherche v ∈ k[t]3×1 tel que P (v) = w.

Définissons les matrices P et w grâce à la fonction PolySolsI1 et calculons les solutions polynomiales v du système
P (v) = w.

> P := Matrix(2,3,[1, a, x.D, x.D, E(0), x.E(0)]):
> w := Matrix(2,1,[x^3 + 4*x, x^2 + 2*x + 4]):
> v := PolySolsI1(P, w);

v :=


x3 c1 + x2 c3 + p1,1 x

x2 c2 + xc4 + 4 +
(
d2

dx2 v1(x)
)
x3 + 5x2

(
d
dx v1(x)

)
+ 4x v1(x)

−x2 v1(x) + 2 + (−x− 1) p1,1

.

La fonction polynomiale v1 et les constantes p1,1, c1, c3 et c4 sont arbitraires.
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B.2.2 Calcul du noyau d’une matrice de I1

Soit R ∈ I1q×p, on cherche L ∈ I1r×q vérifiant kerI1(.R) = imI1(.L).

Exemple B.2.3.

On définit la matrice R dans Maple et on applique la fonction SyzygyI1 de Bavula.

> R := Matrix(5,5,[d+e(0),1,a,0,a,d,0,0,a,d,x.a - a.x,x,0,0,1,2,a,x,d+1,d^2,0,x.e(0),x.a,0,0]):

R :=



D + E[0] 1 A 0 A

D 0 0 A D

x ·A−A · x x 0 0 1

2 A x 1 +D D2

0 x · E[0] x ·A 0 0


> L := SyzygyI1(R);

L :=
[
0 0 0 0 E[0]

]
Vérifions que LR = 0 avec la fonction MultMat.

> MultMat(L, R); [
0 0 0 0 0

]
Exemple B.2.4.

On définit la matrice R en Maple et on lui applique la fonction SyzygyI1 de Bavula.

> R := Matrix(3,3,[d^3+e(0), x*a, a, x^3+x, e(0), d, 0, 0, a]);

R :=


D3 + E[0] x ·A A

x3 + x E[0] D

0 0 A


> L := SyzygyI1(R);

L :=



4838400 · E[0] + 241920 · E[0] ·D2 −483840 · E[0]− 4838400 · E[0] ·D − 40320 · E[0] ·D6 241920 · E[0] ·D2 + 4838400 · E[0] ·D3 + 40320 · E[0] ·D8

25200 · E[0] ·D −604800 · E[0] ·D + 100800 · E[0] ·D3 − 5040 · E[0] ·D5 −25200 · E[0] ·D + 604800 · E[0] ·D3 − 100800 · E[0] ·D5 + 5040 · E[0] ·D7

2880 · E[0] −2880 · E[0] ·D + 8640 · E[0] ·D2 − 720 · E[0] ·D4 2880 · E[0] ·D3 − 8640 · E[0] ·D4 + 720 · E[0] ·D6

0 0 E[0]



Vérifions que LR = 0 avec la fonction MultMat qui effectue le produit de deux matrices à coefficients dans I1.

> MultMat(L, R); 
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 .
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B.2.3 Inverse à gauche, à droite et factorisation

Exemple B.2.5.

Définissons une matrice M dont on veut calculer, s’il existe, un inverse à gauche U .

> M := Matrix(4, 3, [a, 0, e(0), 0, 1, x.e(0), 0, 1, x^2*d, 1, x.a, 1]);

M :=



A 0 E[0]

0 1 x · E[0]

0 1 x2 ·D

1 x ·A 1


> U := LeftInverseI1(M);

U :=


D 0 0 0

x · E[0] ·D 1 0 −x · E[0]

−D − 1
2x

3 · E[0] ·D −x ·A 0 1 + 1
2x

3 · E[0]


On vérifie l’égalité matricielle U M = I3 grâce à la fonction MultMat.

> I_3 := MultMat(U, M);

I3 :=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1



Faisons maintenant l’opération inverse et factorisons I3 par M grâce à la fonction FactorizeI1.

> F := FactorizeI1(I_3, M);

F :=


D 0 0 0

−x · E[0] 1 0 0

−D + 1
2x

3 · E[0] −x ·A 0 1


On remarque que l’inverse à gauche F obtenu n’est pas unique, comme expliqué précédemment au chapitre 6.
Vérifions que la différence entre ces deux inverses appartient bien au noyau de M .

> V :=AddMat(U,map(X->MultiplyOperator(X,-1),F));

G :=


0 0 0 0

x · E[0] ·D + x · E[0] 0 0 −x · E[0]

− 1
2x

3 · E[0] ·D − 1
2x

3 · E[0] 0 0 1
2x

3 · E[0]


> MultMat(V, M);  0 0 0

0 0 0
0 0 0

 .
Calculons maintenant une matrice L définissant le noyau de M et une factorisation de V par L.
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> L := SyzygyI1(M);

L :=

 −2x+ x2D + 2A+

(
3

10
x5 − 1

2
x2

)
E[0]D

(
1

3
x3 − 1

)
A+

2

3
Ax3 A −x2 + 2Ax+

(
− 3

10
x5 +

1

2
x2

)
E[0]

−E[0]− E[0]D 0 0 E[0]



> FactorizeI1(V, L);


0 0

0 −x · E[0]

0
1

2
x3 · E[0]



Ainsi, V se factorise bien par L.

Regardons maintenant si M admet un inverse à droite avec la fonction RightInverseI1.

> RightInverseI1(M);

[ ]

La matrice M n’admet pas d’inverse à droite. Retrouvons ce résultat en utilisant les fonctions InvolutionMat et
LeftInverseI1.

> InvM := InvolutionMat(M);

InvM :=


D 0 0 1

0 1 1 2D2 + xD3

E[0] E[0]D 2xD2 + x2D3 1


> LeftInverseI1(InvM);

[ ]

On retrouve bien que M n’admet pas d’inverse à droite.

162



Annexe C

Publications

Les quatre articles présentés dans cette annexe sont des travaux que nous avons publiés dans les actes de la conférence
International Symposium on Symbolic and Algebraic Computation (ISSAC).
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This paper exposes some effective aspects of the algebra of linear
ordinary integro-differential operators with polynomial coefficients.
More precisely, we prove that the annihilator of an evaluation opera-
tor is a finitely generated ideal which can be explicitly characterized
and computed. This is an advance towards the development of an
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1 INTRODUCTION AND MOTIVATION
Algebraic analysis, more specifically, algebraic 𝐷-module theory,
where 𝐷 stands for “differential”, is a mathematical field which
studies linear systems of ordinary or partial differential equations
using algebraic theories such as ring theory of differential opera-
tors, module theory, homological algebra [2, 6, 9]. The main idea
of this theory is to use a correspondence between linear systems
of differential equations and finitely presented left modules over a
ring of differential operators (e.g., the Weyl algebra of differential
operators with polynomial coefficients). This theory is nowadays
well-known in fundamental mathematics. In the last decades, the
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development of an effective approach to algebraic 𝐷-module the-
ory was studied by the computer algebra community. It relies on
an effective differential elimination theory using, e.g., Gröbner or
Janet basis methods. Different softwares can nowadays handle effec-
tive aspects of algebraic analysis: Macaulay2, Maple (OreModules),
Singular, HomAlg, etc.

Based on our experience in effective algebraic 𝐷-modules theory,
we aim at extending the algebraic analysis approach to handle linear
systems of ordinary integro-differential equations with polynomial
coefficients. In other words, we would like to replace the Weyl alge-
bra by the ring of ordinary integro-differential operators with poly-
nomial coefficients, denoted by I1 in what follows. Contrary to the
Weyl algebra case, Bavula proved in [1] that I1 is not a noetherian
ring, a fact which seems to compromise the possibility to develop
an effective integro-differential elimination theory, and thus, an ef-
fective algebraic analysis approach to ordinary integro-differential
linear systems. However, he also proved that I1 is coherent [1],
namely, that every finitely generated left/right ideal of I1 is finitely
presented [2, 18, 20]. As explained below, this result is at the core of
the future development of an effective integro-differential theory.
Yet, Bavula’s proof of the coherence of I1 remains not algorithmic.

This paper aims at effectively characterizing the annihilator of
an integro-differential operator with polynomial coefficients, i.e.,
of an element of I1. In [17], such an effective characterization was
obtained and implemented for an element of I1 which is not a so-
called evaluation operator. In this paper, we handle the second case,
namely, the case of an element of I1 which is an evaluation operator.
This result completes the algorithmic characterization of the first of
the two standard conditions characterizing the coherence property
of I1. The second one asserts that the intersection of two finitely
generated left/right ideals is also finitely generated. This problem
will be studied in a future publication.

To further motivate this work, let us explain why the devel-
opment of an effective version of the coherence property of I1
plays a central role towards an effective study of linear systems
of integro-differential equations with polynomial coefficients and
towards the development of dedicated implementations built upon
modern computer algebra systems. Within the algebraic analysis
approach, a linear system of integro-differential equations with
polynomial coefficients is defined by a matrix 𝑅 ∈ I𝑞×𝑝1 , i.e., by
𝑅 𝜂 = 0, where 𝜂 ∈ F 𝑝×1 and F is a left I1-module (e.g., k[𝑡],
𝐶∞ (R)). It can be proved that the linear integro-differential system
𝑅 𝜂 = 0 is associated with the finitely presented left I1-module
M = cokerI1 (.𝑅) = I1×𝑝1 /

(
I
1×𝑞
1 𝑅

)
. Hence, the theory of linear

integro-differential systems deals with the category of finitely pre-
sented left I1-modules [2, 9]. Now, a standard result in module
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theory [2, 18, 20] asserts that if R is a left coherent ring, then a
left R-module M is coherent (namely, M is a finitely generated
left R-module and all of its finitely generated left R-submodules
are finitely presented) if and only if M is finitely presented. Com-
bining this result with the fact that I1 is coherent, we obtain that
the finitely presented left I1-module M = cokerI1 (.𝑅) − associated
with the linear system 𝑅 𝜂 = 0 − is coherent. In other words, due to
the coherence property of I1, the linear system theory over I1 deals
with the study of the category of left coherent I1-modules. Now,
standard theorems on finitely generated modules over noetherian
rings can be extended to finitely presented modules over coherent
rings. Moreover, the coherence property is compatible with all the
standard algebraic operations (e.g., direct sum, intersection, quo-
tient, tensor product, homomorphism, kernel, image, cokernel). For
more details, see [2, 18, 20]. Therefore, if the coherence property
of I1 is made algorithmic and implemented in computer algebra
systems, then the algebraic side of linear system theory over I1 can
also be made effective. Note that, to our knowledge, I1 would be the
first example of a coherent but not noetherian ring implemented in
a computer algebra system, that has important applications (e.g.,
calculus).

2 THE RING OF INTEGRO-DIFFERENTIAL
OPERATORS

In what follows, let k be an algebraically closed field of character-
istic 0 (e.g., k = Q or C), 𝑡0 a base point of k. Let us consider the
noncommutative k-endomorphism ring E = endk (k[t]) of k[𝑡] and
the k-linear endomorphisms defined on the basis (𝑡𝑛)𝑛∈N of k[𝑡]
as follows:

𝑡 : k[𝑡] −→ k[𝑡], 𝑡𝑛 ↦−→ 𝑡𝑛+1,

𝜕 : k[𝑡] −→ k[𝑡], 𝑡𝑛 ↦−→ 𝑛 𝑡𝑛−1,

𝐼 : k[𝑡] −→ k[𝑡], 𝑡𝑛 ↦−→ 𝑡𝑛+1

𝑛 + 1 − 𝑡𝑛+10
𝑛 + 1 .

(1)

These k-endomorphisms respectively define the following linear
operators acting on k[𝑡]:

𝑡 : k[𝑡] −→ k[𝑡], 𝑝 ↦−→ 𝑡 𝑝,

𝜕 : k[𝑡] −→ k[𝑡], 𝑝 ↦−→ 𝑝′,

𝐼 : k[𝑡] −→ k[𝑡], 𝑝 ↦−→
∫ 𝑡

𝑡0
𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 .

Definition 2.1 ([1]). A1 is the k-subalgebra of E generated by 𝑡
and 𝜕, and I1 is the k-subalgebra of E generated by 𝑡, 𝜕, and 𝐼 .

Then,A1 (k), or simplyA1, is called theWeyl algebra defining the
ordinary differential operators with polynomial coefficients. Simi-
larly, I1 (k), or simply I1, is the ring of ordinary integro-differential
operators in the variable 𝑡 with polynomial coefficients in k[𝑡].

In particular, we have the inclusion A1 ⊂ I1. The first fundamen-
tal theorem of calculus can be rewritten as 𝜕 𝐼 = 1, where 1 stands
for the identity of E. Moreover, we can see that for every 𝑝 ∈ k[𝑡],
(1 − 𝐼 𝜕) (𝑝) = 𝑝 (𝑡0), which shows that the operator

𝑒 : k[𝑡] −→ k[𝑡], 𝑝 ↦−→ 𝑝 (𝑡0),
belongs to I1.We shall refer to it as the evaluation operator. Note that
𝑒 is multiplicative, i.e., 𝑒 (𝑝1 𝑝2) = 𝑒 (𝑝1) 𝑒 (𝑝2), for all 𝑝1, 𝑝2 ∈ k[𝑡].

The second fundamental theorem of calculus then rewrites 𝐼 𝜕 = 1−𝑒 .
In what follows, we shall simply set 𝑡0 to 0.

Contrary to its subringA1, the ring I1 has nontrivial zero divisors
since 𝑒 𝑡 = 0 and 𝑒 𝐼 = 0.

For 𝑝 ∈ k[𝑡], we have the following fundamental identities in I1:
𝜕 𝑝 = 𝑝 𝜕 + 𝑝′, 𝜕 𝐼 = 1, 𝐼 𝜕 = 1 − 𝑒, 𝑒 𝑝 = 𝑒 (𝑝) 𝑒 = 𝑝 (0) 𝑒.

See, e.g., [15]. We can deduce the following extra identities:

𝑒2 = 𝑒, 𝜕 𝑒 = 0, 𝐼 𝑝 𝜕 = 𝑝 − 𝑒 (𝑝) 𝑒 − 𝐼 𝑝′,

𝐼 𝑝 𝐼 = 𝐼 (𝑝) 𝐼 − 𝐼 𝐼 (𝑝), 𝐼 𝑝 𝑒 = 𝐼 (𝑝) 𝑒.
Note that the first of the aforementioned identities corresponds to
the Leibniz rule and the last but one to the integration by parts.

We state again that an element 𝑃 of I1 can be written uniquely
as

𝑃 =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖 𝜕
𝑖 +

𝑚∑︁
𝑗=0

𝑏 𝑗 𝐼 𝑐 𝑗 +
𝑞∑︁

𝑘=0
𝑓𝑘 𝑒 𝜕

𝑘 , (2)

where 𝑎𝑖 , 𝑏 𝑗 , 𝑐 𝑗 , 𝑓𝑘 ∈ k[𝑡] and 𝑛, 𝑚, 𝑞 ∈ N. For more details, see
[1, 10, 17]. The identity (2) is called the normal form of 𝑃 .

For instance, let us give the explicit normal form of 𝐼𝑛 . First,
setting 𝑝 = 1 in the identity 𝐼 = 𝐼 (𝑝) 𝐼 − 𝐼 𝐼 (𝑝) and using 𝐼 (1) = 𝑡 ,
we obtain the identity 𝐼2 = 𝑡 𝐼 − 𝐼 𝑡 , which corresponds to the double
integration. More generally, we have the following explicit result on
multiple integrations (that does not seem to appear in the literature).

Proposition 2.2. The operator 𝐼𝑛 can be written as a polynomial
of degree 1 in I. More precisely, we have

∀𝑛 ≥ 1, 𝐼𝑛 =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘! 𝐼
(−𝑡)𝑛−1−𝑘
(𝑛 − 1 − 𝑘)! . (3)

Proof. The operators 𝐼𝑛 and
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘! 𝐼
(−𝑡)𝑛−1−𝑘
(𝑛 − 1 − 𝑘)! are two k-

endomorphisms of k[𝑡], i.e., two linear operators uniquely deter-
mined by their value on the basis (𝑡𝑛)𝑛∈N of k[𝑡]. Let𝑚 be a non-
negative integer. On the one hand, we have
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘! 𝐼
(−𝑡)𝑛−1−𝑘
(𝑛 − 1 − 𝑘)!

(
𝑡𝑚

)
=
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
(−1)𝑛−1−𝑘
(𝑛 − 1 − 𝑘)! 𝐼

(
𝑡𝑛−1−𝑘+𝑚

)

=
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
(−1)𝑛−1−𝑘
(𝑛 − 1 − 𝑘)!

𝑡𝑛−𝑘+𝑚

(𝑛 − 𝑘 +𝑚)

=
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝑛+𝑚

𝑘! (𝑛 − 𝑘 +𝑚)
(−1)𝑛−1−𝑘
(𝑛 − 1 − 𝑘)! .

On the other hand, we have

𝐼𝑛
(
𝑡𝑚

)
= 𝐼𝑛−1

(
𝑡𝑚+1

𝑚 + 1

)
= · · · = 𝑡𝑛+𝑚

(𝑚 + 1) (𝑚 + 2) · · · (𝑚 + 𝑛) . (4)

To conclude, we thus have to prove the following identity:
𝑛−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑛−1−𝑘
𝑘! (𝑛 − 1 − 𝑘)! (𝑛 − 𝑘 +𝑚) =

1
(𝑚 + 1) (𝑚 + 2) · · · (𝑚 + 𝑛) . (5)

To do so, let us note 𝑐 = 1
(𝑚+1) ·· · (𝑚+𝑛) and compute its partial

fraction expansion, i.e., write it as 𝑐 = 𝛼1
𝑚+1 + · · · + 𝛼𝑛

𝑚+𝑛 , where
𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ k. The 𝑘𝑡ℎ coefficient 𝛼𝑘 of this decomposition is given
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by 𝛼𝑘 = [(𝑚 + 𝑘) 𝑐] |𝑚=−𝑘 = 1
(−𝑘+1) (−𝑘+2) ·· · (−1) (𝑛−𝑘 )! so that we

get 𝛼𝑘 = 1
(−1)𝑘−1 (𝑘−1)!(𝑛−𝑘 )! . Hence, we have 𝛼𝑛−𝑘 = (−1)𝑛−𝑘−1

𝑘! (𝑛−𝑘−1)! ,
which proves (5) and thus (3). □

Note that Formula (3) holds for any 𝑡0 ∈ k in the definition of 𝐼
(see (1)) and not only for 𝑡0 = 0.

Proposition 2.3 ([1]). The set ⟨𝑒⟩ = I1 𝑒 I1 is the only two-sided
ideal of I1. Moreover, we have:

⟨𝑒⟩ = k[𝑡] 𝑒 k[𝜕] =
{ 𝑞∑︁
𝑘=0

𝑓𝑘 𝑒 𝜕
𝑘 | 𝑓𝑘 ∈ k[𝑡], 𝑞 ∈ N

}
.

Using (2), every 𝑃 ∈ I1 can be decomposed as 𝑃 = 𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3,
where 𝑃1 ∈ A1, 𝑃2 ∈ I =

{∑𝑚
𝑗=0 𝑏 𝑗 𝐼 𝑐 𝑗 | 𝑏 𝑗 , 𝑐 𝑗 ∈ k[𝑡], 𝑚 ∈ N

}
,

and 𝑃3 ∈ ⟨𝑒⟩. Moreover, using the identity 𝐼 𝑝 𝐼 = 𝐼 (𝑝) 𝐼 − 𝐼 𝐼 (𝑝) for
all 𝑝 ∈ k[𝑡], we can see that I is a nonunital ring.

If 𝑝 ∈ k[𝑡], then we note
KI1 (𝑝) = {𝑃 ∈ I1 | 𝑃 (𝑝) = 0},

where 𝑃 (𝑝) stands for the application of (1) to 𝑝 . Note thatKI1 (𝑝) is
a left ideal of I1. Similarly, we note KA1 (𝑝) = {𝑃 ∈ A1 | 𝑃 (𝑝) = 0}.

Let us state a result that will be useful in what follows.

Lemma 2.4. Let 𝑃 ∈ I1 and 𝑎 =
∑𝑙
𝑘=0 𝛼𝑘 𝑒 𝜕

𝑘 ∈ ⟨𝑒⟩. We have

𝑃 𝑎 =
𝑙∑︁

𝑘=0
𝑃 (𝛼𝑘 ) 𝑒 𝜕𝑘 ,

where 𝑃 (𝛼𝑘 ) ∈ k[𝑡] is obtained by applying 𝑃 ∈ E to 𝛼𝑘 using (1).

Proof. Let us consider 𝑃 ∈ I1. Then, there are 𝑃1 ∈ A1, 𝑃2 ∈ I,
and 𝑃3 ∈ ⟨𝑒⟩ such that 𝑃 = 𝑃1+𝑃2+𝑃3. By linearity and associativity
properties, we only have to prove that 𝑃 𝑝 𝑒 = 𝑃 (𝑝) 𝑒 , for all 𝑝 ∈
k[𝑡]. If 𝑃1 =

∑𝑛
𝑖=0 𝑎𝑖 𝜕

𝑖 , then, using the identity 𝜕 𝑒 = 0, we get

𝑃1 𝑝 𝑒 =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖 𝜕
𝑖 𝑝 𝑒 =

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖

𝑖∑︁
𝑗=0

(
𝑖

𝑗

)
𝑝 ( 𝑗 ) 𝜕𝑖− 𝑗 𝑒

=
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖 𝑝
(𝑖 ) 𝑒 = 𝑃1 (𝑝) 𝑒.

If 𝑃2 =
∑𝑚

𝑗=0 𝑏 𝑗 𝐼 𝑐 𝑗 , then, using the identity 𝐼 𝑝 𝑒 = 𝐼 (𝑝) 𝑒 , for all
𝑝 ∈ k[𝑡], we have

𝑃2 𝑝 𝑒 =
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑏 𝑗 𝐼 𝑐 𝑗 𝑝 𝑒 =
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑏 𝑗 𝐼 (𝑐 𝑗 𝑝) 𝑒 = 𝑃2 (𝑝) 𝑒.

If 𝑃3 =
∑𝑞
𝑘=0 𝑓𝑘 𝑒 𝜕

𝑘 , then, using 𝑒 𝑝 = 𝑒 (𝑝) 𝑒 , for all 𝑝 ∈ k[𝑡], and
𝑒2 = 𝑒 , we obtain

𝑃3 𝑝 𝑒 =
𝑞∑︁

𝑘=0
𝑓𝑘 𝑒 𝜕

𝑘 𝑝 𝑒 =
𝑞∑︁

𝑘=0
𝑓𝑘 𝑒 (𝜕𝑘 (𝑝)) 𝑒2 = 𝑃3 (𝑝) 𝑒.

Thus, we have 𝑃 𝑝 𝑒 = 𝑃 (𝑝) 𝑒 , for all 𝑝 ∈ k[𝑡]. This ends the proof.
□

We state again that the annihilator of 𝑎 ∈ I1 is defined by
annI1 (.𝑎) = {𝑃 ∈ I1 | 𝑃 𝑎 = 0}.

By Lemma 2.4, the annihilator of 𝑎 =
∑𝑞
𝑘=0 𝑓𝑘 𝑒 𝜕

𝑘 ∈ ⟨𝑒⟩ can be
described by annI1 (.𝑎) = {𝑃 ∈ I1 | 𝑃 (𝑓𝑘 ) = 0, 𝑘 = 0, . . . , 𝑞}.

It is well-known that A1 is a noetherian ring, i.e., is a left and
a right noetherian ring (see, e.g., [2, 6]). As for I1, the situation
is different. Indeed, we have seen that the identities 𝜕 𝐼 = 1 and
𝐼 𝜕 = 1 − 𝑒 hold in I1. Now, a theorem due to Jacobson [8] asserts
that the existence of a left/right inverse, which is not a two-sided
inverse, of an element in a noncommutative ring R implies that R
is not left/right noetherian. We thus have the following result.

Proposition 2.5 ([1]). The ring I1 is neither a left nor a right
noetherian ring.

A more explicit proof of Proposition 2.5 consists in considering
the chain of left ideals generated by the Taylor operators defined by

∀𝑛 ∈ N, 𝑇𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘! 𝑒 𝜕
𝑘 . (6)

One can check that 𝑇𝑛 𝑇𝑛+1 = 𝑇𝑛 and I1𝑇𝑛 ≠ I1𝑇𝑛+1, for all 𝑛 ∈ N,
so that I1𝑇0 ⊊ I1𝑇1 ⊊ I1𝑇2 ⊊ · · · is a strictly ascending chain of
left ideals of I1. This proves that I1 is not a left noetherian ring.

Recall that an involution 𝜃 of a k-algebra R is a k-linear endo-
morphism of R satisfying 𝜃 (𝑑1 𝑑2) = 𝜃 (𝑑2) 𝜃 (𝑑1), for all 𝑑1, 𝑑2 ∈ R,
and 𝜃2 = 1.

Proposition 2.6 ([1]). I1 admits the involution 𝜃 defined by

𝜃 (𝑡) = (𝑡 𝜕 + 1) 𝜕, 𝜃 (𝜕) = 𝐼 , 𝜃 (𝐼 ) = 𝜕. (7)

An important consequence of (7) is that 𝜃 (𝑒) = 𝑒 and 𝜃 (⟨𝑒⟩) =
⟨𝑒⟩. Moreover, the involution 𝜃 defined in Proposition 2.6 can be
used to turn the strictly ascending chain of left ideals exhibited
above into a strictly ascending chain of right ideals of I1. This proves
that I1 is also not a right noetherian ring.

At first sight, the fact that I1 is not a noetherian ring seems to
be a strong obstruction to a pure algebraic, and thus to an effective,
study of I1. The next section explains why an effective study of
linear systems of integro-differential equations with polynomial
coefficients remains feasible.

3 THE COHERENCE PROPERTY OF I1
In this section, let R be a ring andM a left R-module.

Definition 3.1. A left R-moduleM is said to be finitely generated
if there is a finite family (𝑔𝑖 )𝑖∈J1,𝑝K of elements of M satisfying

∀𝑚 ∈ M, ∃ 𝑟1, . . . , 𝑟𝑝 ∈ R, 𝑚 =
𝑝∑︁
𝑖=1

𝑟𝑖 𝑔𝑖 . (8)

(𝑔𝑖 )𝑖∈J1,𝑝K is then a finite set of generators of the left R-module M.

A left R-module M is finitely generated if there exist some sur-
jective R-homomorphism 𝜋 : R1×𝑝 −→ M, i.e., a R-epimorphism.
Let 𝑒𝑖 = (0, . . . , 1, . . . , 0) be the 𝑖𝑡ℎ element of the standard basis of
R1×𝑝 , namely, the row vector of length 𝑝 with 1 at the 𝑖𝑡ℎ position
and 0 elsewhere. If (𝑔𝑖 )𝑖∈J1,𝑝K is a set of generators of M, then we
can consider the following R-epimorphism:

𝜋 : R1×𝑝 −→ M, 𝑒𝑖 ↦−→ 𝑔𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑝 .

Definition 3.2. Let M be a finitely generated left R-module and
(𝑔𝑖 )𝑖∈J1,𝑝K a finite set of generators of M. Then, M is said to be
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finitely presented if the left R-module of all the relations among the
𝑔𝑖 ’s, namely,

ker𝜋 =

{
(𝜆1, . . . , 𝜆𝑝 ) ∈ R1×𝑝 |

𝑝∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖 𝑔𝑖 = 0
}

is finitely generated.

By definition, a finitely presented module is finitely generated.
The fact that ker𝜋 is finitely generated is equivalent to the ex-

istence of a finite set of generators of ker𝜋 , i.e., a finite set of
elements 𝑅1•, . . . , 𝑅𝑞• ∈ R1×𝑝 satisfying that, for all 𝜆 ∈ ker𝜋 ,
there are 𝜇1, . . . , 𝜇𝑞 ∈ R such that

𝜆 =
𝑞∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖 𝑅𝑖• =
(
𝜇1 . . . 𝜇𝑞

)
︸             ︷︷             ︸

𝜇

©­­«
𝑅1•
...

𝑅𝑞•

ª®®¬︸                      ︷︷                      ︸
𝑅

= 𝜇 𝑅.

Thus, we can write ker𝜋 = imR (·𝑅) = {𝜇 𝑅 | 𝜇 ∈ R1×𝑞}, where
𝑅 ∈ R𝑞×𝑝 is thematrix having the𝑅𝑖•’s as rows, which is equivalent
to the following exact sequence of left R-modules:

R1×𝑞 ·𝑅 // R1×𝑝 𝜋 //M // 0.

Equivalently, we haveM � cokerR (.𝑅) = R1×𝑝/(R1×𝑞 𝑅), where
� means “isomorphic to”. For more details, see [2, 18, 20].

Definition 3.3. Let R be a noncommutative ring.
• A leftR-moduleM is said to be left coherent ifM is a finitely
generated left R-module and if every finitely generated left
R-submodule ofM is finitely presented.

• The ring R is said to be left coherent if R is a left coherent
R-module, i.e., if every finitely generated left ideal of R is
finitely presented.

Similar definitions hold for right R-modules and a ring is said to
be coherent if it is both left and right coherent.

According to Definitions 3.3 and 3.2, a ring R is left coherent if
for every finitely generated ideal J of R, the left R-module of the
relations among a finite set of generators of J is finitely generated.

Example 3.4. Left (resp., right) noetherian rings are left (resp.,
right) coherent rings. Two examples of coherent rings which are not
noetherian are the ring k[𝑥𝑖 | 𝑖 ∈ N] of polynomials in an infinite
number of variables {𝑥𝑖 }𝑖∈N with coefficients in a field k, and the
ring of the entire functions on C. For more details, see [18].

Let us state a useful characterization of a coherent ring.

Proposition 3.5 ([18, 20]). Let R be a ring. The following two
conditions are equivalent:

(1) R is a left coherent ring.
(2)(a) For every 𝑎 ∈ R, annR (.𝑎) is a finitely generated left ideal.

(b) For all finitely generated left ideals J1 and J2, the left ideal
J1 ∩ J2 is finitely generated.

A similar result holds for a right coherent ring (annR (.𝑎) is then
replaced by annR (𝑎.) and left ideals by right ideals).

We can now state a result that is at the core of this paper.

Theorem 3.6 ([1]). I1 is a coherent ring.

Using the involution 𝜃 of I1 (see Proposition 2.6), the left coher-
ence property yields the right coherence property, and vice versa.

We point out that the proof of Theorem 3.6 given in [1] is not
constructive. The main goal of the present paper is to contribute to
the development of an effective version of the coherence property
of I1 and its implementation in the computer algebra software
Maple. Here, we shall focus on Condition (2)(a) of Proposition 3.5.
The second condition will be studied in a future work.

Note that, to our knowledge, I1 would be the first example of
a coherent but not noetherian ring implemented in a computer
algebra system, which has important applications (e.g., calculus).

4 ANNIHILATOR OF AN EVALUATION
OPERATOR

4.1 Preliminary remarks and results
In Section 3, we have recalled that the ring I1 was coherent. Yet, the
proof of the coherence property given in [1] remains not algorith-
mic. To make it so, we shall rely on Proposition 3.5 which shows
that the coherence property is equivalent to two conditions: one
on the annihilator of elements of I1 and one on the intersection of
finitely generated ideals. In this paper, we shall only focus on the
first one, letting the second one for a future work.

Let us then consider Condition (2) (a) of Proposition 3.5. In the
case 𝑎 ∈ I1 \ ⟨𝑒⟩, the characterization of a finite set of generators for
annI1 (.𝑎) was obtained in [17] and implemented in the IntDiffOp
package [10]. Hence, it remains to study the case 𝑎 ∈ ⟨𝑒⟩.

Note that annI1 (.𝑎) is the left ideal of I1 defining all the com-
patibility conditions of the inhomogeneous linear equation 𝑎 ℎ = 𝑔,
where 𝑔 is fixed in a left I1-module F and ℎ is sought in F . Indeed,
if 𝑃 ∈ annI1 (.𝑎), then by definition, 𝑃 𝑎 = 0, i.e., 𝑃 𝑔 = 0. This last
equation is a necessary condition for the above system to have a
solution, i.e., 𝑃 𝑔 = 0 is a compatibility condition.

We now state two lemmas that will be used in what follows.

Lemma 4.1 ([4]). Let 𝑃 ∈ I1. Then, there is 𝑁 ∈ N such that the
operator 𝜕𝑁 𝑃 belongs to A1. In particular, using the normal form (2)
of 𝑃 , we can take 𝑁 = max( 𝑗, 𝑘 ) ∈J0,𝑚K×J0,𝑞K{deg𝑡 (𝑏 𝑗 ), deg𝑡 (𝑓𝑘 )}+1.

Lemma 4.2. For all 𝑛 ∈ N, we have 𝐼𝑛𝜕𝑛 +𝑇𝑛−1 = 1, where 𝑇𝑛 is
defined by (6). For every 𝑃 ∈ I1, there is 𝑁 ∈ N such that 𝑃 can be
written as 𝑃 = 𝐼𝑁 𝜕𝑁 𝑃+𝑇𝑁−1 𝑃 , where 𝜕𝑁 𝑃 ∈ A1 and𝑇𝑁−1 𝑃 ∈ ⟨𝑒⟩.

Proof. Using (1), let us compare (𝐼𝑛 𝜕𝑛)
(
𝑡𝑙
)
and (1 −𝑇𝑛−1)

(
𝑡𝑙
)
,

for all 𝑙 ≥ 0. If 𝑙 ≤ 𝑛 − 1, we have

(1 −𝑇𝑛−1)
(
𝑡𝑙
)
= 0,

(
𝐼𝑛 𝜕𝑛

) (
𝑡𝑙
)
= 𝐼𝑛 (0) = 0.

Now, for 𝑙 > 𝑛 − 1, we have

(1 −𝑇𝑛−1)
(
𝑡𝑙
)
= 𝑡𝑙 ,

(
𝐼𝑛 𝜕𝑛

) (
𝑡𝑙
)
= 𝑙 . . . (𝑙 − 𝑛 + 1) 𝐼𝑛

(
𝑡𝑙−𝑛

)
.

Using (4), we obtain

𝐼𝑛
(
𝑡𝑙−𝑛

)
=

𝑡𝑙

(𝑙 − 𝑛 + 1) (𝑙 − 𝑛 + 2) . . . 𝑙 .

Then, we have(
𝐼𝑛 𝜕𝑛

) (
𝑡𝑙
)
= 𝑙 . . . (𝑙 − 𝑛 + 1) 𝐼𝑛

(
𝑡𝑙−𝑛

)
= 𝑡𝑙 .
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The second assertion is a direct consequence of the first one, Lemma 4.1,
and Proposition 2.3. □

Using Proposition 2.2, for all 𝑛 ≥ 1 and 𝑝 ∈ k[𝑡], we have

𝐼𝑛 (𝑝) =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!

∫ 𝑡

0

(−𝜏)𝑛−1−𝑘
(𝑛 − 1 − 𝑘)! 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 =

∫ 𝑡

0

(𝑡 − 𝜏)𝑛−1
(𝑛 − 1)! 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 .

Hence, the identity 𝐼𝑛𝜕𝑛 +𝑇𝑛−1 = 1 of Lemma 4.2 yields

∀ 𝑝 ∈ k[𝑡], 𝑝 = 𝑇𝑛−1 (𝑝) +
(
𝐼𝑛𝜕𝑛

) (𝑝)
=

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘! 𝑝
(𝑘 ) (0) +

∫ 𝑡

0

(𝑡 − 𝜏)𝑛−1
(𝑛 − 1)! 𝑝 (𝑛) (𝜏) 𝑑𝜏,

for all 𝑛 ≥ 1. This shows that Lemma 4.2 encapsulates the Taylor’s
theorem with an integral form of the remainder into a simple identity.

4.2 Annihilator of a simple evaluation operator
Let 𝑝 ∈ k[𝑡] and let us exhibit a generating set of the left I1-ideal
annI1 (.𝑝 𝑒). From Lemma 2.4, we have

annI1 (.𝑝 𝑒) = {𝑃 ∈ I1 | 𝑃 𝑝 𝑒 = 𝑃 (𝑝) 𝑒 = 0} = {𝑃 ∈ I1 | 𝑃 (𝑝) = 0}.
According to [5, Proposition 3.2], KA1 (𝑝) := {𝑄 ∈ A1 | 𝑄 (𝑝) = 0}
is the left ideal of A1 generated by 𝑄1 := 𝜕𝑚+1 and 𝑄2 := 𝑝 𝜕𝑚 −
𝑝 (𝑚) . In other words, we have KA1 (𝑝) = A1𝑄1 + A1𝑄2 .

Lemma 4.3. Let 𝑝 ∈ k[𝑡] be a polynomial of degree𝑚,𝑄1 = 𝜕𝑚+1,
and 𝑄2 = 𝑝 𝜕𝑚 − 𝑝 (𝑚) . Then, we have

annI1 (.𝑝 𝑒) ∩ ⟨𝑒⟩ ⊆ I1𝑄1 + I1𝑄2 .

Proof. If 𝑃 ∈ annI1 (.𝑝 𝑒) ∩ ⟨𝑒⟩, then, from Lemma 2.4, we have
𝑃 =

∑𝑞
𝑘=0 𝑓𝑘 𝑒 𝜕

𝑘 , where 𝑓𝑘 ∈ k[𝑡], 𝑘 = 0, . . . , 𝑞, and 𝑃 satisfies
𝑃 (𝑝) = 0. If 𝑞 > 𝑚, then we can write

𝑃 =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑓𝑘 𝑒 𝜕
𝑘 +

( 𝑞∑︁
𝑘=𝑚+1

𝑓𝑘 𝑒 𝜕
𝑘−𝑚−1

)
𝑄1 .

Thus, 𝑃 ∈ I1𝑄1+I1𝑄2 if and only if 𝑃 =
∑𝑚
𝑘=0 𝑓𝑘 𝑒 𝜕

𝑘 ∈ I1𝑄1+I1𝑄2.
Since 𝑃 (𝑝) = 0, then 𝑃 satisfies 𝑃 (𝑝) = 0. Then, we have:

𝑃 (𝑝) = 0 ⇔
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑓𝑘 𝑒 𝜕
𝑘 (𝑝) = 0 ⇔

𝑚∑︁
𝑘=0

𝑓𝑘 𝑝
(𝑘 ) (0) = 0.

Since deg𝑡 (𝑝) is exactly𝑚, we get 𝑝 (𝑚) = 𝑝 (𝑚) (0) ≠ 0. Therefore,
we obtain the identity 𝑓𝑚 = − 1

𝑝 (𝑚)
∑𝑚−1
𝑘=0 𝑓𝑘 𝑝

(𝑘 ) (0). Substituting
this expression into 𝑃 and using 𝑝 (𝑘 ) (0) 𝑒 = 𝑒 (𝑝 (𝑘 ) ) 𝑒 = 𝑒 𝑝 (𝑘 ) , we
obtain

𝑃 =
𝑚−1∑︁
𝑘=0

(
𝑓𝑘 𝑒 𝜕

𝑘 − 1
𝑝 (𝑚) 𝑓𝑘 𝑝

(𝑘 ) (0) 𝑒 𝜕𝑚
)
,

=
𝑚−1∑︁
𝑘=0

(
𝑓𝑘 𝑒 𝜕

𝑘 − 1
𝑝 (𝑚) 𝑓𝑘 𝑒 𝑝

(𝑘 ) 𝜕𝑚
)
,

=
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑓𝑘 𝑒
1

𝑝 (𝑚)
(
𝑝 (𝑚) 𝜕𝑘 − 𝑝 (𝑘 ) 𝜕𝑚

)
.

Therefore, 𝑃 (𝑝) = 0 yields 𝑝 (𝑚) 𝜕𝑘 − 𝑝 (𝑘 ) 𝜕𝑚 ∈ KA1 (𝑝), for 𝑘 ∈
J0,𝑚−1K. From [5, Proposition 3.2], we getKA1 (𝑝) = A1𝑄1+A1𝑄2,

which shows that the term 𝑓𝑘 𝑒
1

𝑝 (𝑚)

(
𝑝 (𝑚) 𝜕𝑘 − 𝑝 (𝑘 ) 𝜕𝑚

)
belongs

to I1𝑄1+I1𝑄2, for𝑘 = 0, . . . ,𝑚−1. This proves 𝑃 ∈ I1𝑄1+I1𝑄2. □

Proposition 4.4. Let 𝑝 ∈ k[𝑡] be of degree𝑚, 𝑄1 = 𝜕𝑚+1, and
𝑄2 = 𝑝 𝜕𝑚 − 𝑝 (𝑚) . Then, we have

annI1 (.𝑝 𝑒) = I1𝑄1 + I1𝑄2 .

Proof. Let 𝑃 ∈ annI1 (.𝑝 𝑒). From Lemma 2.4, we have 𝑃 (𝑝) = 0.
According to Lemma 4.1, there is 𝑁 ∈ N such that 𝜕𝑁 𝑃 ∈ A1.
Thus, we have 𝜕𝑁 𝑃 ∈ KA1 (𝑝). Since KA1 (𝑝) = A1𝑄1 + A1𝑄2,
there is (𝛼, 𝛽) ∈ A21 such that 𝜕𝑁 𝑃 = 𝛼 𝑄1 + 𝛽 𝑄2, which yields
𝐼𝑁 𝜕𝑁 𝑃 = (𝐼𝑁 𝛼)𝑄1 + (𝐼𝑁 𝛽)𝑄2. Using the identity of Lemma 4.2,
i.e., 𝐼𝑁 𝜕𝑁 +𝑇𝑁−1 = 1 , we get𝑇𝑁−1 𝑃 = 𝑃−(𝐼𝑁 𝛼)𝑄1−(𝐼𝑁 𝛽)𝑄2 ∈
annI1 (.𝑝 𝑒) ∩ ⟨𝑒⟩ because 𝑃, 𝑄1, 𝑄2 ∈ annI1 (.𝑝 𝑒) and𝑇𝑁−1 𝑃 ∈ ⟨𝑒⟩
since 𝑇𝑁−1 ∈ ⟨𝑒⟩ and ⟨𝑒⟩ is a right ideal of I1 (by Proposition 2.3).
Using Lemma 4.3, 𝑇𝑁−1 𝑃 ∈ I1𝑄1 + I1𝑄2 and so is 𝑃 = 𝑇𝑁−1 𝑃 +
(𝐼𝑁 𝛼)𝑄1 + (𝐼𝑁 𝛽)𝑄2, which finally proves the result since we
clearly have I1𝑄1 + I1𝑄2 ⊆ annI1 (.𝑝 𝑒). □

4.3 Main results
Let us now extend Proposition 4.4 to a general element 𝑎 ∈ ⟨𝑒⟩. In
what follows, for 𝑅 ∈ k[𝑡]𝑞×𝑝 , we use the following k[𝑡]-modules:

kerk[𝑡 ] (.𝑅) =
{
𝜆 ∈ k[𝑡]1×𝑞 | 𝜆 𝑅 = 0

}
,

imk[𝑡 ] (.𝑅) =
{
𝜆 𝑅 | 𝜆 ∈ k[𝑡]1×𝑞} .

We shall need the next lemma which characterizes the differ-
ential operators which annihilate a finite family of polynomials
{𝑎𝑖 }𝑖=0,...,𝑟 .

Lemma 4.5. Let𝑎𝑖 ∈ k[𝑡], 𝑖 = 0, . . . , 𝑟 ,𝑚 = max𝑖∈J0, 𝑟K{deg𝑡 (𝑎𝑖 )},

𝐶 =
©­­­«

𝑎0 . . . 𝑎𝑟
...

...

𝑎
(𝑚+1)
0 . . . 𝑎

(𝑚+1)
𝑟

ª®®®¬
∈ k[𝑡] (𝑚+2)×(𝑟+1) , 𝐽𝑚+1 =

©­­­­«

1
𝜕
...

𝜕𝑚+1

ª®®®®¬
.

(9)
Let 𝐷 ∈ k[𝑡]𝑢×(𝑚+2) be a full row rank matrix, where 𝑢 ∈ J1,𝑚 + 2K
is the rank of 𝐷 such that

kerk[𝑡 ] (.𝐶) = imk[𝑡 ] (.𝐷),
and the vector (

𝑓1 . . . 𝑓𝑢
)𝑇 = 𝐷 𝐽𝑚+1 ∈ A𝑢×11 .

Then, we have
𝑟⋂
𝑖=0

KA1 (𝑎𝑖 ) =
𝑢∑︁
𝑗=1
A1 𝑓𝑗 .

Proof. Since 𝜕𝑚+1 (𝑎𝑖 ) = 0, for 𝑖 = 0, . . . , 𝑟 , 𝜕𝑚+1 ∈ ⋂𝑟
𝑖=0KA1 (𝑎𝑖 ).

Hence, if 𝑃 =
∑𝑛

𝑗=0 𝑐 𝑗 𝜕
𝑗 ∈ ⋂𝑟

𝑖=0KA1 (𝑎𝑖 ), where 𝑛 > 𝑚 + 1 and
𝑐 𝑗 ∈ k[𝑡], for 𝑗 = 0, . . . , 𝑛, then we can write

𝑃 =
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑐 𝑗 𝜕
𝑗 + ©­

«
𝑛∑︁

𝑗=𝑚+1
𝑐 𝑗 𝜕

𝑗−𝑚−1ª®
¬
𝜕𝑚+1,
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and we get 𝑃 =
∑𝑚

𝑗=0 𝑐 𝑗 𝜕
𝑗 ∈ ⋂𝑟

𝑗=0KA1 (𝑎𝑖 ). To simplify the ex-
position below, we keep the term of order 𝑚 + 1 in 𝑃 . We then
have:

∀𝑖 ∈ J0, 𝑟K, 𝑃 (𝑎𝑖 ) =
𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝑐 𝑗 𝑎
( 𝑗 )
𝑖 = 0 ⇔ (𝑐0 . . . 𝑐𝑚+1)𝐶 = (0 . . . 0),

where the matrix𝐶 ∈ k[𝑡] (𝑚+2)×(𝑟+1) is defined by (9). This shows
that (𝑐0 . . . 𝑐𝑚+1) ∈ kerk[𝑡 ] (.𝐶). Now, since k[𝑡] is a noetherian
ring, the k[𝑡]-module kerk[𝑡 ] (.𝐶) is finitely generated (see, e.g., [7]),
and thus, there is a finite set of generators for kerk[𝑡 ] (.𝐶). Stack-
ing the corresponding polynomial rows into a matrix, we obtain
a matrix 𝐷 ∈ k[𝑡]𝑢×(𝑚+2) such that kerk[𝑡 ] (.𝐶) = imk[𝑡 ] (.𝐷).
Note that kerk[𝑡 ] (.𝐶) is a k[𝑡]-submodule of the free k[𝑡]-module
k[𝑡]1×(𝑚+2) , and thus, kerk[𝑡 ] (.𝐶) is a free k[𝑡]-module because
k[𝑡] is a principal ideal domain (see, e.g., [18]). Hence, the rows
of the matrix 𝐷 can be chosen so that they are k[𝑡]-linearly inde-
pendent, i.e., such that the matrix 𝐷 has full row rank (i.e., 𝜈 𝐷 = 0
yields 𝜈 = 0). Therefore, we have the following exact sequence of
k[𝑡]-modules:

0 // k[𝑡]1×𝑢 .𝐷 // k[𝑡]1×(𝑚+2) .𝐶 // k[𝑡]1×(𝑟+1) . (10)

Thus, (𝑐0 . . . 𝑐𝑚+1) = 𝛼 𝐷 for a certain𝛼 ∈ k[𝑡]1×𝑢 . Let us consider(
𝑓1 . . . 𝑓𝑢

)𝑇 := 𝐷 𝐽𝑚+1. Using 𝑃 = (𝑐0 . . . 𝑐𝑚+1) 𝐽𝑚+1, we
then get 𝑃 = 𝛼 𝐷 𝐽𝑚+1 =

∑𝑢
𝑗=1 𝛼 𝑗 𝑓𝑗 , i.e., 𝑃 ∈ ∑𝑢

𝑗=1 A1 𝑓𝑗 . Now
(0 . . . 0 1) ∈ imk[𝑡 ] (.𝐷) since the last row of 𝐶 has zero entries.
This yields (0 . . . 0 1) 𝐽𝑚+1 = 𝜕𝑚+1 ∈ ∑𝑢

𝑗=1 k[𝑡] 𝑓𝑗 . Hence, we have
𝑃 ∈ 𝑃 + A1 𝜕𝑚+1 ⊂ ∑𝑢

𝑗=1 A1 𝑓𝑗 , which proves the first inclusion.
For the converse, we note that each entry of the column vec-

tor 𝐷 𝐽𝑚+1 is an element of A1 which annihilates all the 𝑎𝑖 ’s be-
cause the rows of 𝐷 belong to kerk[𝑡 ] (.𝐶). Hence, we obtain that
(𝑓1 . . . 𝑓𝑢 )𝑇 = 𝐷 𝐽𝑚+1 is a generating set of

⋂𝑟
𝑖=0KA1 (𝑎𝑖 ). □

Note that the generators 𝑓𝑗 ’s of Lemma 4.5 can be explicitly
obtained by the computation of a Hermite normal form (or a Smith
normal form) of the matrix 𝐶 . For more details, see, e.g., [11]. Such
a computation is implemented in computer algebra softwares.

Example 4.6. Let us consider 𝑎0 = 𝑡, 𝑎1 = 𝑡2 + 1, and 𝑎2 = 𝑡3 − 2 𝑡 .
Then, we have𝑚 = max𝑖∈J0, 2K{deg𝑡 (𝑎𝑖 )} = 3 and

𝐶 = ©­«
𝑡 1 0 0 0

𝑡2 + 1 2 𝑡 2 0 0
𝑡3 − 2 𝑡 3 𝑡2 − 2 6 𝑡 6 0

ª®¬
𝑇

∈ k[𝑡]5×3 .

Using, e.g., Maple, we can compute a matrix𝐷 whose rows generate
the k[𝑡]-module kerk[𝑡 ] (.𝐶). We find

𝐷 =

(−6 6 𝑡 −3 𝑡2 + 3 𝑡3 − 3 𝑡 0
0 0 0 0 1

)
.

Thus, two generators 𝑓1 and 𝑓2 of
⋂2

𝑖=0KA1 (𝑎𝑖 ) are defined by(
𝑓1
𝑓2

)
= 𝐷 𝐽4 =

(−6 + 6 𝑡 𝜕 + (−3 𝑡2 + 3) 𝜕2 + (𝑡3 − 3 𝑡) 𝜕3
𝜕4

)
,

i.e., we have
⋂2

𝑖=0KA1 (𝑎𝑖 ) = A1 𝑓1 + A1 𝑓2.
Using Lemma 4.5, the next proposition characterizes a finite set

of generators of the left ideal annI1 (.𝑎)
⋂⟨𝑒⟩ of I1, where 𝑎 ∈ ⟨𝑒⟩.

Proposition 4.7. Let 𝑎 =
∑𝑟
𝑖=0 𝑎𝑖 𝑒 𝜕

𝑖 ∈ ⟨𝑒⟩, 𝑎𝑖 ∈ k[𝑡], for 𝑘 =

0, . . . , 𝑟 ,𝑚 = max𝑖∈J0, 𝑟K{deg𝑡 (𝑎𝑖 )}, and 𝐶 ∈ k[𝑡] (𝑚+2)×(𝑟+1) and
𝐽𝑚+1 be the matrices defined by (9). If 𝐸 ∈ k𝑣×(𝑚+2) is a full row
rank matrix such that kerk (.𝑒 (𝐶)) = imk (.𝐸) (where 𝑒 (𝐶) is the
evalutation of C at 𝑡 = 0), then we have

annI1 (.𝑎)
⋂

⟨𝑒⟩ =
𝑣∑︁

𝑘=1
I1 𝑔𝑘 ,

where the 𝑔𝑘 ’s are defined by(
𝑔1 . . . 𝑔𝑣

)𝑇 = 𝐸 𝑒 𝐽𝑚+1 ∈ ⟨𝑒⟩𝑣×1 . (11)

Proof. Let 𝑃 ∈ annI1 (.𝑎)
⋂⟨𝑒⟩. We have 𝑃 =

∑𝑙
𝑗=0 𝛼 𝑗 𝑒 𝜕

𝑗 and
𝑃 𝑎 = 0. Using Lemma 2.4, 𝑃 𝑎 =

∑𝑟
𝑖=0 𝑃 (𝑎𝑖 ) 𝑒 𝜕𝑖 = 0 if and only

if 𝑃 (𝑎𝑖 ) = 0, for 𝑖 = 0, . . . , 𝑟 . As a consequence, annI1 (.𝑎)
⋂⟨𝑒⟩ =(⋂𝑟

𝑖=0KI1 (𝑎𝑖 )
) ⋂⟨𝑒⟩. Now, for 𝑖 = 0, . . . , 𝑟 , if we note𝑚𝑖 = deg𝑡 (𝑎𝑖 ),

then we have 𝜕𝑚𝑖+1 ∈ KI1 (𝑎𝑖 ). Hence, we get 𝜕𝑚+1 ∈ ⋂𝑟
𝑖=0KI1 (𝑎𝑖 ).

Consequently, 𝑒 𝜕𝑚+1 ∈ annI1 (.𝑎)
⋂⟨𝑒⟩. Therefore, we can, without

loss of generality, assume 𝑙 = 𝑚 + 1, i.e., 𝑃 =
∑𝑚+1

𝑗=0 𝛼 𝑗 𝑒 𝜕
𝑗 ∈

annI1 (.𝑎). We then have

𝑃 𝑎 = 0 ⇐⇒ 𝑃 (𝑎𝑖 ) = 0, 𝑖 = 0, . . . , 𝑟 ,

⇐⇒ 𝑃 (𝑎𝑖 ) =
𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝛼 𝑗 𝑒 (𝜕 𝑗𝑎𝑖 ) = 0, 𝑖 = 0, . . . , 𝑟 ,

⇐⇒ (𝛼0 . . . 𝛼𝑚+1) 𝑒 (𝐶) = (0 . . . 0),
⇐⇒ (𝛼0 . . . 𝛼𝑚+1) ∈ kerk[𝑡 ] (.𝑒 (𝐶)),

where the matrix 𝐶 is defined by (9). Let 𝐸 ∈ k𝑣×(𝑚+2) be a full
row rank matrix whose rows define a basis of kerk (.𝑒 (𝐶)), where
𝑣 = dimk kerk (.𝑒 (𝐶)). Then, we have the following exact sequence
of k-vector spaces:

0 // k1×𝑣 .𝐸 // k1×(𝑚+2) .𝑒 (𝐶 ) // k1×(𝑟+1) .

The above exact sequence of k-vector spaces splits (see, e.g., [18]).
Thus, taking the tensor product of this exact sequence by the free
k-module k[𝑡] yields the following exact sequence of k[𝑡]-modules
(see, e.g., [18]):

0 // k[𝑡]1×𝑣 .𝐸 // k[𝑡]1×(𝑚+2) .𝑒 (𝐶 ) // k[𝑡]1×(𝑟+1) , (12)

i.e., kerk[𝑡 ] (.𝑒 (𝐶)) = imk[𝑡 ] (.𝐸). From the exactness of (12), we
can deduce that 𝑃 𝑎 = 0 if and only if (𝛼0 . . . 𝛼𝑚+1) ∈ imk[𝑡 ] (.𝐸),
i.e., if and only if there is 𝜈 ∈ k[𝑡]1×𝑣 such that (𝛼0 . . . 𝛼𝑚+1) =
𝜈 𝐸. Hence, 𝑃 can be written 𝑃 = 𝜈 𝐸 𝑒 𝐽𝑚+1. Therefore, 𝑃 𝑎 = 0
if and only if 𝑃 ∈ I1×𝑣1 𝐸 𝑒 𝐽𝑚+1. Now, using the standard basis of
k[𝑡]1×𝑣 , we obtain that the 𝑔𝑘 ’s defined by (11) generate the left
ideal I1×𝑣1 𝐸 𝑒 𝐽𝑚+1 of I1. The last row of the matrix 𝑒 (𝐶) is the zero
row. Thus, we have (0 . . . 0 1) ∈ kerk (.𝑒 (𝐶)), which implies
that (0 . . . 0 1) 𝑒 𝐽𝑚+1 = 𝑒 𝜕𝑚+1 ∈ ∑𝑣

𝑘=1 I1 𝑔𝑘 . This proves that
(11) is a set of generators of annI1 (.𝑎)

⋂⟨𝑒⟩, i.e., annI1 (.𝑎)
⋂⟨𝑒⟩ =∑𝑣

𝑘=1 I1 𝑔𝑘 . □
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Example 4.8. We continue Example 4.6. The evaluation of the
matrix 𝐶 defined in Example 4.6 at 𝑡 = 0 is

𝑒 (𝐶) = ©­
«
0 1 0 0 0
1 0 2 0 0
0 −2 0 6 0

ª®
¬
𝑇

,

and kerk (.𝑒 (𝐶)) is generated by the rows of the matrix

𝐸 =

(
2 0 −1 0 0
0 0 0 0 1

)
.

Hence, a set of generators of annI1 (.𝑎)
⋂⟨𝑒⟩ is defined by(

𝑔1
𝑔2

)
= 𝐸 𝑒 𝐽4 =

(
2 𝑒 − 𝑒 𝜕2

𝑒 𝜕4

)
,

i.e., annI1 (.𝑎)
⋂⟨𝑒⟩ = {

𝛼1 (2 𝑒 − 𝑒 𝜕2) + 𝛼2 𝑒 𝜕4 | 𝛼1, 𝛼2 ∈ I1
}
.

We can now state the main result of the present article.

Theorem 4.9. Let 𝑎 =
∑𝑟
𝑖=0 𝑎𝑖 𝑒 𝜕

𝑖 ∈ ⟨𝑒⟩, where 𝑎𝑖 ∈ k[𝑡] for
𝑖 = 0, . . . , 𝑟 . Then, we have

annI1 (.𝑎) =
𝑢∑︁
𝑗=1
I1 𝑓𝑗 +

𝑣∑︁
𝑘=1
I1 𝑔𝑘 ,

where the 𝑓𝑗 ’s (resp., 𝑔𝑘 ’s) are the differential (resp., evaluation) oper-
ators defined in Lemma 4.5 (resp., Proposition 4.7). In particular, the
left ideal annI1 (.𝑎) of I1 is finitely generated.

Proof. Let us consider 𝑎 =
∑𝑟
𝑖=0 𝑎𝑖 𝑒 𝜕

𝑖 and 𝑃 ∈ annI1 (.𝑎). From
Lemma 4.1, there is 𝑁 ∈ N such that 𝜕𝑁 𝑃 ∈ A1. Then, (𝜕𝑁 𝑃) 𝑎 =
𝜕𝑁 (𝑃 𝑎) = 0, i.e.,

∑𝑟
𝑖=0 (𝜕𝑁 𝑃) (𝑎𝑖 ) 𝑒 𝜕𝑖 = 0, and thus, according to

Lemma 2.4, (𝜕𝑁 𝑃) (𝑎𝑖 ) = 0, for 𝑖 = 0, . . . , 𝑟 . Therefore 𝜕𝑁 𝑃 ∈⋂𝑟
𝑖=0KA1 (𝑎𝑖 ) =

∑𝑢
𝑗=1 A1 𝑓𝑗 (see Lemma 4.5). Using Lemma 4.2, 𝑃

can be written as 𝑃 = 𝑇𝑁−1 𝑃 + 𝑆 , where 𝑆 = 𝐼𝑁 𝜕𝑁 𝑃 ∈ ∑𝑢
𝑗=1 I1 𝑓𝑗 .

Now, note that 𝑇𝑁−1 𝑃 ∈ annI1 (.𝑎)
⋂⟨𝑒⟩. Thus, by Proposition 4.7,

𝑇𝑁−1 𝑃 ∈ ∑𝑣
𝑘=1 I1 𝑔𝑘 , which shows that 𝑃 ∈ ∑𝑢

𝑗=1 I1 𝑓𝑗 +
∑𝑣
𝑘=1 I1 𝑔𝑘 ,

and annI1 (.𝑎) ⊆
∑𝑢

𝑗=1 I1 𝑓𝑗 +
∑𝑣
𝑘=1 I1 𝑔𝑘 . Finally, by construction,

we have
∑𝑢

𝑗=1 I1 𝑓𝑗 +
∑𝑣
𝑘=1 I1 𝑔𝑘 ⊆ annI1 (.𝑎), which ends the proof.

□

Example 4.10. Applying Theorem 4.9 to 𝑎 ∈ ⟨𝑒⟩ defined in Ex-
ample 4.8 and using the results obtained in Examples 4.6 and 4.8,
we obtain annI1 (.𝑎) = I1 𝑓1 + I1 𝑓2 + I1 𝑔1 + I1 𝑔2, where 𝑓1, 𝑓2, 𝑔1,
and 𝑔2 are defined in Examples 4.6 and 4.8.

In the case 𝑟 = 0, Proposition 4.4 shows that annI1 (.𝑎) can
be generated by two differential operators. Thus, we can won-
der if the same result holds for the general case, i.e., for all 𝑟 ∈
N. Comparing the exact sequences (10) and (12), we note that
kerk[𝑡 ] (.𝐶) = imk[𝑡 ] (.𝐷) and kerk[𝑡 ] (.𝑒 (𝐶)) = imk[𝑡 ] (.𝐸), where
𝐷 ∈ k[𝑡]𝑢×(𝑚+2) and 𝐸 ∈ k𝑣×(𝑚+2) are full row rank matrices.
Therefore, we can wonder if we can take 𝐸 = 𝑒 (𝐷) in Proposi-
tion 4.7.

Example 4.11. Considering again Example 4.10, we can check
that 𝑔1 = −𝑒 𝑓1/3 and 𝑔2 = 𝑒 𝑓2, which shows that annI1 (.𝑎) =
I1 𝑓1 + I1 𝑓2.

Proposition 4.12. Let 𝑎 =
∑𝑟
𝑖=0 𝑎𝑖 𝑒 𝜕

𝑖 ∈ ⟨𝑒⟩, 𝑎𝑖 ∈ k[𝑡], for
𝑘 = 0, . . . , 𝑟 , 𝑚 = max𝑖∈J0, 𝑟K{deg𝑡 (𝑎𝑖 )}, and 𝐶 and 𝐽𝑚+1 be the
matrices defined by (9). Let N = cokerk[𝑡 ] (.𝐶) denote the k[𝑡]-
module finitely presented by 𝐶 . If N = 0, then, in Proposition 4.7, we
can always choose 𝐸 to be 𝑒 (𝐷), a fact which implies

𝑣 = 𝑢,
(
𝑔1 . . . 𝑔𝑢

)𝑇 = 𝑒 𝐷 𝐽𝑚+1 = 𝑒
(
𝑓1 . . . 𝑓𝑢

)𝑇
,

and thus

annI1 (.𝑎)
⋂

⟨𝑒⟩ =
𝑢∑︁
𝑗=1
I1 𝑒 𝑓𝑗 , annI1 (.𝑎) =

𝑢∑︁
𝑗=1
I1 𝑓𝑗 .

Proof. According to the proof of Lemma 4.5 (see (10)) and by
definition of N = cokerk[𝑡 ] (.𝐶), we have the following exact se-
quence

0 // k[𝑡]1×𝑢 .𝐷 // k[𝑡]1×(𝑚+2) .𝐶 // k[𝑡]1×(𝑟+1) 𝜋 // N // 0,

where 𝜋 denotes the standard projection of k[𝑡]1×(𝑟+1) onto N .
Now, if N = 0, then we deduce the short exact sequence

0 // k[𝑡]1×𝑢 .𝐷 // k[𝑡]1×(𝑚+2) .𝐶 // k[𝑡]1×(𝑟+1) // 0,

which ends with the free k[𝑡]-module k[𝑡]1×(𝑟+1) . Hence, the
above exact sequence splits (see, e.g., [18]). Thus, the application of
the functor k[𝑡]/⟨𝑡⟩ ⊗k[𝑡 ] · to this split exact sequence yields the
following exact sequence of k-vector spaces (see, e.g., [18]):

0 // k1×𝑢
.𝑒 (𝐷 ) // k1×(𝑚+2) .𝑒 (𝐶 ) // k1×(𝑟+1) // 0, (13)

which yields kerk (.𝑒 (𝐶)) = imk (.𝑒 (𝐷)), i.e., we can take 𝐸 = 𝑒 (𝐷).
□

Proposition 4.12 shows that, under the hypothesis N = 0, the
left ideal annI1 (.𝑎) of I1 can be generated by differential operators.
In the following, we shall prove (see Proposition 4.16 below) that
the conditionN = 0 can always be assumed to be fulfilled. To do so,
let us first introduce the concept of the Fitting ideals of a module.

Definition 4.13 ([7], Section 20.2). Let R be a commutative ring,
M a finitely presented left R-module, and𝐶 ∈ R𝑞×𝑝 a presentation
matrix of M, i.e., M � cokerk[𝑡 ] (.𝐶). The 𝑖𝑡ℎ Fitting ideal of M is

Fitt𝑖 (M) :=



R if 𝑝 − 𝑖 ≤ 0,
F𝑝−𝑖 if 0 < 𝑝 − 𝑖 ≤ min(𝑝, 𝑞),
⟨0⟩ if 𝑝 − 𝑖 > min(𝑝, 𝑞),

where F𝑗 stands for the ideal of R generated by all the minors
(determinants of submatrices) of size 𝑗 of the matrix 𝐶 .

We recall that a finitely generated R-module M is said to be
projective if there are a R-module P and 𝑠 ∈ N such that we have
M⊕P � R𝑠 . If R is an integral domain, the rank of a R-moduleM
is the dimension of the 𝑄 (R)-vector space 𝑄 (R) ⊗R M obtained
by extending the coefficients of M from R to its quotient field
𝑄 (R) = {𝑟1/𝑟2 | 0 ≠ 𝑟2, 𝑟1 ∈ R}. See [7, 18]. Let us now state a
standard result on Fitting ideals.

Theorem 4.14 ([7], Prop. 20.8, p. 495). Let R be a commuta-
tive ring, M a finitely presented left R-module, and 𝐶 ∈ R𝑞×𝑝 a
presentation matrix ofM. The following assertions are equivalent:

(1) M is a projective module of rank 𝑟 .

188



ISSAC 2023, July 24–27, 2023, TromsÃ̧ , Norway Cluzeau, Pinto, Quadrat

(2) Fitt𝑖 (M) = ⟨0⟩, for 𝑖 = 0, . . . , 𝑟 − 1, and Fitt𝑟 (M) = R.
Note that ifM is a projective R-module of rank 0, then M = 0.
Also, while considering the annihilator annI1 (.𝑎) of an element

𝑎 =
∑𝑟
𝑖=0 𝑎𝑖 𝑒 𝜕

𝑖 ∈ ⟨𝑒⟩, we can always suppose that the 𝑎𝑖 ’s are
k-linearly independent. Indeed, if we have

∑𝑟
𝑖=0 𝑐𝑖 𝑎𝑖 = 0, where

𝑐𝑖 ∈ k, for 𝑖 = 0, . . . , 𝑟 and 𝑐𝑘 ≠ 0, then 𝑎𝑘 = −∑
0≤𝑖≠𝑘≤𝑟 (𝑐𝑖/𝑐𝑘 ) 𝑎𝑖 ,

which yields
⋂𝑟

𝑖=0KA1 (𝑎𝑖 ) =
⋂

0≤𝑖≠𝑘≤𝑟 KA1 (𝑎𝑖 ). Consequently,
for our purpose, the matrix𝐶 defined by (9) can always be assumed
to have k-linearly independent columns.

Lemma 4.15. Let 𝑎0, . . . , 𝑎𝑟 ∈ k[𝑡] be k-linearly independent poly-
nomials and𝑚 = max𝑖∈J0, 𝑟K{deg𝑡 (𝑎𝑖 )}. If 𝐶 ∈ k[𝑡] (𝑚+2)×(𝑟+1) is
the matrix defined by (9), then we have 𝑟 + 1 ≤ 𝑚 + 2 and, for all
ℎ ∈ k, rankk𝐶 (ℎ) = 𝑟 + 1, i.e., the columns of 𝐶 (ℎ) are k-linearly
independent.

Proof. Let us fix ℎ ∈ k. Considering the Taylor expansion of
the polynomial 𝑎𝑖 at ℎ, we have

𝑎𝑖 (𝑡) =
𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝑎𝑖, 𝑗 𝑡
𝑗 =

𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝑎
( 𝑗 )
𝑖 (ℎ)
𝑗 ! (𝑡 − ℎ) 𝑗 .

Expanding the latter expression yields
𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝑎
( 𝑗 )
𝑖 (ℎ)
𝑗 ! (𝑡 − ℎ) 𝑗 =

𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝑗∑︁
𝑘=0

(
𝑗

𝑘

)
𝑎
( 𝑗 )
𝑖 (ℎ)
𝑗 ! (−ℎ) 𝑗−𝑘 𝑡𝑘 ,

=
𝑚+1∑︁
𝑘=0

©­«
𝑚+1∑︁
𝑗=𝑘

(
𝑗

𝑘

) (−ℎ) 𝑗−𝑘
𝑗 ! 𝑎

( 𝑗 )
𝑖 (ℎ)ª®¬

𝑡𝑘 .

Hence, we obtain the linear system
𝑚+1∑︁
𝑗=𝑘

(−ℎ) 𝑗−𝑘
𝑘! ( 𝑗 − 𝑘)! 𝑎

( 𝑗 )
𝑖 (ℎ) = 𝑎𝑖,𝑘 , 𝑖 = 0, . . . , 𝑟 , 𝑘 = 0, . . . ,𝑚 + 1,

which can be written as

©­­­­­­­­­­­­­«

1 −ℎ ℎ2
2 . . . . . . (−ℎ)𝑚+1

0!(𝑚+1)!
0 1 −ℎ ℎ2

2 . . . (−ℎ)𝑚
1!𝑚!

0 0 1
2 −ℎ

2 . . . (−ℎ)𝑚−1
2!(𝑚−1)!

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . . . . 0 1
(𝑚+1)!0!

ª®®®®®®®®®®®®®¬︸                                            ︷︷                                            ︸
𝐺

𝐶 (ℎ) =
©­­­­«

𝑎0,0 . . . 𝑎𝑟,0
𝑎0,1 . . . 𝑎𝑟,1
...

...
𝑎0,𝑚+1 . . . 𝑎𝑟,𝑚+1

ª®®®®¬︸                         ︷︷                         ︸
𝐻

,

where𝐶 (ℎ) denotes the value of the matrix𝐶 defined by (9) atℎ ∈ k.
Now, the fact that 𝑎0, . . . , 𝑎𝑟 are k-linearly independent means that∑𝑟
𝑖=0 𝑎𝑖 𝑐𝑖 = 0, i.e.,

∑𝑟
𝑖=0 𝑎𝑖,𝑙 𝑐𝑖 = 0, for 𝑙 = 0, . . . ,𝑚 + 1, implies

𝑐𝑖 = 0, for 𝑖 = 0, . . . , 𝑟 . Consequently, considering the linear map
𝐻. : k(𝑟+1)×1 −→ k(𝑚+2)×1, we have kerk (𝐻.) = 0, which shows
that rankk (𝐻 ) = dimkimk (𝐻.) = 𝑟 + 1 ≤ 𝑚 + 2. The fact that
det(𝐺) ≠ 0 finally yields rankk (𝐶 (ℎ)) = 𝑟 + 1. □

Proposition 4.16. Let𝑎0, . . . , 𝑎𝑟 ∈ k[𝑡] be k-linearly independent
polynomials,𝑚 = max𝑖∈J0, 𝑟K{deg𝑡 (𝑎𝑖 )}, and 𝐶 ∈ k[𝑡] (𝑚+2)×(𝑟+1)
the matrix defined by (9). Then, we have N = cokerk[𝑡 ] (.𝐶) = 0.

Proof. First, from Lemma 4.15, we have 𝑟 + 1 ≤ 𝑚 + 2. Then,
Fitt0 (N) is the ideal of k[𝑡] formed by all the 𝑟 +1 minors of the ma-
trix 𝐶 . Moreover, Lemma 4.15 also implies that the affine algebraic
set 𝑉 (Fitt0 (N)) = {𝑡 ∈ k | ∀ 𝐹 ∈ Fitt0 (N), 𝐹 (𝑡) = 0} is empty,
which, by the Nullstellensatz, shows that Fitt0 (N) = k[𝑡]. Thus,
Theorem 4.14 implies N = 0. □

The proof of Proposition 4.12 shows that N = 0 yields the
existence of a left inverse 𝑈 of 𝐶 , i.e., 𝑈 𝐶 = 𝐼𝑟+1. The converse
result also holds. If𝑈 𝐶 = 𝐼𝑟+1, then imk[𝑡 ] (.𝐶) = k[𝑡]1×(𝑟+1) , i.e.,
N = 0. Thus, for k-linearly independent 𝑎𝑖 ’s, Proposition 4.16 states
the existence of a left inverse of 𝐶 .

Corollary 4.17. Let 𝑎 =
∑𝑟
𝑖=0 𝑎𝑖 𝑒 𝜕

𝑖 ∈ ⟨𝑒⟩, where 𝑎𝑖 ∈ k[𝑡],
for 𝑖 = 0, . . . , 𝑟 . Moreover, we assume that the 𝑎𝑖 ’s are k-linearly
independent. Then, we have annI1 (.𝑎) =

∑𝑢
𝑗=1 I1 𝑓𝑗 , where the 𝑓𝑗 ’s

are the differential operators defined in Lemma 4.5 and 𝑢 =𝑚 − 𝑟 + 1.

Proof. Theorem 4.9, Proposition 4.12, and Proposition 4.16 im-
ply the first part of the result. Using the fact that𝐶 has a left inverse,
i.e., .𝐶 is surjective, we have the following standard exact sequence

0 // kerk[𝑡 ] (.𝐶) // k[𝑡]1×(𝑚+2) .𝐶 // k[𝑡]1×(𝑟+1) // 0,

which yields rankk[𝑡 ] kerk[𝑡 ] (.𝐶) = 𝑚 + 2 − (𝑟 + 1) = 𝑚 − 𝑟 + 1
[18]. Since kerk[𝑡 ] (.𝐶) is a k[𝑡]-submodule of a free k[𝑡]-module
and k[𝑡] is a principal ideal domain, kerk[𝑡 ] (.𝐶) is then a free k[𝑡]-
module of rank𝑚 − 𝑟 + 1 [18], i.e., kerk[𝑡 ] (.𝐶) � k[𝑡]1×(𝑚−𝑟+1) .
Thus, we can take 𝑢 = 𝑚 − 𝑟 + 1 in Lemma 4.5, which completes
the result. □

Example 4.18. Let us consider again Examples 4.6 and 4.8. Using,
e.g., Maple, we can see that the matrix 𝐶 admits the left inverse

𝑈 =
©­­
«
0 1 −𝑡 1

2 𝑡
2 + 1

3 0
0 0 1

2 − 1
2 𝑡 0

0 0 0 1
6 0

ª®®
¬
.

This yields N = cokerk[𝑡 ] (.𝐶) = 0 and we can use the result of
Proposition 4.12. In Examples 4.6 and 4.8, we found that 𝑒 (𝐷) ≠ 𝐸.
But the matrices 𝐸 and 𝑒 (𝐷) generate the same k-vector space since

we have 𝐸 = 𝑉 𝑒 (𝐷), where 𝑉 =

(− 1
3 0
0 1

)
. Proposition 4.12 then

implies that we can choose 𝐸 to be 𝑒 (𝐷) so that 𝑔1 = 𝑒 𝑓1 and
𝑔2 = 𝑒 𝑓2. Finally, Corollary 4.17 yields annI1 (.𝑎) = I1 𝑓1 + I1 𝑓2,
where 𝑓1 and 𝑓2 are defined in Example 4.6.

Note that Proposition 4.4 is a direct consequence of Corollary 4.17.
Indeed, in the case 𝑎 = 𝑝 𝑒 , we have 𝐶 = (𝑝 . . . 𝑝 (𝑚) 0)𝑇 , where
𝑝 (𝑚) =𝑚! lc(𝑝) ∈ k\{0}, and thus,N = k[𝑡]/⟨𝑝, . . . , 𝑝 (𝑚) ⟩ = 0. In
this case, 𝑟 = 0 yields𝑢 =𝑚+1 = deg𝑡 (𝑝) +1, i.e., annI1 (.𝑝 𝑒) can be
generated by𝑚 + 1 elements. However Proposition 4.4 shows that
annI1 (.𝑝 𝑒) can be generated by two elements. Indeed, this result
comes from Stafford’s theorem [19] stating that every left ideal of
A1 can be generated by two elements and the fact that [5, Proposi-
tion 3.2] gives two explicit generators for KA1 (𝑝). An extension of
Stafford’s theorem, namely, that every finitely generated left/right
ideal of I1 (e.g., annI1 (.𝑎) for 𝑎 ∈ I1) can be generated by two ele-
ments of I1, was proved in [1]. Reducing the set of generators of
annI1 (.𝑎) obtained in Proposition 4.4 to two elements is out of the
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scope of the present paper. For the case of A1, see [16] and the
references therein.
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This paper provides a step forward to developing an algorithmic study of
linear systems of polynomial ordinary integro-differential equations over
a field k of characteristic zero. Such a study can be achieved by first ob-
taining a constructive proof of the coherence property of the ring I1 (k) of
linear ordinary integro-differential operators with coefficients in k[𝑡 ]. To
do that, the finiteness of the intersection of two finitely generated ideals has
to be algorithmically studied. Three cases must be considered: first when
evaluation operators generate the two ideals; second, when only one ideal
is generated by evaluation operators; and third, when none is generated
by evaluation operators. In this paper, we first explicitly characterize the
intersection of two finitely generated ideals defined by evaluation operators.
As for the second case, a key result is that the ideals generated by evaluations
are semisimple I1-modules. We develop an algorithmic proof of this result.
In particular, we show how a finite set of generators, defined by “simple”
evaluations, can be obtained, that characterizes the class of finitely generated
evaluation ideals of I1 as finitely generated k[𝑡 ]-modules. Due to lack of
space, the second and third cases will be developed in other publications.

CCS Concepts: • Computing methodologies → Symbolic and algebraic
manipulation; • Symbolic and algebraic algorithms → Algebraic algo-
rithms.

Additional Key Words and Phrases: Linear systems of integro-differential
equations, rings of integro-differential operators, noncommutative polyno-
mial rings, elimination theory, coherent rings, semisimple modules
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1 INTRODUCTION
Calculus is fundamental in mathematics, mathematical physics, and
engineering sciences. The idea of mechanizing the computation
of integro-differential expressions is rather old in computer alge-
bra. The problem of simplifying integro-differential expressions
using a consistent system of rewriting rules − which corresponds
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to the standard calculus relations between the differential, integral,
function multiplication, and evaluation operators − has recently
regained interest in computer algebra, control theory, physics, etc.

The fine algebraic study of the ring I1 (k) of polynomial ordinary
integro-differential operators, where k is a field of characteristic 0,
was initiated in [1]. See also [11]. It can easily be shown that I1 (k) is
not a left nor a right noetherian ring. An important result of Bavula
(see [1, Theorem 4.4]) proves that I1 (k) is a coherent ring, namely,
the left/right I1 (k)-module of relations between the generators of
any finitely generated left/right ideal of I1 (k) is finitely generated.

A linear system of polynomial ordinary integro-differential equa-
tions naturally defines a finitely presented left I1 (k)-module: its
representation as a linear system 𝑅𝑦 = 0 yields a matrix of integro-
differential operators 𝑅 ∈ I1 (k)𝑞×𝑝 , and thus, the finitely pre-
sented left I1-moduleM = cokerI1 (k) (.𝑅) = I1 (k)1×𝑝/(I1 (k)1×𝑞 𝑅).
Within the algebraic analysis approach [2, 8, 9], the solution space
of the corresponding integro-differential linear system can then
be interpreted as the k-vector space homI1 (k) (M, F ) of all the left
I1 (k)-homomorphisms from M to a left I1-module F where the
solutions are sought. Hence, the study of linear systems of poly-
nomial ordinary integro-differential naturally lies in the category
of finitely presented left I1 (k)-modules. In homological algebra, it is
well-known that finitely presented left modules over a coherent ring
are stable by all the standard algebraic operations, exactly as the cat-
egory of finitely generated left modules over a left noetherian ring.
Bavula’s result on the coherence of I1 (k) thus opens the possibility
to develop an algorithmic study of polynomial ordinary integro-
differential systems within the algebraic analysis approach. Such
an approach would be the extension of the effective algebraic analy-
sis approach to linear systems of polynomial ordinary differential
equations defined over theWeyl algebra A1 (k) (see, e.g., [3, 9]).
To develop such a research program, we first have to obtain an

algorithmic version of Bavula’s proof, i.e., an algorithmic elimination
theory for polynomial ordinary integro-differential linear systems.

The goal of this paper is to further develop the algorithmic proof
of the coherence of I1 (k) initiated in [5].

The coherence property relies on a characterization that includes
two conditions. The first one states that the left/right annihilator
of an element of I1 (k) is finitely generated. An algorithmic proof
of this condition was developed in [10] for the elements of I1 (k)
that do not belong to the only two-sided ideal ⟨𝑒⟩ of I1 (k) defined
by evaluation operators, namely, the elements of ⟨𝑒⟩ = k[𝑡] 𝑒 k[𝜕],
where 𝜕 = 𝑑/𝑑𝑡 denotes the differential operator with respect to 𝑡 ,
𝐼 =

∫ 𝑡
0 ·𝑑𝜏 the indefinite integral operator, and 𝑒 = 1 − 𝐼 𝜕 the

evaluation at 𝑡 = 0. The case of the annihilator of the elements
of ⟨𝑒⟩ was algorithmically developed in [5].
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In this paper, we study the second condition of the coherence
property that states that the intersection of two finitely generated
left/right ideals of I1 (k) is finitely generated. We first show how the
method proposed in [5] can be extended to effectively characterize
the intersection of two left ideals I and J finitely generated by
evaluation operators, i.e., I, J ⊆ ⟨𝑒⟩. To study the case where
only one ideal is included in ⟨𝑒⟩, a key ingredient of the proof of [1,
Theorem 4.4] relies on the fact that ideals defined by evaluations are
semisimple I1 (k)-modules. We then develop an algorithmic proof of
this result by showing how a finite set of generators {𝑔𝑖 }𝑖=1,...,𝑠 of I,
formed by “simple” evaluations, namely, elements of 𝑒 k[𝜕], can be
computed. This result exhibits the semisimple property of I since
we then have I =

∑𝑠
𝑖=1 I1 (k) 𝑔𝑖 =

∑𝑠
𝑖=1 k[𝑡] 𝑔𝑖 � k[𝑡]𝑠 , where k[𝑡]

is a simple left I1 (k)-module (see [1]). The fact that I ∩J is finitely
generated in the case of two finitely generated ideals I ⊆ ⟨𝑒⟩ and
J ⊄ ⟨𝑒⟩ or I ⊄ ⟨𝑒⟩ and J ⊄ ⟨𝑒⟩ will be constructively studied in
other publications.

2 GENERALITIES ON THE RING OF
INTEGRO-DIFFERENTIAL OPERATORS

In the rest of the paper, k will denote a field of characteristic zero
(Q while studying the computational aspects) and k[𝑡] the ring of
polynomials with coefficients in k.

2.1 The ring of integro-differential operators
Let endk (k[𝑡]) be the endomorphism ring of k[𝑡], namely, the ring
of all the k-linear maps from k[𝑡] to itself. This paper studies some
properties of the ring I1 of ordinary integro-differential operators
with polynomial coefficients which is defined as follows.

Definition 2.1. The ring I1 (k) of ordinary integro-differential oper-
ators with polynomial coefficients is the k-subalgebra of endk (k[𝑡])
generated by the following three linear operators:

𝑡 : k[𝑡] −→ k[𝑡], 𝑝 ↦−→ 𝑡 𝑝,

𝜕 : k[𝑡] −→ k[𝑡], 𝑝 ↦−→ 𝑑𝑝 (𝑡)
𝑑𝑡

,

𝐼 : k[𝑡] −→ k[𝑡], 𝑝 ↦−→
∫ 𝑡

0
𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 .

In what follows, I1 (k) will simply be denoted by I1.
Notice that I1 contains the Weyl algebra A1 of ordinary linear

differential operators with polynomial coefficients defined as the k-
subalgebra of endk (k[𝑡]) generated by the operators 𝑡 and 𝜕 above.
Among the elements of the ring I1, let 1 denote the identity of

endk (k[𝑡]) and let us consider 𝑒 := 1 − 𝐼 𝜕. It satisfies:

∀𝑝 ∈ k[𝑡], 𝑒 (𝑝) = (1 − 𝐼 𝜕) (𝑝) = 𝑝 (0).

Hence, 𝑒 corresponds to the evaluation operator at 0. Note that 𝑒 is
multiplicative, namely, 𝑒 (𝑝1 𝑝2) = 𝑒 (𝑝1) 𝑒 (𝑝2) for all 𝑝1, 𝑝2 ∈ k[𝑡].
In the ring I1, certain identities between the operators 𝑡, 𝜕, 𝐼 ,

and 𝑒 hold [1, 5, 10, 11]. For instance, we have 𝜕 𝐼 = 1 and 𝐼 𝜕 = 1−𝑒 ,
which correspond respectively to the first and second fundamental
theorems of calculus. It can be proved that every element 𝑓 ∈ I1 can

be written uniquely as

𝑓 =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖 𝜕
𝑖 +

𝑚∑︁
𝑗=0

𝑏 𝑗 𝐼 𝑐 𝑗 +
𝑟∑︁

𝑘=0
𝑑𝑘 𝑒 𝜕

𝑘 ,

where 𝑎𝑖 , 𝑏 𝑗 , 𝑐 𝑗 , 𝑑𝑘 ∈ k[𝑡] and 𝑛,𝑚, 𝑟 ∈ N. For more details, see
[1, 5, 10, 11]. The above writing is called the normal form of 𝑓 . In
what follows, an element of I1 with a normal form of the form∑𝑟

𝑘=0 𝑑𝑘 𝑒 𝜕
𝑘 , where 𝑑𝑘 ∈ k[𝑡], will be called an evaluation operator.

We shall see that ideals of I1 generated by such evaluation operators
have interesting properties. We recall that the set ⟨𝑒⟩ := I1 𝑒 I1 is
the only two-sided ideal of I1 (see [1]). We further have:

⟨𝑒⟩ = k[𝑡] 𝑒 k[𝜕] =


𝑑 ∈ I1 | 𝑑 =

𝑞∑︁
𝑗=0

𝑑𝑘 𝑒 𝜕
𝑘 , 𝑑𝑘 ∈ k[𝑡], 𝑞 ∈ N



.

Thus, ⟨𝑒⟩ is the ideal formed by all the evaluation operators of I1. A
left/right ideal 𝐼 ⊆ ⟨𝑒⟩ will be called an evaluation ideal.
An interesting family of evaluation operators is formed by the

Taylor operators 𝑇𝑛 defined by:

∀𝑛 ∈ N, 𝑇𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘! 𝑒 𝜕
𝑘 . (1)

One can first prove the following identity

∀𝑛 ∈ N, 𝑇𝑛 + 𝐼𝑛+1 𝜕𝑛+1 = 1, (2)

which is the operator-theoretic interpretation of Taylor’s theorem
with integral remainder. See [5, Lemma 2.4]. In particular, (2) shows
that the sequence (𝑇𝑛)𝑛∈N plays the role of an approximate identity
in ⟨𝑒⟩. It explains why (2) plays a central role in [5] and in this paper.
The operators 𝑇𝑛 ’s satisfy 𝑇𝑚 𝑇𝑛 = 𝑇𝑚 for 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛. They pro-

vide the strictly ascending chain (I1𝑇𝑛)𝑛∈N of left ideals of I1 ([10]),
which proves that I1 is not left noetherian. Using the involution 𝜃 of
I1 defined by 𝜃 (𝜕) = 𝐼 ,𝜃 (𝐼 ) = 𝜕, and𝜃 (𝑡) = 𝜕 𝑡 𝑝 = (𝑡 𝜕+1) 𝑝 (see [1]),
we can deduce that I1 is also not a right noetherian ring.

Therefore, contrary to its noetherian subring A1 (see, e.g., [2]),
I1 is not noetherian. This negative result seems to be an important
obstruction for the development of an algorithmic study of the linear
systems of integro-differential operators. In the next section, we
shall explain why this is fortunately not the end of the story.

2.2 The ring of integro-differential operators is coherent
As explained in [5], the fact that one can develop an algorithmic
study of linear systems over I1 relies on the so-called coherence
property of I1. Let us recall it hereafter.
Let R be a noncommutative ring. A left R-moduleM is said to

be finitely generated if it admits a finite set of generators, i.e., there
is a family {𝑔𝑖 }𝑖=1,...,𝑝 , where 𝑔𝑖 ∈ M and 𝑝 ∈ N, such that every
element𝑚 ∈ M can be written as𝑚 =

∑𝑝
𝑖=1 𝑟𝑖 𝑔𝑖 for some 𝑟𝑖 ∈ R.

A left R-moduleM, finitely generated by {𝑔𝑖 }𝑖=1,...,𝑝 , is said to
be finitely presented if the left R-module of relations between the
generators {𝑔𝑖 }𝑖=1,...,𝑝 , i.e.,

Syz(M) =
{
(𝜆1, . . . , 𝜆𝑝 ) ∈ R1×𝑝 |

𝑝∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖 𝑔𝑖 = 0
}

is finitely generated.
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Let {𝑒𝑖 }𝑖=1,...,𝑝 be the standard basis of R1×𝑝 (i.e., the 𝑖th entry
of 𝑒𝑖 is 1 and the other entries are 0) and 𝜋 : R1×𝑝 −→ M the left
R-epimorphism defined by sending 𝑒𝑖 onto 𝑔𝑖 for 𝑖 = 1, . . . , 𝑝 , i.e.,
𝜋 (𝜆) = ∑𝑝

𝑖=1 𝜆𝑖 𝑔𝑖 for all 𝜆 ∈ R1×𝑝 . Then, we have ker𝜋 = Syz(M).
Let us suppose that Syz(M) is a finitely generated left R-module

and {𝑅𝑖•}𝑖=1,...,𝑞 is a set of generators of Syz(M), where𝑅𝑖• ∈ R1×𝑝

and 𝑅 = (𝑅𝑇1• . . . 𝑅𝑇𝑞•)𝑇 ∈ R𝑞×𝑝 . If .𝑅 : R1×𝑞 −→ R1×𝑝 is the left
R-homomorphism defined by (.𝑅) (𝜇) := 𝜇 𝑅 for all 𝜇 ∈ R1×𝑞 , then
S = imR (.𝑅) := R1×𝑞 𝑅 and we have the following exact sequence

R1×𝑞 .𝑅 // R1×𝑝 𝜋 //M // 0,

namely, ker𝜋 = imR (.𝑅) and 𝜋 is surjective, which then yields
M � coker(.𝑅) = R1×𝑝 /

(R1×𝑞 𝑅) . The left R-module M is said
to be finitely presented by 𝑅 ∈ R𝑞×𝑝 . For more details, see [2, 12].
We can now give the definition of a coherent ring.

Definition 2.2. Let R be a noncommutative ring. A left R-module
M is said to be left coherent if M is a finitely generated left R-
module and if every finitely generated left R-submodule of M is
finitely presented. The ring R is said to be left coherent if R is a left
coherent R-module, i.e., if every finitely generated left ideal of R
is finitely presented. Symetric definitions hold for right R-modules
and a ring is said to be coherent if it is both left and right coherent.

In [1], Bavula proved the following important result for I1.

Theorem 2.3 ([1], Theorem 4.4). I1 is a coherent ring.

To prove the latter theorem, Bavula used the following standard
characterization of coherent rings.

Proposition 2.4 ([13], Proposition 13.3). A ringR is left coherent
if and only if the following two conditions hold:

(1) For every 𝑎 ∈ R, annR (.𝑎) := {𝑟 ∈ R | 𝑟 𝑎 = 0} is a finitely
generated left ideal.

(2) For all finitely generated left ideals I and J , the left ideal
I ∩ J is finitely generated.

A similar result holds for a right coherent ring (annR (.𝑎) is then
replaced by annR (𝑎.) and left ideals by right ideals).

The proof of the coherence of I1 given in [1] is not algorithmic. In
order to develop an effective algebraic analysis approach to linear
systems over I1, we aim at providing such a constructive proof. To
do that, we rely on the characterization of Proposition 2.4. In [10],
an algorithmic characterization of annR (.𝑎) for 𝑎 ∈ I1 \ ⟨𝑒⟩ was ob-
tained. In [5], we provided an explicit characterization of annR (.𝑎)
for 𝑎 ∈ ⟨𝑒⟩ and gave an algorithm for computing a finite set of gen-
erators for annR (.𝑎). Therefore, Condition (1) on the annihilators
of elements of I1 was made algorithmic. It thus remains to obtain a
constructive version of Condition (2). It is the goal of the present pa-
per. More precisely, to do that, we distinguish three cases depending
on the fact that both, one, or none of the ideals is an evaluation ideal,
i.e., is included in ⟨𝑒⟩. In this paper, we shall handle the first case.
Due to lack of space, the second one will be developed in another
publication (based on the results of Section 4 in the present paper).
The last one will be investigated in the future (see Section 5).

3 THE INTERSECTION OF EVALUATION IDEALS
In this section, we shall provide an algorithmic version of Con-
dition (2) of Proposition 2.4 in the case where both I and J are
finitely generated left evaluation ideals.

For instance, if we consider the principal ideals generated by the
Taylor operators defined by (2), namely, I = I1𝑇𝑟 and J = I1𝑇𝑠 for
two integers 𝑟, 𝑠 ∈ N such that 𝑟 ≤ 𝑠 , then, the relation 𝑇𝑟 𝑇𝑠 = 𝑇𝑟
implies that I1𝑇𝑟 ⊂ I1𝑇𝑠 so that we have I ∩ J = I1𝑇𝑟 = I.

To develop a method for all evaluations ideals, we shall first gen-
eralize the algorithm developed in [5], which computes generators
of the annihilator of a scalar evaluation operator, to the matrix case.

3.1 Annihilator of a matrix evaluation operator
Let 𝑅 =

∑𝑛
𝑘=0 𝑅𝑘 (𝑡) 𝑒 𝜕𝑘 ∈ ⟨𝑒⟩𝑞×𝑝 , where 𝑅𝑘 ∈ k[𝑡]𝑞×𝑝 , be a matrix

whose entries are all evaluation operators. Let us show how to deter-
mine a finite set of generators for kerI1 (.𝑅) =

{
𝑢 ∈ I1×𝑞1 | 𝑢 𝑅 = 0

}
.

To do that, we shall need the following definition.

Definition 3.1. If𝐴 is a matrix with entries in k[𝑡], then the degree
of 𝐴, denoted by deg(𝐴), is the maximal degree of all its entries.

Note that the proofs of Lemma 4.5, Proposition 4.7, and Theo-
rem 4.9 of [5] can easily be generalized to thematrix case by adapting
the dimensions of the matrices. Hence, we have the following result.

Theorem 3.2. Let 𝑅 ∈ ⟨𝑒⟩𝑞×𝑝 and write 𝑅 =
∑𝑛
𝑘=0 𝑅𝑘 (𝑡) 𝑒 𝜕𝑘 ,

where 𝑅𝑘 ∈ k[𝑡]𝑞×𝑝 . Let𝑚 = max𝑘∈J0,𝑛K deg(𝑅𝑘 ), and

𝐶 =
©­­­«

𝑅0 . . . 𝑅𝑛
...

...

𝑅
(𝑚+1)
0 . . . 𝑅

(𝑚+1)
𝑛

ª®®®¬
∈ k𝑞 (𝑚+2)×𝑝 (𝑛+1) , 𝐽𝑚+1 =

©­­­­
«

𝐼𝑞
𝐼𝑞 𝜕
...

𝐼𝑞 𝜕
𝑚+1

ª®®®®
¬
.

Finally, let 𝐷 ∈ k[𝑡]𝑟×𝑞 (𝑚+2) and 𝐸 ∈ k𝑠×𝑞 (𝑚+2) be two full row
rank matrices satisfying

kerk[𝑡 ] (.𝐶) = imk[𝑡 ] (.𝐷), kerk (.𝑒 (𝐶)) = imk (.𝐸),
and let us define the following matrices

©­­
«
𝑢1
...
𝑢𝑟

ª®®
¬
= 𝐷 𝐽𝑚+1,

©­­«
𝑣1
...
𝑣𝑠

ª®®¬
= 𝐸 𝑒 𝐽𝑚+1,

where 𝑢1, . . . , 𝑢𝑟 and 𝑣1, . . . , 𝑣𝑠 belong to I
1×𝑞
1 . Then, we have:

kerI1 (.𝑅) =
𝑟∑︁
𝑖=1

I1 𝑢𝑖 +
𝑠∑︁
𝑗=1

I1 𝑣 𝑗 = imI1

(
.(𝑢𝑇1 . . . 𝑢𝑇𝑟 𝑣𝑇1 . . . 𝑣𝑇𝑠 )𝑇

)
.

Thus, kerI1 (.𝑅) is a finitely generated left I1-module and a set of gener-
ators {𝑢1, . . . , 𝑢𝑟 , 𝑣1, . . . , 𝑣𝑠 } of kerI1 (.𝑅) can effectively be computed.

In [5, Corollary 4.7], for 𝑎 ∈ I1, it is proved that kerI1 (.𝑎) can be
generated by the sole 𝑢𝑖 ’s. This result was obtained by proving that
the k[𝑡]-module finitely presented by 𝐶 , i.e., N := cokerk[𝑡 ] (.𝐶), is
reduced to 0, a fact that implies that we can take 𝐸 = 𝑒 (𝐷), so that
𝑠 = 𝑟 and 𝑣𝑖 = 𝑒 𝑢𝑖 for 𝑖 = 1, . . . , 𝑟 . For more details, we refer to [5].

In the matrix case, we can extend [5, Corollary 4.7] by showing
that the k[𝑡]-module N is free, i.e., N is isomorphic to k[𝑡]𝑑 for a
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certain 𝑑 ∈ N, which is denoted by N � k[𝑡]𝑑 . Note that 𝑑 is called
the rank of N and the k[𝑡]-module 0 is free of rank 0. For more
details, see [12, Ch. 2, p. 56–60]. As a consequence, kerI1 (.𝑅) can
be generated by the 𝑢𝑖 ’s. To prove this result, we shall need the
following lemma.

Lemma 3.3. Let 𝐴 ∈ k[𝑡]𝑞×𝑝 ,𝑚 = deg(𝐴), and

𝐷𝑚 (𝐴) = 𝐽𝑚 (𝐴) =
©­­­
«

𝐴
...

𝐴(𝑚)

ª®®®
¬
∈ k[𝑡]𝑞 (𝑚+1)×𝑝 ,

𝑈 =

©­­­­­­«

𝐼𝑞 𝑡 𝐼𝑞 . . . 𝑡𝑚

𝑚! 𝐼𝑞

0 𝐼𝑞 . . . 𝑡𝑚−1
(𝑚−1)! 𝐼𝑞

...
. . .

...
0 . . . 𝐼𝑞

ª®®®®®®¬
∈ k[𝑡]𝑞 (𝑚+1)×𝑞 (𝑚+1) .

Then, we have𝑈 −1 ∈ k[𝑡]𝑞 (𝑚+1)×𝑞 (𝑚+1) and

𝑈 −1 𝐷𝑚 (𝐴) = 𝐷𝑚 (𝐴) (0) =
©­­­
«

𝐴(0)
...

𝐴(𝑚) (0)

ª®®®
¬
. (3)

Proof. Clearly the matrix𝑈 is invertible and

𝑈 −1 =

©­­­­­­­
«

𝐼𝑞 −𝑡 𝐼𝑞 . . . (−𝑡 )𝑚
𝑚! 𝐼𝑞

0 𝐼𝑞 . . . (−𝑡 )𝑚−1
(𝑚−1)! 𝐼𝑞

... 𝐼𝑞
...

0 . . . 𝐼𝑞

ª®®®®®®®
¬
.

Then, we have

𝑈 −1 𝐷𝑚 (𝐴) =

©­­­­­­­­­­
«

𝐴 − 𝑡 𝐴(1) + 𝑡2

2! 𝐴
(2) + · · · + (−𝑡 )𝑚

𝑚! 𝐴(𝑚)

...

𝐴(𝑖 ) − 𝑡 𝐴(𝑖+1) + · · · + (−𝑡 )𝑚−𝑖
(𝑚−𝑖 )! 𝐴(𝑚)

...

𝐴(𝑚)

ª®®®®®®®®®®¬

.

Let𝑇𝑖 = 𝐴(𝑖 ) − 𝑡 𝐴(𝑖+1) + · · · + (−𝑡 )𝑚−𝑖
(𝑚−𝑖 )! 𝐴(𝑚) for 𝑖 = 0, . . . ,𝑚. Differ-

entiating 𝑇𝑖 with respect to 𝑡 produces the telescoping sum
𝑑𝑇𝑖
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑖+1) −𝐴(𝑖+1) − 𝑡 𝐴(𝑖+2) + · · ·

· · · + (−𝑡)𝑚−𝑖−1

(𝑚 − 𝑖 − 1)! 𝐴
(𝑚) + (−𝑡)𝑚−𝑖−1

(𝑚 − 𝑖 − 1)! 𝐴
(𝑚+1) = 0,

which finally shows that 𝑇𝑖 = 𝑇𝑖 (0) = 𝐴(𝑖 ) (0) for 𝑖 = 0, . . . ,𝑚. □

With the notations of Theorem 3.2, if we consider the matrix
𝐴 = (𝑅0 . . . 𝑅𝑛) ∈ k[𝑡]𝑞×𝑝 (𝑛+1) , then using Lemma 3.3, we obtain

𝐶 (0) =

(
𝐷𝑚 (𝐴) (0)

0

)
=

(
𝑈 −1 𝐷𝑚 (𝐴)

0

)
=

(
𝑈 −1 0
0 𝐼𝑞

) (
𝐷𝑚 (𝐴)

0

)

=

(
𝑈 −1 0
0 𝐼𝑞

)
𝐶. (4)

Proposition 3.4. With the notations of Theorem 3.2, the k[𝑡]-
module N = cokerk[𝑡 ] (.𝐶) is such that N = cokerk[𝑡 ] (.𝐶 (0)), and
thus, is a free k[𝑡]-module, namely, N � k[𝑡]𝑑 , where

𝑑 = 𝑝 (𝑛 + 1) − rankk (𝐶 (0)) .

Proof. Let us consider 𝐴 = (𝑅0 . . . 𝑅𝑛) ∈ k[𝑡]𝑞×𝑝 (𝑛+1) . Us-
ing (4) and the fact that𝑈 is unimodular, i.e.,𝑈 −1 ∈ k[𝑡]𝑞 (𝑚+1)×𝑞 (𝑚+1) ,
R1×𝑞 (𝑚+2) 𝐶 = R1×𝑞 (𝑚+2) 𝐶 (0), which yields

N = cokerk[𝑡 ] (.𝐶) = cokerk[𝑡 ] (.𝐶 (0)) = cokerk[𝑡 ] (.𝐷𝑚 (𝐴) (0)),
where

𝐷𝑚 (𝐴) (0) =
©­­­
«

𝑅0 . . . 𝑅𝑛
... . . .

...

𝑅
(𝑚)
0 (0) . . . 𝑅

(𝑚)
𝑛 (0)

ª®®®
¬
∈ k𝑞 (𝑚+1)×𝑝 (𝑛+1) .

Finally, using the fact that 𝐷𝑚 (𝐴) (0) is a matrix with entries in k,
N � k[𝑡] ⊗k cokerk (.𝐷𝑚 (𝐴) (0)), where cokerk (.𝐷𝑚 (𝐴) (0)) is a
k-vector space of dimension

𝑑 = 𝑝 (𝑛 + 1) − rankk (𝐷𝑚 (𝐴) (0)) = 𝑝 (𝑛 + 1) − rankk (𝐶 (0)),

and thus, N � k[𝑡]𝑑 , i.e., N is a free k[𝑡]-module of rank 𝑑 . □

Example 3.5. Let us consider 𝑅 = 𝑡 𝑒 + 𝑡 𝑒 𝜕 ∈ ⟨𝑒⟩. Thus, we have
𝑝 = 𝑞 = 1, 𝑅 = 𝑅0 𝑒 + 𝑅1 𝑒 𝑝 , where 𝑅0 = 𝑅1 = 𝑡 ,𝑚 = 𝑛 = 1, and

𝐶 =
©­
«
𝑡 𝑡
1 1
0 0

ª®
¬
, 𝐶 (0) = ©­

«
0 0
1 1
0 0

ª®
¬
, 𝐷 =

(
1 −𝑡 0
0 0 1

)
, 𝐸 =

(
1 0 0
0 0 1

)
,

𝑢 =

(
𝑢1
𝑢2

)
=

(
1 − 𝑡 𝜕
𝜕2

)
, 𝑣 =

(
𝑣1
𝑣2

)
=

(
𝑒

𝑒 𝜕2

)
.

By Theorem 3.2, we then have

kerI1 (.𝑅) = annI1 (.𝑅) = I1 (1 − 𝑡 𝜕) + I1 𝜕2 + I1 𝑒 + I1 𝑒 𝜕2 .

Moreover, we can check that (4) holds

𝑈 =

(
1 𝑡
0 1

)
, 𝑈 −1 =

(
1 −𝑡
0 1

)
,

(
𝑈 −1 0
0 1

)
𝐶 = 𝐶 (0) .

We have rankk (𝐶 (0)) = 1, which, by Proposition 3.4, shows that
N = k[𝑡]1×2/(k[𝑡]1×3𝐶) = k[𝑡]1×2/(k[𝑡]1×3𝐶 (0)) is a free k[𝑡]-
module of rank 1. This last result can easily be checked again [3, 7].

Note that Proposition 3.4 generalizes and simplifies the proof of
Proposition 4.16 of [5] as follows.

Corollary 3.6. With the above notations, N = 0 if and only if
𝐶 (0) is a full column rank matrix.

If 𝑝 = 𝑞 = 1 and if the polynomials 𝑅𝑘 ’s are supposed to be k-
linearly independent, then N = 0.

Proof. The first result is a direct consequence of Proposition 3.4.
Let us now write 𝑅𝑘 =

∑𝑚
𝑙=0 𝑅𝑘𝑙 𝑡

𝑙 , where 𝑅𝑘𝑙 ∈ k. Using Propo-
sition 3.4, N = cokerk[𝑡 ] (.𝐶) is then a free k[𝑡]-module of rank
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𝑑 = 𝑛 + 1 − rankk (𝐶 (0)), where

𝐶 (0) =
©­­­­
«

𝑅00 . . . 𝑅𝑛0
... . . .

...
𝑚!𝑅0𝑚 . . . 𝑚!𝑅𝑛𝑚

0 . . . 0

ª®®®®
¬

=

©­­­­«

1 . . . 0 0
...

. . .
...

...
0 . . . 𝑚! 0
0 . . . 0 1

ª®®®®¬

©­­­­«

𝑅00 . . . 𝑅𝑛0
...

...
...

𝑅0𝑚 . . . 𝑅𝑛𝑚
0 . . . 0

ª®®®®¬
.

Over the infinite field k, the fact that the 𝑅𝑘 ’s are k-linearly inde-
pendent as formal polynomials implies that the right matrix factor
of𝐶 (0) has column rank 𝑛 + 1. Thus rankk (𝐶 (0)) = 𝑛 + 1, i.e., 𝑑 = 0,
and thus, N = 0. □

Theorem 3.7. Let 𝑅 =
∑𝑛
𝑘=0 𝑅𝑘 (𝑡) 𝑒 𝜕𝑘 ∈ ⟨𝑒⟩𝑞×𝑝 with matrices

𝑅𝑘 ∈ k[𝑡]𝑞×𝑝 . With the notations of Theorem 3.2, we have

kerI1 (.𝑅) =
𝑟∑︁
𝑖=1

I1 𝑢𝑖 = imI1 (.𝑈 ), 𝑈 =
(
𝑢𝑇1 . . . 𝑢𝑇𝑟

)𝑇
,

where 𝑟 = 𝑞(𝑚 + 2) − rankk (𝐶 (0)) and𝑚 = max𝑘∈J0,𝑛K deg(𝑅𝑘 ).

Proof. With the notations of Theorem 3.2, we have the following
long exact sequence of k[𝑡]-modules

0 // k[𝑡]1×𝑟 .𝐷 // k[𝑡]1×𝑞 (𝑚+2) .𝐶 // k[𝑡]1×𝑝 (𝑛+1) 𝜎 // N // 0,

where𝜎 denotes the canonical projection ontoN . By Proposition 3.4,
N is a free k[𝑡]-module of rank 𝑑 = 𝑝 (𝑛 + 1) − rankk (𝐶 (0)). Since
the alternative sum of ranks in an exact sequence is zero (see [12,
Exercise 3.16(i), p. 129]), we have

𝑟 − 𝑞(𝑚 + 2) + 𝑝 (𝑛 + 1) − 𝑑 = 0 ⇒ 𝑟 = 𝑞(𝑚 + 2) − rankk (𝐶 (0)).
The freeness of N also implies that the latter exact sequence splits
(in other words, we have a contractible complex [12, Ch. 6, p. 337]),
i.e., that there exist 𝑋 ∈ k[𝑡]𝑞 (𝑚+2)×𝑟 and 𝑌 ∈ k[𝑡]𝑝 (𝑛+1)×𝑞 (𝑚+2)
satisfying the identities 𝐷 𝑋 = 𝐼𝑟 and 𝑋 𝐷 +𝐶 𝑌 = 𝐼𝑞 (𝑚+2) . Using
𝐷𝐶 = 0, we have 𝐷 (0)𝐶 (0) = 0, i.e., imk (.𝐷 (0)) ⊆ kerk (.𝐶 (0)).
Now, if 𝜈 ∈ kerk (.𝐶 (0)), using 𝑋 (0) 𝐷 (0) +𝐶 (0) 𝑌 (0) = 𝐼𝑞 (𝑚+2) , we
obtain 𝜈 = (𝜈 𝑋 (0)) 𝐷 (0), which yields 𝜈 ∈ imk (.𝐷 (0)), and thus,
kerk (.𝐶 (0)) = imk (.𝐷 (0)). Thus, we can take 𝐸 = 𝑒 (𝐷) in Theo-
rem 3.2. With the notations of Theorem 3.7, using the identity 𝑒 𝑎 =
𝑒 (𝑎) 𝑒 for all 𝑎 ∈ k[𝑡], 𝑣 = 𝐸 𝑒 𝐽𝑚+1 = 𝑒 (𝐷) 𝑒 𝐽𝑚+1 = 𝑒 𝐷 𝐽𝑚+1 = 𝑒 𝑢,
i.e., the 𝑣 𝑗 ’s are evaluations of the 𝑢𝑖 ’s, which ends the proof. □

Example 3.8. Continuing Example 3.5, 𝑒 𝑢1 = 𝑒 (1 − 𝑡 𝜕) = 𝑒 = 𝑣1
and 𝑒 𝑢2 = 𝑒 𝜕2 = 𝑣2 yield kerI1 (.𝑅) = I1 (1 − 𝑡 𝜕) + I1 𝜕2.

Remark. Let us explain how a full row matrix 𝐷 ∈ k[𝑡]𝑟×𝑞 (𝑚+2)
satisfying kerk[𝑡 ] (.𝐶) = imk[𝑡 ] (.𝐷) can directly be computed. Let
𝐸 ∈ k𝑠×𝑞 (𝑚+2) be a full row rank satisfying kerk (.𝐶 (0)) = imk (.𝐸).
Such a matrix can easily be computed using linear algebra methods.
If we denote by𝑉 ∈ k[𝑡]𝑞 (𝑚+2)×𝑞 (𝑚+2) the first matrix in the right-
hand side of (4), using (4), we then get kerk[𝑡 ] (.𝐶) = imk[𝑡 ] (.(𝐸𝑉 )).

3.2 Generators of the intersection of evaluation ideals
We shall now use the results of Section 3.1 to show how to compute
a finite set of generators of the intersection of two finitely generated
evaluation ideals, i.e., finitely generated ideals of I1 included in ⟨𝑒⟩.
Theorem 3.9. Let I =

∑𝑛1
𝑖=1 I1 𝑝𝑖 and J =

∑𝑛2
𝑗=1 I1 𝑞 𝑗 be two

finitely generated evaluation ideals. Moreover, let

𝑝 =
(
𝑝1 · · · 𝑝𝑛1

)𝑇
, 𝑞 =

(
𝑞1 · · ·𝑞𝑛2

)𝑇
,

and

𝑅 =
(
𝑝𝑇 𝑞𝑇

)𝑇
=

(
𝑝1 · · · 𝑝𝑛1 𝑞1 · · ·𝑞𝑛2

)𝑇 ∈ ⟨𝑒⟩ (𝑛1+𝑛2 )×1 .

If 𝑢1, . . . , 𝑢𝑟 are the generators of kerI1 (.𝑅) given by Theorem 3.7,

i.e., kerI1 (.𝑅) =
∑𝑟
𝑖=1 I1 𝑢𝑖 , where 𝑢𝑖 = (𝑢𝑖,1 𝑢𝑖,2) ∈ I1×(𝑛1+𝑛2 )

1 ,
𝑢𝑖,1 ∈ I1×𝑛1

1 , and 𝑢𝑖,2 ∈ I1×𝑛2
1 , then, we have

I ∩ J =
𝑟∑︁
𝑖=1

I1 (𝑢𝑖,1 𝑝) =
𝑟∑︁
𝑖=1

I1 (𝑢𝑖,2 𝑞) .

In particular, I ∩ J is finitely generated and a set of generators
can explicitly be computed.

Proof. With the notations of Theorem 3.7, kerI1 (.𝑅) =
∑𝑟
𝑖=1 I1 𝑢𝑖 ,

where 𝑢𝑖 = (𝑢𝑖,1 𝑢𝑖,2) ∈ I1×(𝑛1+𝑛2 )
1 , 𝑢𝑖,1 ∈ I1×𝑛1

1 , and 𝑢𝑖,2 ∈ I1×𝑛2
1 .

Therefore, we have 𝑢𝑖,1 𝑝 = −𝑢𝑖,2 𝑞 for 𝑖 = 1, . . . , 𝑟 , which shows
that

∑𝑟
𝑖=1 I1 (𝑢𝑖,1 𝑝) =

∑𝑟
𝑖=1 I1 (𝑢𝑖,2 𝑞) ⊆ I ∩ J .

Let us now consider 𝑥 ∈ I ∩ J . Thus, 𝑥 ∈ I so that there exist
𝑎1, . . . , 𝑎𝑛1 ∈ I1 such that 𝑥 =

∑𝑛1
𝑖=1 𝑎𝑖 𝑝𝑖 = 𝑎 𝑝 with 𝑎 :=

(
𝑎1 · · ·𝑎𝑛1

)
.

Similarly, 𝑥 ∈ J so that there exist 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛2 ∈ I1 satisfying
𝑥 =

∑𝑛2
𝑖=1 𝑏𝑖 𝑞𝑖 = 𝑏 𝑞 with 𝑏 :=

(
𝑏1 · · ·𝑏𝑛2

)
. Therefore, we have

the relation 𝑥 = 𝑎 𝑝 = 𝑏 𝑞, which implies (𝑎 − 𝑏) 𝑅 = 0 so that
(𝑎 −𝑏) ∈ kerI1 (.𝑅). We thus have (𝑎 −𝑏) = ∑𝑟

𝑖=1 𝑓𝑖 𝑢𝑖 for some
𝑓𝑖 ∈ I1, and thus, 𝑎 =

∑𝑟
𝑖=1 𝑓𝑖 𝑢𝑖,1 and 𝑏 = −∑𝑟

𝑖=1 𝑓𝑖 𝑢𝑖,2. Then, we
have 𝑥 = 𝑎 𝑝 =

∑𝑟
𝑖=1 𝑓𝑖 𝑢𝑖,1 𝑝 = 𝑏 𝑞 = −∑𝑟

𝑖=1 𝑓𝑖 𝑢𝑖,2 𝑞, which proves
the reverse inclusion and the result. □

We obtain Algorithm 1 displayed at the end of the paper.

Let us illustrate our algorithm for computing generators of the
intersection of two finitely generated evaluation ideals.

Example 3.10. Let I = I1 (𝑡2 + 1) 𝑒 and J = I1 (𝑡 𝑒 + 𝑡2 𝑒 𝜕). To
compute a finite set of generators of I ∩ J , we first define

𝑅 =

( (𝑡2 + 1) 𝑒
𝑡 𝑒 + 𝑡2 𝑒 𝜕

)
=

(
𝑡2 + 1
𝑡

)
︸   ︷︷   ︸

𝑅0

𝑒 +
(
0
𝑡2

)
︸︷︷︸
𝑅1

𝑒 𝜕,

and then we can consider the following matrix

𝐶 =
©­­­
«

𝑅0 𝑅1
...

...

𝑅
(3)
0 𝑅

(3)
1

ª®®®¬
=

©­­­­­­­­­­­«

𝑡2 + 1 0
𝑡 𝑡2

2 𝑡 0
1 2 𝑡
2 0
0 2
0 0
0 0

ª®®®®®®®®®®®¬

∈ k[𝑡]8×2 .
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Using, e.g., the OreModules package ([4]), we can compute a full
row rank matrix 𝐷 satisfying kerk[𝑡 ] (.𝐶) = imk[𝑡 ] (.𝐷). We get

𝐷 =

©­­­­­­­«

−2 0 𝑡 0 1 0 0 0
0 −4 1 2 𝑡 0 0 0 0
0 0 −1 0 𝑡 0 0 0
0 0 0 −2 1 2 𝑡 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1

ª®®®®®®®¬
,

so that kerI1 (.𝑅) = imI1 (.𝑈 ), where

𝑈 = 𝐷
©­­­
«

𝐼2
𝐼2 𝜕
𝐼2 𝜕2

𝐼2 𝜕3

ª®®®
¬
=

©­­­­­­­«

𝜕2 + 𝑡 𝜕 − 2 0
𝜕 2 𝑡 𝜕 − 4

𝑡 𝜕2 − 𝜕 0
𝜕2 2 𝑡 𝜕2 − 2 𝜕
𝜕3 0
0 𝜕3

ª®®®®®®®¬
.

Using Theorem 3.7, we have 𝑝 = 1, 𝑞 = 2,𝑚 = 2, rankk (𝐶 (0)) = 2,
and thus, 𝑟 = 8 − 2 = 6. Partitioning 𝑈 = (𝑢1 𝑢2), where 𝑢1 (resp.,
𝑢2) is the first (resp., second) column of 𝑢, we finally have

𝑢1 (𝑡2 + 1) 𝑒 = 𝑢2 (𝑡 𝑒 + 𝑡2 𝑒 𝜕) = (
0 2 𝑡 𝑒 0 2 𝑒 0 0

)𝑇
,

so that I ∩ J = I1𝑡 𝑒 + I1 𝑒 = I1 𝑒 because 𝑒 𝜕 𝑡 𝑒 = 𝑒 (𝑡 𝜕 + 1) 𝑒 = 𝑒 .
Finally, the above computations show that the syzygy module

Syz(K) = {(𝛼 𝛽) ∈ I1×21 | 𝛼 (𝑡2 + 1) 𝑒 + 𝛽 (𝑡 𝑒 + 𝑡2 𝑒 𝜕) = 0} of the
idealK = I1 (𝑡2 + 1) 𝑒 + I1 (𝑡 𝑒 + 𝑡2 𝑒 𝜕) is generated by the rows of𝑈 .

In Example 3.10, we have considered two principal ideals. First
note that the algorithm applies similarly for ideals which are not
principal. Moreover, in Proposition 4.7, we shall constructively prove
that any finitely generated ideal of ⟨𝑒⟩ is principal.

4 STRUCTURE OF FINITELY GENERATED EVALUATION
IDEALS AS SEMISIMPLE MODULES

In this section, we study the left ideal structure of finitely generated
evaluation ideals. Using the involution 𝜃 of I1 given in Section 2.1,
which satisfies 𝜃 (⟨𝑒⟩) ⊆ ⟨𝑒⟩, we can similarly handle finitely gener-
ated right evaluation ideals of I1. In [1], these ideals are proved to
be finitely generated semisimple left I1-modules (see the definition
below). More precisely, they are finitely generated k[𝑡]-modules.
Below, we show how to constructively prove these results. In partic-
ular, we explain how to effectively compute a finite set of generators
of these ideals as k[𝑡]-modules. In the next section, this last result
will be used to algorithmically characterize the intersection of two
finitely generated ideals in the case when at least one is in ⟨𝑒⟩.

Using the fact that k[𝑡] is a subring of I1, a left idealI of I1 inherits
a k[𝑡]-module structure. Hence, the generators of an evaluation ideal
I of I1 as a k[𝑡]-module also generate I as a I1-module.

Definition 4.1 ([12], Ch. 4, p. 154). LetM be a left module over a
ring R.

• M is said to be simple if it is non-zero and has no non-zero
proper left R-submodules.

• M is said to be semisimple if it is a direct sum of simple left
R-modules.

We give examples that will play important roles in what follows.

Example 4.2. In [1], it is shown that k[𝑡] is a simple left I1-module.
It is finitely presented as left I1-module because (2) and 𝑒2 = 𝑒 yield

I1/(I1 𝜕) = I1/(I1 (1 − 𝑒)) � I1 𝑒 = k[𝑡] 𝑒 � k[𝑡] .
As a consequence, k[𝑡]𝑛 is a finitely generated semisimple left I1-
module for all 𝑛 ∈ N.

Before stating the main result of this section, we need to introduce
another concept.

Definition 4.3. An element 𝑎 of ⟨𝑒⟩ is called a simple evaluation if
it is of the form 𝑎 = 𝑒 𝑞(𝜕), where 𝑞 ∈ k[𝜕], i.e., 𝑎 ∈ 𝑒 k[𝜕].

Using [5, Lemma 2.4], if 𝑃 ∈ I1 and 𝑎 =
∑𝑟
𝑘=0 𝑑𝑘 𝑒 𝜕

𝑘 ∈ ⟨𝑒⟩, where
𝑑𝑘 ∈ k[𝑡] for 𝑘 = 0, . . . , 𝑟 , then we have

𝑃 𝑎 =
𝑟∑︁

𝑘=0
𝑃 (𝑑𝑘 ) 𝑒 𝜕𝑘 , (5)

where 𝑃 (𝑑𝑘 ) is an element of k[𝑡] obtained by applying the operator
𝑃 ∈ I1 to the polynomial 𝑑𝑘 .

If 𝑎 = 𝑒 𝑞(𝜕) is a simple evaluation, then, using (5), for any 𝑏 ∈ I1,
we have 𝑏 𝑎 = 𝑏 (1) 𝑒 𝑞(𝜕) = 𝑏 (1) 𝑎 ∈ k[𝑡] 𝑒 𝑞(𝜕), which shows that
I1 𝑎 = k[𝑡] 𝑎. For instance, we have I1 𝑒 = k[𝑡] 𝑒 . More generally, we
have 𝑏 𝑡𝑘 𝑎 = 𝑏 𝑡𝑘 𝑒 𝑞(𝜕) = 𝑏 (𝑡𝑘 ) 𝑒 𝑞(𝜕) = 𝑏 (𝑡𝑘 ) 𝑎 for 𝑛 ∈ N.

Themain result of this section is Theorem 4.5, stated below, which
shows that, as a k[𝑡]-module, every finitely generated evaluation
ideal of I1 can be generated by simple evaluations.
Let us consider an evaluation ideal I ⊆ ⟨𝑒⟩ finitely generated

by evaluation operators 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞 . We can then form the column
vector 𝐴 = (𝑎1 . . . 𝑎𝑞)𝑇 of ⟨𝑒⟩𝑞×1 and write its normal form
𝐴 =

∑𝑛
𝑘=0𝐴𝑘 (𝑡) 𝑒 𝜕𝑘 , where 𝐴𝑘 ∈ k[𝑡]𝑞×1 for 𝑘 = 0, . . . , 𝑛. Using

the notations of Theorems 3.2 and 3.7, let𝑚 = max𝑘∈J0,𝑟K deg(𝐴𝑘 ),

𝐶 =
©­­­«

𝐴0 . . . 𝐴𝑛
...

...

𝐴
(𝑚+1)
0 . . . 𝐴

(𝑚+1)
𝑛

ª®®®¬
, 𝐽𝑚+1 =

©­­­­«

𝐼𝑞
𝐼𝑞 𝜕
...

𝐼𝑞 𝜕
𝑚+1

ª®®®®¬
,

𝐷 ∈ k[𝑡]𝑟×𝑞 (𝑚+2) be a full row rank matrix generating kerk[𝑡 ] (.𝐶),
i.e., satisfying kerk[𝑡 ] (.𝐶) = imk[𝑡 ] (.𝐷) � k[𝑡]𝑟 (see Remark 3.1). If
we note𝐷 = (𝐷0 . . . 𝐷𝑚+1), where𝐷𝑖 ∈ k[𝑡]𝑟×𝑞 for 𝑖 = 0, . . . ,𝑚+1,
and 𝐵 = 𝐷 𝐽𝑚+1 = 𝐷0 + 𝐷1 𝜕 + · · · + 𝐷𝑚+1 𝜕𝑚+1, then we have
kerI1 (.𝐴) = imI1 (.𝐵).

Notice that, by definition of𝑚, we have 𝐶 = (𝐶′𝑇 0𝑇 )𝑇 , where

𝐶′ =
©­­­
«

𝐴0 . . . 𝐴𝑛
...

...

𝐴
(𝑚)
0 . . . 𝐴

(𝑚)
𝑛

ª®®®
¬
∈ k[𝑡]𝑞 (𝑚+1)×(𝑛+1) , (6)

so that we can choose 𝐷 with a block-partition 𝐷 =

(
𝐷′ 0
0 𝐼𝑞

)
,

where 𝐷′ ∈ k[𝑡] (𝑟−𝑞)×𝑞 (𝑚+1) is a full row rank matrix satisfy-
ing kerk[𝑡 ] (.𝐶′) = imk[𝑡 ] (.𝐷′). As a consequence, the matrix 𝐵 =
𝐷 𝐽𝑚+1 can be written as 𝐵 = (𝐵′𝑇 𝜕𝑚+1 𝐼𝑞)𝑇 , where

𝐵′ =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝐷′
𝑖 𝜕

𝑖 ∈ I(𝑟−𝑞)×𝑞1 , (7)
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and𝐷′ = (𝐷′
0 . . . 𝐷′

𝑚), where𝐷′
𝑖 ∈ k[𝑡] (𝑟−𝑞)×𝑞 for 𝑖 = 0, . . . ,𝑚.

By the proof of Theorem 3.7,𝐷 has a right inverse𝑋 ∈ k[𝑡]𝑞 (𝑚+2)×𝑟 ,
i.e., 𝐷 𝑋 = 𝐼𝑟 . Using the above structure of 𝐷 , we then get(

𝐷′ 0
0 𝐼𝑞

) (
𝑋11 𝑋12
𝑋21 𝑋22

)
=

(
𝐼𝑟−𝑞 0
0 𝐼𝑞

)
,

which yields 𝐷′ 𝑋11 = 𝐼𝑟−𝑞 , i.e., 𝐷′ has a right inverse.
We first have the following lemma.

Lemma 4.4. With the above notations, if M = cokerI1 (.𝐵) is the
left I1-module finitely presented by the matrix 𝐵 and 𝜋 is the canonical
projection ontoM, then the following map

𝜓 : M −→ I = imI1 (.𝐴) =
∑𝑞
𝑘=0 I1 𝑎𝑘 ,

𝜋 (𝜆) ↦−→ 𝜆𝐴, ∀ 𝜆 ∈ I1×𝑞1 ,
(8)

is well-defined and is an isomorphism of left I1-modules, i.e., M � I.
Proof. Let us check that𝜓 is an isomorphism whose inverse is

𝜑 : I −→ M
𝜆𝐴 ↦−→ 𝜋 (𝜆), ∀ 𝜆 ∈ I1×𝑞1 .

Let us first show that the two maps𝜓 and 𝜑 are well-defined. First,
if 𝜋 (𝜆) = 𝜋 (𝜇), where 𝜆, 𝜇 ∈ I1×𝑞1 , then we have 𝜋 (𝜆− 𝜇) = 0 which
implies 𝜆 − 𝜇 = 𝜈 𝐵 for some 𝜈 ∈ I1×𝑟1 . Thus, 𝜆𝐴 − 𝜇 𝐴 = 𝜈 𝐵 𝐴 = 0
so that 𝜆𝐴 = 𝜇 𝐴. Regarding 𝜑 , if 𝑥 ∈ I and 𝑥 = 𝜆𝐴 = 𝜇 𝐴 for
𝜆, 𝜇 ∈ I1×𝑞1 , then (𝜆 − 𝜇)𝐴 = 0, so that 𝜆 − 𝜇 ∈ kerI1 (.𝐴) = imI1 (.𝐵).
Thus, there exists 𝜈 ∈ I1×𝑟1 such that 𝜆 − 𝜇 = 𝜈 𝐵. Then, we have
𝜋 (𝜆 − 𝜇) = 𝜋 (𝜈 𝐵) = 0, so that 𝜋 (𝜆) = 𝜋 (𝜇). Finally, we have
(𝜑 ◦𝜓 ) (𝜋 (𝜆)) = 𝜋 (𝜆) and (𝜓 ◦𝜑) (𝜆𝐴) = 𝜆𝐴 for all 𝜆 ∈ I1×𝑞1 , which
proves that𝜓 and 𝜑 are isomorphisms,M � I, and 𝜑 = 𝜓−1. □

Theorem 4.5. Let I ⊆ ⟨𝑒⟩ be an evaluation ideal finitely gener-
ated by elements 𝑎1, . . . 𝑎𝑞 and let 𝐴 = (𝑎1 . . . 𝑎𝑞)𝑇 . Then, I is a
semisimple k[𝑡]-module that can be generated by a finite set of simple
evaluations.
More precisely, if we consider
• 𝐶′ the matrix defined by (6),
• 𝑠 = rankk (𝐶 (0)), 𝑟 = 𝑞(𝑚 + 2) − 𝑠 ,
• 𝑈 the unimodular matrix defined in Lemma 3.3,
• {𝑒𝑘 }𝑘=1,...,𝑞 the standard basis of I1×𝑞1 ,

• 𝑦 = (𝜋 (𝑒1) . . . 𝜋 (𝑒𝑞))𝑇 , where𝜋 : I1×𝑞1 −→ M = cokerI1 (.𝐵)
is the canonical projection onto M and the matrix 𝐵 ∈ I𝑟×𝑞1
satisfies kerI1 (.𝐴) = imI1 (.𝐵) as explained in Theorem 3.7,

• 𝑧 = (𝑒 𝑦𝑇 𝑒 𝜕𝑦𝑇 . . . 𝑒 𝜕𝑚 𝑦𝑇 )𝑇 ,
• 𝑄 ′ ∈ k𝑞 (𝑚+1)×𝑠 a full column rank matrix whose columns
define a basis of imk (𝐶′ (0).),

• 𝑇 ∈ k𝑠×𝑞 (𝑚+1) a left inverse of 𝑄 ′,
• 𝑤 = 𝑇 𝑧 ∈ M𝑠 ,

then the entries𝑤𝑖 of the vector𝑤 are simple evaluations and the finite
family {𝑔𝑖 = 𝜓 (𝑤𝑖 ) = 𝜋−1 (𝑤𝑖 )𝐴}𝑖=1,...,𝑠 generates the left ideal I as
a k[𝑡]-module, i.e., I =

∑𝑠
𝑖=1 k[𝑡] 𝑔𝑖 .

Proof. Let us consider the following exact sequence

I1×𝑟1
.𝐵 // I1×𝑞1

𝜋 //M = cokerI1 (.𝐵) // 0,

where 𝜋 is the canonical projection onto M. If 𝑒1, . . . , 𝑒𝑞 denotes
the canonical basis of I1×𝑞1 , then {𝑦𝑖 = 𝜋 (𝑒𝑖 )}𝑖=1,...,𝑞 is a set of
generators ofM and these generators ofM satisfy the left I1-linear
relations 𝐵𝑦 = 0, where 𝑦 = (𝑦1 . . . 𝑦𝑞)𝑇 . For more details, see,
e.g., [3, 9].
Now, using 𝐵 = (𝐵′𝑇 𝜕𝑚+1 𝐼𝑞)𝑇 , where 𝐵′ ∈ I(𝑟−𝑞)×𝑞1 , in the

left I1-relation 𝐵𝑦 = 0, we then have 𝜕𝑚+1 𝑦 = 0.
Let 𝑇𝑚 =

∑𝑚
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘! 𝑒 𝜕
𝑘 be the 𝑚th Taylor operator. Using (2),

𝜕𝑚+1 𝑦 = 0 yields 𝐼𝑚+1 𝜕𝑚+1 𝑦 = 0, and thus, (1 − 𝑇𝑚) 𝑦 = 0, i.e.,
𝑦 = 𝑇𝑚 𝑦. Conversely, using (5), 𝑦 = 𝑇𝑚 𝑦 yields

𝜕𝑚+1 𝑦 = 𝜕𝑚+1𝑇𝑚 𝑦 =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝜕𝑚+1 𝑡𝑘

𝑘! 𝑒 𝜕
𝑘 =

𝑚∑︁
𝑘=0

𝜕𝑚+1
(
𝑡𝑘

𝑘!

)
𝑒 𝜕𝑘 = 0.

Therefore, 𝜕𝑚+1 𝑦 = 0 is equivalent to 𝑦 = 𝑇𝑚 𝑦. Hence, if we set
𝑧𝑘 = 𝑒 𝜕𝑘𝑦 ∈ M𝑞 for 𝑘 = 0, . . . ,𝑚 and denote by 𝑧𝑘,𝑗 the 𝑗 th entry
of 𝑧𝑘 for 𝑗 = 1, . . . , 𝑞, we then obtain

𝑦 = 𝑇𝑚 𝑦 =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘! 𝑒 𝜕
𝑘 𝑦 =

𝑚∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘! 𝑧𝑘 , (9)

which shows that {𝑧𝑘,𝑗 }𝑘=0,...,𝑚,𝑗=1,...,𝑞 is another set of generators
ofM defined by means of simple evaluations, which yields

M =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑞∑︁
𝑗=1

I1 𝑧𝑘,𝑗 =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑞∑︁
𝑗=1

k[𝑡] 𝑧𝑘,𝑗 .

Thus, {𝑧𝑘,𝑗 }𝑘=0,...,𝑚,𝑗=1,...,𝑞 also generatesM as a k[𝑡]-module.
Using (5), for any 𝑃 ∈ I1, we have 𝑃 𝑦 =

∑𝑚
𝑘=0 𝑃

(
𝑡𝑘

𝑘!

)
𝑧𝑘 , where

𝑃
(
𝑡𝑘

𝑘!

)
∈ k[𝑡] for 𝑘 = 0, . . . ,𝑚. If 𝑃 ∈ k[𝑡], then we state again that

𝑃 acts in I1 as the multiplication by 𝑃 , and thus, 𝑃 𝑦 = 𝑃
∑𝑚
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘! 𝑧𝑘 .
Let us now find the relations satisfied by the generators 𝑧𝑘,𝑗 ’s.

We first have that 𝑒 𝑧𝑘 = 𝑧𝑘 for all 𝑘 = 0 . . .𝑚. Using (9), we obtain:

0 = 𝐵′ 𝑦 = 𝐵′
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘! 𝑧𝑘 =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝐵′
(
𝑡𝑘

𝑘!

)
𝑧𝑘 .

If we note 𝑧 = (𝑧𝑇0 . . . 𝑧𝑇𝑚)𝑇 and

𝑃 =
(
𝐵′ (1) 𝐵′ (𝑡) . . . 𝐵′

(
𝑡𝑚

𝑚!

))
∈ k[𝑡] (𝑟−𝑞)×𝑞 (𝑚+1) ,

then the relations satisfied by the generators 𝑧𝑘,𝑗 ’s are 𝑒 𝑧 = 𝑧 and
𝑃 𝑧 = 0, so that we have

M �M′ = cokerI1
(
.

(
𝑃

(1 − 𝑒) 𝐼𝑞 (𝑚+1)

))
.

Let us now compute kerk[𝑡 ] (𝑃 .) = {𝜂 ∈ k[𝑡]𝑞 (𝑚+1)×1 | 𝑃 𝜂 = 0}.
Using (7), we first have

𝑃 =
(
𝐷′
0 𝑡 𝐷′

0 + 𝐷′
1 . . . 𝑡𝑚

𝑚! 𝐷
′
0 + · · · + 𝐷′

𝑚

)
,

=
(
𝐷′
0 𝐷′

1 . . . 𝐷′
𝑚

)
𝑈 = 𝐷′𝑈 ,

where𝑈 is the unimodular matrix introduced in Lemma 3.3. Now,
if 𝜂 ∈ kerk[𝑡 ] (𝑃 .), then we have 𝐷′𝑈 𝜂 = 0 which is equivalent
to 𝐷′ 𝜁 = 0 and 𝜁 = 𝑈 𝜂. Now, kerk[𝑡 ] (𝐷′ .) = imk[𝑡 ] (𝐶′ .) implies
𝜁 = 𝐷′ 𝜉 for a certain 𝜉 ∈ k[𝑡]𝑞 (𝑚+1)×1, and thus,𝜂 = 𝑈 −1𝐶′ 𝜉 . This
shows kerk[𝑡 ] (𝑃 .) = imk[𝑡 ] ((𝑈 −1𝐶′).). If we note 𝑄 = 𝑈 −1𝐶′,
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then Lemma 3.3 shows that 𝑄 = 𝐶′ (0) ∈ k(𝑛+1)×𝑞 (𝑚+1) , and
thus, kerk[𝑡 ] (𝑃 .) = imk[𝑡 ] (𝐶′ (0) .). Let us consider a basis of the
finite-dimensional k-vector space imk (𝐶′ (0).) and stack the cor-
responding column vectors into a matrix 𝑄 ′ ∈ k𝑞 (𝑚+1)×𝑠 , where
𝑠 = rankk (𝐶′ (0)). Then, we have kerk[𝑡 ] (𝑃 .) = imk[𝑡 ] (𝑄 ′ .)

We state again that𝐷′ has a right inverse𝑋11 ∈ k[𝑡]𝑞 (𝑚+1)×(𝑟−𝑞) ,
i.e.,𝐷′ 𝑋11 = 𝐼𝑟−𝑞 , which shows that 𝑆 = 𝑈 −1 𝑋11 ∈ k[𝑡]𝑞 (𝑚+1)×(𝑟−𝑞)
is a right inverse of 𝑃 = 𝐷′𝑈 because 𝑈 is unimodular. Therefore,
we have the following split exact sequence of k[𝑡]-modules

0 // k[𝑡]𝑠×1 𝑄 ′ . // k[𝑡]𝑞 (𝑚+1)×1 𝑃. // k[𝑡] (𝑟−𝑞)×1 // 0,

which implies 𝑠 = 𝑞(𝑚 + 1) − (𝑟 − 𝑞) = 𝑞(𝑚 + 2) − 𝑟 (see [12,
Exercise 3.16(i), p. 129]). From Theorem 3.7, we then have 𝑟 =
𝑞(𝑚 + 2) − rankk (𝐶′ (0)), which shows again that 𝑠 = rankk (𝐶′ (0)).

Using 𝑃 𝑆 = 𝐼𝑟−𝑞 , we have 𝑃 (𝐼𝑞 (𝑚+1)−𝑆 𝑃) = 0, which shows that
imk[𝑡 ] ((𝐼𝑞 (𝑚+1) − 𝑆 𝑃) .) ⊆ kerk[𝑡 ] (𝑃 .) = imk[𝑡 ] (𝑄 ′ .) and proves
the existence of a matrix 𝑇 ∈ k[𝑡]𝑠×𝑞 (𝑚+1) satisfying the identity
𝐼𝑞 (𝑚+1)−𝑆 𝑃 = 𝑄 ′𝑇 , i.e., 𝑆 𝑃+𝑄 ′𝑇 = 𝐼𝑞 (𝑚+1) . Hence, using 𝑃 𝑄 ′ = 0,
we have 𝑆 𝑃 𝑄′ + 𝑄 ′𝑇 𝑄′ = 𝑄 ′, i.e., 𝑄 ′𝑇 𝑄′ = 𝑄 ′ or, equivalently,
𝑄 ′ (𝑇 𝑄′ − 𝐼𝑠 ) = 0, and thus, 𝑇 𝑄′ = 𝐼𝑠 because kerk[𝑡 ] (𝑄 ′ .) = 0.

Now, we have kerI1 (.𝑃) = 0 because 𝜇 𝑃 = 0 and 𝑃 𝑆 = 𝐼𝑟−𝑞 yield
𝜇 = 𝜇 𝑃 𝑆 = 0. Therefore, we have the following split exact sequence

0 // k[𝑡]1×(𝑟−𝑞) .𝑃 // k[𝑡]1×𝑞 (𝑚+1) 𝛾 //
.𝑆
oo cokerk[𝑡 ] (.𝑃) // 0,

which shows that cokerk[𝑡 ] (.𝑃) is a stably free k[𝑡]-module [12,
Ch. 4, p. 204], and thus, a free k[𝑡]-module of rank 𝑞(𝑚 + 2) − 𝑟 =
rankk (𝐶′ (0)) because k[𝑡] is a principal ideal domain (see, e.g., [9]).
Using 𝑃 𝑄 ′ = 0, i.e., imk[𝑡 ] (.𝑃) ⊆ kerk[𝑡 ] (.𝑄 ′), we can consider

the following complex

0 // k[𝑡]1×(𝑟−𝑞) .𝑃 // k[𝑡]1×𝑞 (𝑚+1) .𝑄 ′
// k[𝑡]𝑠×1 // 0.

The identiy 𝑃 𝑆 = 𝐼𝑟−𝑞 (resp., 𝑇 𝑄′ = 𝐼𝑠 ) shows that .𝑃 is injective
(resp., .𝑄 ′ is surjective). Now, let 𝜆 ∈ kerk[𝑡 ] (.𝑄 ′). Using the iden-
tities 𝑆 𝑃 +𝑄 ′𝑇 = 𝐼𝑞 (𝑚+1) , we then have 𝜆 = (𝜆 𝑆) 𝑃 ∈ imk[𝑡 ] (.𝑃),
which shows that kerk[𝑡 ] (.𝑄 ′) = imk[𝑡 ] (.𝑃) and proves that the
above complex is a split short exact sequence (see [12, Ch. 2, p. 52]).
We have the following commutative exact diagram of k[𝑡]-modules

0 // k[𝑡]1×(𝑟−𝑞) .𝑃 // k[𝑡]1×𝑞 (𝑚+1) .𝑄 ′
//

.𝑆
oo k[𝑡]𝑠×1

.𝑇
oo

𝜙−1

��

// 0

0 // k[𝑡]1×(𝑟−𝑞) .𝑃 // k[𝑡]1×𝑞 (𝑚+1)
.𝑆
oo

𝛾 // cokerk[𝑡 ] (.𝑃) //

𝜙

OO

0,

where 𝛾 is the canonical projection and 𝜙 the isomorphism of k[𝑡]-
modules defined by: for 𝜆 ∈ k[𝑡]1×𝑞 (𝑚+1) , 𝜙 (𝛾 (𝜆)) = 𝜆𝑄′. This ap-
plication is well-defined: if 𝛾 (𝜆) = 𝛾 (𝜇), where 𝜆, 𝜇 ∈ k[𝑡]1×𝑞 (𝑚+1) ,
then there is 𝜈 ∈ k[𝑡]1×(𝑟−𝑞) such that 𝜆 − 𝜇 = 𝜈 𝑃 . Then, we
have 𝜆𝑄′ − 𝜇 𝑄 ′ = 𝜈 𝑃 𝑄 ′ = 0, which yields 𝜆𝑄′ = 𝜇 𝑄 ′, i.e.,
𝜙 (𝛾 (𝜆)) = 𝜙 (𝛾 (𝜇)). Clearly, 𝜙 is injective and surjective. Finally,
𝜙−1 is defined by 𝜙−1 (𝜇 𝑄 ′) = 𝛾 (𝜇) for all 𝜇 ∈ k[𝑡]1×𝑞 (𝑚+1) .

Let us set 𝑤 = 𝑇 𝑧 ∈ M𝑠×1. Since the 𝑧𝑘 = 𝑒 𝜕𝑘 𝑦’s are formed
by simple evaluations and the entries of 𝑇 belong to k, the𝑤𝑘 ’s are

formed by simple evaluations. Now, 𝑆 𝑃 +𝑄 ′𝑇 = 𝐼𝑞 (𝑚+1) yields 𝑧 =
𝑄 ′𝑤 because 𝑃 𝑧 = 0. The entries𝑤𝑖 of𝑤 are then generators ofM
as a I1-module, and thus, as a k[𝑡]-module. Finally, if𝜓 : M −→ I
is the isomorphism of Lemma 4.4, I is then finitely generated by
{𝑔𝑖 }𝑖=1,...,𝑠 , where 𝑔𝑖 = 𝜓 (𝑤𝑖 ) = 𝜋−1 (𝑤𝑖 )𝐴 for 𝑖 = 1, . . . , 𝑠 . □

We obtain Algorithm 2 displayed at the end of the paper.
Let Γ ∈ k[𝑡]𝑞×𝑞 (𝑚+1) be the matrix satisfying 𝑦 = Γ 𝑧 (see (9)).

Using 𝑧 = 𝑄 ′𝑤 , we have 𝑦 = (Γ𝑄 ′)𝑤 , which yields 𝐴 = Γ𝑄 ′𝐺 ,
where𝐴 and𝐺 are defined in Algorithm 2, and expresses the original
generators 𝑎𝑖 ’s of I in terms of the second set of generators 𝑔 𝑗 ’s.

Example 4.6. Let I = I1 (𝑡2 + 1) 𝑒 and J = I1 (𝑡 𝑒 + 𝑡2 𝑒𝜕). Let
us explicitly show that I and J are two semisimple k[𝑡]-modules,
that they can be generated by simple evaluations, and finally find
again the result of Example 3.10.

For I, we have 𝐴 = ((𝑡2 + 1) 𝑒), 𝑞 = 1, 𝑛 = 0,𝑚 = 2, 𝑟 = 3, and

𝐶′
I =

©­
«
𝑡2 + 1
2 𝑡
2

ª®
¬
, 𝑈 −1

I =
©­­
«
1 −𝑡 𝑡2

2
0 1 −𝑡
0 0 1

ª®®
¬
, 𝑄I = 𝑈 −1

I 𝐶′
I =

©­
«
1
0
2

ª®
¬
.

Then, we have 𝑠 = rankk (𝐶 (0)) = 1 and 𝑇I =
(
0 0 1

2

)
is a left

inverse of 𝑄I , and thus,

𝑤I = 𝑇I 𝑧 = 𝑇I
©­«

𝑒
𝑒 𝜕
𝑒 𝜕2

ª®¬
=

1
2 𝑒 𝜕

2 ⇒ 𝑤I 𝐴 =
1
2 𝑒 𝜕

2 (𝑡2+1) 𝑒 = 1
2 𝑒,

which yields I = k[𝑡] 𝑒 . Note that if we consider, e.g., the left
inverses 𝑇 ′

I = (1 0 0) or 𝑇 ′′
I = (3 0 − 1) of 𝑄I , we obtain

𝑤 ′
I = 𝑇 ′

I 𝑧 = 𝑒 ⇒ 𝑤 ′
I 𝐴 = 𝑒 (𝑡2 + 1) 𝑒 = 𝑒,

𝑤 ′′
I = 𝑇 ′′

I 𝑧 = 3 𝑒 − 2 𝑒 𝜕2 ⇒ 𝑤 ′′
I 𝐴 = (3 𝑒 − 2 𝑒 𝜕2) (𝑡2 + 1) 𝑒 = 𝑒,

which also yields I = k[𝑡] 𝑒 .
For J , we have 𝐴 = (𝑡 𝑒 + 𝑡2 𝑒 𝜕), 𝑞 = 1, 𝑛 = 1,𝑚 = 2, 𝑟 = 2, and

𝐶′
J =

©­
«
𝑡 𝑡2

1 2 𝑡
0 2

ª®
¬
, 𝑈 −1

J =
©­­
«
1 −𝑡 𝑡2

2
0 1 −𝑡
0 0 1

ª®®
¬
, 𝑄J = 𝑈 −1

J 𝐶′
J = ©­

«
0 0
1 0
0 2

ª®
¬
.

Then, we have 𝑠 = 2,

𝑇J =

(
0 1 0
0 0 1

2

)
, 𝑤J = 𝑇J 𝑧 =

(
0 1 0
0 0 1

2

) ©­
«
𝑒
𝑒 𝜕
𝑒 𝜕2

ª®
¬
=

(
𝑒 𝜕

1
2 𝑒 𝜕

2

)

⇒ 𝑤J 𝐴 =

(
𝑒 𝜕

1
2 𝑒 𝜕

2

)
(𝑡 𝑒 + 𝑡2 𝑒 𝜕) =

(
𝑒 𝜕 (𝑡 𝑒 + 𝑡2 𝑒 𝜕)

1
2 𝑒 𝜕

2 (𝑡 𝑒 + 𝑡2 𝑒 𝜕)
)
=

(
𝑒
𝑒 𝜕

)

and thus, we have J = k[𝑡] 𝑒 + k[𝑡] 𝑒 𝜕. Finally, we can then check
that I ∩ J = k[𝑡] 𝑒 = I1 𝑒 (see Example 3.10).

The next proposition shows that every finitely generated eval-
uation ideal is principal, i.e., can be generated by a single element.
This result first appears in [1, Theorem 4.5]. We give here an explicit
proof.

Proposition 4.7. Let I ⊆ ⟨𝑒⟩ be a finitely generated evaluation
ideal. Then, I is principal, i.e., can be generated by a single element.
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Proof. Let I ⊆ I1 be a finitely generated evaluation ideal. From
Theorem 4.5, there is a finite number of simple evaluation {ℎ𝑖 }𝑖=1,...,𝑛
that generate I as a k[𝑡]-module, i.e., I =

∑𝑛
𝑖=1 k[𝑡] ℎ𝑖 . Now, set

ℎ =
∑𝑛
𝑘=1

𝑡𝑘

𝑘! ℎ𝑘 ∈ I. Then, using the results in the paragraph af-
ter (5), we have 𝑒 𝜕𝑙 ℎ =

∑𝑛
𝑘=1 𝑒 𝜕

𝑙
(
𝑡𝑘

𝑘!

)
ℎ𝑘 = ℎ𝑙 for all 𝑙 = 1, . . . , 𝑛.

Thus, ℎ𝑙 belongs to the ideal generated by ℎ for all 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, so
that I = I1 ℎ, which ends the proof. □

5 PERSPECTIVES
In this paper, we have first generalized a result obtained in [5] −
on the explicit characterization of the annihilator of an evaluation
operator − to the matrix case. Using this result, we have shown
how to compute a finite set of generators for the intersection of
two finitely generated ideals included in ⟨𝑒⟩. Finally, we have effec-
tively characterized the fact that a finitely generated ideal in ⟨𝑒⟩
is semisimple. More precisely, we have explained how a finite set
generators, defined by simple evaluations, can be obtained for such
an ideal. It gives an explicit description of this ideal as a finitely
generated k[𝑡]-module.

This characterization of finitely generated ideals in ⟨𝑒⟩ as semisim-
ple modules can be used to compute a finite set of generators of the
intersection of two finitely generated ideals in the case where one is
in ⟨𝑒⟩. The main idea is to transform this problem into a simple k[𝑡]
problem. For lack of space, this result will be explained elsewhere.
Finally, the last case to be considered for an effective proof of

the coherence of I1 is the case where both finitely generated ideals
I and J are not in ⟨𝑒⟩. The main idea of the proof given in [1] is
first to determine an element 0 ≠ 𝑎 ∈ I ∩ 𝐽 which is not in ⟨𝑒⟩
and then use the fact that the length of the left I1-module I1/(I1 𝑎)
is finite. Such an element 𝑎 can be obtained as follows. We can
consider ℎ ∈ I and 𝑔 ∈ J such that neither ℎ nor 𝑔 belongs to
⟨𝑒⟩. Using [5], there are 𝑁, 𝑀 ∈ N such that 𝜕𝑁 ℎ, 𝜕𝑀 𝑔 ∈ A1 \ {0}.
Finally, using the left Ore property of A1, there are 𝑢, 𝑣 ∈ A1 \ {0}
such that 𝑎 = 𝑢 𝜕𝑁 ℎ = 𝑣 𝜕𝑀 𝑔 ∈ I ∩ J \ ⟨𝑒⟩. But the use of the
finite length condition of I1/(I1 𝑎) still has to be made algorithmic.

Algorithm 1 Compute generators of I ∩ J where I,J ⊆ ⟨𝑒⟩
Require: 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛1 generators of I, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛2 generators of J
• Set 𝑅 = (𝑝1 . . . 𝑝𝑛1 𝑞1 . . . 𝑞𝑛2 )𝑇 .
• Compute the matrix 𝐶 corresponding to 𝑅.
• Compute 𝐷 such that kerk[𝑡 ] (.𝐶) = imk[𝑡 ] (.𝐷).
• Compute 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑟 )𝑇 = 𝐷 𝐽𝑚+1, where 𝑢𝑖 = (𝑢𝑖,1 𝑢𝑖,2).
return {𝑢1,1 𝑝, . . . , 𝑢𝑛1,1 𝑝}
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In this article, we consider the problem of computing polynomial solutions
of general linear systems of ordinary integro-differential equations with
polynomial coefficients. This algorithmic problem is a key step for many com-
putations with matrices having linear integro-differential operator entries
such as the computation of left/right syzygies, left/right inverses, left/right
factorizations, and thus, for the development of an effective algebraic analy-
sis approach for linear systems of ordinary integro-differential systems using
effective elimination methods and effective homological algebra. The linear
systems that appear in the above problems are generally rectangular and in-
homogeneous. The contribution of this paper is to provide the first algorithm
for computing polynomial solutions of inhomogeneous rectangular systems
of linear integro-differential equations with polynomial coefficients. Our
algorithm is implemented in the freely available Maple package Bavula.
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1 INTRODUCTION
Systems of linear ordinary differential equations have been studied
extensively by the computer algebra community. Algorithms for
computing most closed-form solutions, such as polynomial, rational,
or exponential solutions, are now available, and implementations
of these algorithms in computer algebra software such as Maple
are available to the user (see, e.g. [4] and references therein). The
study of linear differential systems boils down to considering rect-
angular matrices with coefficients in the so-called (first) Weyl al-
gebra A1 of linear ordinary differential operators with polynomial
coefficients. An important property of A1 is that it is a noetherian
ring [17, 20, 27] which implies that left/right syzygies of a matrix
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with coefficients in A1 are finitely generated. Based on this prop-
erty, an effective algebraic analysis approach to linear systems of
ordinary differential equations has been developed [8, 23]. This ap-
proach, based on algebraic D-modules [6, 17, 18] and homological
algebra [26], uses an effective elimination theory and an effective
homological algebra [8, 16]. Again, the corresponding algorithms,
based on non-commutative Gröbner or Janet bases computations,
are implemented in most computer algebra systems [8, 9].
The linear systems that arise in applications are not always sys-

tems of differential equations. Another important class of linear sys-
tems that we encounter are systems of integro-differential equations.
Consider the equation of a simple RLC circuit, or any of Volterra’s
linear integral or integro-differential equations [28]. It is only re-
cently that the computer algebra community has begun to take
an interest in this class of systems. As far as the computation of
closed-form solutions is concerned, the only existing works and im-
plementations deal with the computation of polynomial and rational
solutions of scalar equations [2, 3, 24]. Linear systems of integro-
differential equations can be studied via matrices with coefficients
in the ring I1 of ordinary linear integro-differential operators with
polynomial coefficients which is studied in [5, 25]. Unlike Weyl’s
algebra A1, the ring I1 is not noetherian [5, 11], but the fact that
Bavula has proved that it is a coherent ring [5] opens up the possibil-
ity of developing an algebraic analysis approach to linear systems
of integro-differential equations. Unfortunately, Bavula’s proof is
not constructive and if we want a constructive algebraic analysis
approach, we need a constructive proof of the coherence of I1 as well
as algorithms for computing a finite set of generators of left/right
syzygies, left/right inverses, and left/right factorizations of given
matrices with entries in I1. This is the goal of the second author’s
Ph.D. thesis. A constructive proof of the coherence property, based
on an algorithm for computing the syzygies of a matrix with en-
tries in I1, is given in [13] (preliminary results have already been
published in [11, 12]), and a proof of the Cramer property of I1 in-
cluding algorithms for computing left/right inverses and left/right
factorizations, will appear in a future article [15]. The algorithms
for computing left/right syzygies, left/right inverses, and left/right
factorizations have in common the fact that some of their steps are
based on the calculation of polynomial solutions of inhomogeneous
rectangular linear systems of integro-differential equations, which
is the subject of this article.
The main contribution of this article is to provide the first algo-

rithm, and its implementation in the computer algebra software
Maple, for computing polynomial solutions of inhomogeneous rect-
angular systems of integro-differential equations with polynomial
coefficients in k[t], where k is a computable field of characteristic
zero. By sufficiently deriving the integro-differential equations with
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polynomial coefficients, we obtain a homogeneous rectangular lin-
ear system of ordinary differential equations. Existing algorithms
for computing polynomial solutions of linear differential systems
are mainly limited to holonomic systems [21] or connections [4]. See
also [8, 23] for other classes of systems. Using algebraic D-module
theory [6, 17] and homological algebra techniques [26], we provide
an explicit parametrization of polynomial solutions of general ho-
mogeneous rectangular linear differential systems (see Theorem 3.1).
The parametrization is divided into two parts. The first corresponds
to the torsion submodule of the leftA1-module finitely presented by
the differential system matrix, which leads to a finite-dimensional
k-vector space of polynomial solutions of a holonomic system. The
second part corresponds to the torsion-free part of the same module
and depends on arbitrary polynomial vectors. From this parametriza-
tion, using the Taylor operators of I1 (see Definition 2.2), the original
problem boils down to computing a finite set of k-linear conditions
on the parameters of the parametrization, which can be done using
basic linear algebra methods. Theorem 4.2 then provides an explicit
parametrization of polynomial solutions of general inhomogeneous
rectangular linear integro-differential systems.

The paper is organized as follows. Section 2 recalls the necessary
definitions and properties of the rings A1 and I1. Section 3 presents
the first contribution of the paper, i.e. an algorithm providing an
explicit parametrization of the polynomial solutions of a homo-
geneous general rectangular differential system. Next, Section 4
contains the main contribution of the article, i.e. the first algorithm
for computing polynomial solutions of inhomogeneous rectangular
systems of linear integro-differential equations with polynomial
coefficients. Section 5 presents our Maple implementation based on
other packages and provides some examples from the integral equa-
tions literature. Finally, Section 6 concludes and gives some hints
on a possible extension of our algorithm to the computation of ex-
ponential solutions of general linear systems of integro-differential
equations with polynomial coefficients. Throughout the document,
for ease of reading, the algorithms are given in boxes and illustrated
with simple examples.

2 THE RINGS OF DIFFERENTIAL AND
INTEGRO-DIFFERENTIAL OPERATORS

Let k be a computable field of characteristic zero (e.g., k = Q, the field
of rational numbers), k[t] the ring of polynomials in the variable t
with coefficients in k, and Endk(k[t]) the ring of endomorphisms
of k[t] as a vector space over k, i.e., the ring of all k-linear maps
from k[t] to itself.
Definition 2.1. The ring of ordinary differential operators with

polynomial coefficients, i.e. the (first) Weyl algebra, denoted by A1,
is the k-subalgebra of Endk(k[t]) generated by the two k-linear
operatorsmt : p 7→mt (p) := t p and ∂ : p 7→ ∂(p) = Ûp = dp(t)/dt .

The ring of ordinary integro-differential operators with polynomial
coefficients, denoted by I1, is the k-subalgebra of Endk(k[t]) gener-
ated by the k-linear operatorsmt , ∂, and I : p 7→ I (p) =

∫ t
0 p(τ )dτ .

For more details, see [5, 6, 18]. Note that, by construction, we
have A1 ⊂ I1. If A1 is a noetherian ring [17, 20], I1 is not [5, 11],
which leads to some complications when computing in I1.

It is well known [17] that every differential operator L ∈ A1 can
be written uniquely as

L =
l∑
i=0

ai ∂
i , l ∈ N, ai ∈ k[t].

For integro-differential operators, finding a normal form like the
unique writing of L above is a little more complicated, as the gen-
erators of I1 satisfy many relations (see [11, 24, 25]). However, if 1
denotes the identity of Endk(k[t]) and e := 1 − I ∂ the evaluation
operator at 0 satisfying e p = p(0) for all p ∈ k[t], then it has been
proved [5, 25] that any integro-differential operator P ∈ I1 can be
uniquely written as

P =
l∑
i=0

ai ∂
i +

m∑
j=0

bj I t
j +

n∑
k=0

ck e ∂
k ,

where l , m, n ∈ N and ai , bj , ck ∈ k[t].
If E =

∑n
k=0 ck e ∂

k , then E is called an evaluation operator. In
the following, some particular evaluation operators called Taylor
operators will play an important role.

Definition 2.2. The Taylor operators Tn for n ∈ N are defined by

Tn =
n∑

k=0

tk

k! e ∂
k .

Taylor’s operators satisfy that Tn (p)(t) =
∑n
k=0

tk
k ! p

(k )(0), for
all p ∈ k[t] and Taylor’s theorem with integral reminder can then
be written as follows:

1 = Tn−1 + I
n ∂n . (1)

We recall the following useful property of evaluation operators.

Lemma 2.3 ([11]). If E =
∑n
k=0 ck e ∂

k , with n ∈ N and ck ∈ k[t],
is an evaluation operator and P ∈ I1, then we have

P E =
n∑

k=0
P(ck ) e ∂k ,

where P(ck ) denotes the application of the element P ∈ Endk(k[t])
to ck ∈ k[t] for all k = 0, . . . ,n.

Let us consider the two-sided ideal of I1 generated by the evalua-
tion e , i.e., ⟨e⟩ := I1 e I1. Then, from [11, Proposition 2.3], we have
that ⟨e⟩ = k[t] e k[∂] and ⟨e⟩ is the only two-sided ideal of I1.
We finally state the following useful lemma that can be proved

by straightforward calculations.

Lemma 2.4. We have the following:

(1) IfE =
∑n
k=0 ck (t) e ∂k ∈ ⟨e⟩ andM = 1+maxk=0, ...,n degt ck ,

then ∂M E = 0.
(2) If P =

∑l
i=0 ai (t) ∂i +

∑m
j=0 bj (t) I t j +

∑n
k=0 ck (t) e ∂k < ⟨e⟩

andN = 1+max{maxk=0, ...,n degt ck ,maxj=0, ...,m degt bj },
then ∂N P ∈ A1 \ {0}.
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3 POLYNOMIAL SOLUTIONS OF HOMOGENEOUS
RECTANGULAR DIFFERENTIAL SYSTEMS

In section 4, we will present the main contribution of this paper,
i.e. an algorithm for computing polynomial solutions of inhomoge-
neous rectangular integro-differential systems. A key stepwill be the
computation of polynomial solutions of homogeneous rectangular
differential systems.

The problem of computing polynomial solutions of linear differ-
ential systems has been studied by the computer algebra community,
but existing works are limited to the case of holonomic systems [21]
or systems written as a connection Y ′(t) = C(t)Y (t), where C(t) is a
square matrix of rational functions in k(t) [1]. In this section, we use
algebraic D-module theory and homological algebra techniques to
provide an algorithm for computing polynomial solutions of general
linear differential systems.

3.1 Finitely presented left A1-modules
Any homogeneous linear system of ordinary differential equations
can be written as P y = 0, where y is a vector of unknown functions
and P ∈ Al×m1 is a rectangular l ×m matrix with coefficients in A1
which defines the finitely presented left A1-module [26]

P = cokerA1 (.P) = A1×m
1 /(A1×l

1 P),
i.e.,P is finitely generated by the residue classes {yi = π (ei )}i=1, ...,m
of the standard basis {ei }i=1, ...,m ofA1×m

1 − ei is defined by 1 at the
ith entry or 0 elsewhere, and π : A1×m

1 −→ P is the canonical left
A1-homomorphism sending λ ∈ A1×m

1 to its residual class π (λ) in
P − satisfying the finite generating set of left A1-relations P y = 0,
where y = (y1 . . . ym )T ∈ Pm . Thus, linear differential systems
can be studied by considering the category of finitely presented left
modules over A1. This idea is at the core of algebraic analysis [6, 18].
To parametrize all the polynomial solutions of P y = 0, we will

need to consider the torsion-submodule of P. The domain A1 is
noetherian [20], and thus, a left Ore domain [20]. As a consequence,
the set of torsion elements of P

t(P) = {γ ∈ P | ∃a ∈ A1 : aγ = 0}
is a left A1-submodule of P. The left A1-module P is said to be
torsion if t(P) = P and torsion-free if t(P) = 0.
Let us now characterize explicitly t(P). The right A1-module

kerA1 (P .) = {η ∈ Am×1
1 | P η = 0} being noetherian, there exists a

matrix Q ∈ Am×n
1 such that kerA1 (P .) = imA1 (Q .) := Q An×1

1 . We
then have the following exact sequence of right A1-modules

0 T (P)oo Al×1
1

oo Am×1
1

P .oo An×1
1 ,

Q .oo (2)

whereT (P) = cokerA1 (P .) = Al×1
1 /(P Am×1

1 ) is the rightA1-module
finitely presented by P , i.e. the so-called Auslander transpose of P.
The identity P Q = 0 shows that

A1×l
1

.P // A1×m
1

.Q // A1×n
1

is a complex of left A1-modules [26] obtained by application of
the contravariant left exact functor HomA1 ( · , A1) to the exact se-
quence (2). A standard result (see [8, 23] and the references therein)

asserts that the defect of exactness Ext1
A1
(T (P),A1) of the above

complex at A1×m
1 defines t(P), i.e., that we have

t(P) = Ext1
A1
(T (P),A1) = kerA1 (.Q)/imA1 (.P).

Similarly as above, kerA1 (.Q) being a noetherian left A1-module,
there exists a matrix P ′ ∈ Ap×m1 such that

kerA1 (.Q) = imA1 (.P ′) = A
1×p
1 P ′.

Similarly, there exists a matrixM ′ ∈ Aq×p1 such that

kerA1 (.P ′) = imA1 (.M ′). (3)

Thus, we have the long exact sequence of left A1-modules

A
1×q
1

.M ′
// A1×p

1
.P ′
// A1×m

1
.Q // A1×n

1 . (4)

We then have

t(P) = kerA1 (.Q)/imA1 (.P) = imA1 (.P ′)/imA1 (.P).
Now, using imA1 (.P) ⊆ imA1 (.P ′), there exists P ′′ ∈ A

l×p
1 such that

P = P ′′ P ′. (5)

LetH = (M ′T P ′′T )T ∈ A(q+l )×p1 . Using [16, Lemma 3.1], we then
have

t(P) � cokerA1 (.H ) = A1×p
1 /

(
A

1×(q+l )
1 H

)
.

The matrices Q , P ′, M ′, and P ′′ can be computed from P using
Gröbner basis methods [8] and using the OreModules package [9].
The algorithm is summarized in Algorithm 1.

Algorithm 1 Torsion decomposition of P = A1×m
1 /(A1×l

1 P).
Require: P ∈ Al×m1

1- Compute Q ∈ Am×n
1 such that kerA1 (P .) = imA1 (Q .)

2- Compute P ′ ∈ Ap×m1 such that kerA1 (.Q) = imA1 (.P ′)
3- ComputeM ′ ∈ Aq×p1 such that kerA1 (.P ′) = imA1 (.M ′)
4- Compute P ′′ ∈ Al×p1 such that P = P ′′ P ′
return Q , P ′,M ′, and P ′′

Steps 1, 2, and 3 involve calculating right and left syzygies, while
Step 4 is a left factorization.

3.2 Explicit description of the set of polynomial solutions

Let P ∈ Al×m1 . Our goal is to compute/parametrize

kerk[t ](P) = {v ∈ k[t]m | P(v) = 0}.
From (5) and (3), we obtain

P(v) = 0 ⇔ (P ′′ P ′)(v) = P ′′(P ′(v)) = 0 ⇔



P ′(v) = u,
P ′′(u) = 0,
M ′(u) = 0.

(6)

Therefore, with the notation of Subsection 3.1, we must first study
kerk[t ](H ) and then we have to consider the inhomogeneous system
of linear differential equations P ′(v) = u to obtain kerk[t ](P). The fol-
lowing theorem asserts that kerk[t ](H ) is always finite-dimensional
and provides an explicit parametrization of kerk[t ](P).
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Theorem 3.1. Let P ∈ Al×m1 and Q , P ′,M ′, and P ′′ be defined as
in Subsection 3.1 (see also Algorithm 1). Then, we have:

(1) Setting H = (M ′T P ′′T )T ∈ A(q+l )×p1 , the set kerk[t ](H )
of all polynomial solutions of the linear ordinary differential
system defined by H is finite-dimensional.
Let d be its dimension and {bi }i=1, ...,d a basis of kerk[t ](H ).

(2) The matrix P ′ ∈ Ap×m1 admits a generalized inverse, i.e., there
exists T ′ ∈ Am×p

1 satisfying P ′T ′ P ′ = P ′.
(3) Letuд =

∑d
i=1 ci bi be the general solution of kerk[t ](H ), where

the ci ’s are arbitrary constants. Then, we have

kerk[t ](P) =
{
v = T ′(uд) +Q(s) | ∀ s ∈ k[t]n} .

Proof. The left A1-module t(P) being torsion, it is a holonomic
left A1-module ([17, Ch. 10, Corollary 1.2]) and thus the linear ordi-
nary differential system

H (u) = 0 ⇐⇒
{

P ′′(u) = 0,
M ′(u) = 0,

is holonomic. A result of algebraic D-modules theory asserts that
the k-vector space of the polynomial solutions of a holonomic
left A1-module is finite-dimensional. See, e.g., [6] and [4, 21, 22]
for algorithmic proofs and implementations of the computation
of bases of the polynomial solutions of holonomic A1-modules.
Let d := dimk(kerk[t ](H )) < ∞ and {bi }i=1, ...,d be a basis of poly-
nomial solutions of H (u) = 0. We now have to solve the inho-
mogeneous linear ordinary differential system P ′(v) = uд , where
uд =

∑d
i=1 ci bi is the general polynomial solution of H (u) = 0, i.e.

c1, . . . , cd are arbitrary constants. The general solution of P ′(v) = uд
is the sum of a particular solution vp ∈ k[t]m of P ′(v) = uд and the
general polynomial solution of the homogeneous linear differential
system P ′(v) = 0.
Using the long exact sequence (2), we have Q := cokerA1 (Q .) �

imA1 (P .), which shows that Q is torsion-free because we have
imA1 (P .) ⊆ Al×1

1 and Al×1
1 is a torsion-free right A1-module. Using

the fact that the global dimension gld(A1) of A1 is equal to 1 (see
[20, Theorem 7.5.8]), Q is projective, namely, there exist r ∈ N and a
finitely generated right A1-module R such that Q ⊕ R � Ar×1

1 [26].
Moreover, any projective A1-module is stably free (see [27, Theo-
rem 2.2]), namely, there exist r , s ∈ N such that Q ⊕ As×1

1 � Ar×1
1 .

Let us give a more explicit characterization of the stably freeness
property of Q that will be useful to solve the linear ordinary differ-
ential system (6). Set Q1 := Q andm0 := m. Using Gröbner basis
methods [8], we can compute a finite free resolution of Q, i.e., a long
exact sequence of right A1-modules of the form

0 Qoo Am0×1
1

oo . . .
Q1 .oo Amr×1

1
Qr .oo 0,oo

where Qi ∈ Ami−1×mi
1 for i = 1, . . . , r . The fact that Q is projec-

tive implies that the above finite free resolution splits [26]. Note
Q⋆ = HomA1 (Q,A1). Applying the contravariant left exact functor
HomA1 ( · ,A1) to the above split exact sequence yields the following
split long exact sequence of left A1-modules [26]

0 // Q⋆ // A1×m0
1

.Q1 // . . .
.Qr // A1×mr

1
// 0.

The left A1-homomorphism .Qr is surjective, which shows that
there exists a matrix Sr ∈ Amr×mr−1

1 satisfying Sr Qr = Imr . A left
inverse Sr of Qr can be computed using Gröbner basis methods [8]
and the OreModules package [9]. We also have

kerA1 (.Qi ) = imA1 (.Qi−1), i = r , . . . , 2.

Setting Πr := Imr−1 − Qr Sr ∈ Amr−1×mr−1
1 , we have Πr Qr =

Qr − Qr Sr Qr = 0, i.e., imA1 (.Πr ) ⊆ kerA1 (.Qr ) = imA1 (.Qr−1),
which shows that there exists a matrix Sr−1 ∈ Amr−1×mr−2

1 satis-
fying Πr = Sr−1 Qr−1, i.e., Qr Sr + Sr−1 Qr−1 = Imr−1 . The matrix
Sr−1 can be computed using the OreModules package [9]. Pre-
multiplying this last identity by Qr−1 and using Qr−1 Qr = 0, we
get Qr−1 Sr−1 Qr−1 = Qr−1, which shows that Sr−1 is a generalized
inverse of Qr−1. Repeating the same arguments inductively and
setting S = S1 and Q = Q1, we finally obtain a generalized inverse
S ∈ An×m1 of Q , i.e., Q S Q = Q .

Setting Π := Im − Q S ∈ Am×m
1 , we have ΠQ = Q − Q S Q = 0,

i.e., imA1 (.Π) ⊆ kerA1 (.Q) = imA1 (.P ′), and thus, there is a matrix
T ′ ∈ Am×p

1 such that Π = T ′ P ′, i.e., Q S + T ′ P ′ = Im , which
yields P ′T ′ P ′ = P ′. Similarly, there exists U ′ ∈ Ap×q1 such that
we have P ′T ′ + U ′M ′ = Ip . The matrices T ′ and U ′ can also be
computed with the OreModules package [9]. Therefore, we have
the following split long exact sequence of left A1-modules

A
1×q
1

.M ′
// A1×p

1
.U ′
oo

.P ′
// A1×m

1
.T ′
oo

.Q // A1×n
1

.S
oo .

Now, applying the contravariant left exact functor HomA1 ( · , k[t])
to the above split exact sequence, we obtain the following split exact
sequence of k-vector spaces

k[t]n×1
Q . // k[t]m×1
S .
oo

P ′ . // k[t]p×1
T ′ .
oo

M ′ . // k[t]q×1,
U ′ .
oo

which proves that kerk[t ](P ′) = imk[t ](Q), i.e., every solution of
P(v) = 0 is of the form v = Q(s) for a certain s ∈ k[t]n×1. The
identity P ′T ′ +U ′M ′ = Ip yields uд = P ′(T ′(uд)) +U ′(M ′(uд)) =
P ′(T ′(uд)), which shows that vp := T ′(uд) is a particular solution
of the inhomogeneous linear system P ′(v) = uд . Thus, we have
kerk[t ](PN ) = {

v = T ′(uд) +Q(s) | s ∈ k[t]n×1}. □

3.3 Algorithm and example
The different steps of the algorithm for computing a parametrization
of kerk[t ](P) for P ∈ Al×m1 are given in the following algorithm.

Algorithm 2 Polynomial solutions of homogeneous rectangular
linear differential systems P(v) = 0 with P ∈ Al×m1

Require: P ∈ Al×m1
1- Apply Algorithm 1 to compute Q , P ′,M ′, and P ′′
2- Compute the general solution uд =

∑d
i=1 ci bi of kerk[t ](H ),

where H = (M ′T P ′′T )T ∈ A(q+l )×p1
3- Compute a generalized inverse T ′ ∈ Am×p

1 of P ′
return T ′, uд , and Q which are such that

kerk[t ](P) =
{
v = T ′(uд) +Q(s) | ∀ s ∈ k[t]n} .
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Steps 1 and 3 can be performed directly using the OreModules
package [9]. For Step 2, we need to calculate the general polyno-
mial solution of a holonomic linear differential system. In our im-
plementation, we use the fact that any holonomic linear system
of ordinary differential equations can be written as a connection
Y ′(t) = C(t)Y (t), where C(t) is a square matrix of rational func-
tions in k(t) (see [10, Proposition 2.1]) and there is a one-to-one
correspondence between the polynomial solutions of the holonomic
linear differential system and those ofY ′(t) = C(t)Y (t). The general
polynomial solution of Y ′(t) = C(t)Y (t) can be calculated using
the algorithm in [1]. It is implemented in the package Integrable-
Connections [4]. An alternative for Step 2 would be to use the
algorithms developed in [21, 22], which do not need to write holo-
nomic linear differential systems as a connection.

Example 3.2. Let us describe the different steps of Algorithm 2
applied to the matrix

P =

(
0 2 ∂2 + t ∂3 0
∂ ∂3 ∂ + ∂2

)
∈ A2×3

1 .

Applying Algorithm 1 using OreModules [9], we get

Q =
©­«

−∂ − 1
0
1

ª®¬
, P ′ =

(
1 0 ∂ + 1
0 1 0

)
, M ′ = 0,

and
P ′′ =

(
0 2 ∂2 + t ∂3

∂ ∂3

)
.

Then, the next step consists in computing the general polynomial
solutionuд of the homogeneous holonomic linear differential system
given by P ′′. This holonomic system can be written as a connection

Y ′(t) =
©­­­«

0 1 0 0
0 −3/t 0 0
0 0 0 1
0 t/2 0 0

ª®®®¬︸                      ︷︷                      ︸
C(t )

Y (t),

and there is a one-to-one correspondence between the solutions
in k[t]2 of P ′′(uд) = 0 and the first and third components of the
solutions of Y ′(t) = C(t)Y (t) in k[t]4. Using the package Inte-
grableConnections [4], we can compute the general polynomial
solution of Y ′(t) = C(t)Y (t) and we get

Y (t) = c1
©­­­«

0
0
t
1

ª®®®¬
+ c2

©­­­«

0
0
1
0

ª®®®¬
+ c3

©­­­«

1
0
0
0

ª®®®¬
,

where c1, c2, c3 are arbitrary constants in k. Thus

uд(t) = c1

(
0
t

)
+ c2

(
0
1

)
+ c3

(
1
0

)
=

(
c3

c1 t + c2

)

is the general polynomial solution of the homogeneous holonomic
linear differential system given by P ′′. Finally, we have

T ′ = ©­«
1 0
0 1
0 0

ª®¬
,

and

kerk[t ](P) =


©­«
c3 − s ′(t) − s(t)

c1 t + c2
s(t)

ª®¬
| ∀ s ∈ k[t]



.

4 POLYNOMIAL SOLUTIONS OF
INTEGRO-DIFFERENTIAL SYSTEMS

In this section, we characterize the solutions of inhomogeneous
linear integro-differential systems P(v) = w , where P ∈ Il×m1 and
w ∈ k[t]l are given, and v ∈ k[t]m is the unknown. As is often the
case when working in I1 (see for example [5, 11, 12]), we need to
distinguish between the case P ∈ ⟨e⟩l×m and the case P < ⟨e⟩l×m .

4.1 Case P ∈ ⟨e⟩l×m
Let us consider P ∈ ⟨e⟩l×m and write P =

∑c
k=0 t

k e Pk (∂), where
Pk (∂) ∈ k[∂]l×m for k = 0, . . . , c , and w(t) = ∑d

l=0 t
l wl , with

wl ∈ kl for l = 0, . . . ,d . Then, P(v) = w is writen as
c∑

k=0
tk (e Pk (∂))(v) =

d∑
l=0

t l wl ,

where (e Pk (∂))(v) ∈ kl , and thus, we have
(1) If d > c , then the linear system P(v) = w has no solutions.
(2) If d ≤ c , then the linear system P(v) = w is equivalent to{ (e Pk (∂))(v) = wk , k = 0, . . . ,d,

(e Pk (∂))(v) = 0, k = d + 1, . . . , c . (7)

We now study the linear system (7). Write Pk (∂) =
∑dk
i=0 Pk,i ∂

i ,
where Pk,i ∈ kl×m for i = 0, . . . ,dk and k = 0, . . . , c , and consider
the ansatz v(t) = ∑r

j=0 t
j vj for v , where the degree r and the

vj ∈ km for j = 0, . . . , r are unknown. Then, (7) is equivalent to the
following linear system




(∑dk
i=0 e Pk,i ∂

i
) (∑r

j=0 t
j vj

)
= wk , k = 0, . . . ,d,(∑dk

i=0 e Pk,i ∂
i
) (∑r

j=0 t
j vj

)
= 0, k = d + 1, . . . , c,

⇔



∑dk
i=0

∑r
j=0(e ∂i )(t j ) Pk,i vj = wk , k = 0, . . . ,d,∑dk

i=0
∑r
j=0(e ∂i )(t j ) Pk,i vj = 0, k = d + 1, . . . , c .

Using (e ∂i )(t j ) = j!δi, j , where δi, j = 1 if i = j and δi, j = 0 if i , j,
the last linear system is equivalent to




∑min{dk ,r }
j=0 j! Pk, j vj = wk , k = 0, . . . ,d,∑min{dk ,r }
j=0 j! Pk, j vj = 0, k = d + 1, . . . , c .

(8)

Let s := max{d0, . . . ,dc }. The solutions v ∈ k[t]m of P(v) = w
can then be written as

v(t) =
s∑
j=0

t j vj + t
s+1 ṽ(t),

where ṽ ∈ k[t]m is an arbitrary vector of polynomials andv0, . . . ,vs
are solutions of the inhomogeneous k-linear system (8) defined by
c + 1 equations in the s + 1 unknown vectors vj ∈ km , j = 0, . . . , s .
Taking min{dk , r } = dk for k = 0, . . . , c (without loss of generality),

, Vol. 1, No. 1, Article . Publication date: April 2025.



:6 • Cluzeau, Pinto, Quadrat

the linear system (8) can be solved using standard linear algebra
methods.
We summarize the above discussion in the following algorithm

which only involves the resolution of a linear system.

Algorithm 3 Polynomial solutions of inhomogeneous linear
integro-differential systems P(v) = w with P ∈ ⟨e⟩l×m ,w ∈ k[t]l

Require: P ∈ ⟨e⟩l×m andw ∈ k[t]l
1−Write P =

∑c
k=0 t

k e Pk (∂) andw =
∑d
l=0 t

l wl
2− If d > c , then return [ ]
3−Write Pk (∂) =

∑dk
i=0 Pk,i ∂

i and set s := max{d0, . . . ,dc }
4− Solve the linear system (8) in the s + 1 unknown vectors vj
5− Set v̄(t) = ∑s

j=0 t
j vj , where the vj ’s are solutions of Step 4

return v(t) = v̄(t) + ts+1 ṽ(t), where ṽ ∈ k[t]m is an arbitrary
polynomial vector

Example 4.1. We consider the following matrix

P = e

(
∂2 ∂

∂ −1

)
+ t e

(
1 ∂

0 1

)
∈ ⟨e⟩2×2

= e

(
1 0
0 0

)
∂2 + e

(
0 1
1 0

)
∂ + e

(
0 0
0 −1

)

+ t e

(
0 1
0 0

)
∂ + t e

(
1 0
0 1

)
.

Let us study the linear system P(v) = w , where w =
∑d
l=0 t

l wl
and wl = (wl,1 wl,2)T ∈ k2, is a fixed vector. If d > degt P = 1,
then P(v) = w has no solutions. Assume d ≤ 1, i.e.,w = w0 + t w1.
Considering v(t) = ∑r

k=0 t
k vk , where vk = (vk,1 vk,2)T ∈ k2,

the k-linear system (8) is then defined by




2
(

1 0
0 0

) (
v2,1
v2,2

)
+

(
0 1
1 0

) (
v1,1
v1,2

)

+

(
0 0
0 −1

) (
v0,1
v0,2

)
=

(
w0,1
w0,2

)
,

(
0 1
0 0

) (
v1,1
v1,2

)
+

(
1 0
0 1

) (
v0,1
v0,2

)
=

(
w1,1
w1,2

)
.

Solving the above linear system in the deg∂ P + 1 = 3 unknown
vectors {v0, v1, v2}, i.e., in 3 × 2 = 6 unknowns, we finally obtain

v(t) =

(
w1,1 −w0,1 + 2v2,1

w1,2

)
+ t

(
w0,2 +w1,2
w0,1 − 2v2,1

)

+t2
(
v2,1
v2,2

)
+ t3 ṽ(t),

where v2,1 and v2,2 are arbitrary constants in k, and ṽ(t) is an
arbitrary polynomial vector in k[t]2.

4.2 Case P < ⟨e⟩l×m
The goal of this section is to parametrize all the polynomial so-
lutions v of an inhomogeneous linear integro-differential system
P(v) = w , where P ∈ Il×m1 , P < ⟨e⟩l×m , and w ∈ k[t]l is fixed. We
state the main result.

Theorem 4.2. Let P ∈ Il×m1 , P < ⟨e⟩l×m , and w ∈ k[t]l . There
exists N ∈ N such that PN := ∂N P ∈ Al×m1 and ∂N (w) = 0. Let us
assume, according to Theorem 3.1, that

kerk[t ](PN ) = {
v = T ′(uд) +Q(s) | ∀ s ∈ k[t]n} .

Let TN−1 =
∑N−1
k=0

tk
k ! e ∂

k be the (N − 1)th Taylor operator.
Then the set of all the polynomial solutions v ∈ k[t]m of the inho-

mogeneous linear system P(v) = w is defined by{
v = T ′(uд) +Q(s) | ∀ s ∈ k[t]n :

(TN−1 P Q)(s) = w − (TN−1 P T ′)(uд)
}
.

(9)

Using TN−1 P Q ∈ ⟨e⟩l×n , the k-linear conditions
(TN−1 P Q)(s) = w − (TN−1 P T

′)(uд)
on the parameter s ∈ k[t]n of the parametrization (9) can be made
explicit using Algorithm 3 in Subsection 4.1.

Proof. Let P < ⟨e⟩l×m . By Point (2) of Lemma 2.4, there isN1 ∈ N
such that ∂N1 P ∈ Al×m1 and ∂N1 P , 0. Let N2 be the maximal
degree in t of the entries ofw and set N = max{N1,N2 + 1}. There-
fore, we have ∂N (w) = 0 and the inhomogeneous linear integro-
differential system P(v) = w yields the homogeneous linear ordi-
nary differential system PN (v) = 0, where PN := ∂N P ∈ Al×m1
and PN , 0. Let us now suppose that v ∈ k[t]m is a solution of
PN (v) = 0. By (1), we have the identity 1 = TN−1 + IN ∂N , where
TN−1 is the (N − 1)th Taylor operator (see Definition 2.2). We then
have P(v) =

((
TN−1 + IN ∂N

)
P
)
(v) = (TN−1 P) (v). Thus, the

equality P(v) = w yields (TN−1 P) (v) = w and the polynomial
solutions of P(v) = w are those of the linear system{

PN (v) = 0,
(TN−1 P) (v) = w . (10)

Theorem 3.1 provides a parametrization of the polynomial solutions
of PN (v) = 0 which can be written as

v = T ′(uд) +Q(s), s ∈ k[t]n .
Now, substitutingv = T ′(uд)+Q(s) into the second equation of (10),
i.e., (TN−1 P)(v) = w , we obtain

(TN−1 P Q)(s) = w − (TN−1 P T ′)(uд),
with s ∈ k[t]n , (TN−1 P Q) ∈ ⟨e⟩l×n ,w−(TN−1 P T ′)(uд) ∈ k[t]l . We
are then reduced to the problem studied in Subsection 4.1. Applying
Algorithm 3, we finally obtain a finite number of k-linear conditions
on the free polynomial vector s ∈ k[t]n of the parametrization
v = T ′(uд) +Q(s) of kerk[t ](PN ). □

4.3 Main algorithm
The result of Theorem 4.2 leads to an algorithm based on Algo-
rithms 2 and 3 for computing polynomial solutions of inhomoge-
neous linear systems of integro-differential equations.
Note that uд is the general solution of a holonomic linear dif-

ferential system, so it depends on certain arbitrary constants in k
(see Theorem 3.1). It implies that the right-hand side of the inhomo-
geneous system (TN−1 P Q)(s) = w − (TN−1 P T ′)(uд) has parame-
ters. However, Algorithm 3 can be easily adapted to handle the case
of a right-hand side with parameters.
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Algorithm 4 Polynomial solutions of inhomogeneous linear
integro-differential systems P(v) = w with P ∈ Il×m1 ,w ∈ k[t]l

Require: P ∈ Il×m1 andw ∈ k[t]l
1- If P ∈ ⟨e⟩l×m , then apply Algorithm 3 to (P ,w) end
2- Compute N ∈ N such that PN := ∂N P ∈ Al×m1 , ∂N (w) = 0
3- Apply Algorithm 2 to PN . Let

kerk[t ](PN ) = {
T ′(uд) +Q(s) | ∀ s ∈ k[t]n} .

4- Apply Algorithm 3 to (TN−1 P Q,w − (TN−1 P T ′)(uд))
return T ′(uд) +Q(s), where s is the ouput of Step 4.

Example 4.3. Let us illustrate all the steps in Algorithm 4 on a
simple example. Let P = (∂ 1 + e) < ⟨e⟩1×2 and w = 0. We have
N = 1 thus we set P1 = ∂ P = (∂2 ∂) ∈ A1×2

1 . Let us compute
kerk[t ](P1) by applying Algorithm 2 to P1. We first get

P ′ =
(
∂ 1

)
, Q =

(
1
−∂

)
, H =

(
∂

)
,

so that we have

uд = c, c ∈ k, T ′ =
(

0
1

)
,

and

kerk[t ](P1) =
{
v(t) =

(
0
1

)
c +

(
1
−∂

)
s(t) | ∀ s ∈ k[t]

}
.

Note that in this simple example, this parametrization can be found
by hand calculations. Indeed, let v = (v1 v2)T ∈ kerk[t ](P1), i.e.,

∂2v1(t) + ∂v2(t) = 0 ⇔
{
∂v1(t) +v2(t) = u(t),
∂u(t) = 0,

i.e., ∂v1(t) +v2(t) = c ∈ k, which is equivalent to

∀ s = v1 ∈ k[t], v(t) =
(
v1(t)
v2(t)

)
=

(
0
1

)
c +

(
1
−∂

)
s(t).

Let us now compute kerk[t ](P). We have TN−1 = T0 = e and thus

TN−1 P Q = −e ∂, TN−1 P T
′ = 2 e,

so that we must apply Algorithm 3 to (−e ∂,−2 c). We then obtain
the linear condition s ′(0) = 2 c and thus the polynomial solutions
of −e ∂(s(t)) = −2 c are given by s(t) = s(0) + 2 c t + s̃(t) t2, where
s(0) ∈ k and s̃ ∈ k[t] are free. Finally, we have obtained

kerk[t ](P) =
{(

v1(t)
v2(t)

)
=

(
0
1

)
c +

(
1
−∂

)
s(t) |

s(t) = s(0) + 2 c t + t2 s̃(t), ∀ s̃ ∈ k[t]} .
5 IMPLEMENTATION AND EXAMPLES
All the algorithms presented above have been implemented in the
Bavula package developed in Maple [14].
Our implementation relies on three other Maple packages:
(1) IntDiffOp [19] for arithmetic calculations in I1 (including

normal forms),
(2) OreModules [9] for all calculations with matrices with en-

tries in A1 (Algorithm 1, Step 3 of Algorithm 2, and writing
the holonomic linear differential system as a connection),

(3) IntegrableConnections [4] for computing the general poly-
nomial solution of the holonomic linear differential system
written as a connection (Step 2 of Algorithm 2).

The literature on integro-differential equations contains many
interesting examples on which we tested our implementation. Here
are two particular examples.

Example 5.1. Let us consider the system of integral equations
studied in [7, Example 1] and given by(

1 0
0 0

) (
u(t)
v(t)

)
+

∫ t

0

(
0 1
1 t − s

) (
u(s)
v(s)

)
ds =

(
0
0

)
. (11)

To compute the polynomial solutions of this system we apply Algo-
rithm 4 to

P =

(
1 I
I t I − I t

)
, w =

(
0
0

)
.

We have N = 2 and

P2 =

(
∂2 ∂

∂ 1

)
.

The finitely presented leftA1-moduleP = A1×2
1 /(A1×2

1 P2) is torsion-
free and we have

kerk[t ](P2) =
{(

1
−∂

)
s | ∀ s ∈ k[t]

}
.

Then, we consider the system

(TN−1 P Q)(s) = w − (TN−1 P T
′)(uд) ⇔

(
e
t e

)
s = 0,

which yields s(0) = 0. Finally, we obtain

kerk[t ](P) =
{(

1
−∂

)
s | ∀ s = t s̃ ∈ t k[t]

}
,

so that the polynomial solutions of (11) are given by u(t) = t s̃(t)
and v(t) = −s̃(t) − t ∂(s̃(t)), for any polynomial s̃ ∈ k[t]. Note that,
in [7, Example 1], the authors write that the solutions are given
by u(t) = ϕ(t) and v(t) = −∂(ϕ(t)) for any function ϕ ∈ C1([0, 1]).
But the first equation of (11) then implies that we necessarily have
ϕ(0) = 0 so that if ϕ is a polynomial, we find again our result.

Example 5.2. We consider the system of Volterra integro-differential
equations studied in [28, Example 10.17, p. 335] and given by

u ′(t) = 2 t2 +
∫ t
0 ((t − x)u(x) + (t − x)v(x))dx , u(0) = 1,

v ′(t) = −3 t2 − 1
10 t

5 +
∫ t
0 ((t − x)u(x) − (t − x)v(x))dx , v(0) = 1.

(12)
To compute the polynomial solutions of this system we apply Algo-
rithm 4 to

P =
©­­­«

∂ − t I + I t −t I + I t
e 0

−t I + I t ∂ + t I − I t
0 e

ª®®®¬
, w =

©­­­«

2t2

1
−3 t2 − 1

10 t
5

1

ª®®®¬
.

We have N = 6 and

P6 =
©­­­«

−∂4 + ∂7 −∂4

0 0
−∂4 ∂4 + ∂7

0 0

ª®®®¬
.
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The finitely presented left A1-module P = A1×2
1 /(A1×4

1 P6) is tor-
sion and we have

kerk[t ](P6) =
{(

c1 t3 + c3 t2 + c5 t + c7
c2 t3 + c4 t2 + c6 t + c8

)}
,

where the ci ’s are arbitrary constants in k. Then, we consider the
system

(TN−1 P Q)(s) = w − (TN−1 P T
′)(uд) ⇔ 0 = q(t),

where q(t) ∈ k[t]4 is given by

©­­­­­­­­«

( c1
20 +

c2
20

)
t5 +

( c3
12 +

c4
12

)
t4 +

( c5
6 +

c6
6

)
t3 +

(
2 − 3c1 +

c7
2 +

c8
2

)
t2 − 2c3t − c5

1 − c7(
− 1

10 +
c1
20 − c2

20
)
t5 +

( c3
12 − c4

12
)
t4 +

( c5
6 − c6

6
)
t3 +

(
−3 − 3c2 +

c7
2 − c8

2
)
t2 − 2c4t − c6

1 − c8

ª®®®®®®®®¬
.

Solving for the ci ’s, we finally get

kerk[t ](P) =
{(

t3 + 1
−t3 + 1

)}
,

and we find again the result obtained in [28, Example 10.17, p. 335]
using Laplace transform.

6 CONCLUSION AND EXTENSION
In this article, we have presented the first algorithm for computing
polynomial solutions of general inhomogeneous linear systems
of integro-differential equations with polynomial coefficients. The
algorithm is implemented in the Maple package Bavula [14] (freely
available). As mentioned in the introduction, this algorithm is a key
step in the development of an effective algebraic analysis approach
to linear systems of integro-differential equations with polynomial
coefficients. Indeed, the computation of polynomial solutions is
necessary to compute left/right syzygies, left/right inverses, and
left/right factorizations of matrices of integro-differential operators.
Finally, it should be noted that the method presented in this

paper (e.g. Algorithm 4) could probably be extended to compute
exponential (including rational) solutions of inhomogeneous linear
systems of integro-differential equations with polynomial coeffi-
cients. In addition, the IntegrableConnections package includes
the computation of exponential solutions (see [4]) of a connection
so our implementation could also be adapted. Let us explain how
easy this extension is in some special cases. If the left A1-module
P = A1×m

1 /(A1×l
1 PN ) − finitely presented by the matrix PN in-

volved in Step 2 of Algorithm 4 − is torsion, then a parametrization
of the exponential solutions of PN is given by {T ′(uд)}, where uд
is the general exponential solution of the homogeneous holonomic
linear differential system defined by PN . Then, in Step 4, we have
TN−1 P Q = 0 and, assuming that uд(t) can be evaluated at t = 0,
w − (TN−1 P T ′)(uд) ∈ k[t]l . Thus in a similar way to what happens
when calculating polynomial solutions, we only have to solve the lin-
ear system formed by the coefficients ofw −(TN−1 P T ′)(uд) ∈ k[t]l
for the arbitrary constants appearing in the general exponential
solution uд . We illustrate this with the following simple example
computed with the Bavula package, where we have just replaced
the computation of polynomial solutions of the homogeneous holo-
nomic linear differential system by the computation of its exponen-
tial solutions.

Example 6.1. We consider the Volterra integral equation studied
in [28, Example 3.18, p. 91] and given by

u(t) = 1 + t + 1
2 t

2 + 1
2
∫ t
0 (t − x)2 u(x)dx . (13)

We set

P =
(
1 − 1

2 t
2 I + t I t − 1

2 I t
2
)
, w =

(
1 + t + 1

2 t
2
)
.

We have N = 3, P3 =
(
∂3 − 1

)
, and P = A1/(A1 P3) is a torsion

left A1-module. Using IntegrableConnections, we find that the
general exponential solution of the homogeneous holonomic linear
differential system defined by P3 is given by

uд(t) = c1 exp(t) + c2 exp(−α1 t) + c3 exp(−α2 t),
where α1, α2 are the two complex conjugate roots of Z 2 −Z + 1 and
c1, c2, c3 are arbitrary constants in k. As T ′ = 1, we get that the
exponential solutions of P3 are given by uд . We then need to solve
w − (TN−1 P T ′)(uд) = 0 which consists in solving a linear system
for c1, c2, c3 and we get c1 = 1, c2 = c3 = 0. We finally obtain the
solution u(t) = exp(t) of (13) as found in [28, Example 3.18, p. 91]
using the variational iteration method.

Finally, if the left A1-module P = A1×m
1 /(A1×l

1 PN ) − finitely
presented by the matrix PN involved in Step 2 of Algorithm 4 − is
not a torsion module, then we still have to generalize the content of
Subsection 4.1 so that we can apply it to the calculation of exponen-
tial solutions of the system (TN−1 P Q)(s) = w − (TN−1 P T ′)(uд).
Another point is to take into account the case of exponential so-
lutions that cannot be evaluated at zero. These questions will be
addressed in future research.
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Bavula proved that the ring I1 of polynomial ordinary integro-differential
operators over a field k of characteristic zero is coherent in the sense that
the left/right kernel of any rectangular matrix with entries in I1 is a finitely
generated left/right I1-module. Unfortunately, his proof is not algorithmic.
The contribution of this paper is to give an algorithmic proof of the coher-
ence property of I1. We show that the kernel computation can be reduced
to a kernel computation in a certain ring of skew Laurent polynomials
and the computation of polynomial solutions of linear polynomial integro-
differential systems. These two problems are shown to be effective. The
algorithmic proof of the coherence of I1 allows us to develop an algorithmic
elimination theory for linear systems of polynomial integro-differential equa-
tions with separable polynomial kernels. Finally, the algorithms presented in
the paper are implemented in the freely available Maple package Bavula.

CCS Concepts: •Computingmethodologies→ Symbolic and algebraic
manipulation; • Symbolic and algebraic algorithms→ Algebraic algo-
rithms;

Additional Key Words and Phrases: Linear systems of integro-differential
equations, rings of integro-differential operators, coherent ring, linear integro-
differential elimination, effective homological algebra

ACM Reference Format:
Thomas Cluzeau, Camille Pinto, and Alban Quadrat. 2025. An algorithmic
proof of the coherence of the ring of polynomial ordinary integro-differential
operators. 1, 1 (April 2025), 9 pages. https://doi.org/XXXXXXX.XXXXXXX

1 INTRODUCTION
Differential systems have been studied extensively in the computer
algebra literature. Unfortunately and despite their interests in natu-
ral sciences (e.g., mathematical physics, biology) and engineering
sciences (e.g., control theory), integral systems and, more generally,
integro-differential systems do not seem to have attracted much
attention from the computer algebra community. To our knowledge,
the only exceptions are the works of Rosenkranz-Regensburger in
the direction of the computation of Green functions and boundary
value problems [33–36] and, more recently, the work of Boulier-
Lemaire and their co-authors on integro-differential elimination for
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nonlinear systems and its applications to the parameter estimation
problem [8, 25, 26]. See also [10, 15, 16, 31] for related studies.

This paper aims to develop an algorithmic elimination theory for
the simplest class of linear integro-differential systems, namely, the
class of linear integro-differential systems with polynomial coeffi-
cients and polynomial separable kernels. Recall that the kernel K of
an integral operator

∫ t
0 K(t ,τ )y(τ )dτ is polynomial and separable if

K(t ,τ ) = ∑r
i=1 pi (t)qi (τ ) for some polynomials pi ’s and qi ’s. This

class of linear integro-differential systems corresponds to linear
systems defined by matrices with entries in the ring I1 of ordinary
integro-differential operators with polynomial coefficients over a
given field k of characteristic zero [7, 36].
Considering a matrix R ∈ Iq×p1 , a natural question is to char-

acterize its left kernel kerI1 (.R) := {λ ∈ I1×q1 | λ R = 0} and its
right kernel kerI1 (R.) := {η ∈ Ip×1

1 | R η = 0}. This issue can
be studied algebraically if kerI1 (.R) is a finitely generated left I1-
module so that kerI1 (.R) can be generated by a finite set of gener-
ators, and similarly for kerI1 (R.). In [7], Bavula proved that I1 is a
so-called (left/right) coherent ring [9, 37, 38], namely, that kerI1 (.R)
is a finitely generated left I1-module and kerI1 (R.) is a finitely gen-
erated right I1-module for all R ∈ Iq×p1 and p, q ≥ 1. The coherence
property of I1 shows that an elimination theory can be developed
for this class of linear polynomial integro-differential systems. In-
deed, considering the linear polynomial integro-differential system
R1 y1(t) + R2 y2(t) = 0, where R1 ∈ Iq×p1

1 and R2 ∈ Iq×p2
1 , the prob-

lem of finding a generating set for the linear integro-differential
equations on y1 alone (i.e., the equations obtained by eliminating
y2 from the above system) corresponds to the computation of a
set of generators of the finitely generated left I1-module kerI1 (.R2):
let S2 ∈ Ir×q1 be such that kerI1 (.R2) = imI1 (.S2) := I1×r1 S2. Then,
we have S2 R1 y1(t) + S2 R2 y2(t) = 0, i.e., (S2 R1)y1(t) = 0, which
shows that imI1 (.(S2 R1)) = I1×r1 (S2 R1) is a generating set of linear
integro-differential equations on y1 alone. For instance, the problem
of computing the compatibility conditions of an inhomogeneous
linear integro-differential system R2 y2(t) = y1(t) corresponds to
the case where R1 = −Iq , which shows that S2 y1(t) = 0 generates
the compatibility conditions of the inhomogeneous linear system.

Unfortunately, the proof of the coherence of I1 given in [7] does
not seem to be effective. More precisely, we could not make it al-
gorithmic (in particular, the use of simple left I1-modules and the
length function [37]). Combining ideas and results of [7] with the ef-
fective computation of the polynomial solutions of inhomogeneous
(underdetermined) linear systems of ordinary integro-differential
equations with polynomial coefficients − using effective algebraic
D-module theory [9, 12, 14, 21, 30]) − we develop here an algorith-
mic proof of the coherence of I1. The corresponding algorithm is
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implemented in a Maple package called Bavula [18], built upon
the three packages IntDiffOp [22], OreModules [13], and Inte-
grableConnections [2]. For instance, using the Bavula package,
we can show that elimination of y2 of the following linear system{

y1(t) +
∫ t
0 y1(τ )dτ + Ûy2(t) = 0,

Ûy1(t) +
∫ t
0 y2(τ )dτ = 0,

yields the following linear integro-differential system in y1 only{
y1(t) +

∫ t
0 y1(τ )dτ − y

(3)
1 (t) = 0,

Ûy1(0) = 0.
Note that the results of this article go hand in hand with those of
the other article [17] published in the same proceedings.

2 THE RING I1 OF POLYNOMIAL ORDINARY
INTEGRO-DIFFERENTIAL OPERATORS

Let k be a field of characteristic zero. For explicit computations, we
shall assume that k is an effective field, in particular k = Q.

Let Endk(k[t]) be the noncommutative endomorphism ring of k[t]
and t0 ∈ k a fixed point. Consider the following k-endomorphisms
of k[t], i.e., the following elements of Endk(k[t])

∂ : k[t] −→ k[t], p 7−→ ∂(p) = Ûp,
∀ a ∈ k[t], ma : k[t] −→ k[t], p 7−→ma (p) = a p,

I : k[t] −→ k[t], p 7−→ I (p), I (p)(t) =
∫ t
t0
p(τ )dτ ,

e : k[t] −→ k[t], p 7−→ e(p) = p(t0).
Thus, ∂ is the standard derivation, ma is the multiplication by a
fixed polynomial a ∈ k[t], I is the indefinite integral, and e is the
evaluation at t0. To simplify the notation, in the rest of the paper,
we shall suppose that t0 = 0 but the results of the paper remain
valid for t0 ∈ k and the computational ones for t0 ∈ Q.

Definition 2.1 ([7]). With the above notations, we can define the
following two k-subalgebras of Endk(k[t]):

(1) The k-subalgebra A1(k) of Endk(k[t]) generated by ∂ and
ma for all a ∈ k[t], namely A1(k) is the first Weyl algebra of
ordinary differential operators with polynomial coefficients.

(2) The k-subalgebra I1(k) of Endk(k[t]) generated by ∂,ma for
all a ∈ k[t], I , and e , namely I1(k) is the ring of ordinary
integro-differential operators with polynomial coefficients.

The index 1 of A1 and I1 comes from the fact that the above
constructions can be generalized to k[x1, . . . ,xn ]. See the references
in [7]. Since the base field k is fixed once and for all, to simplify
notation, in what follows, we shall simply note A1 and I1.
By construction, A1 is a subring of I1. Even if A1 is a noether-

ian domain [9, 27], we shall see that I1 is neither a domain nor
noetherian, which makes the study of I1 more complicated.
In what follows, to simplify notation, the composition ◦ will

be written multiplicatively and ma will be identified with a in
Endk(k[t]). Furthermore, 1 will denote the identity endomorphism
of Endk(k[t]) and if P ∈ I1, P(p) will stand for the element of k[t]
obtained by applying P ∈ Endk(k[t]) to p ∈ k[t].

We then have the following relations among the generators of I1
∂ I = 1, I ∂ = 1 − e, ∀ a ∈ k[t], ∂ a = a ∂ + ∂(a), e a = e(a) e . (1)

The first (resp., second, third) identity corresponds to the first fun-
damental theorem of calculus (resp., the second one, Leibniz rule).

We can easily prove that (1) yields the following identities

∀ a ∈ k[t],




e2 = e, e I = 0, ∂ e = 0, I a ∂ = −I ∂(a) + a − e(a) e,
I a e = I (a) e, I a I = I (a) I − I I (a),

In =
∑n−1
k=0

tk

k! I
(−t)n−1−k

(n − 1 − k)! , n ∈ N.
(2)

See [31, 34] and the references therein. The fourth (resp., sixth, last)
identity of (2) corresponds to the integration by parts (resp., double
integration, multiple integration). Furthermore, it can be shown that
the identities (1) and (2) for all a = tn and n ∈ N define an infinite
Gröbner basis for a graded partial order ∂ > t and I > t [34].

Theorem 2.2. ([7, 36]) Every element P of I1 can be uniquely writ-
ten as a finite sum of terms of the form (normal form)

P =
l∑
i=0

ai (t) ∂i

︸       ︷︷       ︸
differential op.

+

m∑
j=0

bj (t) I t j

︸        ︷︷        ︸
integral op.

+

n∑
k=0

ck (t) e ∂k ,
︸           ︷︷           ︸
evaluation op.

where ai , bj , ck ∈ k[t], and l , m, n ∈ N.
The integral part of P can be rewritten as I K(t ,τ ), where the ker-

nel K(t ,τ ) = ∑m
j=0 bj (t)τ j ∈ k[t ,τ ] of the integral operator is poly-

nomial and separable/degenerated since K(t ,τ ) = ∑m
j=0 Aj (t)Bj (τ )

with Aj (t) = bj (t) and Bj (τ ) = τ j .
Definition 2.3. The Taylor operators defined by Tn =

∑n
i=0

t i
i ! e ∂

i

for n ∈ N act by

∀ b ∈ k[t], Tn (b)(t) =
n∑
i=0

t i

i! b
(i)(0).

The multiple integration identity In =
∑n−1
k=0

tk

k! I
(−t)n−1−k

(n − 1 − k)! de-
fines the following convolution

In (b)(t) =
∫ t

0

(t − τ )n−1

(n − 1)! b(τ )dτ .

Let us state two lemmas that will be often used in what follows.
Lemma 2.4 ([15, 28]). For all n ∈ N, the identity

1 = Tn−1 + I
n ∂n , (3)

holds in I1. This identity corresponds to the Taylor theorem with inte-
gral reminder, i.e.

∀ b ∈ k[t], b(t) = b(0) + Ûb(0) t + . . . + b(n−1)(0) tn−1

(n − 1)!

+

∫ t

0

(t − τ )n−1

(n − 1)! b(n)(τ )dτ .

Lemma 2.5 ([15, 36]). Let E =
∑m
k=0 ck (t) e pk (∂), where ck ∈ k[t]

and pk ∈ k[∂] for k = 0, . . . ,m. Then, we have

∀ P ∈ I1, P E =
m∑
k=0

P(ck )(t) e pk (∂) ∈ k[t] e k[∂],

where P(ck ) denotes the application of P ∈ Endk(k[t]) to ck ∈ k[t].
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A theorem due to Jacobson [20] asserts that a ring in which an
element has a left/right inverse but not a two-sided inverse is not
noetherian. Thus, I1 is not a noetherian ring because ∂ I = 1 and
I ∂ = 1 − e .

Example 2.6. Using Definition 2.3, we have

Tn
(
tk

)
=

n∑
i=0

t i

i! e ∂
i
(
tk

)
=

{
tk , 0 ≤ k ≤ n,

0, k > n.

If pk (∂) ∈ k[∂] for k = 0, . . . , r , then, using Lemma 2.5, we get

Tn

( r∑
k=0

tk e pk (∂)
)
=

r∑
k=0

Tn (tk ) e pk (∂) =
min{r,n }∑

k=0
tk e pk (∂).

In particular, the identities Tn = Tn Tn+1 hold in I1 for all n ∈ N,
which yields the following ascending chain of left ideals of I1

I1T0 ⊊ I1T1 ⊆ I1T2 ⊊ · · · ⊊ I1Tn ⊊ I1Tn+1 ⊊ · · · .
This ascending chain is not stationary because, by Lemma 2.5,
I1Tn+1 = I1Tn is equivalent to the existence of P ∈ I1 satisfying
the identity

Tn+1 =
n+1∑
i=0

t i

i! e ∂
i = P Tn =

n∑
i=0

P(t i )
i! e ∂i .

This last equality yields a contradiction because the (n + 1)th term
of Tn+1 cannot vanish, which shows that I1 is not left noetherian.
Definition 2.7 ([6, 7]). The ring I1 has an involution θ − namely,

a k-algebra anti-isomorphism (i.e., θ (P1 P2) = θ (P2)θ (P1) for all
P1, P2 ∈ I1) satisfying θ2 = 1 − defined by

θ (t) = ∂ t ∂, θ (∂) = I , θ (I ) = ∂, θ (e) = e .

Example 2.8. Using the involution θ defined above and the iden-
tities e (∂ t ∂)i = e i! ∂i and I e = t e , we have

θ (Tn ) =
n∑
i=0

I i e
(∂ t ∂)i

i! =

n∑
i=0

I i e ∂i =
n∑
i=0

t i

i! e ∂
i = Tn .

Considering again Example 2.6 and the following equivalences
Tn = Tn Tn+1 ⇔ Tn = θ (Tn ) = θ (Tn+1)θ (Tn ) = Tn+1Tn ,

Tn+1 = P Tn ⇔ Tn+1 = θ (Tn+1) = θ (Tn )θ (P) = Tn θ (P),
the following ascending chain of right ideals of I1

T0 I1 ⊊ T1 I1 ⊆ T2 I1 ⊊ · · · ⊊ Tn I1 ⊊ Tn+1 I1 ⊊ · · ·
is not stationary, showing that I1 is also not a right noetherian ring.

The fact that the ring I1 is not noetherian seems to prove that an
algorithmic study of linear systems over I1 is not possible. But, as
explained in [9, 29], a theory of R-linear systems only requires the
assumption that the ring R is coherent. Recall this key concept.
Definition 2.9 ([38]). A ring R is called left coherent if
∀ p, q ∈ N∗, ∀ R ∈ Rq×p , kerR (.R) = {Q ∈ R1×p | Q R = 0}

is a finitely generated left R-module.
Similarly, a ring R is called a right coherent if
∀ p, q ∈ N∗, ∀ R ∈ Rq×p , kerR (R.) = {Q ∈ Rp×1 | RQ = 0}

is a finitely generated right R-module.
A ring R is called coherent if R is left and right coherent.

Equivalently, R is left coherent if for every finitely generated left
ideal of R, I = ∑p

i=1 R Ri = R1×p R with R = (R1 . . . Rp )T , where
Ri ∈ I1 for i = 1, . . . ,p, the left R-module of relations of I, namely,

Syz(R) =
{
Q = (Q1 . . . Qp ) ∈ R1×p | Q R =

p∑
i=1

Qi Ri = 0
}
,

is finitely generated. Similarly for a right coherent ring [38].

Theorem 2.10 ([7]). The ring I1 is coherent.

Unfortunately, Bavula’s proof does not seem to be algorithmic, or
at least, we were not able to develop an algorithm from it. Bavula’s
proof uses the following equivalent formulation.

Theorem 2.11 ([38]). A ring R is left coherent if and only if
(1) ∀ r ∈ R, annR (.r ) = {q ∈ R | q r = 0} is finitely generated.

(2) For all finitely generated left ideals I and J of R, I ∩ J is a
finitely generated left ideal of R.

A similar characterization holds for right coherent rings.

Remark 1. If I = ∑m
i=1 R fi and J = ∑n

j=1 R дj are two finitely
generated left R-modules and R = (f1 . . . fm д1 . . . дn )T , then
any (λ − µ) ∈ kerR (.R), where λ ∈ R1×m and µ ∈ R1×n , yields∑m
i=1 λi fi =

∑m
j=1 µ j дi ∈ I ∩ J . Conversely, every element in

I ∩J clearly defines (λ − µ) ∈ kerR (.R). Hence, I ∩J is finitely
generated if and only if kerR (.R) is finitely generated. Finally, note
that annR (.r ) = kerR (.r ) for all r ∈ R.
In [31], an algorithmic characterization of annI1 (.r ) is obtained

when r is not purely an evaluation operator, i.e., r < k[t] e k[∂].
In [15], annI1 (.r ) is effectively characterized when r ∈ k[t] e k[∂].
Thus, the first condition for the coherence of I1 was made construc-
tive. In [16], the second condition was algorithmically solved when
I and J are two ideals finitely generated by evaluation operators.
These ideals are semi-simple as proved in [7]. An explicit description
of these ideals as finitely generated k[t]-modules is given in [16]. In
the case where I and J are not generated by only evaluation oper-
ators, Bavula’s proof uses his classification of simple I1-modules [7]
and the length function of a module [37]. We could not develop
an algorithmic proof from these arguments and results. We had to
follow another approach, explained in Section 3, that covers the
case where I or J are not defined by only evaluation operators.
Finally, let us state a few consequences of Theorem 2.10 for the

study of linear systems of polynomial integro-differential equations.
It is important to notice that every linear integro-differential

system is defined by a finite matrix R ∈ Iq×p1 , and thus, defines the
following finitely presented left I1-module [9, 38]

M = cokerI1 (.R) = I
1×p
1 /(I1×q1 R).

The left I1-module M is finitely generated by the residue classes
{yi = π (ei )}i=1, ...,p of the standard basis {ei }i=1, ...,p of I

1×p
1 , where

ei is defined by 1 at the ith entry or 0 elsewhere, and π : I1×p1 −→ M
is the canonical left I1-homomorphism sending λ ∈ I1×p1 to its
residual class π (λ) in M. Moreover, the generators {yi }i=1, ...,p
satisfy the finite generating set of left I1-relations Ry = 0, where
y = (y1 . . . yp )T ∈ Mp×1. Thus, linear integro-differential systems
can be studied by considering the category of finitely presented left
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modules over the coherent ring I1. This idea is at the core of algebraic
analysis [9, 21]. Let us explain why. We need the next definition.

Definition 2.12 ([9, 38]). A left R-module M is coherent if M
is finitely generated and every left R-submodule of M is finitely
presented, i.e., isomorphic to cokerR (.L) for a matrix L.

A ring R is left coherent if it is coherent as a left R-module.

Theorem 2.13 ([9, 38]). A ring R is left coherent if and only if
every finitely presented left R-module is coherent.

The category of finitely presented modules/coherent modules
over a coherent ring is abelian [37, Ch. 5, p. 307], which shows that
standard homological algebra methods [37] can be used to study
linear polynomial integro-differential systems. This category highly
resembles that of finitely generated modules over a noetherian ring.

3 ALGORITHMIC PROOF OF THE COHERENCE OF I1
3.1 The unique two-sided ideal ⟨e⟩ of I1
Here we state some results from [7] that will play an important role.

Let us consider the two-sided ideal of I1 generated by the evalua-
tion e , i.e., ⟨e⟩ := I1 e I1. Let us first show that ⟨e⟩ = k[t] e k[∂].
Let P =

∑l
i=0 ai (t) ∂i +

∑m
j=0 bj (t) I t j +

∑n
k=0 ck (t) e ∂k ∈ I1.

Using e I = 0, ∂ e = 0, I t j e = I (t j ) e ((2)), and Lemma 2.5, we get

e P = e
(∑l

i=0 ai (0) ∂i +
∑n
k=0 ck (0) ∂k

)
∈ e k[∂],

P e = P(1) e = (a0(t) +
∑m
j=0 bj (t) I (t j ) + c0(t)) e ∈ k[t] e,

which shows that ⟨e⟩ = k[t] e k[∂]. Let us now prove that ⟨e⟩ is the
only two-sided ideal of I1. To do that, we first state a useful lemma
that can be proved by direct calculations:

Lemma 3.1. We have the following results:

(1) IfE =
∑n
k=0 ck (t) e ∂k ∈ ⟨e⟩ andM = 1+maxk=0, ...,n degt ck ,

then ∂M E = 0.
(2) If P =

∑l
i=0 ai (t) ∂i +

∑m
j=0 bj (t) I t j +

∑n
k=0 ck (t) e ∂k < ⟨e⟩

andN = 1+max{maxj=0, ...,m degt bj ,maxk=0, ...,n degt ck },
then ∂N P ∈ A1 \ {0}.

Suppose that I is a two-sided ideal of I1. If I 1 ⟨e⟩, then there
exists P ∈ I1 \ ⟨e⟩. Using Point (2) of Lemma 3.1, there exists N ∈ N∗
such that ∂N P ∈ A1\{0}. Now, using the fact thatA1 is a simple ring
(see [27, Theorem 1.3.5]), the nonzero two-sided idealA1 ∂N P A1 of
A1 is equal to A1, i.e., there existQ, R ∈ A1 such thatQ ∂N P R = 1,
which shows that I = I1. Let us now suppose that I ⊆ ⟨e⟩ and
let E =

∑
j,k c j,k t

j e ∂k ∈ I \ {0}. Then, (e ∂j )E (tk e) = j!k! c j,k e ,
which shows that e ∈ I, and thus, ⟨e⟩ ⊆ I, which finally yields
I = ⟨e⟩.
We have the following short exact sequence of algebras [37]

0 // ⟨e⟩ i // I1
χ // I1/⟨e⟩ // 0,

where χ is defined by

χ (t) = t , χ (∂) = σ := ∂, χ (I ) = I = ∂
−1
= σ−1, χ (e) = 0. (4)

We have I1/⟨e⟩ � A1(k)∂ , where A1(k)∂ stands for the localization
of A1(k) by the left Ore set {∂i | i ∈ N} [7, 27, 36].

Proposition 3.2 ([7]). Let h = ∂ t = t ∂ + 1 and H = h ∈ I1/⟨e⟩.
We have I1/⟨e⟩ = B1(k) := k[H ] 〈σ , σ−1 | σ±1 H = (H ± 1)σ±1〉 ,
where B1(k) is a skew Laurent polynomial ring, also denoted by B1.

Proof. The identity ∂h = ∂ (t ∂ + 1) = t ∂2 + 2 ∂ = (t ∂ + 1) ∂ +
∂ = h ∂ + ∂ = (h + 1) ∂ yields σ H = (H + 1)σ in B1. Moreover,
I h = I ∂ t = (1 − e) t = t implies that t = σ−1 H in B1. Finally,
(h − 1) I = t ∂ I = t shows that (H − 1)σ−1 = t = σ−1 H in B1. □

We can prove a similar result using the eulerian operator t ∂.

Proposition 3.3. Let д = t ∂ ∈ I1 be the eulerian operator and
G = д = H − 1 ∈ I1/⟨e⟩ with the notation of Proposition 3.2. Then, we
have I1/⟨e⟩ = B1 = k[G]

〈
σ , σ−1 | σ±1G = (G ± 1)σ±1〉.

Proof. The identity ∂д = ∂ (t ∂) = t ∂2 + ∂ = (t ∂) ∂ + ∂ =
д ∂ + ∂ = (д + 1) ∂ yields σ G = (G + 1)σ in B1. Moreover, I д =
I t ∂ = −I + t = −I + (t ∂) I = −I + д I = (д − 1) I shows that
σ−1G = (G − 1)σ−1 in B1. Finally, д = t ∂ implies that G = t σ , i.e.,
t = G σ−1 in B1. □

For more details on skew Laurent polynomial rings, see [27].

3.2 Two important short exact sequences
This section generalizes some results of [7] obtained for scalar op-
erators to the matrix operators. They will play important roles.

Let R ∈ Iq×p1 and define the left I1-homomorphism

.R : I1×q1 −→ I
1×p
1

λ 7−→ (.R)(λ) = λ R.

The fact that ⟨e⟩ is a left ideal of I1 yields the left I1-homomorphism

.R : ⟨e⟩1×q −→ ⟨e⟩1×p
ε 7−→ (.R)(ε) = ε R.

Combining these two left I1-homomorphisms, we obtain the fol-
lowing commutative diagram with exact rows and columns [37] of
left I1-modules

0

��

0

��

0

��
0 // ker⟨e ⟩(.R) //

��

kerI1 (.R) //

��

kerB1 (.R)

��

δ //

0 // ⟨e⟩1×q //

.R
��

I
1×q
1

//

.R��

B
1×q
1

//

.R��

0

0 // ⟨e⟩1×p //

κ
��

I
1×p
1

//

��

B
1×p
1

//

��

0

δ // coker⟨e ⟩(.R) //

��

cokerI1 (.R) //

��

cokerB1 (.R)

��

// 0,

0 0 0

where R ∈ Bq×p1 is the matrix obtained by applying χ defined by (4)
to each entry of the matrix R ∈ Iq×p1 ,

kerB1 (.R) =
{
µ ∈ B1×q

1 | µ ∈ I1×q1 : µ R ∈ ⟨e⟩1×p
}
,
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and the connecting left I1-homomorphism δ is defined by

δ : kerB1 (.R) −→ coker⟨e ⟩(.R)
µ 7−→ κ(µ R),

and for all a ∈ I1 and µ ∈ kerB1 (.R), a δ (µ) = δ (a µ) = κ(a µ R).
The Snake lemma (see, e.g., [37, Cor. 6.12]) yields the following

long exact sequence of left I1-modules

0 // ker⟨e ⟩(.R) // kerI1 (.R) // kerB1 (.R)
δ // coker⟨e ⟩(.R) // cokerI1 (.R) // cokerB1 (.R) // 0.

Using the fact that σ−M σM = 1 in B1, we first obtain

∀ M ∈ N, δ (µ) = δ
(
σ−M σM µ

)
= IM δ

(
∂M µ

)
= IM κ

(
∂M µ R

)
.

Moreover, for µ ∈ kerB1 (.R), we have µ R ∈ ⟨e⟩1×p , and thus, there
exists M ∈ N such that ∂M µ R = 0 (see Point (1) of Lemma 3.1),
which implies that δ (µ) = 0 and shows that δ = 0. As a consequence,
the above long exact sequence yields the following two short exact
sequences of left I1-modules

0 // ker⟨e ⟩(.R) // kerI1 (.R) // kerB1 (.R) // 0,

0 // coker⟨e ⟩(.R) // cokerI1 (.R) // cokerB1 (.R) // 0.

3.3 Horseshoe lemma
We state a more explicit formulation of the vanishing of δ .

Lemma 3.4. Let µ ∈ I1×q1 such that µ ∈ kerB1 (.R). Then, there
exists ν ∈ ⟨e⟩1×q such that µ R = ν R, which shows that

imI1 (.(µ − ν )) = I1 (µ − ν ) ⊆ kerI1 (.R).
Proof. If µ ∈ kerB1 (.R), then µ R ∈ ⟨e⟩1×p and δ (µ) = κ(µ R) = 0

implies that µ R ∈ ker⟨e ⟩(κ) = im⟨e ⟩(.R) and thus there exists
ν ∈ ⟨e⟩1×q satisfying µ R = ν R. We thus have (µ − ν )R = 0. □

Remark 2. Lemma 3.4, which plays a key role inwhat follows, can
be proved directly without using the homological algebra arguments
leading to the fact that δ = 0. Indeed if µ ∈ kerB1 (.R), then we have
µ R ∈ ⟨e⟩1×p and thus, there is M ∈ N such that ∂M µ R = 0 (see
Point (1) of Lemma 3.1). This implies IM ∂M µ R = 0 and using (3),
we get (1 − TM−1) µ R = 0. This proves that ν = TM−1 µ ∈ ⟨e⟩1×q
satisfies µ R = ν R.

Gröbner basis methods can be used in the skew Laurent polyno-
mial ring B1. Hence, a matrix L ∈ Ir×q1 can be computed satisfying
kerB1 (.R) = imB1 (.L) (see, e.g., [5, 23, 24]). For implementations
of this kernel computation, see Singular subsystem Plural [24],
the OreAlgebraicAnalysis package [14] built upon the Math-
ematica package HolonomicFunctions [23], and the package
CapAndHomalg (GAP) [3, 5].
The package OreModules [13] can also be used by first left or

right multiplying R by σN for a certain N ∈ N so that the result be-
longs to the Ore algebra S = k[H ] ⟨σ | σ H = (H + 1)σ ⟩ and using
the fact that B1 is a flat left S-module [27] because B1 is the local-
ization of S by the left Ore set {σn | n ∈ N} (see [27, Section 2.1.5]).
Similarly with T = k[H ] ⟨τ | τ H = (H − 1)τ ⟩, where τ := σ−1.

Let L ∈ Ir×q1 satisfy kerB1 (.R) = imB1 (.L). We have L R = 0, i.e.,
L R ∈ ⟨e⟩r×p . Using Lemma 3.4, there exists E ∈ ⟨e⟩r×q satisfying
E R = L R. Note that from Remark 2, if ∂M L R = 0, we can always
choose E = TM−1 L. If we set L′ := L − E, then we have

imI1 (.L′) = I1×r1 L′ ⊆ kerI1 (.R). (5)

Example 3.5. Consider R = (∂ I t e)T ∈ I4×1
1 . Using (4),

R =
(
σ σ−1 (H − 1)σ−1 0

)T
∈ B4×1

1 ,

and using an implementation for the kernel computation of matrices
with entries in B1, we obtain kerB1 (.R) = B1×3

1 L, where

L =
©­«
I2 −1 0 0
0 t ∂ −1 0
0 0 0 1

ª®¬
, L =

©­«
σ−2 −1 0 0

0 H − 1 −1 0
0 0 0 1

ª®¬
.

We then have L R = (−t e 0 e)T ∈ ⟨e⟩3×1. If we consider

E =
©­«

0 0 0 −t e
0 0 0 0
0 0 0 e

ª®¬
∈ ⟨e⟩3×4,

then E R = L R, which shows that imI1 (.L′) ⊆ kerI1 (.R), where

L′ := L − E =
©­«
I2 −1 0 t e
0 t ∂ −1 0
0 0 0 1 − e

ª®¬
. (6)

In general, the matrix E ∈ ⟨e⟩r×q satisfying E R = L R is not
unique because ker⟨e ⟩(.R) ⊆ kerI1 (.R), i.e.,

∀ F ∈ ⟨e⟩r×q : F R = 0 ⇒ imI1 (.(L − (E + F ))) ⊆ kerI1 (.R).
Therefore, we are led to study the set of the solutionsG ∈ ⟨e⟩r×q of
the inhomogeneous linear integro-differential system

G R = L R ∈ ⟨e⟩r×p . (7)

This set is formed by the sum of a particular solution E ∈ ⟨e⟩r×q
of G R = L R and matrices formed by r rows with entries in the left
I1-module defined by a set of generators of ker⟨e ⟩(.R).

In other words, using the language of homological algebra, let us
suppose that ker⟨e ⟩(.R) is a finitely generated left I1-module. Then,
there exists M ∈ ⟨e⟩s×q satisfying ker⟨e ⟩(.R) = imI1 (.M) and we
have the commutative diagram of left I1-modules with exact rows
and columns

I1×s1

.M
��

I1×r1

.(L−E)
��

χ ⊗r
// B1×r

1

.L��

// 0

0 // ker⟨e ⟩(.R)

��

// kerI1 (.R) // kerB1 (.R) //

��

0,

0 0

where χ ⊗r : I1×r1 −→ B1×r
1 is the canonical morphism obtained

by applying χ defined by (4) to each entry of a row vector in I1×r1 .
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The Horseshoe lemma (see, e.g., [37, Proposition 6.24]) then shows
that we have the commutative diagram of left I1-modules with exact
rows and columns

0 // I1×s1

.M
��

// I1×r1 ⊕ I1×s1

.
(

L − E
M

)
��

// I1×r1

.L ◦ χ ⊗r
��

// 0

0 // ker⟨e ⟩(.R)

��

// kerI1 (.R) //

��

kerB1 (.R) //

��

0.

0 0 0
As a consequence, we obtain

kerI1 (.R) = I1×(r+s)1

(
L − E
M

)
= imI1

(
.

(
L − E
M

))
,

which proves that a set of generators of kerI1 (.R) is obtained by
concatenating a set of generators of ker⟨e ⟩(.R), i.e., the homoge-
neous part of (7), and L′ = L−E, where E ∈ ⟨e⟩r×q is any particular
solution of (7). Note that ⟨e⟩1×r (L − E) ⊆ ker⟨e ⟩(.R). In Section 4,
we shall show that we do not need to compute a finite set of gen-
erators of ker⟨e ⟩(.R) to obtain a set of generators of kerI1 (.R) but
only to consider a finite number of elements of ker⟨e ⟩(.R) that are
not left ⟨e⟩-linear combinations of the rows of L′, i.e., that are not
in ⟨e⟩1×r (L − E).

3.4 Polynomial solutions of integro-differential systems
The previous section shows that computing kerI1 (.R) is reduced
to solving (7). Let us then study the solutions G ∈ ⟨e⟩r×q of the
inhomogeneous linear system G R = U , whereU ∈ ⟨e⟩r×p is fixed.
To do that, we first write

U =
m∑
i=0

t i e Ui (∂), G =
n∑

k=0
tk e Gk (∂), Um (∂) , 0, Gn (∂) , 0,

{
Ui (∂) =

∑αi
j=0Ui, j ∂

j , Ui, j ∈ kr×p , j = 0, . . . ,αi , , i = 0, . . . ,m,

Gk (∂) =
∑βk
l=0Gk,l ∂

l , Gk,l ∈ kr×q , l = 0, . . . , βk , k = 0, . . . ,n.

Definition 3.6. If a(∂) = ∑da
i=0 ai ∂

i and b(t) = ∑db
i=0 bi t

i , we note

• ǎ the element of k[t] obtained by replacing ∂i by t i
i ! in a(∂).

• b̂ the element of k[∂] obtained by replacing t i by i! ∂i in b(t).
The transforms .̌ and .̂ apply to vectors/matrices component-wise.

Using the involution θ of I1 (see Definition 2.7), we have
G R = U ⇔ θ (R)θ (G) = θ (U ), (8)

where θ (G) and θ (U ) are defined by

θ (G) =
n∑

k=0
Gk (I )T e (∂ t ∂)k =

n∑
k=0

Gk (I )T e k! ∂k =
n∑

k=0
Ǧk (t)T e k! ∂k ,

because, using the identity I e = t e , we have

Gk (I )T e =

βk∑
l=0

GT
k,l I

l e =

βk∑
l=0

GT
k,l

t l

l ! e = Ǧk (t)T e .

Similarly, we have θ (U ) = ∑m
i=0 Ǔi (t)T e i! ∂i . Therefore, (8) yields

θ (R)
( n∑
k=0

Ǧk (t)T e k! ∂k
)
=

m∑
i=0

Ǔi (t)T e i! ∂i .

Using Lemma 2.5 and θ (R)
(
Ǧk (t)T

)
∈ k[t]p×r , the above equality

is equivalent to the following equality of normal forms
n∑

k=0
θ (R)

(
Ǧk (t)T

)
e k! ∂k =

m∑
i=0

Ǔi (t)T e i! ∂i .

We thus obtain the following results
(1) Ifm > n, then G R = U has no solution.
(2) Ifm ≤ n, then G R = U is equivalent to the linear system




θ (R)
(
Ǧk (t)T

)
= Ǔk (t)T , k = 0, . . . ,m,

θ (R)
(
Ǧk (t)T

)
= 0, k =m + 1, . . . ,n.

The existence of solutions of G R = U is then equivalent to the exis-
tence of polynomial solutions of the inhomogeneous linear integro-
differential system of the form θ (R) (v) = w , where θ (R) ∈ Ip×q1 and
w ∈ k[t]p×r are given and v ∈ k[t]q×r is the unknown.

In the case of an operator, i.e., p = q = 1, this problem is solved
in [1, 31]. The general case is the subject of [17] and its implemen-
tation is done in the Bavula package [18]. We summarize the main
results of [17] in the following theorem.

Theorem 3.7 ([17]). Let P ∈ Ip×q1 , P < ⟨e⟩p×q and w ∈ k[t]p .
Let N ∈ N be such that PN := ∂N P ∈ Ap×q1 and ∂N (w) = 0. We
define matrices Q , P ′,M ′, P ′′, H , and T ′ with entries in A1 such that

• kerA1 (PN .) = imA1 (Q .), Q ∈ Aq×n1 , kerA1 (.Q) = imA1 (.P ′),
• kerA1 (.P ′) = imA1 (.M ′), PN = P ′′ P ′,
• H = (M ′T P ′′T )T , P ′T ′ P ′ = P ′.

The set of all the polynomial solutionsv ∈ k[t]q of the inhomogeneous
linear system P(v) = w is parametrized by{

v = T ′(uд) +Q(s) | s ∈ k[t]n×1 :
(TN−1 P Q)(s) = w − (TN−1 P T ′)(uд)

}
,

where uд is the general polynomial solution of the homogeneous holo-
nomic linear differential system defined by the matrix H and the
k-linear conditions (TN−1 P Q)(s) = w − (TN−1 P T ′)(uд) on the pa-
rameter s ∈ k[t]n×1 can be made explicit.

Note that all the matrices involved in Theorem 3.7 can be com-
puted using OreModules [13] and uд can be computed using In-
tegrableConnections [2]. Moreover the case P ∈ ⟨e⟩p×q can be
handled using simple linear algebra techniques [17].

Finally, let us note that the computation of E ∈ ⟨e⟩r×q satisfying
E R = L R corresponds to the computation of a particular polynomial
solution of an inhomogeneous linear integro-differential system
of the form P(v) = w , and the computation of ker⟨e ⟩(.R) to the
computation of all the polynomial solutions of the homogeneous
linear system P(v) = 0.

Example 3.8. We consider again Example 3.5. Let us show how
to compute a particular solution E ∈ ⟨e⟩3×4 of the inhomogeneous
system E R = U := L R ∈ ⟨e⟩3×1, where R = (∂ I t e)T
and U = (−t e 0 e)T = e U0 + t e U1, with U0 = (0 0 1)T ,
U1 = (−1 0 0)T . We thus have θ (R) = (I ∂ ∂ t ∂ e) and
considering the ansatz E = e E0(∂) + t e E1(∂) ∈ ⟨e⟩3×4, where
E0, E1 ∈ k[∂]3×4, we get that θ (R)θ (E) = θ (U ) is equivalent to the
search for a particular polynomial solution (Ě0(t)T , Ě1(t)T ) of the
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inhomogeneous linear system defined by θ (R)
(
Ěi (t)T

)
= UT

i for
i = 0, 1. This problem is equivalent to (I ∂ ∂ t ∂ e)v(t) = w ,
i.e., ∫ t

0
v1(τ )dτ + Ûv2(t) + t Üv3(t) + Ûv3(t) +v4(0) = w, (9)

wherew = 0 or 1. Note that the linear integro-differential system (9)
is underdetermined. For w = 0, v1 = v2 = v3 = v4 = 0 provides a
solution of (9) whereas, for w = 1, we can take v1 = v2 = v3 = 0
and v4 = 1. We thus find again the matrix E given in Example 3.5.
Finally, ker⟨e ⟩(.R) is related to the set of all the polynomial solutions
of (9) withw = 0.

4 SYZYGY MODULE COMPUTATION

4.1 Parametrization of kerI1 (.R)
In this section, we prove that a finite set of generators of kerI1 (.R)
always exists and can be computed for any R ∈ Iq×p1 .
Let R ∈ Iq×p1 and let us see how the results developed earlier in

this paper can be used to determine a finite set of generators of
kerI1 (.R) obtained by completing the rows of the matrix L′ = L − E

in Ir×q1 (see Section 3.3) by a finite number of elements of ker⟨e ⟩(.R)
that are not left ⟨e⟩-combinations of the rows of L′, i.e., that are not
in ⟨e⟩1×r (L − E).
Remark 3. Using Remark 1, the case of R < ⟨e⟩(m+n)×1 corre-

sponds to the characterization of I ∩ J , where I = ∑n
i=1 I1 fi and

J = ∑m
j=1 I1 дj are not both included in ⟨e⟩ (see Theorem 2.11). The

case R ∈ ⟨e⟩(m+n)×1, considered in [16], corresponds to I, J ⊂ ⟨e⟩.
If r < ⟨e⟩ (resp., r ∈ ⟨e⟩), an effective characterization the left ideal
annI1 (.r ) = kerI1 (.r ) is obtained in [31] (resp., [15]). We shall see
that, for R < ⟨e⟩(m+n)×1, the approach developed below generalizes
the approach developed in [31] for r < ⟨e⟩.
Proposition 4.1. Let R ∈ Iq×p1 and consider the following data:

• R ∈ Bq×p1 , the matrix whose entries are the residue classes of
the entries of R in B1 = I1/⟨e⟩,

• L ∈ Ir×q1 such that kerB1 (.R) = imB1 (.L),
• E ∈ ⟨e⟩r×q satisfying E R = L R ∈ ⟨e⟩r×p ,
• P = θ (R) ∈ Ip×q1 ,
• The least N ∈ N such that PN := ∂N P ∈ Ap×q1 (Point (2) of
Lemma 3.1),

• Q ∈ Aq×n1 such that kerA1 (PN .) = imA1 (Q .).
Then, there exist G ∈ In×r1 and F ∈ ⟨e⟩n×q satisfying the identity

θ (Q) = G (L − E) + F . (10)

Proof. We have PN Q = 0, i.e., ∂N θ (R) Q = 0, which, by ap-
plication of the involution θ , is equivalent to θ (Q)R IN = 0. Thus,
in B1, we have θ (Q)R σ−N = 0, i.e., θ (Q)R = 0 because σ−N is in-
vertible there. This shows that imB1 (.θ (Q)) ⊆ kerB1 (.R) = imB1 (.L),
and thus, there existsG ∈ In×r1 satisfying θ (Q) = G L. Hence, there
exists E ′ ∈ ⟨e⟩n×q such that θ (Q) = G L + E ′, and thus, we have
θ (Q) = G (L − E) + F , where F = E ′ +G E ∈ ⟨e⟩n×q . □

We now state the main result of this section.

Theorem 4.2. Let R ∈ Iq×p1 . With the previous notation, we have

kerI1 (.R) = I1×r1 (L − E) +
d∑
i=1
I1 Mi = I

1×(r+d q)
1

©­­­­«

L − E
M1
...

Md

ª®®®®¬
,

where {Mi }i=1, ...,d is a finite basis of the finite-dimensional k-vector
space

E = {e ûд(∂)T θ (T ′) + e ŝ(∂)T F | s ∈ k[t]n×1 :
(TN−1 P Q)(s) = −(TN−1 P T ′)(uд)}.

(11)

Proof. As explained in Section 3.4, the computation of ker⟨e ⟩(.R)
is related to the computation of kerk[t ](θ (R)). Applying Theorem 3.7
to P = θ (R) ∈ Ip×q1 andw = 0, we have

kerk[t ](θ (R)) =
{
v = T ′(uд) +Q(s) | s ∈ k[t]n×1 :
(TN−1 P Q)(s) = −(TN−1 P T ′)(uд)

}
.

(12)

Let us now characterize ker⟨e ⟩(.R). Using Lemma 2.5 and (2) of
Definition 3.6, we have

θ (v e) = θ (T ′(uд(t)) e +Q(s(t)) e)
= θ (T ′uд(t) e +Q s(t) e)
= e uд(∂ t ∂)T θ (T ′) + e s(∂ t ∂)T θ (Q)
= e ûд(∂)T θ (T ′) + e ŝ(∂)T θ (Q),

for all s ∈ k[t]n×1 satisfying (TN−1 P Q)(s) = −(TN−1 P T ′)(uд).
Now, by Proposition 4.1, there exist G and F such that we have
θ (Q) = G (L − E) + F and thus

θ (v e) = e ûд(∂)T θ (T ′) + e ŝ(∂)T F + e ŝ(∂)T G (L − E). (13)

From (5), we have imI1 (.(L − E)) ⊆ kerI1 (.R). Hence, from (13), to
compute a finite set of generators for kerI1 (.R), we only have to
consider elements of ker⟨e ⟩(.R) which generate E (see Section 3.4).
It remains to prove that E is a finite-dimensional k-vector space.
First uд is the general polynomial solution of a holonomic linear dif-
ferential system (see [17]) and therefore lies in a finite-dimensional
k-vector space. Second, there exists ℓ ≥ 0 such that ∂ℓ F = 0 because
F ∈ ⟨e⟩n×q (see (1) of Lemma 3.1) which provides a bound on the
needed degree of the polynomial vector s . This ends the proof. □

4.2 Algorithm and examples
We combine the results obtained in Sections 3.3 and 4.1 to provide
Algorithm 1 below for calculating a finite set of generators of the
syzygy module kerI1 (.R) for a given matrix R ∈ Iq×p1 .

We have implemented this algorithm in a Maple package called
Bavula [7]. As already mentioned, it is based on the packages IntD-
iffOp [22] for calculations in I1, OreModules [13] for calculations
in A1 and B1, and IntegrableConnections [2] for calculating
polynomial solutions of a connection. Steps 1 and 3 can be per-
formed using the implementation of the algorithm developed in [17]
(see Section 3.4).

Example 4.3. We continue Example 3.5 in which we proved that
imI1 (.L′) ⊆ kerI1 (.R), where L′ = L − E is defined by (6). Let us now
study ker⟨e ⟩(.R). To do that, we have to characterize kerk[t ](θ (R)),
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Algorithm 1 Finite set of generators of kerI1 (.R) for R ∈ Iq×p1

Require: R ∈ Iq×p1
1- Compute the parametrization (12) of kerk[t ](θ (R))
2- Compute L ∈ Ir×q1 such that kerB1 (.R) = imB1 (.L)
3- Compute E ∈ ⟨e⟩r×q such that E R = L R

4- Compute G ∈ In×r1 such that θ (Q) = G L
5- Compute F = θ (Q) −G (L − E)
6- Compute a basis {Mi }i=1, ...,d of (11)

7- return
(
(L − E)T MT

1 · · · MT
d

)T

where P = θ (R) = (I ∂ ∂ t ∂ e) < A1×4
1 . Thus, let us consider

P1 = ∂ θ (R) = (1 ∂2 ∂2 t ∂ 0) ∈ A1×4
1 . The polynomial solu-

tions of P1(v) = 0 are then defined by

∀ s ∈ k[t]3×1, v(t) = Q(s(t)), Q =
©­­­«

−∂2 −∂2 t ∂ 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1

ª®®®¬
.

Therefore, the polynomial solutions of θ (R)(v) = 0 are defined by
v(t) = Q(s(t)), where s ∈ k[t]3×1 satisfies

(e θ (R))(v(t)) = ((0 e ∂ e ∂ e)Q)(s(t)) = Ûs1(0)+Ûs2(0)+s3(0) = 0.

Then, θ (v(t) e) = θ (Q(s) e) = θ (Q s e) = e ŝ(∂)T θ (Q), where

θ (Q) = ©­«
−I2 1 0 0
−t I 0 1 0

0 0 0 1

ª®¬
.

Furthermore, we have the identity θ (Q) = G L′ + F , where

G =
©­«

−1 0 0
−t ∂ −1 0

0 0 1

ª®¬
, F =

©­«
0 0 0 t e
0 0 0 t e
0 0 0 e

ª®¬
,

which yields θ (v(t) e) = e ŝ(∂)T θ (Q) = e ŝ(∂)T (G L′ + F ).
Using I1×3

1 L′ ⊆ kerI1 (.R) and ŝ(∂)T = (̂s1(∂) ŝ2(∂) ŝ3(∂)),
where 


s1(t) = s1(0) + Ûs1(0) t + r1(t) t2,
s2(t) = s2(0) + Ûs2(0) t + r2(t) t2,
s3(t) = −(Ûs1(0) + Ûs2(0)) + r3(t) t ,

for all r1, r2, r3 ∈ k[t], and thus, if ri (t) =
∑di
j=0 ri, j t

j , for i = 1, 2, 3,




ŝ1(∂) = s1(0) + Ûs1(0) ∂ +
∑d1
j=0(j + 2)! r1, j ∂j+2,

ŝ2(∂) = s2(0) + Ûs2(0) ∂ +
∑d2
j=0(j + 2)! r2, j ∂j+2,

ŝ3(∂) = −(Ûs1(0) + Ûs2(0)) +
∑d3
j=0(j + 1)! r3, j ∂j+1,

we can only consider the term

e ŝ(∂)T F = (0 0 0 e (̂s1(∂) + ŝ2(∂)) t e + e ŝ3(∂) e) = 0,

which proves that kerI1 (.R) = I1×3
1 L′.

Example 4.4. Let us compute the compatibility conditions of the
inhomogeneous integral linear system




t u1(t) +
∫ t

0
u2(τ )dτ = w1(t),

t u1(t) +
∫ t

0
(u2(τ ) − τ u1(τ ))dτ = w2(t).

(14)

To do that, let us compute kerI1 (.R), where

R =

(
t I

t − I t I

)
∈ I2×2

1 .

We have

R =

( (H − 1)σ−1 σ−1

(H − 1)σ−1 − (H − 2)σ−2 σ−1

)
∈ B2×2

1 ,

kerB1 (.R) = 0, and thus, kerI1 (.R) = ker⟨e ⟩(.R). Let us characterize
ker⟨e ⟩(.R) by means of kerk[t ](θ (R)), where θ (R) is defined by

θ (R) =
(
∂ t ∂ ∂ t ∂ − ∂ t ∂2

∂ ∂

)
=

(
t ∂ + 1 (t ∂ + 1) (1 − ∂)

1 1

)
∂.

Note that P = θ (R) ∈ A2×2
1 and P = A1×2

1 /(A1×2
1 P) is a torsion

left A1-module, and thus, holonomic. Let us compute a basis of the
finite-dimensional k-vector space kerk[t ](θ (R)). Setting y(t) = Ûv(t),
θ (R)(v(t)) = 0 then yields(

t ∂ + 1 (t ∂ + 1) (1 − ∂)
1 1

)
(y(t)) = 0 ⇔

{
y2(t) = −y1(t),
(t ∂ + 1) Ûy1(t) = 0.

Note that (t ∂ + 1)(tn ) = (n + 1) tn and the indicial equation n + 1
of t ∂ + 1 has no solutions n in N. Thus, the ordinary differential
equation (t ∂+1)(z(t)) = 0 has only 0 as polynomial solution, which
yields Ûy1(t) = 0, i.e., y1(t) = c ∈ k, and thus, y2(t) = −c and
v(t) = (c t + d − c t + f )T for all d, f ∈ k. Then, we have

θ (v(t) e) = θ
((

c t + d

−c t + f

)
e

)
= e (c ∂ t ∂ + d − c ∂ t ∂ + f )

= e (c ∂ + d − c ∂ + f ) = c e (∂ − ∂) + d e (1 0) + f e (0 1),
which finally shows that

kerI1 (.R) = I1×3
1

©­«
e ∂ −e ∂
e 0
0 e

ª®¬
.

System (14) then has the following compatibility conditions:

Ûw1(0) − Ûw2(0) = 0, w1(0) = 0, w2(0) = 0.

Finally, we give a few remarks about the case R ∈ ⟨e⟩q×p . We
first note that R = 0, and thus, kerB1 (.R) = B

1×q
1 , i.e., we can take

L = Iq and L = Iq . Using (1) of Lemma 3.1, let M ∈ N be such that
∂M R = 0 and using the identity 1 = IM ∂M +TM−1 (see Lemma 2.4),
we obtain R = TM−1 R, which shows that we can take E = TM−1 Iq ,
and thus, imI1 (.(L − E)) ⊆ kerI1 (.R), where L − E = (1 − TM−1) Iq .
Now, P = θ (R) ∈ ⟨e⟩p×q , and thus, by (1) of Lemma 3.1, there exists
N ∈ N such that PN = ∂N θ (R) = 0, and thus, P = TN−1 P . Thus,
we can take Q = Iq in Theorem 3.7 and H = 0 so that

kerk[t ](P) =
{
v = s | s ∈ k[t]q×1 : P(s) = 0

}
.
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Furthermore, we have the identity θ (Q) = Iq = L − E + TM−1 Iq ,
which shows that we can take F = E = TM−1 Iq . Hence, (11) yields

E = {e ŝ(∂)TM−1 Iq | s ∈ k[t]q×1 : P(s) = 0}.
Extracting a finite basis {Mi }i=1, ...,m of the k-vector space E, we ob-
tain kerI1 (.R) =

(
((1 −TM−1) Iq )T MT

1 · · · MT
m

)T
. Note that

[16, Theorems 3.2 and 3.7] provides another algorithm for comput-
ing kerI1 (.R) with R ∈ ⟨e⟩q×p .
Example 4.5. We consider [16, Examples 3.5 and 3.8], namely,

R = t e + t e ∂ ∈ ⟨e⟩. We haveM = 2 so that 1 −T1 = 1 − e − t e ∂ ∈
kerI1 (.R). Now, θ (R) = e ∂ + I e ∂ = e ∂ + t e ∂. The polynomial
solutions of θ (R) are defined by (1 + t) Ûp(0) = 0, i.e., Ûp(0) = 0, which
yields p(t) = p0 + t2 r (t) for all p0 ∈ k, r (t) = ∑d

j=0 r j t
j ∈ k[t], and

E = {e (p0 +
d∑
j=0

(j + 2)! r j ∂j+2)T1 | p0, r j ∈ k} = {e p0 | p0 ∈ k}.

We obtain kerI1 (.R) = I1 (1 − e − t e ∂)+ I1 e . In [16, Example 3.8], it
is proved that kerI1 (.R) = I1 (1 − t ∂) + I1 ∂2, which is correct since




(
1 − t ∂
∂2

)
=

(
1 − t ∂ e
∂2 0

) (
1 − e − t e ∂

e

)
,(

1 − e − t e ∂
e

)
=

(
0 I2

e 0

) (
1 − t ∂
∂2

)
.

5 CONCLUSION
In this paper, we have provided an algorithmic proof of the co-
herence of I1 by giving an algorithm for computing a finite set
of generators of the syzygy module kerI1 (.R) for a given matrix
R ∈ Iq×p1 . In [19], we prove that I1 is an effective Cramer ring in the
sense that any linear system of the formAX = Y or X A = Y , where
A and Y are two fixed rectangular matrices with entries in I1, can
be solved effectively and, if a solution exists, all solution matrices X
with entries in I1 can be explicitly parameterized. This property is
also called computable ring in [4]. The corresponding algorithm is
implemented in the Bavula package. The algorithmic proofs of the
coherence, the Cramer property of I1, and their implementation in
the Bavula package allow us to develop an algorithmic elimination
theory and an effective algebraic analysis approach − using effective
homological algebra [4] − for linear systems of polynomial ordinary
integro-differential equations with separable kernels.
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