> with(OreModules):
> with(Stafford):

Let us define the Weyl algebra A_8 of the polynomials in the partial differential operators with respect
to z1, 2 and z3 with polynomial coefficients in z1, x2 and z3.

> Alg:=DefineOreAlgebra(diff=[D1,x1],diff=[D2,x2],diff=[D3,x3],
> polynom=[x1,x2,x3]):

We consider the divergence operator in three-dimensional space defined by the following matrix of differ-
ential operators:

> R:=evalm([[D1,D2,D3]]);
R:=[ Dl D2 D3 |

In terms of equations, the divergence operator is defined by:

> x:=x1,%x2,x3:
> ApplyMatrix (R, [seq(y[i] (x),i=1..3)]1,Alg) [1,1]1=0;

(527 yi(al, 22, 23)) + (525 ya(al, 22, 23)) + (g5 ys(el, 22, 23)) =0

Let us check whether or not the divergence admits an injective parametrization. In order to do that, we
need to check whether or not the left Alg-module M defined by the cokernel of the matrix R is free. As
R is a full row rank matrix, the existence of a right-inverse of R is then equivalent to the fact that M is
a stably free left Alg-module.

> RightInverse(R,Alg);

|

As R does not admit a right-inverse, we deduce that M is not a stably free, and thus, a free left Alg-
module. Therefore, the divergence operator does not admit an injective parametrization.

However, we know that the smooth solutions of the divergence operator are non-injectively parametrized
by means of the standard curl operator, a fact that we can check by:

> Extl:=Exti(Involution(R,Alg),Alg,1);

-D3 -D2 0
Est1:=|[1],[Dl D2 D3],| 0 DI -D3
DI 0 D2

As the first matrix is reduced to 1, we obtain that all the smooth solutions in the space of the divergence
operator are parametrized by Ext![3], i.e., we have:

Ry, 2, ¥3)" =0 <= (y1, yo, y3)" = Ext1[3](21, 22, 23)" .

> evalm([seq([y[i] (x)],i=1..3)])=ApplyMatrix(Ext1[3], [seq(z[i](x),i=1..3)],Alg);

yi(zl, 22, ©3) 7(% z1(xl, 22, 28)) — (% zo(zl, 22, 23))
ya(wl, 22, 28) | = | (557 22(x1, 22, 23)) — (55 23(21, 22, 13))
ys(zl, 22, ©3) (597 21(2l, 22, 23)) + (525 z3(21, 22, 23))



We can check that the parametrization defined by Ext![3] is not injective, i.e., Ext1[3] does not admit a
left-inverse:

> LeftInverse(Ext1[3],Alg);

[

We now change a bit the divergence operator by adding z3 to the first component of R, i.e., we consider
the following matrix of differential operators with polynomial coefficients:

> R2:=evalm([[D1+x3,D2,D3]]);
R2:=[Dl+z3 D2 D3 |

The new system is then defined by:

> ApplyMatrix(R2, [seq(y[i] (x),i=1..3)],Alg) [1,1]1=0;
x3y1(zl, 22, x3) + (% yi1(zl, 22, z3)) + (% ya(zl, 22, z3)) + (% ys(zl, 22, 23)) =0

Let us check whether or not this new system admits an injective parametrization. We then need to check
whether or not the left Alg-module M2= Alg"{1*3}/(Alg R2) is free.

> S82:=RightInverse(R2,Alg);

-D3
S2 = 0
D1+ 23
> Mult(R2,S2,Alg);

[1]

As the matrix R2 admits a right-inverse and has full row rank, we obtain that M2 is a stably free left
Alg-module. Let us compute the rank of M2 over Alg.

> QOreRank(R2,Alg);

A famous result due to J. T. Stafford asserts that any stably free left Alg-module of rank at least
2 is free. Therefore, the left Alg-module M2 is free and an injective parametrization of the system
R2(y1, y2, y3)T = 0 exists. Let us compute one injective parametrization:

> P2:=InjectiveParametrization(R2,Alg);
P2 =
[-D3?D1 — D3? 23 — 2D3 + D3 + D32 D2, -3D1 — D1° D3 — 2D1D3 23
+D3D1+D3D1D2 — 323 — D323% 4+ D313 + 2 + 23 D3 D2 + D2
D3, D1 + 23]
[14+D1°D3 +2D1D3 23 + D3 232 — D3D1 — D323 — D3D1D2 — 23 D3 D2,

D1% +3D1%228 +3D123%2 — D12 —2D1 23 — D1°D2 — 2D1 D2 238 + 23% — 132
— D2 237

We check that P2 is a parametrization by computing the syzygy module of the module generated by the
rows of P2 and compare it with R2:



> SyzygyModule(P2,Alg);
[ D1+23 D2 D3 |

As the syzygy module of P2 is exactly generated by R2, we obtain that P2 is a parametrization of the
system Rz(yh Y2, y3)T = 07 i'e'v we have (yla Y2, y3)T = P2(€17 52)T:

>  y[1] (x)=ApplyMatrix(linalg[submatrix] (P2,1..1,1..2),[seq(xi[i](x),i=1..2)]1,Alg) [1,1];

yi1(xl, 22, 23) = —(%;fl(xl, z2, x3)) z8 + (%;fl(xl, 22, 13)) — 2 (52 &1(21, 22, 23))
— (gagy &1(21, 72, 23)) + (5o2g5 €1 (21, £2, £3)) + 2&5(21, 12, ©3)

—3&(al, 2, 13) 13 + (gosiogsag Eo(al, 32, 33)) — 2 (52207 Ea(1, 22, 23)) 23

+ (5227 Ea(al, 32, 38)) — (gaiozps Ea(al, 12, ©3)) — 3 (32 Ea(al, 22, 23))

+ (3% Ca(al, 12, 13)) + (35 Ea(al, 32, 23)) 23 — (355 Ea(al, 22, 28)) 237

+ 23 (505 Ea(xl, 12, 13))

>  y[2] (x)=ApplyMatrix(linalg[submatrix] (P2,2..2,1..2),[seq(xi[i](x),i=1..2)],Alg) [1,1];
yo(al, 22, 23) = (3% &i(21, 12, 23)) + Lo (21, 22, 18) 18 + (32 &a(al, 22, 23))

> y[3](x)=ApplyMatrix(linalg[submatrix] (P2,3..3,1..2), [seq(xi[i] (x),i=1..2)],A1lg) [1,1];

ys(zl, 22, x3) = & (1, 22, 3) — (m &i(xl, 22, 23))

+2(522 - 6i(al, 22, 23)) 03 — (50— &1 (a1, 22, 23))

+ (#;M2 &(xl, 22, 23)) — (3% &i(2l, 12, 23)) 23 + (325 &1 (a1, 22, 23)) 257
—z8 (% & (xl, 22, 13)) — &(xl, 22, 138) 28°% + &y(21, 22, 23) 133

+3 (557 Ea(al, 12, 18)) 83 — (52 Ea(xl, 32, 23)) — (5ao=rs Ea(21, 32, 23))
+3 (5% &(at, 22, 23)) 25% — 2(3% &o(al, 22, 23)) 28 — 132 (525 &a(al, 22, 23))
+ (5255 &o(al, 22, 13)) — 223 (5225 Eo(a1, 22, 23))

Finally, we can check that P2 is an injective parametrization as it admits a left-inverse as we have:

> T2:=LeftInverse(P2,Alg);

0 —D1°+D2D1-2D123 +D2z3 — 23> +D1+23 1

T2:=1, D3D1 - D3D2+ D323 — D3 +2 0

Hence, we obtain that (&1, &)7 = T2(y1, e, y3)7, i.e.:
> xi[1] (x)=ApplyMatrix(linalg[submatrix] (T2,1..1,1..3), [seq(y[il(x),i=1..3)],A1g)[1,1];

& (xl, 22, 13) = yo (w1, 32, 13) 28 — ya (21, 22, 23) 13% — (% ya(zl, 22, 23))
= 2(g57 y2(al, 22, 28)) 33 + (507 wa(al, 52, 13)) + 23 (525 y2(21, 22, 23))
+ (% ya(zl, 22, z3)) + ys(z1, 22, z3)

>  xi[2] (x)=ApplyMatrix(linalg[submatrix] (T2,2..2,1..3),[seq(y[i] (x),i=1..3)],A1lg) [1,1];

& (xl, 22, 28) = y1 (21, 32, 23) + 2yo(xl, 22, 3) + (% ya2(zl, 12, 23))
+ (3% yo(al, 22, 23)) 23 — (325 yo(al, 22, 23)) — (% ya(zl, 22, z3))



In particular, the residue classes of the rows of the previous matrix in M2 define a basis of the free left
Alg-module M2. This last fact can be obtained directly by:

> B2:=BasisOfModule(R2,Alg) ;

0 —D1°4+D2D1—-2D123+D2z3 — 23>+ D1+23 1

B2:=\ D3D1—D3D2+ D323 — D3 +2 0

Following Example 16 of A. Quadrat and D. Robertz, Constructive computation of bases of free modules
over the Weyl algebra, INRIA Report 5786, 2005, let us compute another injective parametrization of the
system R2(y1, y2, y3)T = 0 and another basis of the left Alg-module M2. In order to precisely follow the
computations done in the paper, we consider the matrix —R2 instead of R2.

> R3:=evalm(-R2);
RS = [ -D1—-28 —-D2 -—-D3 ]

We first compute the formal adjoint of R3:

> R3_adj:=Involution(R3,Alg);

D1 —z3
RS3_adj = D2
D3

We easily check that the left ideal generated by the three entries of R3_adj is also generated by the two
following generators:

> Gen:=evalm([[D1-x3], [D2+D3]]);

Gen — D1 —z58
=1 D2+ D3
Indeed, we have
> X3:=Factorize(R3_adj,Gen,Alg);
1 0
X3:=| D3D2+D3*> 2-D3D1+ D323

-D3D2-D3* D3D1-D323 — 1
which shows that R3_adj = X3 Gen and
> Y3:=Factorize(Gen,R3_adj,Alg);
e8]
which shows that, conversely, we have Gen = Y8 R3_adj.

Then, we can define the matrices defined in Proposition 9 with a; = 0 and as = 1 and we obtain the
following unimodular matrices:

> E3:=Elementary([seq(R3_adj[i,1],i=1..3)]1,[0,1],Alg);



100 1 0 0
E3:=|]0 1 1], 0 1 01,
00 1 Dl—:cS’—l—D3)(—D2—D3) 1+ (D1l—28—1-D3)(D1—13) 1
10 00
0 1 —D2—D3 10
00 —Dl4z34+1 0 1

Now, if we multiply the matrices appearing in E3 (care with the order of the multiplications), we obtain
the matrix

> U:=Mult(E3[4],E3[3],E3[2],E3[1],Alg);
U .=
[1+D2D1+4D3D1 - D228 — D323 — D2 — D3 —D3D2 — D3?,
—1-D1?4+2D123 — 232 + D1 — 23 + D3D1 — D323,
—2-D1?+2D123 — 23% + D1 — 28 + D3D1 — D3 23]
[-D2?D1 — 2D3D1D2 4 23 D2% + 223 D3 D2 + D22 + 2D3 D2 + D3 D22
+2D3?°D2 — D32D1 + D3? 23 + D3% + D3% 2+ D2 + D12 D2 — 2D1 D223
+D223% —D2D1 + D223 —D3D1D2 + 23 D3D2 + 2D3 + D12 D3
—2D1D323 + D3z32 —D3D1+ D323 — D3?D1 4+ D3% 23 —2D1 4+ 223,2
+2D2+ D1?D2 — 2D1 D223 + D223? — D2D1 + D223 — D3 D1 D2

+23D3D2+3D3+D12D3 —2D1D3 23 + D3 232 — D3 D1 + D3z3 — D32 D1
+D3% 23 — 2D1 + 23]

[14+D3D1D2+D3D1 —D1°D2 — D1 D3 — D328 +2D1D3 28 — 23 D3 D2

— D1+ 28 — D23 — D3% 23 + D3?D1 4+ D2D1 — D3 232 — D223% + 2D1 D2 23
,D1+D1*> —3D1%23 +3D123%2 — D1? +2D123 — D1?°D3 +2D1D3 28 — z3
—z8% — 232 - D3258%,2D1 + D1% —3D1%2 28 + 3D123% — D1% + 2D1 23
—D1°D3 +2D1D323 — 228 — 23% — 23% — D3 2537

which is unimodular over Alg as we have

> V:=LeftInverse(U,Alg);
V.=
[D1—23,0, 1]
[D2, 2+ D1? — 2D123 4 23%> — D1+ 23 — D3D1 + D323,
—D2D1+ D323 + D2+ D3 +D3D2 — 1+ D223 — D3D1 4 D3?]
[D3, —1—D1* +2D1 23 — 232 + D1 — 23 + D3D1 — D323,
14+ D2D1 + D3D1 — D228 — D323 — D2 — D3 — D3D2 — D3?]

and:

> Mult(U,V,Alg);

o
—_

Moreover, we have:



> Mult(U,R3_adj, Alg);

1
0
0

Hence, we obtain that RS _adj is the first column of a unimodular matrix V', which, in particular, proves

again that M2 is a free left Alg-module. Now, if we consider the matrix P3 formed by the last two
columns of the formal adjoint of U, i.e.,

> P3:=linalg[submatrix] (Involution(U,Alg),1..3,2..3);
P3 =
[D22 D1 +2D3D1D2 + 23 D2? + 223 D3D2 + 2D2 + D2? 4+ 2D3 D2 — D3 D22
—2D3?D2 + D3?D1+4 D3%23 +2D3 + D32 — D3%,2 — D3D1D2 + D3 D1
+D1°D2+D12D3 + D323 +2D1 D328 +3D1 — 23 D3D2 — D2 + 323
+ D223 — D3?23 — 2D3 — D3 D1 + D2D1 + D3 282 + D2 23% 4+ 2D1 D2 23]
[1-D1?D2 —2D1D22z8 — D223% — D2D1 — D223 + D3D1 D2 + 23 D3 D2
—D1°D3 - 2D1D32z3 — D3z3% — D3D1 — D323 + D3? D1 + D3 23, D1
—D1*> —3D1%23 —3D123% — D1?> —2D123 + D1° D3 + 2D1D3 23 + 28 — 23°
— 15% 4+ D3 237
[1-D2-D1?D2 —2D1D22z8 — D223% — D2D1 — D23 + D3D1 D2
+23D3D2 - D3 —D1°D3 —2D1D323 — D323% — D3D1 — D323 + D32 D1
+D3%23,—-D1®> —3D1%23 —3D123%> — D12 —2D123 + D1°D3 + 2D1 D3 23
— 3% — 13% + D3 157

we then obtain an injective parametrization of the system R2(y1, y2, y3)7 = 0. Indeed, we have:

> SyzygyModule(P3,Alg) ;

[ D1+23 D2 D3 |
> LeftInverse(P3,Alg);

[0,1—-D3D1+D1? — D323 + 23 4+ D1 4 23% + 2D1z3,

D3D1 — D1% + D323 — 23 — D1 — 3% — 2D1 23]

[1, -D2D1+ D3> -D3D1 +D3D2 - D3 - D223 — D323 — 2 — D2,
2+ D2D1+D3D1 + D223 + D323 + D2 + D3 — D3 D2 — D3?]

We refer the reader to Example 16 of A. Quadrat and D. Robertz, Constructive computation of bases of
free modules over the Weyl algebra, INRIA Report 5786, 2005, for more details.

We now consider the system of partial differential equations formed by the linearization around the
identity of the Lie pseudogroup of the contact transformations with p(z) = 5. For more details, we refer
the reader to Example 1.84 of J.-F. Pommaret, Partial Differential Control Theory. Volume II: Control
Systems, Kluwer, 2001, p. 632. The system is defined by the following matrix of differential operators:

> Ré:=evalm([[(x2/2)*D1,x2*xD2+1,x2%D3+D1/2], [-(x2/2)*D2-3/2,0,D2/2],
> [-D1-(x2/2)*D3,-D2,-D3/211);

D1 D1
2 22D2+1 a2D3+ —

2
z2D2 3 D2
R4 = — _Z 0 )
4 2 2 2
2 D3 _%

2



In terms of equations, the system is defined by:
> ApplyMatrix (R4, [seq(etali] (x),i=1..3)],Alg)=evalm([[0]$3]);

1
[2 22 (52 m (21, 22, 18)) + ma(al, 22, 23) + 22 (525 (21, 22, 23))

1

3 1 1
[—2 m(zl, 2, z3) — 5 z2 (% m(zl, 2, ©3)) + 3 (% n3(zl, 2, x3))

1
[_ (3% m (21, 22, 23)) — = 22 (3% m (21, 22, 23)) — (325 (21, 22, 23))

2
1, 0
~3 (% ns(zl, 22, 23))| = | 0
0

Let us check whether or not the previous linear system of partial differential equations admits an injective
parametrization, i.e., if the left Alg-module M4= Alg"{1*3}/(Alg"{1*3} R4) is free.

We first compute a "minimal free resolution” of M/ .

> F4:=MinimalFreeResolution(R4,Alg);

D1 D1
3322 2D2+1 a2D3+— —a2
Fj = table(l = | D2 3 0 b2 0 |,2=INJ@3))
2 D 2
D D
p1_ P —73 1

As M/ can be defined by means of the full row rank matrix F4[1], we then know that M/ is a stably free
left Alg-module if and only if F/[1] admits a right-inverse.

> RightInverse(F4[1],Alg);

0 -1 0
1 0 2
0 —x2 0

D2 —22D3-D1 22D2+42

As F/[1] admits a right-inverse, we obtain that M/ is a stably free left Alg-module. In particular, we
then deduce that R4 admits a generalized inverse G4 which can be computed by:

> G4:=GeneralizedInverse(R4,Alg);

0 -1 0
Gj=|1 0 22
0 —z2 0

We can check that G/ satisfies R4 G4 R4 = R4
> Mult(R4,G4,R4,Alg);



1 1
22D 22D2 + 1 x2D3+%

2
~22D2 3 0 D2
2 2 2
D1 2 D3 D2 D3
2
and G4 R} G4 = G:
> Mult(G4,R4,G4,Alg);
0 -1 0
1 0 =22
0 —22 0
Let us compute the rank of M/ over Alg:
> OreRank(R4,Alg);
1

Hence, we cannot use the result of J. T. Stafford in order to conclude that M/ is a free left Alg-module.
We point out that we then cannot use the command BasisOfModule in order to check the existence of a
basis as the corresponding algorithm only uses modules of rank at least 2 over Alg:

> BasisOfModule(F4[1],Alg);

Error, (in Stafford/InjectiveParametrization) The OreRank of the corresponding module must be
greater or equal to 2.

A similar comment also holds for InjectiveParametrization :

> InjectiveParametrization(F4[1],Alg);

Error, (in Stafford/InjectiveParametrization) The OreRank of the corresponding module must be
greater or equal to 2.

However, we can try to find an injective parametrization of the system R4 (11, 72, 73)7 = 0 using the

command MinimalParametrization of OreModules:

> Q4:=MinimalParametrization(R4,Alg);

~D2
Q4 := | 22D3+D1
—22D2 — 2

Let us check that the syzygy module of the left Alg-module defined by the rows of Q4 is generated by
the rows of R4:

> Syz4:=SyzygyModule(Q4,Alg);

2D1 + z2 D3 2D2 D3
z2D2+ 3 0 -D2
22 D1 222D2+ 2 222D3+ D1
Sy24 = _p3+D2D1 D22 D3D2
—D12 —D2D1 + D3 + 22 D3 D2 22 D32
-D1 2D2 + D22 22 D2D1 + 22 D3D2 + D3



We note that the syzygy module of @4 is defined by a matrix Syz4 which has more rows than R4.
However, we need to compute the quotient module (Alg~{1*6) Syz4)/(Alg"{1*3} R4) and check whether
or not it is reduced to zero. We have:

> Quotient(Syz4,R4,Alg);

[l eviien RN en el
OO OO O
o oo~ OO
SO HOOO
O OO oo
= O OO OO

As the matrix is the identity matrix, we obtain that (Alg”~{1*6) Syz4)/(Alg"{1*3} R4)=0. Now, let us
have a look at the quotient module (Alg"{1*3} R4)/(Alg"{1*6} Syz4):

> Quotient (R4,Syz4,Alg);

o O =
o = O
_ o O

As we obtain again the identity matrix, we deduce that (Alg”{1*3} R4)/(Alg"{1*6} Syz4)=0, and thus,
(Alg~{1*6} Syz4)=(Alg"{1*3} R4), i.e., the syzygy module of Syz/ is exactly generated by the rows of
R4. Hence, Q4 is a parametrization of the system R4 (11, 72, n3)7 = 0. Finally, let us check that Q/
admits a left-inverse, i.e., @4 is an injective parametrization of R4(ny, 12, 13)T = 0. We have:

> B4:=LeftInverse(Q4,Alg);

Therefore, we have

R, m2, m3)" =0 <= (m1, 12, 13, m)" = Q4 ¢
and ¢ = B4(ny, 12, 13, 74)T. In terms of module theory, the residue class of the row of B4 defines a basis
of the free left Alg-module M/ of rank 1.

Let us now compute the syzygy module of the previous system R4(n;, 72, n3)T = 0, i.e., the compat-
ibility conditions of the inhomogeneous system R4(ny, n2, n3)7 = (&1, &, €3)T.

> Rb5:=SyzygyModule(R4,Alg);
R5:=[D2 —22D3-DI 22D2+2 ]

Hence, the compatibility conditions of R4(ny, 2, 13)T = (&1, &2, &3)T are defined by:

> ApplyMatrix(R5, [seq(xi[i] (x),i=1..3)],Alg) [1,1]=0;

(32 &i(al, 22, 23)) — (32 &o(al, 22, 23)) — 22 (325 Lo (21, 22, 13)) + 2&3(al, 22, 23)
+ 12 (325 &(al, 22, 23)) =0

Let us check whether or not the system R5(&;, &, €3)7 = 0 admits an injective parametrization. In order
to do that, we need to check whether or not the left Alg-module M5= Alg"~{1*3}/(Alg R5) is a free left
Alg-module. We first check that M5 is a stably free left Alg-module as R5 admits a right-inverse defined
by:



> RightInverse(R5,Alg);

—z2
0
1
The rank of M5 over Alg is:
> QOreRank(R5,Alg);
2

Hence, we deduce that M5 is a free left Alg-module by a result due to J. T. Stafford. Let us compute an
injective parametrization of the system R5(&1, &2, &5)7 = 0.

> Pb5:=InjectiveParametrization(R5,Alg) ;
PS5 =
[-2D3222 —422D2 — 2 — 222 D2% 4+ 222 D2 + 222 — 223 D2D3 — 222 D1 D2
—222D1, —D2? 22 — D2+ 22 D2 + 1 — D3 222 D2 — 22 D1 D2]
[z2 D2 + 2, D2]
[3D2+2D1 +D2%22 — 1 — 22 D2 + D322 D2 + 222 D3 + 22 D1 D2,
D2? —- D2 + D2D1 + 22 D3 D2]

Let us verify that P5 is an injective parametrization of R5(£y, &, €3)7 = 0. We need to check that the
syzygy module of the left Alg-module defined by the rows of P5 is generated by R5:

> SyzygyModule(P5,Alg);
[D2 —22D3-DI 22D2+2 ]

Then, let us check that P5 admits a left-inverse:

> Bb:=LeftInverse(P5,Alg);

B5 = 0 —22D3-D1—-D2+1 1
T |1 1422D2—22+D3222+22D1 0

Therefore, we obtain that P5 is an injective parametrization of the system R5(&y, &2, €3)T =0, i.e.,
R5(61, &2, &3)" =0 = (&1, &2, &)" =P5(01, 02)"

and (61, 62)T = B5(¢&1, &, &), Finally, the residue classes of the rows of B5 in M5 define a basis of
M5. This last result can be directly obtained by:

> BasisOfModule(R5,Alg);

0 —22D3—-D1-D2+1 1
1 1422D2—22+D3222+22D1 0

We can also compute an injective parametrization of R5(&1, &2, €3)7 = 0 considered over the Weyl algebra
with rational coefficients, i.e. the non-commutative ring of polynomials in the partial differential operators
with respect to x1, x2, 3 with coefficients which are rational functions in z1, 2, 3. Hence, by using the
command InjectiveParametrizationRat we compute an injective parametrization of R5(¢1, &, €3)T =0
where we allow to divide by non-zero polynomials in z1, z2, x3:

10



> InjectiveParametrizationRat(R5,Alg);

2 3
B 21;3 N 7D3](‘_3)1D2 1042°D1Do . 2372 3D2D3 N 12?;521
11D12z2°D2*> 7D1 10D3z22D2 13D322°D2?> 8126D2°
6 t T 3 + 6 3
6 2 2 2 2 8 4 2
127:1:26 D2 +D3 xi D2 _9m2D1+x2 6D2 +%_3D3%2
D2? D122 D3 N D1? D2?  1042'D2 D122 ~ 10D1z2° D2?
3 6 2 12 3
11D32z2*D2? D122°D2® D3z2*D2® 2D222D3° 3122D1D2
- - + + +
3 3 3 3 6
2z2D3 D2°D1D3 D2D1D3 D3%2D2%z2
3 3 t a2 6
D1°D2 22°D3D2® D1?°D2 22*D1D2® D1D3 D1?D2?
6222 3 Yo 3 T 22 622
7227D2%  227D2* D1D2? D1D2? D1D2 D3D2 D3D2?
- ,— - + —D2+ —
2 6 6222 212 2 22 2 3
2223 D2’ 5 a2 22°D2° D2°z2 DID2® D3D2?
g — a2 D2? — z2 D2 + Tt Y52 TG
D1D2® D3z2D2% 1z23D2* z2*D2* D3D2?
6 6 T 6 T 6 3a2
P 19D2% 22 L DL pape 10 222 D23 Lsp2_ D3 22° D2*
23 3 3223 6

2
D322D2° 3929 D2 - 1922° D2° 224 D2* N 5222 D2° LD D2?
6 6 2 6
D1D2> D1D2® D1D2® D3D2*° D2D1 D1D2 D3D2
3222 222 622 6 322 227 | 3227
D3D2? D2* D2* D2 D22 D2 D2 D2?

622 622 3227 242 ' 222 1223 6 3299

—11D22 22° + 37D222° +

+522% +

D122D22 D1222D2? D 1022 D23
zebz’ | Dla 4822802 — 23 | Dy gesper - 1002 DY
3 2 3 3
522° D23 D1z22D2° D322°D2® D1z2°D23
20 P2 493 _31424D2 - = -2t e
2 6 6 6
D3z2*D2® D2D1 D3D2
39526 - —xQDlDQ+%—19D22xQ5—xQD3
19224 D22 N z26D2%  227D2*  D3222D2?
2 6 6 6 ’
1 2 4 1 3 1 2 1 2 3 2 1 3 4
éx,? D2 —ga:QDQ +§D2 —§x2 D2° + D2 x?—éx,? D2

Let us give now an example which illustrates the general way to compute a basis of a left Alg-module
M6 defined by a non full row rank matrix R6 given by:

> R6:= evalm([[-D1, -2-x2%D2, D2"2, 0], [0, -x2°2, -1+x2xD2, -Di],
> [D1-x2, 2+x2*D2, -D2°2, D2]]1);

-D1  —z2D2-2 D2? 0
R6 = 0 — 22 —14+22D2 -D1
Dl —2z2 z2D2+2 —D2? D2

11



We easily check that the rows of the matrix R6 are not left Alg-linearly independent as we have:

> SyzygyModule(R6,Alg);
[D1-22 D2 DI ]

Let us compute a minimal free resolution of the left Alg-module M6:

> F6:=MinimalFreeResolution(R6,Alg);

-D1  —z2D2-2 D2? 0 D2
F6 = table([1 = 0 —z22 ~1+22D2 -D1 22 |,2=INJ(3))
Dl —22 z2D2+2 —D2? D2 -D2

In fact, the full row rank matrix F6[1], which defines a left Alg-module M6’ isomorphic to M6, admits
a right-inverse:

> RightInverse(F6[1],Alg);

-1 0 0
0 -1 0
2 0 22

D1-z2 D2 D1

which means that M6’, and thus, M6 is a stably free left Alg-module. Moreover, the rank of M6’ over
Alg, i.e., the rank of M6 over Alg is 2 as we have:

> OreRank(F6[1],Alg);

Therefore, we deduce that M6’, and thus, M6 is a free left Alg-module due to a result of J. T. Stafford.
Let us compute an injective parametrization and a basis of M6’. We get:

> st:=time(): Q6:=InjectiveParametrization(F6[1],Alg); time()-st;

12



Q6 :=
[f 12— 6D2° — 96 D1 D22 + %Dz2 z2 —11D1%222 D2 + 17D2% — 9222 D1 D2
+8D1*D2° — 6222 D2 + % D2° 222 D12 + 50222 D1 D2 — %z22D27 + %D27 z2

— % D2% £22 — 11D2* — 9422 D2% — 37D22D1 — 15223 D12 — % D1 z2 D22

+11D1%2 +18D1% 22 + 22D1* D23 + 3D2° D12 + %DQ5 22° 4+ D2* 126

+ %D27 z2* +2D28 D12 + %D25 2% +4D2" D1 + D2° z2° 4+ 2D2° D14
+4D2"D1% — D2% z2* — 3D2° 224 D1% — 2D27 224 D1 + 2 D27 223 D13

+ D28 223 D12 — %23 + %40 — D2* 22° D12 — 2D2° z2° D1% + % %39 + %48

+ %D27 z24D1% + % %22 — 25 D22 + 18 D14 D22 22 + 62—7 D14 D2* z2
+35D22 D13 22 + 78 D2° D13 22 + 45D2° D12 22 — g %21 + % %20
3 35 4 5 4 4 13 21 3 3 3
+ 40 22 D2+3z2 D2° +9D1* D2 +?%19—?$2 D13D2% —4D1 + 612

—101z2D23D1 — % 22D22D12 — 24122 D12 D23 — % 22 D13 D2?
+18D1°D2° +10D12 D27 — 15223 + 12D2* D1 4+ 3D1% — 322 D13 D2
+7D1*D2% 22 — %17 — 2224 D2° D12 + 2D1 D2° + 16 22° D23

87 3 3 2 47 2 4 3 29 3 6 17 2 7
- ?m D23 z2 —?Dl D2 22 +7D1 D2 ;v2+?D1 D27 z2
—39D1D2% 22 — % D1D2% 223 + ? %15 — 6 D12 D2° 222 + 9D1* 22 D23

2 11 2
- %%14+ g%49+22D13352D24 - §%38+ 5D12x24D22 - 77%37

35
2
—30223D1 — 152D1D2% 222 — 240 D1 D2% 22 4+ 2D22 D12 + %35

+2D27 222 D13 + %33 + D26 222 D13 — %32 + 3?3 22° D23 D1 — 95 D1 D2% 23

—12z22D2" D1 + % 223 D26 — ? %31 — 50222 D1 — 10222 D12 + 1222 D2

2
+422D1D2+ 34222 D2% — 67D12 D22 — % %30 + 522 D28 D12 — 40 .22

—13D1% 223 D2* — == D12 22 D2° — 44 D12 223 D2° 4+ 922 D1 + 91 D2* 223

- %%10+22D14D23 222 — %%467 18:r24D25D1+%%29+ %%9

2 7 2 3 6 3 5 3 13 27 23
+13222D2"D1% — 32223 D2°D1 + 13223 D2° D1 +3%7— 3%45—1—?%6
+ 173%5 —34D1D2° +2122D1%2 + 2222 D2° D1 + %D1D27w2 —4D2% 22
+ %D23 z2D1% + % D2"D1*z2 + D28 D12 22 + % D2°D12% 52 — %%4
— D28 D1 z2% + D22 D13 2% 4+ gDQG D1*z2 + %D27D14 222 4+ % D27 D13 22
—12D2*D12 + 11 D23 D1% — 21222 D2D12% — %D27 223 — z2° D2 D1
—22*D2°D1 4+ 20D1°D2° + 15D12D2° + 3D1* D22 — % D2° 22 + 7 z2* D24

139

+ % z25D2% 4+ 9225 D2 + - D1D2% 22 + 64224 D22 + 10 D12 D2 z23

1
—69D2% 222 + % D12D2% z2 + 30D2D122* — 65 D1 D2* 222 — % %26
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315

+ 5 D23 222 + 27 D23 223 — %

D1D23 2% — % D1D2% 22% + 46 D2* 22
+13D1D2% 225 + % D23 22 + gm D26 222 4 22D12 D2° 222 + 15D2 224
+ % D2° 222 — % D2° 223 + % D22 223 — %Dl D22 224 + 60D2* D1® 4+ 2 D2°
+D2°D122°% + D2* D1 22° + D28 D122 — 18222 D2D1° + ? D22 125
+40D1%2D2° + 15D12 D2 22* + 10D1D2° 22,8 + 2D2° — D1 D23

~ 29 592 49 87DI1%22 D2 — 13D2° +3422°D1D2 4+ 2D1*D2° + 72222 D2

1 11
+4223D1D2 — 5D26gc22—8D24+—5

65

22 D23 — 144 D22 D1 + 15223 D12
2 D122D2% —27D1%2 — 12D1% 22 + 9D1* D23 — 133D12 D2 — 30 D23 D12

+ D2° 2% + 5 D24 2% + % D26 z24 + % %24 — 2D2% 225 D12 + %22 + 22 D22

35 9

+9D1*D2222 + 7D1*D2* 22 + == D2°D1% 22 + == D2°D1% 22

+ g D2°D1%2z2 — 55 D22 D12 222 — 50D12 D2 223 + 9D2* D13 222 + 90 22 D2

+21D1%2 2% — z2* D2° + 8D1* D2* + % %19 — 14223 D12 D23 — 21 D1 — 38 D2

+48 22 — ? 22D22 D1 — 32322 D22 D12 + 522 D12 D23 + 28 22 D1% D22

+4D13D25 +2D12 D27 4+ 90222 — 44D2* D1 — 22D1% — 68 22 D1° D2
+ gDﬁ D2° 22 — %17 — 3z2*D2° D12 +4D1D2° + % 22°D2% + 18 D1* D2 22

+22D14 D22 222 + % D12 D22 z2%2 — 46 D12 D2* 223 + %9

D12 D26 z2
+5D12D27 22 — 33D1D2° 222 + @ %15 + 13D12D2% 222 + % D1* z2 D23

301 155

— - %14 —14D1%3 224 D22 + V49 + == D13 22D2* — 25 D12 z22 D23
27 2 D122 D2? — 65 %37 + 3 %13 +13 D13 223 D2* + 44 D12 22 D2°
+ % D12 223 D2° — 205 ZED1D2% 223 +2422D1 + 7D12D2 2% — 321 D2% z23

1
+10522°D1 + 5 D1D25 222 +2D1D2% 22 +3D22 D12 + % %11 + %%35
+ %34 + % %33 + 2D2% 223 D13 + %32 — 15 D1 D2* 23 + 14 D2 D1 22°

1
-5 223 D25 +20D12 D2% 222 — 70D2D1 + 6 222 D1 — 34222 D12 + 12722 D2

—11122D1D2 + 211 222 D2%? — 17D12 D22 — @ %30 — 222 D27 D1

+ % z2D28 D12 + 30222 — 11 D13 D22 223 4+ = %47 — 2224 D24 D12

. o 1 1
f224D2°D17%29+2:c22D26D13+%8+%2875%77%45+%6+§%5

387 37

—69z2D1% — 222 D22D1 — ?D24D1x24 +D1D27 22 + %D26 z2 + %4

+ %D26 D1*z2 + D2"D1% 22 4+ 36 D2* D12 + 58 D22 D13 — 7D12 D2
—215222D2D1%2 — %3 — 222* D2° D1 — D2° D1 22° + 18 D1° D2°
9 D25 2+ — 37

+10D12D2° + 22D1* D22 — 40 D13 222 — 224 D2* + 226 D23

105

+ é z2° D2 + %m D22 224 + z2* D22 —46D1%2D2 x23 + g D2* 222
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—27D12D2% 22 4+ 84 D2 D1 z:2* — % D1D2% 222 — % %26 — % D23 222
+105D23 223 — % D1D22 222 + ? D1D22 223 — 16 D2* 22 + 323 D1 D22 z2°

+8D2% 224 + 21 22% — % D1D26 222 — 7D12 D25 222 + 78 D2 22% — % D2° 222

+8D2°% 22% + D1 D2% 22° + 39 D22 223 4- 42D1 22" + D1 D23 22* + % 125 D22
+20D2*D1® + D2° D1 22° + 3D1* D2 + % %1 — 28222 D2D13 4+ 17D2% 22°
+15D1?D2° + 6 D12 D2 22* + 7D222° — 44D1D2° 22

[— 1+5D1D2% + D22 22 4+ 7D1% 22 D2 4+ 2D23 + 2D2% 227 D1 — 222 D1 D2

—2D1*D2° — 222 D2 — %%25+8$23D1D2+ %D26$22 —D2% —222D23
+1022°D1? — 7D1% — 3D1% 225 + 13D1% 223 — 5D1* D2® + D2° D12 4 D23 227

— D25 225 + % D2% 227 4 %Dz4 225 + D25 125 + %m6 z2° + % 227 D2' —2D2°D1°
- % D2° 22 — % %24 — D27 22* D1 4+ 2D27 23 D13 + % D28 23 D12

—3D2% 225 D13 + g %40 — 14 D2 225 D1? — 4 D2° £2° D1? + 2D2° 2 D1*

+g%48+ %%22 —6D1*D222* + 5D1* D2 22 + 2D2° D1° 22
+9D2°D1%22 + 5D2°D1% 22 — 35 D22 D13 222 — 7D1% D2 223
+23D2*D1% z2% + g z2° D13 D2 + 6222 D2 — 15 D12 22* — g D13 z24
+5224D2° —6D1* D2* — 822° D12 D22 — 1522° D13 D22 — 57223 D1° D23
—4D1+ 22 + 22D2° D1 + 22 D2° D12 — D1° D2% 4+ 2223 — D2* D1 — 5D13
+522D13D2 + 6 D14 D2° z2 — 21 224 D2 D1% — 18 224 D2° D12

—47z2°D2°D1* +422° D2 + D1* D212 — gm‘* D2 223 + 2D1* D22 722
+7D13 D23 222 — 58 D12 D2* 223 + 5D1° D2% 22 + D12 D27 22 + 2D1 D2° 22
—2D1D2°% 223 + % %15 + 6 D12 D2° 222 + 4D1% 22 D2 — 35 D12 223 D22

- ? D13 224 D2% + % %49 + 7D1% 22 D2* — % %38 — 39 D12 224 D22

- % %37 + 14 D1* 222 D23 + % %12 + 5D1%2 22 D2° — gm? 223 D2°

—54D1D2% 222 + 22 D1 + 15D12 D2 22° — 9225 D12 + % D2* 223 + 5223 D1

1
35 D1D2°z2%2 —5D1D2% 2 — 2D22D1° + 37 %11 + g %36 + 7D2% z22 D14

T2
+ g %34 + % %33 + 11 D2° 222 D13 — 2D23 229 D1% — 2D2% 22° D12
+5D2% 224 D13 +422° D22 D1 — % D1D2% 223 + % D2D1z2° + 222 D27 D1

7
—
2
2192 _ 111 4115 L D402 2 | 3151992 02
— 14 22- D2 —7%30—D2 D1 +§D1 22 — 622 +§Dl D2° 22

- %x23D267 1322 D1°D2 — 8222D1 + - 222D12 4+ 22D2 + 422 D1 D2

—D1°D2? — 26 D12 D22 223 + % %47 — g %46 — 17224 D2° D1 — % %29

— %$25D24D1+12x22D26D13+%%8— g$23D26D1+ %%28—1—%7
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- % %45 + % %6 + 13223 D2*D1* — 2D1D2° — 33222 D22 D1
—20D2*D122% — D23 22°D12 + %4 + % D28 D13 222 + 2D25D1* 22
+D2"D1* 222 + D2" D13 22 + g %44 + 23 D1° D2° — % %43 + 322° D13 D2

1 1

—5D2*D12 - 7D23D1® — 5 z2° D14 D2* + 3 22" D1D2% + 4224 D1° D23

3

2
41 1

-5 %3 — 225 D14 D22 + 224 D1° D2° — 222 D13 D2 + 3 22°D1° D2*

—222°D1°D2° — £ 22°D12D2% 4+ 2224 D14 D2° + z2* D13 D27 + ? %42

+ 22°D1*D2° + % z2° D13 D2% — %2 + % 227 D22 D13 4 227 D22 D12
_3.,
2
+ %m? D12 22% + 11 D22 D1° 222 + 2D2* D1° 22 — 2D2° D1 2.2°

25 D26 D1 — 225 D2° D12 + % 223 D28 D12 4+ 222 D27 D14 — % 224 D2 D1

+4D2*D1% 222 + D2° D1° 22 + % D2°D1° 222 + 6 D1° D22 223 + 3D1° D25 222
+D1°D2% 22 —5D1°D2° — D12 D2% — 4 D14 D22 + 7D13 222 + D2° 22
- % 224 D2* + L; 22°D2° + ? 2% D2* + 7D1D2? 2% + 7 z2* D22

— gD12D2x23—5D24x22 — 3725 —5D2D1x24+%D1D24x22 — %%26

+ % D23 222 — 27 D23 z23 — ? D1D2% 222 + 3D1 D22 223 — % z2* D22 D1*
67

+3D2225 —D2* 22 + 11 D1 D22 z2° + 5 D23 224 — 10 22* + D1 D2% 22

+3D12D2% 222 — 2D2z2* — gms 2% — gD?’) 2% +9D2D1 226

+ %mm? 225 +9D12D2 226 + %DQQ 223 — % D1z2% — %m D23 z24

+6D1% 222 +922°D22 —9D24 D13 + % D22 D122% + %DQ‘l D1 2% + % %41
gm? 22" D1 — 9D122° 4+ ? D22 z2°

—5D12D2° —10D12 D2 z2* + 10D222% + 2D1D2° 22, —3 D22 22

—D1*+ %DZG D1° 223 + 10D22 22° D12 +

—8D1%222D2 — D22 + %DQB z27D1 — 54222 D1 D2 — 20222 D2

15

2 Z
21

—3D122D224+9D12 +3D1%22° —27D1% 222 —6D1* D23 + 5 z26D1?

+13222 D14 D22 + 23D1D2 — 222 D22 + 9D22D1 — 15222 D12

+8D12D2 —4D22 D12 + %D23 227 + %D25 22° 4+ D22 227 + D2* 225 — D1° D2

—D22D1° + %D27 223 D1% — 2D2% 225 D13 + %40 — 4 D2* z2° D12
_3

2
—2D1*D2222 +3D1* D22 22 + 6 D1* D2* 22 + 5D2° D13 22 + 5D2° D13 22

1 1
+D25D1%2 22 — 2%21 - %Df" D2 223 + % %20 — % z2° D13 D2 + 41 223 D2

—7D12% z2% — % D13 22 — %a:24D25 —2D1*D2* — % %19 — % %18

D2° 22° D12 4+ 2D2° 224 D1* + %48 + g %22 + 3D2%2 — 6 D14 D2 224

+922°D1°D2% +5D1 — 22 — 922 D23 D1 — 822 D22 D12 — 522 D12 D23
—422D1°D2%2 +1622% —2D2* D1 +5D1% — 522 D12 D2 4+ 2D1* D2° 22
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17

+ 5224 D2* D12 — % %16 + — z2* D23 D1 + 25

25D2% —2D14 D222

2 Pl
—13D1*D222% + % D1* D22 222 + 16 D13 D22 222 — g D12 D2% z23
+ D12 D2% z2 — 9D1D2°% 223 + 12D13 D2° 222 + gm? D2° 222 + 5D1* z2 D23

2 1
—118D12 223 D22 — 24D1% 22 D22 + ?3 %49 + 9D1°% z2 D2* — % %38

—55D12 224 D2% — 41D1% 22 D23 + % %13 + % %12 + 5D1% 22 D2°

+ % D12 223 D2° — 58 D1 D2% 22® — 7D12 D2 22" + 24 225 D1? — %DQ“ z23

+2422°D1 4+ %Dl D2° 222 + D1D2% 22 — 5D22D1% + 2D2* 22 D1* 4 %36

+ %35 + % %34 +2D2° 223 D13 — 2D23 22° D13 — D2* 225 D12 + g %32

—3D1D2*22% 4 17D2D1 22° + % D1z2% — 3%31 —5422*D1°D2+44D2D1
15

- 7acQQDl —24222D1% + 22D2 — 622 D1 D2 + 11 £22 D22 4+ 6 D12 D22

—76D1%2 222 D2% + ; 2" D12D2 — 11 D1% 222 + 3222 + % 2% D13
+ g D1° D2 222 + 11 D1° D2% 222 — 2D1° D22 — 75 D18 D22 123
+32D14D2% 222 — 19224 D24 D12 — % z2*D2°D1 — % %29 — 2225 D2 D1
+ g %9 + % %8 + 11 22° D2° D1% + %7 — 23 22* D2° D1° + 722° D2° D1*

35 2 2 35 4 4 3 6 2 1
+7%5—58x2 D2 D1—5D2 D1z2* —2D2° 22° D1 +§%4
+ % 22°D1°D2% — 822° D14 D2 + 4 z2* D1° D22 + % %44 + % 223 D1° D2°
— %43 + % z2°D1°D2 —5D2* D12 —9D23 D13 +4D1° D2 — ? z22D2D1?
+ 225 D14 D2* + % 224 D1° D22 + % %27 + %42 — 3z2° D13 D2°% — % %2
— 22 D2°D1 — 2D22D1% 225 + 4 D23 D1° 222 + D2* D1% 22 — %D25 D1 z2°
+3D2*D1% 222 + 6 D1° D2 222 + g D1° D22 z22 + %le’ D2° 222 + 2D1° D23 22

5 2 3 5 4 2 49 3 2 11 4 4 1 6 3

+D1°D2% 22 — D1°D2° — 5D1* D2 _7D1 z2 +7z2 D2 +§$2 D2
—22°D2% 4+ gm D22 22* + % 224 D22 — 58 D12 D2 22 — 3D2* z22

+4D12D2% 22 + 18 22° + %DQDI@Q“ — §D1D24$22 - %%26— 12—1D23x22

1
+ 3? D23 223 — 5D1D2% 222 — 61 D1 D22 222 — 5224 D22 D1* — 10D1% 224
+10D222% + D2 22 + 6 D1 D2% z2° — % D23 22 + % z2* + D1 D2° 722
11 2 5 2 4 1 5 2 1 5 3 41 6
+?D1 D2° 22% +14D2z2 +§D2 z2 —§D2 z2 +7D2D1:pg
2 6 2 6 7 6 57
+6D1D2% 2% + 11 D12 D222 +5m2 —

2
- % D1D2%z2% —4D1% 222 + 6225 D22 — 5D24 D1® + %DQS D1 28

D22 223 + 9D122% + %D2 z27

+%z27Dl3 D2 — 229 D1* D22 + %41 +gw27D1D2 —3D1*D2+2D1* — %1
+2D22227D1 + 39D122° — 70222 D2D13 + 5 D22 £2° — D12 D2°

_ 8 D12D2z2* + §D29c25 +2D1D2° z2
2 2 17



—D1D2% 4+ D2%22 —3D1%222 D2 + %D23x27D1 - %x22D1D2+2D14D25
—z2°D2 — %%25+10z23D1D2—m2D23 —D22D1+gw23D12+5D1m2D22
+3D1% + gD13x25 + gm%g + gD13x23+3D14D23 —31225D1? — 4D2* D12
+ %D23 27 — %D25 22° +2D2% 227 — D2* 225 + 228 D22 + %wsm + %zgsD?

+ %D25 225 + 27" D2* + 2D2° D1° 4+ %24 + %D27 z23D1% + g %23 + %40

23 4 5 2 1 5 5 2 5 6 4 3 1 7 4 2
f?D2 225 D1 75D2 z2° D1 +§%39+2D2 224 D1 +§D2 z24D1
+6D2° 222 D1* — 3D1* D2 22% — gm‘* D2 z2% + %Dl“ D2% z2 — % D22 D1° z2

+ gmf) D13 22 + D2° D12 22 — % %21 — %Dl3 D22z2% — 6D2* D13 222
- gx25D13D2 +223D2 — 3D1% z2* + %Dﬁ 224 — %z24 D2° + 5D1* D2*
- g%w— %%18—§x23D13D23+D1+x2—gx2D23D1—15x2D22D12
— ngDlsDQQ +D12D2% + % 223 + D2*D1 +4D1° — 422 D13 D2
11 4 5 7 4 3 4 11 5 3 4
+?D1 D2 m2+§%17—%16+4x2 D22 D1 —?xQ D22 — D14 D222
- %Drl D2 2% — gm‘* D22 222 — 3D1°3 D23 222 — 16 D12 D2* 23
1 1
+3D12D25 22 + 5 D1D2°% 222 + 6 D13 D2° 222 + 12D1* 22 D23 — ?9 %14

4 43
2 2
—24D1% 224 D23 + 9D14 222 D2% + 8 D12 22 D2* — %D12 22 D2°

D1% 224 D2% 4+ % %49 + 7D1% z2 D2* — 5D12 223 D2® — =2 D12 2% D2?

+3D1%2222D2° — 7D1 D23 223 + % 22 D1+ 3D12D222° + £2° D12 — D2* z23

+ ngSDl — %D1D25x22 —4D1D2%*z2 — D22D1% + %%11 — %36 + %35

+ % %34 + 4D2° £22 D13 — 3D2% 229 D1% — 4D2* 225 D12 + ? %32

- gng)m?’m— %D1D24a:23+6D2D1$25 - ngw,QG—&—%%Sl

- gx24D13D2 —1022%2D1 — 9222D1%2 + 22 D2 — 22 D1 D2 — 222 D2?

+D12D2% — 17D12 222 D22 + g z28D1D2 + % 228 D1 D2 + 322" D12 D2
1 1 1

+D2*D1° + 5 D1% 222 — 222 — 5 226 D13 + 5 D1° D22 222 + D1° D22

",

2

+ %9+ 222 D2°D1 + % %28 + 2223 D25 D1% — % %45 + 2222 D2° D14

— 5D13D2?% z23 +%%477 %%46—4124D25D1 - %%297 2° D24 D1

+5223D2*D1* + % 22D1%2 —12222D22 D1 — D2* D1 z2* — 8 D23 225 D12

+ % %4 + D25 D14 22 + % D2"D1% z2 + %wf’ D1° D22 — % 225 D14 D2

+ % 228 D13 D2 + % z2* D1° D22 + g %44 + %1123 D1°D2° — g %43 — z27 D14 D22
34
2

- % z22D2D12 +222° D14 D2* + g z2°D1° D22 + 422 D1°D2® + g %27

— g z2°D1°D2 — 2 22°D14 D2 — 2227 D1° D22 + D2* D1% + 4D2° D13
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+ 224 D14 D2°% 4+ % 224 D13 D27 + g %42 — 13225 D13 D23 — % 225 D14 D23

+ % 22 D1°D2° — 2229 D13 D2* + 22° D1° D2% + 2225 D1* D2° 4+ 225 D12 D2°

+ 7 %2 + % 228 D2D1% — 222" D22 D1° — 222" D23 D12 — z2° D2° D1

2
3 06195112 1T 1021138 .06 1 D 193115 .02 1 2 Tvod 1v15
2x2 D2°D1 2D2 D1° 22 +2D2 D1° z2 +2D2 D1° 22

- %D25 D1z2° 4+ D2 D1° 222 + %D25 D1° 22 4+ 3D1° D2% 223 + %DP D2° 222
+2D1°D2% 22 + ngf’ D2%22 + 3D1°D2° + 3D1* D2 + % D1% 222 — g 22 D2*
g £2°D2% — 12D1D2? 2 — 522 D22 + 9D1? D2 223
—13D12D2* 22 + % 25 — gDZ D1z2* — ng D2* 22 — 32 D1% D23 222

+ D23 222 — % D23 223 + %7 D1D2% 222 + 12D1 D22 222 — z2* D22 D1*

gD14x2— %Dzwﬁ— %x27+4D1D22m25+gD23x24—2x24

—7D12D2° 2% — % D2 z2* + % D2° 223 — %DZ D122% + 2D1 D22 26

+ % 22°D2% +

+ %Dl“ 2% +

—D1°D22° —222% + D22 223 —6D1 2% +2D2227 — gD1z27 — 6D1D23 z24
1

+3D1% 223 + 226 D22 + 4D2* D13 — g 22" D12 — 5 227 D13 + g z2° D14

—2D2*D122% + % 227 D13 D2 — 227 D12 D2* — z2° D14 D22 + %41

1 1
+3 226 D13 D2° + 225 D14 D2* 4+ g z2"D1D2 + 3 226 D1° D22 + 2228 D1 D22
3
2
— g z22D2D1% + 6 D22 22° + 2D12 D2° — %DP D2 z2* + 2D2 z2°

74?9D12x2D27%x22D1D27x22D2

+ g%%—&—13x23D1D2—2D22D1+4z23D12 —3D1z2D2? —6D1?

+ 228 D12D2% + D1* — g %1 — = D2°22°D1+2D2%2 227" D1 + %Dl z25

+ %D1D25 2,D1D2% — D22 22

—6D1%22° —18D1% 22 — ? D1* 223 + 5D1* D2% — 2D12 D2 + % 228 D13

+ g 28 D12 + D23 227 + %D22 27 + %D24 225 + %x,@ff D22 + 228 D2 4+ D1°D2
+D2°D1° +%%24+ 2%23 - %DQ‘1 22° D12 +%39+%%48+%22

—2D1* D222 — %Dl“ D222% + ? D14 D2% 22 + % D1* D2* 2 + 6 D2° D1° 22
+3D2°D1% 22 — 5D2° D13 222 — 231 D1°D222% + 6 D2* D13 222

—1022° D13 D2 + % 23 D2 — % D1% 22% —11D1% z2* 4+ 2D1* D2*
—2122°D12D2? — 1522° D13 D22 4 7223 D1 D2% + 22 — g 2 D23 D1
—322D22D1% — 1622 D12 D2 — 1422 D1° D2? — %:&23 —3D1® — 722D1*° D2
+D1*D2% 22 + % %17 + %16 + 2?1 z2* D23 D1* + 3225D2% — g D1*D2z2
—6D1*D222% — 7D1° D2% 222 + SDP D2% 223 + % D1% D2 22 + D1 D2° 22°
+ %15 + ng“ z2D2% — 11 D1% 223 D2? — 3D1% z2* D22 + 2D1* 222 D2*
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+ % D12 22 D2* — 20D12 z22 D22 — 32 D12 224 D2% — % %37 + 5D1* z22 D23

+ % %12 + D12 22 D2° + 2D12 223 D2° — gm D23 223 — ng D1
25 2 5 3 5 2 1 4 3 3 1 4 4 7
—?m D22 +§1:2 D1 +§D2 223 + 812 D1+§D1D2 22 — D14 22" D2

1
+5 D1° z2° D2% + gD15 z2°D2 — 2D14 22% + 2D22 D12 + g%n
3
2
1
+2D25x24D13—99525D23D1+6D2D1x25+ngxQG—;%31

- %z24D13D272D2D1+9x22D17 gx22D12+2:E,2D2+ %7$2D1D2

gx.Qng - g %30 + 2228 D1 D2 — 22" D12 D2
9

—9D1* 222 — 3225D12 + %D15D2122+5
21 2 1 1 1
+7%47—g%46— 75%29—§x25D24D1+5%9+4x23D25D13+5%7

+g%45+%6+6123D24D147 12f7x2D12+§122D22D17 §D24D1x24

—4D2322°D12 + z2° D1° D22 — % T
1
— ?9 22D1° D2 — 22° D14 D2+ 2D2* D12 +4D23D1® — 6 D1° D2

8
2

1
+ g %3 + 226 D14 D22 + 5 226 D13 D2* + 2225 D22 D1* + 228 D2 D12

—2D2222"D1% + %D26 223 D1 —2D2% 22°D1% — = D2* 226 D12

+222D22 —7D1°D2% + % 228 +

D1°D2% 2% + 2D1° D22 — 4—25 %10

25D1*D2 + 422 D1° D2? + g %44 + g %43
222D2D1% +222°D1* D2* + % 22° D1° D22 + 224 D1° D2% + %27 + % %42

—222"D22D1% — 22" D2 D12 — 3D22 D13 22% + D23 D1° 222 + % D2*D1° z2
—D2°D1z2% + %DQ“ D1° 222 + g D1° D222 + 3D1° D2 222 + ngs D22 23

+%D15D2224+ >

2
- g D1% z2% — %xg“ D2* — 526 D23 — %xﬁ D2* — ? D1D22 z2% + g 224 D22

—20D12D222°% —D12D2* 22 + 422° — 16 D2 D1 22* — %m D2% 22% — %%26

D1°D2% z2 + 2D1° D22 22 + D1° D2° 4+ 3D1% D2?

— gm?’ 223 — ng D22 2% — 12—9 D1D22 223 + g 224 D22 D1* — 7D14 224
—3D1%2+2D2x26+3z27—10D1D22x25—gD23124+x24—§D2124
6 1 2 6 13 2 6 3 6 2 3 5 7
+4D2D1z2 +§D1D2 z2 —71)1 D2 z2 +§m2 — D222 +§D21:2
1 1
+§D1x27—2D1D23a:24—2D14x23+§x26D22+3D24D13+4x27D12
+ % 227 D1° — 22°D1* — 2D2° D1 226 — gm‘*m 2% — 222" D13 D2

1 1 1
— §x26D14D22+5%41—&-ga:27D1D2+51:28D1D22+2D14D2—2D14

89

f%7%1+%D22127D1+%D1132577x22D2D137%D22x25

—33D12D222* + 10 D2 z2°
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[— 144D1D2% +4D1222D2 + D23 + D22 22" D1 + 6 222 D14 D22 + 2223 D1 D2
1

+5 D2¢ 222 —D2* — 22 D22 — D22 D1 + 7223 D12 — 4D1%2 4+ 6 D13 223

—2D1*D2% —4D23D12% + D23 227 — D2° 22° 4+ % D22 227 + %D24 228 4+ D2° 526

+ %DQG 225 + % 227 D2% — % D26 z24 — % %24 — D27 224 D1 + D27 222 D1°

+ %D28 223 D1% — %23 + % %40 — 2D2* £2° D12 — 3D2° 22° D12 4+ %39

+2D2% 224 D13 + D27 224 D1% + %22 + D22 4+ 2D1* D2* 22 + 3D2° D1 22

1
+5D25D13x2+3D26D12x2+§%21— gD13D2x23+%7%2o+6x23D2
- gD12m24+5z24D25 —D1*D2* — %%19— g%l8+§m23D13D23 —3D1

+22D22D1 — 22 D12D2% + 2223 — D2* D1 — D13 + 22 D13 D2 4+ D1* D2° 22
+822D2* D13 + 422 D2° D12 + 4224 D22 D14 + 422° D23 + ng‘* D22 22
+ % D13 D23 222 + 6 D12 D2* 223 + 2D1° D2% 22 + D12 D27 22 + 2D1D2°% z2
1 11

+ ;m D2° 223 + ?7 %15 + 5 D12D2% z2% + D1* 22 D23 — ? %14
- % D1% 22 D2% + 4D1* 222 D2* + 3D1% z2 D2* — % %38 — 39 D12 21 D22

27 5 11 2 5 2 3 5 3 3
- ?%37+ 5%13+ ?%12+4D1 22 D2° —4D12 223 D2° — 27 D1 D23 12
+ gm? D222° —3z2°D1% + % D2* 223 + 3223 D1 — 15D1 D2° 222

1 1 1 1

—4D1D2%*z2 —3D22D1% + 5%11+ §%36+ 5(7035+(7o34+ 5%33

+2D26 222 D13 — D22 £2° D13 — 2D2% 22° D12 4+ %32 — 64 D1 D2* 223

+ §D2D1$25+z22D27D1— %:1:23D26— %%31—6IQ4D13D2—21’22D1

11 1
+?x22D12+x2D2+3x2D1D2—131:22D22+D12D22—%%30—6;322
- % %10 + 11 D1* D23 222 — 29 z2* D24 D12 — 22224 D2° D1 — % %29
5 4 13 7 3 6 33 3 6 2
—1222°D2 D1+7%9+§%8—8x2 D2 D1+7%28+9x2 D26 D1
78x24D23D13+3x22D25D14+%%572D1D25720z22D22D1
— g D24 D122% — D23 22 D12 + %4 — 4D2* D12 — 3D22 D12 + %ng’ D1* D2*
+ %27 + % 22° D12 D2% — %3 — 222°D2°D1 — D2° D1 22° — 2D1° D2°
2 6 4 2 3 3 2 5 21 4 4 11 6 3
—D12D2% — D14 D2 +§D1 2% + D2 xg—?xg D2 +7z2 D2
+ ? z2°D2* + 7224 D22 — 12—1D12D2123 —5D2% 222 + 4D12D2* 22 — 3125
4 11 4 2 3 17 3 2 3 3
—3D2D1z2 +?D1D2 z2 +§%26+?D2 222 — 27D2% 22
41 1
—48D1D2% 222 — 5 D1D22 222 + 3D222°% — D2 z2 — 3 D1 D22 z2°

+ % D23 z2* —1022% + %Dl D2°% 222 + 18 D12 D2° 222 — 2D2 2% — gD25 z2?

1 4
- gmf’ 223 +6D2D1 22° + ?9 D1D22 22% + 3D12 D2 z2° + 37 D22 23
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— % D1z2* —35D1D2% 22% + 9426 D22 — 5D2* D12 + % %1 — D2°% 22° D1

+D2222"D1 — 6D122° + % D22 22° —3D12D2° — 7D12 D222 + 10 D2 22°

+D1D2% 22, -2D22 22 — 3D12 22 D2 — D23 — 35222 D1 D2 — 19 222 D2
o,
2

+3D1% —4D1%z2% — D14 D2% + g z2°D12 +6D12D2 —4D23 D12 + %m3 z27

+ 2%25— 23D1D2 — 222 D22 + 7D22 D1 — 23222 D12 — 2D1 22 D22

+ % D2° 22° + D22 27 + D2* 225 + %24 + %23 — 3D2* 22° D12 + % D2° z2° D12
1
+5 %22 + 2D22% + ng“ D2z2% + D1* D22 22 + D14 D2* 22 + 3D22 D13 22
+2D2°D1% 22 + D2°D1% 22 + g %21 —19D1° D2 223 + g %20 — 8 225 D13 D2
3 17 2 4 3 4 1 4 5 41
+4122°D2 — 3131 z2* —10D1% z2 —§x2 D2 —?%19—%18

+5223D12D2% +6D1 4+ 2D2 — 722 D22 D1 — 622 D22 D12 4+ 222 D12 D23
+222D13D2%2 +1622°% —2D2*D1 +2D1° — 222 D13 D2 + %17 — %%16

1 2
+ 5 22 D23 D1 + ?5 22°D2% + 6 D14 D2 222 + 11 D1* D22 222 + 28 D13 D22 122
—5D12D2% z2° — g D1D2% 223 + g %15 + gm? D2% 222 + 2D1% z2 D23

171
— % %14 — 9D1% 224 D22 + 3D1* 222 D2* 4+ 5D1% 22 D2* + 4 D12 223 D23

—15D1% 224 D22 — 31 D12 z2* D23 + % %13 + % %12 + 3D1% z2 D2°

+9D1% 223 D2° — % D1D23 z23 — g D12D222% + 322° D12 — gm“ z23

+8223D1 —3D22D1% 4+ %11 + D2% 223 D1% 4+ 2D2° 224 D13 — % 22° D22 D1

+ %Dl D2% 223 + %D2 D122% +7D122% + 17D12D2* 222 — 6 22* D13 D2
7,
2

—7D1% 222 D2% 4+ % 22" D12 D2 + 4222 + % %10 + 4D1% D23 z22

+2D2D1 — %w?m - 22D1%2 — 622 D1 D2 + 11222 D2%? — 2D12 D22
+422°D2* D12 — 222° D23 D12 — z2° D2* D1 + %9 + %%8 +2223D2° D13
1
+ %7+ 822*D2°D1°% + 5%64—%5—691:22D22D1 —23D2* D1 224
1 1
—2D2% 22 D1% 4+ 5%4—3D24D12 —5D22D1® —2D13D2 — §x22D2D12
— %3+ %%2 —224D2°D1 — D22 D13 2% — 2D2° D1 22° — 2D1%4 D22

—11D1% 222 + % 224 D2% + %wﬁ D23 — £2° D2* — 40D1 D22 224 + % 224 D2?

- 479 D12D222% —3D2* 222 + 4D12D2% 22 4+ 18 22° + L;’ D2 D1 z2*
37 11

5 D1D2% 222 — 12D12 D23 222 — 5 D22 2% + 3?1 D23 223 + %m D23 222

% D1D22 222 + 4224 D22 D1* + 10 D2 22% 4+ D2* 22 + D1 D2?% z2°

21 3 4 15 4 6 2 11 2 5 2 4 1 5 2
—7D2 z2 —l-?a:,? +D1D2% 22 +7D1 D2° 222 + 14 D2 22 +§D2 z2
—%D25x23+%D2D1126+%D12D2x26+gm26—%D22123+3D1124

+ %D2 227 —10D1D2% 22* + 6 22° D22 — 2D2* D1% — D2* D1 22° + 22" D1 D2

22



7

—D1*D2 — %1 + D22 22" D1 + 21 D1 225 — 3 z22D2D1% + 5D22 22° — D12 D2°

—48D12 D222 + % D2 22° + 2D1D2° :cz}

[0, 0]

%1 := D22 225 D12
%2 := z2° D2 D14
%3 := z2° D13 D23
%4 := D27 D12 223
%5 := z2° D2* D1*
%6 := z22 D2° D1*
%7 := 223 D2° D12
%8 := 22 D27 D12
%9 := z22 D26 D13
%10 := D13 D22 23
%11 := D2* z2* D1*
%12 := D13 22 D2*
%13 := D1* z2% D23
%14 := D12 z2° D22
%15 := D13 D25 222
%16 := z2* D2° D12
%17 := z2* D2* D13
%18 := £2° D13 D2?
%19 := z2° D12 D2?
%20 := D2* D13 222
%21 := D22 D13 222
%22 := D2° z2° D1*
%23 := D2* z2° D1®
%24 := D26 224 D12
%25 := 223 D14 D22
%26 := D12 D23 £2°
%27 := 225 D13 D2°
%28 := 22 D2° D13
%29 := £2° D2% D12
%30 := D12 222 D22
%31 := D12 D2* 222
%32 := D2° 224 D13
%33 := D28 222 D12
%34 := D27 z22 D13
%35 := D2° z22 D1*
%36 := D22 227 D12
%37 := D12 z2* D2°
%38 := D12 2% D23
%39 := D25 z2* D1*
%40 := D26 223 D14
%41 := z2* D1° D2*
%42 := z23 D1° D2*
%43 := z2° D1* D22
%44 = £2° D1° D23
%45 = z2* D2° D13
%46 := z2* D2* D12
%47 := D14 D23 222
%48 := D26 224 D13

%49 := D14 222 D2*
23



23.041
We easily check that Q6 is an injective parametrization of F6[1] as we have

> st:=time(): Syz6:=SyzygyModule(Q6,Alg); time()-st;

—z2 0 0 D2 0
Gy | ~D1 —22D2-2 D2? 0 0
v —222  —1+22D2 -DI 0
0 0 0 0 1

151.159

and the quotient left Alg-module (Alg"{1*4} Syz6)/(Alg"{1*3} F6[1]) is reduced to 0 as

> Quotient(Syz6,F6[1],Alg);

o O O
o o = O
o= O O
— o O O

as well as (Alg~{1*3} FG[1])/(Alg"{1*4} Syz6) as we have:
> Quotient(F6[1],Syz6,Alg);
1 0 0
01 0
0 0 1
Hence, we get Alg™{1*4} Syz6 = Alg"{1*3} F6[1], which shows that Q6 is a parametrization of the

system defined by the matrix F6[1]. Moreover, we can check that Q6 admits a left-inverse over Alg
defined by:

> st:=time(): B6:=LeftInverse(Q6,Alg); time()-st;
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B6 :=
7 o2 2 11 95 o 31914 o2
[_3_§D2 2 — 22D1 x2D2—?x2 DlDZ—&-?xZ D2 —27z2° D1 D2

1 2
+ g 223 D1D2 — 77 D22D1 —22D1° 22 — 6 D1° 22 + 119 223 D12

- % %D1%2+%D1%@3+x26m?
—45D12D2 —10D22D1? — 4D1° D2 — 10D1* D2 z2* — 93 D1* D2 222
115

D1z2D2? —8D1%2 + 17D1% z2° —

D1*D22 22 — % D22 D13 22 — 90 D22 D13 222 — %7 D12 D2 223

T2
— % D2*D1% 222 + 322°D1° D2 — % 223 D2 + % D12 z2* + % D13 z24

4
+4225D12D22 +222° D12 D22 — 18223 D13 D23 — %Dr” 22t 4+ 35 D1 —4D2
59 17 95

+5 22 — 5 22D23D1 — 5422 D22 D1% — 5 22 D12 D2% — 8522 D12 D2?
+ % 223 — g D13 — ? 22D12D2 — 224 D24 D12 — 2224 D22 D1* — % 225 D23
—45D1* D222 — 16 D14 D2 223 — 22 D14 D22 222 — % D13 D23 222

— D12 D2% 223 — % D12 D2% 2% — g D14 z2 D2 + % D12 z23 D2% — 7D1°% 224 D22
—D1*z22D2* —5D1% 22 D2* — g %3 +23D1%2 z2* D2? + % D12 z24 D23

- gm‘* 223D2% —2D13 223 D2* — %%2+ 15D1 D23 222 — gg;g D1

+ % D12D222°% + 16 22° D12 — 8D1° + 69222 D1 — %Dr” 22° D2 4+ D1* z2°

_ur D22D1% + g 225D23 D1 + D2D1 2% — 4D122° — % D12 D2* 222

+24224D1°D2 — 30D2D1 + 118 222 D1 + 126 222 D12 + z2 D2

+ 1773 22 D1D2 + 3222 D2° — %7 D12D2% — 12D1% 222 D2? — % D1 z2?
63 37

-5 222 +222°D1% — 6D1°D2222 — 6 D1° D22 222 — 5 D13 D22 z23
—15D1*D2% 2% + g z2° D22 D12 — % 223 D2° D13 — g %1 — 223 D2* D14

! 2D12% 4+ 65222 D22 D1 + D2* D1 22% + %$25 D1*D2 — z2* D1° D22

- 3@
- % 223 D1°D2% — 225 D1* D2% + 222° D13 D2 — 10D2° D1® — 65D1° D2

—2D1° 223 — ngQ D2D1? — %m25D13D23 - %sz* D1° 222 —17D1° D222
—10D1° D2 223 — D1° D22 223 — %le’ D222 — ng5 D2% 22 — % D1* D22
—29D1% z2% + % D1D2% z2* — g 24 D2? + % D1?D22z2% — 5D1%2 D2* 22

— gz25 + % D2D1z2* — D1 D2* z2% — % D12 D23 222 — %DQS 2% + % D23 223

—4D1D2% 222 + D1 D22 223 — 222 D22 D1* + g

- %mxgﬁ — 227 +2D1D2%2 225 + %DQS 224 — %w‘l — %D12D25 2?2
+ %7D2x24 - %D2D1z26 +2D12D222% — 4225 + TD22 223 + ngxQ‘l

— % D2z27 —2D1227 + % D1D23 z2% — 21 D1* 223 — 22 D2% — 22" D12

D1*z2* — 75 D1* 22

+z2°D1% — % z2"D1D2 —49D1*D2 — 16 D1* + D22 225 D12 — gm z2°

- % 222 D2D1° 4 D22 1:252+ % D12D242* — % D2z2°,



2+%D1D23—§D22z2+10D12x2D2+2D23—

49
2
+21D122D2%2 —2D1% 222 + 2D14D2% + % 225D12 —10D12 D2 4+ 10 D22 D12

B,
2
D22 D1 — 18223 D12

22D1D2 — 31222 D2

+%x23D14D22—%123D1D2—212D2S—

1
+2D2% 4+ ng4 D2222 +4D1* D22 22 + 3 D1*D2* z2 + 10D22 D13 22
+D2°D1% 22 + %DQG D12 22 +4D2?D1% 222 — 7D1° D223 4+ 2D2* D13 222

—225D13D2 4+ 22223 D2 — 3D1% 22 — gD13 z2* — 222° D12 D2?
6 35

+22°D13D2% —18D1 — 12D2 — 2022 — ?1 z2D2° D1 — 5 z2 D22 D1?
+3822D12D2% + 4722 D12 D2% + 312% + g D24 D1+ gxg D12 D2 + z2° D23

+14D1* D222 4+ 3D1* D2 22% + 8 D1* D22 222 + 20 D13 D23 122

- % D12 D2* £2° — D1 D2° 22° + D1° D2° 222 + %Dﬁ D26 222 4 ng“ z2 D23
- % D1% 223 D2% — D13 22* D22 + %Dl“ 222 D2* 4 % D1%22D2* + g %3
—2D1%22* D2% — 3D1% 22 D23 4 D1 223 D2® + 2D1% 22° D2* + 6 D12 22 D2°

+ %2 —23D1D23 222 — ? z2D1 — D12 D2 2% + %3325D12 — %DQ“ z23
+ % 223 D1 4+ % D1D2* 22 +8D22D1% — 22° D22 D1 + D1 22° + 12 D12 D2% 222
—1:24D13D2—|—10D2D1—%zQQDl—%$22D12+16z2D2—?z2D1D2
1 2 21
+ % 222D2% + % D12D2? + ?7 D12 222 D2% 4+ 3D1* 222 + 5 222
15 3 2 3 4 3 2 1 4 4 2 79 2
+ED1 D22 z23 + D14 D23 22 —|—§z2 D24 D1 +%1—?:1:2D1

4
—73222D22D1 — 2D2*D122* + 15D2* D12 + 35 D22 D13 +22D12 D2

—65222D2D1% +8D1* D22 — 10D1% 222 + % w24 D2* — 321 D1 D22 224
19 4 2 17 2 3 1 4 2 2 4 5

+ 5 #2'D2* — - D12 D222% — S D2'2” + TD1*D2" 22 + 422

— % D1D2* 222 — 6 D12 D23 222 — % D23 222 4+ 5D2% 223 4+ 6 D1 D23 222

—7D1D22 223 + %x24D22 D1* + D2z2° + %DQ“ z2 — D23 22 + 3224
+D12D25122+2D2x24+D2D1x26+%xz(’e?Dz%g?’f%ng‘*
—D1D23:1;24+%x26D22+§D24D13+2D14D2+4D14+gD1z25
23 2 3 1 2 5 5 2 5 2 4 7
-l-?xQ D2D1 +§D2 z2 +§D1 D2° —14D12D2 2 +3
5 5 2 35 3 2 2 1 3 5 79 3
+D1D2%°22,1,-3 —3D1°z2 —|—?z2 D1? +17D1 —§D1 z2 +?D1 z2

1
+20D13% 223 — gx26D12+ 7D12a:24+ —3D13x24+16D1+21332 — 3723

2 2

79 5 2 5 7 3 3 6 2 2 2

+?302D175z2 D12 —4D1 75:1:2 D1—§D1m2 +11222D1+ 3222%2D1
21 1 41

+7D14x22—?x22—EmQGDIS+59x2D12+?D13x22—4125+%

—322% — %x?ﬁ — gD1x24+2D14$2374D147 ngxQS, 0

D2 z2°

D14 z24
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7

5D22 22 +54D1%2 22 D2 — 386 222 D1 D2 + 222 D2

[22 D1D2® — g

9

ﬁz23D1D2+§z2D23+

+ = z2°D14D22% — D22 D1 + 6 D1° 22

49 125
2 2
+48D1% 22 — 217223 D1% — 188 D122 D22 + 21 D12 — 18 D1% 225 + 74 D13 22
—84D1% 223 +22D1* D23 + 11 22° D12 + 57 D12 D2 + 106 D22 D12 + éD22 z27

3 15

+25D1°D2 + % D2% 225 D13 — 5 D2* 225 D1% 4+ D2° 223 D1* + 5 D22

—6D1*D222* + 80D1* D2 222 + 89 D1* D22 22 + D14 D2 22
+136 D22 D1% 22 + 6 D2° D12 22 + 125 D22 D1? 222 —150D13 D2 223

+ % D24 D13 2% — 28 22° D13 D2 — 95223 D2 — 205 D12 z2* — 99 D13 24
79

—2022°D12D2%2 — 322°D1° D22 + %w23D13D23 +9D1+4+6D2+ —x?

+ g 22 D22 D1 + ? 22 D22 D1? + 8722 D12 D23 + 322 22 D1° D22 + 100 223

+57D1% + 19022 D13 D2 +5 z24 D2*D1% + 2224 D23 D1* — 22° D23

527 ZID1* D222 + 62D14 D2 223 + 3;19 D14 D22 222 + 145 D13 D28 222

175 D1* z2 D23

133

1
+2D12D2* 223 + 11 D12 D2° 222 + 5 D12 D26 z2% 4+
—174D1% 223 D22 — 32D1% z2* D22 + 18 D1* 222 D2* +

% D12 224 D22 + 35 D1* 223 D23 + 22 D13 222 D2*

D13 z2 D2* — g %3
—60D12 224 D22 —
+6D1222D2° + %2 — 2D1 D23 223 — 25522 D1 — 28 D12 D2 22° — % z2° D12

+6D1° — %DQ“ 223 — 69222 D1 + D1 D2° 122 + % D1D2% z2 + 150 D22 D13

+2D2%* z2* D1* + %D26 223 D1°% + D2° 224 D1 — 222° D22 D1 — ﬁ D1D2* z23

+ Z D2D1z2° + % D122°% +18D12D2% 222 — 31224 D1° D2 — 85 D2 D1

497 222 Du? 22D12f%x2D2+30x2D1D2748x22D22

+105D12D2%2 4+ 18 D12 222 D22 + 22" D12 D2 + 66 D1* 222 — 143 222
1 1
+5 226D13 + 52D1° D2 222 + 9D1° D22 222 + 35 D1° D22 + 59 D13 D22 z23

59 3

+5 D1* D23 22 — % z2° D24 D12 — 224 D2° D1 — 422° D22 D12 — = 22°D2* D1

+ % 222 D2°D1% + 2223 D2° D1 + % 223 D26 D12 + %9 %1 + 2% D2° D1*

5 475

+5 223 D24 D1* — z2D1% 4+ % 222D22D1 — %D24 D12z2* — D23 226 D12

— 22°D1* D2 + x24 D1° D22 4+ £22 D1° D23 — 3 ng’ D14 D2% — 222°D13 D2
—22°D1*D2 + 15 D24 D1%2 + 106 D22 D1% + 182 D12 D2 + 17 D15 223
_ T z22D2D1% + :r25 D1°D2% + 224 D1° D23 + %:523 D1°D2*

15

—222°D13 D23 + £2° D22 D1* — 2D22 D12 226 + 5 D23 D1° z22

+ 1 D2*D1°% 222 + 18 D1° D2 22 4+ 4 D1° D2 223 + 14 D1° D22 223

9 3

+6D1° D2 52 + D1° D22 z2 +29D1° D22 22 + —= D1* D22 — 223 D13 122
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37

— % 224 D2* + 126 D22 + % 225 D2% — 32D1 D22 z2% — 5 224 D22
— % D12D2z2® + %D24 z2% 4+ % D12D2% z2 + 4?5 z2° —19D2D1 224
9 49 205

+ 3 D1D2% 222 + 5 D12 D22 z22 — 4 D23 222 — 9D23 223 — 5 D1 D23 z2°

L 1
3 o s AT o 1T o )
— 5 DID2%02° + =L D2* 42" + — 22% + 11 D12 D2° 2% + 77 D242

+7D2D122°% + % D1D2%22% — D12 D222°% + 10225 + 45 D2% £2° — gm z2*
+ D227 + g % D1D2% z2* — 19D1* 223 + % 22°D2% +15D2* D13
— % +§x27D12 + %x27D13 —922°D1* 4+ 222" D1D2 4+ 61D1* D2 + %Dl‘*
—2D2%22°D1% + %D22 227 D1+ 21 D1 22° + 129222 D2D13 + ? D22 225
65

—115D1? D2 z2* + gDQ 225,19 + 45 D1 D23 — 5 D22 22 4+ 150 D1? z2 D2

D127 —

— gDQ?’ +103222D1D2 —50222D2 — 5223 D1* D22 + 9223 D1 D2 — gm‘*

+2722D23 — % D22D1 + 14222 D12 + ? D122 D22 +37D12 + 16 D13 22

+13D1% 222 — % D1*D2% —12D12D2 — 73D22 D12 + % D22 — 12D1% D2 z22

—30D1*D2% 22 — % D1*D2% z2 — % D22 D13 22 — ? D2° D13 22

11
—7D2°D1%2 z2 — 35 D22 D13 2% + 5 D123 D2 222 — 26 D24 D13 222 — 5223 D2

1 5
—2D1%22% — Z 22 D2° — =
z2 21:2 3

23 3 3 3 75 3 2 2
- 5 #2°D1°D2° 4+ 24D1 - 6D2 — 322 — - 22 D2° D1 — 4352 D2? D1

+2122D1°D2% — 1322 D1° D22 — g 223 —18D2* D1 — 2522 D13 D2

D1*D2* + 22° D12 D22 + 22° D1° D22

- %Dl“ D2° z2 — 224 D24 D1% — %x24 D2° D12 — %x24 D23 D14 — %3325 D23
—3D1*D222 — 3D14 D22 222 — ? D12 D23 z2% — ? D12D2% 223 — D13 D26 22

— % D12D27 22 — D1D2% 22 — 2D1° D2° 222 — D12 D2% 222 — 6 D1* 2 D23

+15D12 223 D22 + D1% 224 D2% — D14 222 D2* — 14D1% 22 D2* + % %3

+23D1%222*D2% + 2D1% 224 D23 — % D1* 223 D2% — D13 223 D2* — 9D12 22 D2°

1 21 1 1
+ 5%2+ ?DlDQSxQS +4722D1 — 5D12D2gz:25 - gng’m? - §D24a:23

+ g 223D1 + 13D1D2° 222 + % D1D2% 22 — % D22D1% 4+ 30 D1 D2* 223

1 1
— 79 D2D1z2° + 33 D12D2% 222 + 8224 D13 D2+ 89D2D1 + 17222 D1
27

+54222D12% + 7822 D2 + 66 z2 D1 D2 + 64 222 D22 + 5 D12 D22
+133D1%2 222 D22 + 10D1° D22 223 — 11 D1* D23 222 + 322* D2* D12

1
+2224D2° D1 4+ 222° D23 D12 + £2° D24 D1 — 222 D2° D13 — 3 222 D27 D12
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+223D2°D1 — 2222 D2° D12 — 223 D2°D1% + %1 — % 222 D2° D1*

— 223 D2*D1% — % D1D2° +2122D1% + % 222 D22 D1 + D24 D1 z2*

—17D2*D12 —18D23D1% — 6 D13 D2 + 33222 D2D12 — % D13 D2°

—3D12D2% — 6D1* D22 + 6 D1 222 — %D25 22 + 2 D2* — %ngj D23 — z2° D24

+D1D22% 224 — gaz24D22 + % D12D2223 + 7D2* 222 — 63D12D2* 22 — 2125

1 1
+ gD2 D122* — 7D1D2% 222 — 29D12 D23 222 — 57 D23 222 + % D23 23

+ ?mmi”w? +66D1D2* 22° — 6D1* 22 — %D2m26+2D24x2

33

_x D23 z2% — 16 22* — 15 D12 D2° 2% — 5 D2 z2* + %ms 222 + %Df’ 23

—D2D122% — D1 D22 22° — %DlQ D222% — 50 D22 223 — 18 D1 z2*

+15D1 D23 z2* — z2° D22 — 33D2*D1® — 18 D1* D2 — 5 D1 z2°
+26222D2D1% — 6D2%2 2% — 21 D12D2° + 8 D12 D2 22% — 9 D2 22°

—4D1D2°22,0,-19 +6D1° 22 — %x23D12 —61D1% + g D1? 225

—37D1%3 22 — 27D13 223 + 20D1% z2* + 2D1% 2% —43D1 + 222 + ? 23
—37D1® — 4522 D1 + % 225D1% — 17222 D1 — 71222 D1? — 6 D1* 222

— 6822 D12 — 60D1% 22 + ga:25 —10D1* 22 + 16 22* 4+ 34 D1 22* — 13D1* 223
+ ?Dlwf’, 0]

%1 := z2* D23 D13
%2 := D12 223 D2°
%3 := D12 22 D23
146.459

The residue classes of the rows of B6 in the left Alg-module M6’= Alg™{1*5}/(Alg"{1*3} F6]1]) define
a basis of M6’. Now, from the injective parametrization of F6[1] (y1, y2, 3, ¥4, ys)T = 0, let us obtain
an injective parametrization for the system R6(z1, 22, 23, 24)T =0.

> linalg[rowdim] (Q6); linalg[coldim] (Q6);
5
2

The injective parametrization Q6 of F6[1] is then a 5 times 3 matrix. As R6 admits one compatibility
condition, then the theory says that if we take the 4 first rows of the matrix @6, i.e., we remove the last
row of @6, then we obtain an injective parametrization (Q6bis

> (Q6bis:=linalg[submatrix] (Q6,1..4,1..2):

of the system R6(z1, 22, 23, 24)T = 0. Let us check this fact by computing the syzygy module of the left
Alg-module defined by the rows of Q6bis. We obtain

> st:=time(): S6:=SyzygyModule(Q6bis,Alg); time()-st;

—z2 0 0 D2
S6:=| -D1 —z2D2 -2 D22 0
0 —z22 —14+22D2 -D1
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147.081
and we prove that Alg”{1*3} S6=Alg"{1*3} R6 as we have

> Quotient(S6,R6,Alg);

1 0 0
01 0
0 0 1
and:
> Quotient(R6,S6,Alg);
1 0 0
01 0
0 0 1

Finally, we point out that the last row of the parametrization Q6 of F6[1] is 0 as it can be easily proved
by the theory:

> 1linalg[submatrix] (Q6,5..5,1..2);
[0 0]

Finally, we show how to use the previous commands in order to sometimes compute bases of free modules
over a commutative polynomial ring. By a famous theorem due to Quillen and Suslin (which proves Serre’s
conjecture), we know that any projective module over a commutative polynomial ring with coefficients in
a field is free. Constructive proofs of the Quillen-Suslin theorem exist in the literature. The algorithms
developed in A. Quadrat and D. Robertz, Constructive computation of bases of free modules over the
Weyl algebra, INRIA Report 5786, 2005, for the computation of bases of free modules over the Weyl
algebra are different by nature to the ones obtained for the Quillen-Suslin theorem. However, as we
can always embed a commutative polynomial ring with coefficients in a field of characteristic 0 into a
Weyl algebra, we can use the previous commands in order to obtain a basis of the free module over the
Weyl algebra. We note that some independent variables x; can appear in the basis and in the injective
parametrization, which does not give a basis over the polynomial ring but only over the Weyl algebra.

However, we now present some case where we can compute an injective parametrization and a basis
of a free module over a commutative polynomial ring over the field of the rationals.

Let us consider the following matrix of differential operators which do not have constant coefficients:

> R7:=evalm([[-D1xD2+1,D27°2,D3]11);
R7:=[ -D2D1+1 D2* D3]

Let us check whether the module over D= k[ D1, D2, D3] defined by M7= Alg"{1*3}/(Alg R7) is stably
free, i.e., free by the Quillen-Suslin theorem. As R7 has full row rank, we just need to check whether or
not R7 admits a right-inverse over D. We have:

> RightInverse(R7,Alg) ;

1+D2D1
D1?
0
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Hence, we know that M7 is a free module over D, independent of its rank, which is clearly 2 here. Let
us try to see if we can find an injective parametrization of the corresponding system which is free of
1, T2, T3. We obtain:

> Q7:=InjectiveParametrization(R7,Alg);
-D2? - D1D2® —D2'D1? — D3D2? — D2°D3D1, D2° D1® + D22 D12 D3 — D3
Q7 = 1-D2°D1® - D22D1%2D3, D1*D2? + D2D1° D3 — D1° D2 — D12 D3
D2%, —D2D1 +1

Let us check that Q7 is a parametrization of the system R7(y1, y2, y3)T = 0. We get

> SyzygyModule(Q7,Alg);
[ D2D1-1 -D2* -D3 |
> LeftInverse(Q7,Alg);
0 1 D1°D2 + D1°D3
[ 1 0 1+D2D1+D1°D2*+D3+D3D1D2 ]

which shows that Q7 defines an injective parametrization of R7(y1, y2, y3)* = 0 and the previous matrix

is a basis of the D-module M7:

> B7:=Basis0fModule(R7,Alg);

0 1 D1°D2 + D12 D3 }

BT = { 1 0 1+D2D1+DI1?D2?+ D3+ D3D1D2

A similar result holds for the following matrix:

> R8:=evalm([[-D1%D2+1,D2"°2,D3+111);
R8:=[ -D2D1+1 D2* D3+1 ]
> RightInverse(R8,Alg);

1+ D2D1
D12
0
> Q8:=InjectiveParametrization(R8,Alg);
Q8 =
[-2D2% — 2D1D2* — D2* D1 — D3D2? — D2* D3 D1,
D12D2? + D2°D1? + D22 D12 D3 — 1 — D3]
[1 -D2°D1%® — D12 D2? - D22 D12 D3, D1*D2? + D2D1° D3 — D12 — D12 D3]
[D2%, —D2D1 + 1]
> SyzygyModule(Q8,Alg) ;
[ D2D1-1 -D2* —1-D3 ]
> LeftInverse(Q8,Alg);

0 1 D12D2 + D12 D3 + D12
1 0 DI1°D22+D3D1D2+2D2D1+ D3+ 2

The previous computations can be done in one go as follows:

> B8:=Basis0fModule(R8,Alg);

0 1 D1°D2 + D1°D3 + D12 }

B8 = { 1 0 DI?D2?+D3D1D2+2D2D1+ D3 +2
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